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Предлагается вывод основной вариационной формулы Голузина в методе
внутренних вариаций однолистных отображений круга, основанный  на ва-
риации управляющей функции в уравнении Лёвнера.
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В классе S голоморфных однолистных в круге E = {z∈C :|z|<1} функций

f (z) = z +… имеет место вариационная формула
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 Ak – произвольные комплексные числа,  zk∈E, k = (1,…, n), n∈N.

Указанная формула лежит в основе вариационного метода Шиффера – Голу-

зина и в приведенном виде установлена Г.М. Голузиным [1]. Другим способом

формула (1) была получена Поммеренке [2]. Недавно А.Н. Сыркашевым [3] был

предложен свой вариант вывода этой формулы.

В данной статье предлагается вывод формулы (1) для плотного в S множества

S'⊂ S функций, отображающих Е на области, получающиеся исключением из C

разрезов по конечному числу жордановых кривых. Такие функции представляют-

ся в виде

( )τ

τ

( ) lim ς τ, ,f z e z
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где ς(τ, z) – решение уравнения Лёвнера [4]
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с управляющей функцией µ(τ), 0≤τ<∞, |µ(τ)| = 1.

Как отмечает Н.А. Лебедев в своём Добавлении в книге [1], вышедшей в 1966 г.,

такую попытку он сделал в 1951 г. и кратко здесь же изложил её, ограничиваясь

сообщением некоторых идей. Более общей задачей в связи с изучением уравнения

Лёвнера – Куфарева занимался в своей докторской диссертации В.Я. Гутлян-

ский [5].
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Мы проведём полный вывод формулы (1) для лорановских областей.

Проведём в уравнении (2) замену переменной τ на t по формуле τ=ϕ (t), где

ϕ (t) – монотонно возрастающая кусочно-гладкая функция на [0,∞), ϕ (0)=0, удов-

летворяющая неравенству: ϕ (t) < Me –t, M > 0. Чтобы не вводить новых обозначе-

ний, будем вместо µ(ϕ (t1)) писать µ(t). Очевидно, |µ(t)| = 1. После замены в (2) пе-

ременной τ на t получим

( )
( )

( )
( )

µ ςς
' ς , ς 0, .

µ ς

td
t z z

dt t

+
= −ϕ =

−
(3)

Для решения ς(t, z) этого уравнения имеем
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и, устремляя здесь z к нулю, находим, что
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Пусть ϕ′(t) = 1 – λq1(t), где λ – достаточно малое вещественное число, q1(t) –
кусочно-непрерывная функция, |q1(t)| < Me–t. Тогда
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однолистная в E при фиксированном t, удовлетворяет нормировке: ς*(0, z) = z,
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Пусть q2(t) – кусочно-непрерывная функция на [0,∞), |q2(t)|<M. Запишем урав-

нение (3) с управляющей функцией ( )2( )
i q t

t e
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µ  и при ϕ′(t)=1 – λq1(t):
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Найдём два первых слагаемых в разложении решения ς(τ, z, λ) этого уравнения

по формуле Тейлора при малых λ. Имеем
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Полагая ς(t, z, 0) = ς(t, z) = ς, имеем
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и, согласно (4),
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Отсюда, сравнивая коэффициенты при λ, получаем для Ψ обыкновенное диф-
ференциальное линейное неоднородное уравнение первого порядка
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Для решения соответствующего однородного уравнения
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справедливую для решений уравнения Лёвнера. Имеем
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. Варьируя произвольную постоянную C, находим, что функ-

ция C(t,z) имеет вид

0

( , ) ,

t

C P z d= τ τ∫

где

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )1 22

, , 2 ,
( , ) .

ς , , ,z

z z i z
P z q q

z z z

⎡ ⎤ς τ µ τ + ς ς µ τ ς ς
τ = τ + τ⎢ ⎥′ τ µ τ − ς ς µ τ − ς ς⎣ ⎦

(6)

Решением задачи (5) является функция
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Для нормированного отображения
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получаем разложение по параметру λ в следующем виде:
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где o(λ) – величина более высокого порядка малости, чем λ,  равномерно относи-

тельно z внутри E.
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Перейдём в (7) к пределу при t → ∞. Получим в пределе следующую вариаци-
онную формулу в классе S':
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Она может быть использована для получения различных вариационных фор-

мул за счёт выбора функций q2(t), q1(t). Мы придём к вариационной формуле Го-

лузина, полагая
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– попарно различные точки единичного круга.

С учетом указанного выбора q1(t), q2(t) имеем
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Представим эти функции в виде, удобном для интегрирования.

Легко проверить, что для любых u, u≠v, u2 + v2 ≠ 0, справедливо равенство
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и что если u = ς(τ, z) – решение уравнения Лёвнера с управляющей функцией µ(τ),

то ( )1 ,v z= ς τ  – решение этого же уравнения.

Если u, v – различные решения уравнения Лёвнера, то
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Поэтому
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Применим эти формулы для преобразования Xk. Имеем
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Проводя аналогичные вычисления для Yk, имеем
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Преобразуем q1 к виду, удобному для интегрирования:
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Переходим к записи значений интегралов в (8). Отметим, что
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Согласно (8) – (12), имеем
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Вывод вариационной формулы Голузина для f ∈ S′ окончен. Так как S′ плотен
в S в смысле равномерной сходимости последовательностей внутри круга E, то

формула распространяется на весь класс S.
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