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В формуле (6) содержится порядка 23n дизъюнкций длины 3 и n.
На основе полученных формул генерируется входной файл для SAT-решателя. 

Формулы можно также использовать для тестирования работы новых SAT-решателей, 
созданных для криптографических задач.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ СИСТЕМЫ ПЕРЕПИСЫВАЮЩИХ ПРАВИЛ 
В КОНЕЧНОЙ ГРУППЕ

А. А. Кузнецов

Представлен алгоритм, определяющий переписывающую систему конечной груп­
пы, заданной фиксированным порождающим множеством. Необходимым усло­
вием эффективной реализации алгоритма является наличие быстрой процедуры 
умножения элементов в группе. Такой групповой операцией может быть компози­
ция подстановок, умножение матриц, вычисление полиномов Холла и т. д. Алго­
ритм был применён для исследования переписывающих систем в конечных дву- 
порождённых группах периода 5.
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Решение некоторых задач теории кодирования и криптографии сводится к иссле­
дованию подходящих графов Кэли, например открытая проблема эффективного вос­
становления вершин в графе Хэмминга [1].

Поиск кратчайших путей в графах Кэли является труднорешаемой проблемой, по­
этому исследователям приходится идти на различные уловки и приёмы, чтобы по­
лучить решение за приемлемое время. Например, в [2] сначала определяют автома­
тическую структуру группы, которая порождает соответствующий граф Кэли. Авто­
матическая структура группы состоит из конечных автоматов специального вида [3]. 
Для их вычисления требуется определить множество соотношений в группе, используя 
известный алгоритм Кнута — Бендикса [4].

Зачастую алгоритм Кнута — Бендикса работает недопустимо долго, например в ко­
нечных группах, заданных коммутаторными соотношениями. В этом случае развора­
чивание коммутаторных соотношений приводит к очень длинным словам, что ката­
строфически замедляет работу алгоритма.

Настоящая работа представляет собой попытку устранить указанный недостаток. 
Остановимся подробнее на основных определениях.

Пусть G = (X) — конечная группа, порождённая упорядоченным множеством 
X = {x1 x2 ... xm}, которое также называют алфавитом. Множество всех 
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слов (строк) над алфавитом X будем обозначать X*. Пусть w = x1x2 ... xi — слово 
над X и |w| = l —его длина. На множестве X* также определим отношение порядка. 
Пусть v и w — два произвольных слова в алфавите X. Тогда v -< w, если |v| < |w|, а 
в случае равенства длин меньшее слово определяется согласно введённому лексико­
графическому порядку на порождающих. Если необходимо подчеркнуть, что строка 
v G X* соответствует элементу g G G, то будем писать vg. Строку v будем называть 
минимальным словом элемента g, если для всех других w G X*, таких, что vg = wg, 
выполняется v -< w. Очевидно, что каждому g G G соответствует уникальное мини­
мальное слово. Единице группы e соответствует пустое слово е: |е| = 0.

Пусть R — система переписывающих правил (переписывающая система), состоя­
щая из множества пар вида (u,v), где ug = vg и u >- v [4]. При этом слово и называ­
ют левой стороной правила, а строку v — правой. Иногда правила записывают в виде 
u v. Действие системы R над некоторым словом w означает осуществление замен 
вида xuy xvy до тех пор, пока не будет получено несократимое относительно R 
слово w', т. е. R(w) = w'.

Если изменение порядка применения правил не влияет на конечный результат, 
то R называют конфлюэнтной.

Переписывающую систему R называют несократимой, если для любой пары 
(u, v) G R выполняется R'(u) = u и R'(v) = v, где R' = R \ {(u, v)}.

Алгоритм 1 определяет переписывающую систему конечной группы G = (X, ◦). 
Необходимым условием эффективной реализации алгоритма является наличие быст­
рой процедуры умножения элементов в группе. Например, групповой операцией ◦ мо­
жет быть композиция подстановок, умножение матриц, вычисление полиномов Холла 
и т. д.

Алгоритм 1. R = RewritingSystem(G, X, ◦)

Вход: G = (X, о).
Выход: система переписывающих правил R группы G.

1: Р0 := {е} —множество минимальных слов.
2: К0 := {(е,е)} — словарь вида (элемент группы, его минимальное слово).
3: R := 0.
4: Для всех i = 1, 2,... , то:
5: Ki := Ki-1, Pi := 0.
6: Для всех x G X и p G Pi-1:
7: u := xp — конкатенация слов,
8: g := x ◦ p — групповое умножение.
9: Если g G Ki, то

10: если R(u) = u, то v := Ki[g], добавить (u, v) в R,
11: иначе
12: добавить u в Pi, добавить (g, u) в Ks.
13: Если Pi = 0, то
14: Вернуть R.

Теорема 1. Пусть R — система переписывающих правил, полученная при помо­
щи алгоритма 1, тогда R конфлюэнтна и несократима.

Рассмотрим примеры. Пусть B0(2,5) = (a1,a2) —наибольшая конечная двупо- 
рождённая бернсайдова группа периода 5, порядок которой равен 534 [5]. Для каж-
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дого элемента данной группы существует уникальное коммутаторное представле­
ние вида a™1 • a^2 • ... • a^4, где ai E Z5, i = 1,2,..., 34. Здесь a1 и a2 —порож­
дающие элементы B0 (2, 5), a3,...,a34 — коммутаторы, которые вычисляются рекур­
сивно через a1 и a2. Определим фактор-группу группы B0(2, 5) следующего вида: 
Bk = Bo(2, 5)/(afe+i,... ,аз4)- Очевидно, что B| = 5k.

Пусть Rk — переписывающая система группы Bk. На рис. 1 представлены графики 
роста Rk для минимального порождающего множества X = (a1,a2), а также симмет­
ричного Y = (a1, a2, a-1, a-1).
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