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ДЛЯ СМЕШАННОГО СТРАХОВАНИЯ ЖИЗНИ 

 
Рассматривается задача оценивания n-летней ренты для смешанного страхования жизни, которое часто пред-

лагается страховыми компаниями. Находятся главная часть асимптотической среднеквадратической ошибки 

и порядок смещения оценки ренты, доказывается ее асимптотическая нормальность. 
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Суть смешанного страхования жизни, или n-летнего страхования на дожитие, заключается в 

следующем. Человек заключает договор страхования на n лет. Выплата по договору производится 

либо в момент смерти застрахованного бенефициарию, если застрахованный умер в течение n лет, 

либо в момент окончания срока действия договора, если застрахованный дожил до конца этого срока. 

Этот вид договора выполняет функции как страхования, так и накопления средств, тем самым явля-

ясь наиболее привлекательным для клиента. 

В страховую компанию обращаются люди, достигшие определенного возраста х лет, поэтому 

все случайные события (страховые случаи), связанные с этим человеком, имеют условный характер. 

Для человека в возрасте х лет целесообразнее использовать не продолжительность жизни X, а оста-

точное время жизни Т(х) = X – х. Согласно [1–3] остаточное время жизни Т(х) имеет функцию рас-

пределения 
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где S(x) – функция выживания, ( ) ( )f u S u   – плотность распределения продолжительности жизни X. 

Определим для смешанного страхования жизни современную величину страховой выплаты z: 
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где δ обозначает банковскую процентную ставку. В данном случае величина z, определяемая выра-

жением (1), показывает настоящую долю будущей страховой выплаты, принимаемой за условную 

единицу. Чем больше срок страхования, тем меньше выплаты застрахованного за счет использования 

банковской процентной ставки. 

В качестве n-летней пожизненной ренты для смешанного страхования по аналогии с [3] и фор-

мулами (1) и (2) из статьи [4] получаем 
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С помощью замены переменных преобразуем интеграл в (2): 
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Тогда формула (2) принимает вид 
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Далее будут использоваться как формула (3), так и формула (4). 
 

1. Синтез оценки 
 

Пусть имеется случайная выборка 1, ..., NX X  продолжительности жизни X, по которой необхо-

димо оценить ренту (3). 

Воспользуемся вместо неизвестных F(x) и S(x) их непараметрическими оценками: эмпириче-

скими функциями распределения 
1
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  , где 

I(A) – индикатор события А. Подставив ( )NF x  и ( )NS x  в выражения для смешанной ренты (3) или (4), 

получим следующую оценку подстановки: 
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 (5) 

Отметим, что в оценке (5) вместо эмпирических функций ( )NF x  и ( )NS x  можно воспользо-

ваться их гладкими модификациями [5–19]. 
 

2. Свойства оценки n-летней ренты 
 

Найдем сначала главную часть асимптотической среднеквадратической ошибки (СКО) и поря-

док смещения оценки (5). Для этого нам понадобится теорема 1 из [20], которую ниже сформулируем 

в виде леммы. 

Введем следующие обозначения согласно [20]:  
T
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1, ;j s    – символ сходимости по распределению; || ||x  – евклидова норма вектора x;   – множе-

ство натуральных чисел. 

Определение 1. Функция 
1

( ) :
s

H t R R  и последовательность  ( )NH t  принадлежат классу 

ν, ( ;γ)N s t , если: 

1) существует ε-окрестность 

 σ :| | ε, 1, ,i iz z t i s     

в которой функция ( )H z  и все ее частные производные вплоть до порядка ν непрерывны и ограни-

чены; 

2) для всевозможных значений величин ,1 ..., NX X  последовательность  ( )NH t  мажорируется 

числовой последовательностью 
γ

0 ,NC d такой что Nd    при ,N   0 γ .    

Лемма. Пусть: 
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   .i  

Тогда для любых k  

      ( 1)/2
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       (6) 

При 1k   получаем главную часть смещения оценки ( )nH t , а при 2k   – ее СКО. 

Теорема 1. Если ( ) 0,S x   ( ) 0,S x n   ( )S t  – непрерывна в точках x и x + n, то 

1) для смещения оценки ренты (5) выполняется следующее соотношение:  

 1
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2) СКО оценки (5) задается выражением 
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где  : |x nа  определяется по формуле (8). 

Доказательство. Для оценки 
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Последовательность  ( )NH t  удовлетворяет условию 1 леммы с константами  δ
0

δ
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C e
  , 

γ 0.  Действительно, 
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Функция ( )H t  удовлетворяет условию 1, так как 2 ( ) 0.t S x   Также эта функция удовлетворяет 

условию 2 согласно лемме 3.1 [21], так как для всех i  выполняются следующие неравенства:  

    δ δ δ δ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,

i x i X i i x i x
I x X x nE e e e e S x S x n S x S x n

 
         

 

{ ( )} ( ) 1,
i

IE X x S x      
  ( ) ( ) 1

i
IE X x n S x n    

. 

Отметим, что ( )NS x  является несмещенной оценкой S(x), а 
, ( ,δ)n NJ x  – несмещенной оценкой 

функционала ( , δ)nJ x . Известно, что отношение двух несмещенных оценок может иметь смещение. 

Нахождение смещения отношения, как правило, является сложной задачей и требует использования 

результатов работы [20]. Найдем порядок смещения оценки. Так как ( ) 0NE t t  , то 
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Теперь, учитывая что 
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Используя предыдущий результат о смещении и найденную ковариационную матрицу, получа-

ем СКО оценки: 
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где 
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Теорема доказана. 

Для нахождения предельного распределения оценки (5) нам понадобятся две теоремы. 

Teорема 2 (центральная предельная теорема в многомерном случае) [22]. Пусть 1 2, , ..., , ...Nt t t  – 

последовательность независимых одинаково распределенных s-мерных векторов, { } 0,sE t 

T

1

( ) { },
N

s s N s
s

x E t t S t


    . Тогда при N   

 0, ( )N
s

S
x

N
   . 

Теорема 3 (асимптотическая нормальность ( )NH t ) [23]. Пусть: 

1) {μ,σ( )}N N sd t x   ; 

2) функция H(z) дифференцируема в точке μ, (μ) 0H  . 

Тогда  

 1
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      . 

Теорема 4 (асимптотическая нормальность оценки (5)). В условиях теоремы 1 
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Доказательство. Так как    
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   , то в обозначениях 

теоремы 3 имеем: 
: |3, ( ) ( )x ns x a    . Таким образом, 
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. 

Функция H(z) дифференцируема в точке t и ( ) 0H t  . Следовательно, выполнены все условия 

теоремы 3, и для оценки ренты (5) получаем 

 : | : | 1 : |( ) 0, ( ) .
N

x n x n x nn a a a     

Теорема доказана. 
 

Заключение 
 

В статье построены оценки n-летней ренты для смешанного страхования жизни, которое часто 

предлагается страховыми компаниями. Найдены главная часть асимптотической СКО и порядок 

смещения оценки ренты, доказывается ее асимптотическая нормальность. Рассмотренный подход к 

оцениванию индивидуальной смешанной ренты может быть распространен также и на смешанные 

ренты, связанные с коллективным страхованием [24, 25]. 
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In the paper, we constructed a nonparametric estimator of the n-year life annuity for the endowment insurance and studied its as-

ymptotic properties.  

For the n-year endowment life insurance, define the present value of the insurance payment z as follows: 
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where δ denotes a force of interest, x is the age of an individual, X is its lifetime, T(x) = X – x is its future lifetime. In this case, the 

value of z shows the present share of future insurance payments taken as some unit. The longer the insurance period the lower the 

payment of the insured using bank interest rates. 
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As the n-year life annuity for the endowment insurance we take 
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where ( ) ( )S x P X x   is a survival function,  ( ) 1 ( )F x P X x S x   

 

is a distribution function. 

Assume that we have a random sample ,1 ..., NX X  of N individuals’ lifetimes. Using the empirical survival function 
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where I(A) is the indicator of an event A, obtain the following estimator of 
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We found the principal term of the asymptotic mean square error of this estimator and proved its asymptotic normality.  
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