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Анализ СМО ММРР/M/∞
в различных предельных условиях

О.С. Бобкова, Е.В. Жукова,
С.П. Моисеева, А.С. Шкуркин

Национальный исследовательский
Томский государственный университет, г. Томск, Россия

Огромное множество исследований реальных потоков в различных
предметных областях, например телекоммуникационных потоков, по-
токов в экономических системах, показали неадекватность классиче-
ских моделей потоков (пуассоновских и рекуррентных) реальным дан-
ным. Системы же, в которых наблюдаются эффекты повторных обра-
щений заявок к обслуживающему прибору, конфликты заявок, требуют
рассмотрения моделей, выходящих за рамки множества классических
систем массового обслуживания.

Исследование таких моделей выполняется, как правило, численными
методами, либо имитационным моделированием, со всеми недостатка-
ми, вытекающими из этих методов. Альтернативным подходом являет-
ся применение метода асимптотического анализа для исследования та-
ких систем [1 – 3].

Методом асимптотического анализа в теории массового обслужива-
ния (в теории потоков) будем называть исследование уравнений, опре-
деляющих какие-либо характеристики системы (потока) при выполне-
нии некоторого асимптотического (предельного) условия, вид которого
будет конкретизирован для различных моделей и поставленных задач
исследования.

В работе рассмотрены СМО с неограниченным числом обслужи-
вающих приборов, характеристики которых исследуются при различ-
ных вариантах асимптотических условий:  растущего времени обслу-
живания, большой интенсивности, предельно редких изменений со-
стояний входящего потока в системах с неограниченным числом при-
боров. Рассмотрим бесконечнолинейную систему массового обслужи-
вания, на вход которой поступает MMPP-поток, определяемый эргоди-
ческой цепью Маркова k(t) заданной матрицей Q – её инфинитезималь-
ных характеристик 

1 2k kq , набором неотрицательных величин λk ≥ 0 и
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набором вероятностей 
1 2k kd  при всех k1 ≠ k2. Время обслуживания на

приборах случайное с экспоненциальной функцией распределения ве-
роятностей с параметром µ. Пусть i(t) – число занятых приборов в сис-
теме, занятых в момент времени t.

Так как для рассматриваемой системы процесс {k(t), i(t)} является
двумерной цепью Маркова, то для стационарного распределения P(k,i)
можно записать систему уравнений Колмогорова

( , ) ( , ) ( , 1) ( , 1)( 1) ( , ) 0k k kP k i P k i i P k i P k i i P i qν
ν

− λ − μ + − λ + + + μ + ν =∑ .

Тогда для частичных характеристических функций

0
( , ) ( , ),jui

i
H k i e P k i

∞

=

= ∑
получим систему уравнений

( , )( 1) ( 1) ( , ) ( , ) {1 ( 1) }ju ju ju
k k k

H k uj e e H k u H u q e d
u

−
ν ν

ν

∂
μ − = − λ + ν + −

∂ ∑ .

Эту систему запишем в виде матричного уравнения
( )( 1) ( ){ ( 1) }ju juuj e u e
u

− ∂
μ − = + −

∂
h h Q Λ ,  (0) =h r , (1)

где [ ]( ) (1, ), ..., ( , )u h u h K u=h , [ ]diag k= λΛ , r – вектор стационарного
распределения, определяемый системой алгебраических уравнений

{ 0,
1.

=
=

rQ
re

Дифференцируя по u уравнение (1), нетрудно получить аналитиче-
ские выражения для начальных моментов числа занятых приборов в
системе. Так, первый и второй моменты определяются выражениями

{ } 1M i λ
= =

μ μ
rΛe ,

{ } { }2 1
2

1 ( ) (2 )
2

M i −= − − μ + μ + = κ
μ

rΛ Q I Λ I e e .

Полученные точные характеристики позволяют построить аппрокси-
мации распределений вероятностей числа занятых приборов, подставляя
их значения для нахождения параметров известных распределений.
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На численных примерах показано, что наиболее удачным является
применение отрицательного биномиального распределения

{ } ( ) (1 )
! ( )

r k
i

r kP i k p p
k r

Γ +
Π = = = −

Γ
,

для которого параметры r и p определяются выражениями
2

2 2
2 2

1,
( ) ( )

p rλ λ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟μμ κ − λ κ − λ μ − λ⎝ ⎠
.

В работе приводятся результаты исследований асимптотических ха-
рактеристик при предельных условиях: растущей интенсивности вхо-
дящего потока и предельно частых изменениях состояний управляющей
Цепи Маркова (ПЧИС), растущего времени обслуживания и предельно
редких изменениях состояний (ПРИС) управляющей цепи Маркова.

Асимптотический анализа системы MМРP⏐M⏐∞
в условии растущей интенсивности и ПЧИС

Под условием предельно частых изменений состояния потока будем
понимать такие значения параметров потока, при которых время пре-
бывания управляющей цепи Маркова в каждом состоянии достаточно
малое, то есть стремится к нулю.

Длина интервала времени, когда цепь Маркова находится в k-м со-
стоянии распределена по экспоненциальному закону с параметром:
−qkk, то есть среднее время пребывания равно { } 1/ kkM qτ = − . Таким
образом, условие предельно частых изменений состояния потока можно
записать как kkq → ∞ .

Условие растущей интенсивности  и ПЧИС определим следующими
заменами: 1N=Q Q  1N=Λ Λ , где N → ∞ , тогда (1) запишется в виде

1 1
( )( 1) ( ){ ( 1) }ju juuj e u N e N
u

− ∂
μ − = + −

∂
h h Q Λ , (0) =h r .

Для построения гауссовской аппроксимации будем искать решение в
виде 2( ) ( )exp{ }u u ju= λ μh h , тогда для 2 ( )uh  получим систему диф-
ференциальных уравнений:

2
1 1

( )
( 1) ( ){ ( 1) ( 1) }ju ju juu

j e u N e N e
u

− −∂
μ − = + − + λ −

∂
h

h Q Λ I .
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Для нахождения асимптотического решения введем замены

2 2
2 2

1 , , ( ) ( , ) ( ){ } ( )u w h u f w w j w O
N

ε = = ε = ε = Φ + ε + εr f ,

где g – некоторая вектор-строка, а ( )wΦ  – скалярная функция;

( )( ){ }
( 1)j w w j w

j e
w

− ε ∂ Φ + ε
μ − ε =

∂
r f

1 1( ){ }{ ( 1) ( 1) }j w j ww j w e eε − ε= Φ + ε + − + λ −r f Q Λ I .

Отсюда, раскладывая экспоненты в ряд и приравнивая слагаемые
при одинаковых степенях ε, получаем систему алгебраических уравне-
ний для g:

{ ( ) 0,
0.

+ − λ =
=

gQ r Λ I
ge

Решая дифференциальное уравнение для ( )wΦ  с начальным услови-
ем 2 (0) 1Φ = , получаем

2

2
( )( ) exp ( )

2
jww

⎧ ⎫
Φ = λ +⎨ ⎬

⎩ ⎭
fΛe .

В силу обратных замен асимптотическая характеристическая функ-
ция принимает следующий вид:

( )2

2
( )( ) ( )exp{ } exp

2
juu u ju ju

⎧ ⎫λ +λ
= λ μ = +⎨ ⎬

μ μ⎩ ⎭

fΛe
h h .

Асимптотический анализ
в условии растущего времени обслуживания

Для асимптотического условия растущего времени обслуживания, то
есть при 0μ → ,  получены аналогичные результаты, то есть доказано,
что  стационарное распределение вероятностей  числа приборов, заня-
тых в системе обслуживания, можно аппроксимировать гауссовским
распределением с параметрами

{ }2 2
2( ) , ( ( ) )a Mi t M i t a= = λ μ σ = − = κ μ .
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Асимптотический анализ в условии предельно редких изменений
состояний управляющей потоком цепи Маркова

Под условием предельно редких изменений состояния потока будем
понимать такие значения параметров потока, при которых время пре-
бывания управляющей цепи Маркова в каждом состоянии достаточно
большое, то есть стремится к бесконечности. Таким образом, условие
предельно частых изменений состояния потока можно записать как

0kkq → .
Условие ПРИС определим следующими заменами: 1= εQ Q , где  ε –

некоторый малый положительный параметр, тогда (1) запишется в виде

1 1
( )( 1) ( ){ ( 1) }ju juuj e u e
u

− ∂
μ − = ε + −

∂
h h Q Λ , (0) =h r .

Перепишем системы уравнений в виде

(1)( , )( 1) ( , ) ( , )ju
k k

h k uj e h u q h k u
u

−
ν

ν

∂
μ − = ν ε + λ

∂ ∑ .

Выполнив предельный переход при 0ε → , получаем

( , ) ( )exp ( 1)ju kh k u r k e
λ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
μ⎩ ⎭

,

откуда характеристическая функция числа занятых приборов в системе
имеет вид

( ) ( )exp ( 1)ju k

k
h u r k e

λ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
μ⎩ ⎭

∑ .

Переходя к производящим функциям, имеем

{ }
0

( )exp ( 1) ( )
!

kii
i k k

k k i

zM z r k z r k e
i

λ∞ −
μ

=

λ λ⎧ ⎫ ⎛ ⎞= − = =⎨ ⎬ ⎜ ⎟μ μ⎩ ⎭ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

0
( )

!

kii
k

i k

z r k e
i

λ∞ −
μ

=

λ⎛ ⎞= ⎜ ⎟μ⎝ ⎠
∑ ∑ .

Таким образом, асимптотическое стационарное распределение веро-
ятностей  числа занятых приборов является взвешенной суммой пуас-
соновских распределений:

( ) ( )
!

k

i
k

k
i r k e

i
−ρρ

Π = ∑ , k kρ = λ μ .
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Заключение

В работе выполнено исследование характеристик числа занятых
приборов в системе массового обслуживания MМРР|М|∞ при различ-
ных асимптотических условиях.
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