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Представлены результаты моделирования деформирования и разрушения
мезообъемов пористой алюмооксидной керамики в условиях растяжения.
Пористая структура учитывалась явным образом на основе эксперименталь-
ных данных, полученных методом электронной микроскопии. Для описания
механического поведения предложена изотропная упруго-хрупкая модель
деградирующей среды. Расчет поврежденности производится с учетом вида
напряженного состояния. Показано, что картины разрушения на мезоуровне
существенно зависят от формы и взаимного расположения пор. Полученные
эффективные упругие и прочностные характеристики материала согласуют-
ся с экспериментальными данными.
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В последнее время пористые керамические материалы вызывают особый инте-
рес многих исследователей благодаря своим физико-механическим свойствам: вы-
сокая коррозионная и химическая стойкость, хорошая биологическая совмести-
мость с костной тканью, высокая механическая прочность и др. Изделия из порис-
той керамики применяются в различных областях техники и технологиях. Напри-
мер, их используют при изготовлении теплоизоляционных изделий, биоимплантов в
эндопротезировании, носителей катализаторов в химической промышленности и
фильтров [1, 2]. Наличие пористой структуры в керамике оказывает влияние на ее
упругие, прочностные и функциональные свойства. Например, за счет регулирова-
ния пористости в материале биоимплантата удается снизить его упругие свойства
до свойств костной ткани, а также обеспечить прорастание костной ткани внутрь
имплантата. Размеры и форма пор важны при использовании керамики в качестве
носителей катализаторов. Поскольку поры являются концентраторами напряжений
в материале, которые ведут к снижению прочностных свойств, то учет особенности
поровой структуры очень важен при оценке прочностных свойств керамических
материалов. В связи с этим задача исследования связи пористой структуры и меха-
нических свойств пористых материалов и изделий из них является актуальной.

В настоящее время для решения этой задачи широко используются методы
компьютерного моделирования. Они позволяют сэкономить средства при прове-
дении исследований и получить ответы на некоторые вопросы, когда одними экс-
периментами не обойтись. Есть примеры использования компьютерного модели-
рования, воспроизводящего полные условия эксперимента, для определения па-
раметров сложных математических моделей [3]. Существует разное количество
                                                          
1 Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных научных исследований государственных
академий наук на 2013−2020 годы, направление III.23 (численные расчеты) и при поддержке Про-
граммы повышения конкурентоспособности ТГУ (разработка физико-математической модели).
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математических моделей для описания деформации и разрушения материалов на
разных масштабных уровнях, но поскольку все модели имеют ограниченную об-
ласть применения, поэтому представляет интерес разработка и исследование но-
вых моделей [4]. Для численного изучения особенностей деформации и разруше-
ния структурно-неоднородных материалов на мезуровне применяются модели фи-
зической мезомеханики [5–11]. В последнее время на макро- и мезоуровнях ши-
роко используются модели механики рассеянных повреждений для описания раз-
рушения в рамках многоуровневого подхода [12].

Известно, что для хрупких материалов прочность на сжатие существенно пре-
вышает прочность на растяжение. И при сложном напряженном состоянии раз-
рушение зарождается именно в локальных областях растяжения. Одним из основ-
ных и наиболее простых методов экспериментальных исследований керамических
материалов является испытания на трехточечный изгиб. Поскольку в условиях
трехточечного изгиба часть образца находится в состоянии сжатия, а другая – под
действием растягивающих напряжений, наиболее опасных для пористых керамик,
то особый интерес представляет изучение областей растяжения.

Целью работы является численное исследование деформации и разрушения
керамики на основе Аl2O3 с пористой структурой на мезоуровне при растяжении с
применением упруго-хрупкой модели, которая учитывает накопление поврежде-
ний, вызывающее деградацию упругих свойств.

Постановка задачи

Пористая структура мезообъемов алюмооксидной керамики была взята из экс-
периментальных данных, описанных работе [13]. Пористость исследуемых мезо-
объемов учитывалась явно и составляла 33, 26 и 17 %. Для каждого значения по-
ристости были выбраны три различных фотографии одной пористости. По изо-
бражениям поровых структур, полученных с помощью растрового электронного
микроскопа, были построены компьютерные геометрические модели структуры
мезообъемов (рис. 1). Размеры мезообъемов на рис. 1 составляют 100×100 мкм.
Для каркаса были приняты физико-механические характеристики, соответствую-
щие беспористому Аl2O3: плотность 3,98 г/см3, объемный модуль упругости
251 ГПа, модуль сдвига 163 ГПа [14]. В порах были заданы характеристики упру-
гой среды со значениями упругих модулей на 3 порядка ниже, чем в каркасе.

cba

Рис. 1. Компьютерные модели керамической структуры
с пористостью 33 (а), 26 (b) и 17 % (c)

Fig. 1. Computer models of the ceramic structure
with a porosity of (а) 33 %, (b) 26 %, and (c) 17 %
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Механическое поведение материала описывается системой уравнений механи-
ки сплошной среды, которая включает в себя фундаментальные законы сохране-
ния, геометрические соотношения и определяющие уравнения.

В рамках лагранжева подхода к описанию сплошной среды фундаментальные
законы сохранения массы, импульса и энергии имеют вид
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где ρ0 – начальное значение плотности, V0 – начальный элементарный объем;
ρ – текущее значение плотности материала, V – текущий элементарный объем;
vi – компоненты вектора скорости; σij, εij – компоненты тензора напряжения и тен-
зора деформации соответственно; Е – удельная внутренняя энергия на единицу
массы.
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где ijε�  – компоненты тензора скорости деформации; ijω�  – компоненты тензора
скорости вращения.

Для описания механического поведения пористой керамики на мезоуровне бу-
дем использовать определяющие соотношения изотропной упруго-хрупкой по-
вреждаемой среды. В основе этой модели лежат уравнения гипоупругости (связь
скоростей напряжений и деформаций) для изотропного материала:

P = K− θ�� , 12 ,
3ij ij ij ik kj kj iks = G ε s + s⎡ ⎤− θδ − ω ω⎢ ⎥⎣ ⎦
� � �� � (6)

где P = −⅓σii – давление; K – объемный модуль упругости; θ = εii – объемная
деформация; sij – компоненты девиатора тензора напряжений; G – модуль сдвига;
δij – символ Кронекера; ik kj kj iks + sω ω� �

 
– поправка на поворот, которая возникает

при использовании коротационной производной Яуманна к тензору напряжений;
точка над символом означает материальную производную по времени. В этих урав-
нениях принято разложение тензора напряжения на шаровую и девиаторную части:

ij ij ij= P + sσ − δ . (7)

В рамках модели упруго-хрупкой повреждаемой среды упругие модули сдвига и
упругости деградируют с ростом повреждений в соответствии с формулами [15]:

0 (1 )G = G D− , 0 (1 )K = K D− , (8)
где G0 и K0 – модули сдвига и объемной упругости неповрежденного материала;
D – поврежденность.
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Для описания разного сопротивления среды в условиях растяжения и сжатия,
характерного для таких хрупких материалов как керамика, в модели накопления
повреждений имеет смысл использовать напряжения модели материала Друкке-
ра – Прагера (среды с внутренним трением), а также разные критические значения
напряжений, в зависимости от вида девиаторного напряженного состояния, опи-
сываемого параметром Лоде – Надаи. Поэтому кинетическое уравнение для эво-
люции (накопления) повреждений D примем в следующем виде [16–18]:
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 – параметр Лоде – Надаи;

S1, S2, S3 – главные значения девиатора тензора напряжений; = P+σ −α τ  – на-
пряжения Друккера – Прагера; α – коэффициент внутреннего трения; τ = (½sijsij)½

– интенсивность сдвиговых напряжений; 0 0
с t,σ σ − начальные значения напряже-

ний на упругой стадии, по достижению которых в материале каркаса начинается
накопление повреждений в областях сжатия и растяжения соответственно, причем

0 0<<t cσ σ ; с tt , t  – характерные времена процесса разрушения в условиях сжатия и

растяжения соответственно; 2
* 0 (1.01 )= ∗ σσ σ + μ  – параметр модели, определяю-

щий скорость накопления повреждений. Начальные значения напряжений 0 0
с t,σ σ

позволяют учесть неявно наличие трещин и пор более мелкого масштаба.
В качестве критерия разрушения принимается условие, когда локальное зна-

чение поврежденности становится равным единице. При описании разрушения
структурно-неоднородных сред важно учитывать возможность локальных зон,
разрушенных по определенным механизмам, продолжить сопротивляться нагруз-
ке [15]. Для этого при моделировании механического отклика мезообъемов по-
ристой керамики, в которых выполняется критерий разрушения, расчет напряже-
ний производится с учетом того, в каких условиях деформирования находится
расчетная ячейка. Если расчетная ячейка находится в условиях всестороннего
растяжения, то значения напряжений в ней приравнивались нулю, т.е. материал в
ней не сопротивляется растяжению. Если же расчетная ячейка находится в усло-
виях всестороннего сжатия, то напряжения в ней рассчитываются по гипоупруго-
му закону с использованием текущего значения деградированного модуля упру-
гости.

Для компьютерного исследования процессов деформирования и разрушения в
исследуемых мезообъемах использовали конечно-разностный численный метод
решения дифференциальных уравнений механики деформируемого твердого тела
[19]. Моделирование проводилось в двумерной постановке в условиях плоской
деформации. Рассматривался случай одноосного растяжения.

Для анализа результатов используем усредненные диаграммы напряжение-
деформация. По этим диаграммам можно определить эффективные значения уп-
ругих модулей и прочности исследуемого пористого материала. Поскольку у нас
среда не обладает периодической структурой, то для определения ее эффективных
свойств применяются методы теории случайных функций [15].
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Для определения эффективных упругих модулей пористого материала по ре-
зультатам моделирования мезообъемов в условиях одноосного нагружения при
плоском деформированном состоянии была разработана следующая методика.

В соответствии с общей теорией расчета эффективных характеристик струк-
турно-неоднородных материалов (композитов) использовались усредненные по
объему значения полей напряжений и деформаций. Например, для компоненты
тензора напряжений σij усредненные значения определяются по формуле

1
ij ij

V

dV
V

< σ > = σ∫ , (10)

где V – объем, по которому производится усреднение.
Далее, используя соотношения между давлением и объемной деформацией

(первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций)
P = K− ε , (11)

и интенсивностями напряжений и деформаций
3i i= Gσ ε , (12)

эффективные значения модулей объемной упругости и сдвига определялись через
параметры линейной аппроксимации зависимостей

> =< P K < >− ε ; (13)

> =3i i< G < >σ ε , (14)
где ε – объемная деформация, σi – интенсивность напряжения, εi – интенсивность
деформации.

Для определения эффективного значения модуля Юнга было использовано со-
отношение между средним значением компоненты тензора напряжений вдоль оси
нагружения и значением условной (инженерной) деформации вдоль той же оси
для условия плоской деформации:

(1 )2

xx
xx

< >E =< >
< >
− ν

σ
ε

, (13)

где σxx – значение напряжения вдоль оси нагружения; εxx – значение деформации
удлинения вдоль оси нагружения.

Эффективное значение коэффициента Пуассона определялось из соотношения

yy

yy xx

< ε >
< ν > =

< ε > − < ε >
, (14)

выведенного для средних значений компонент тензора деформаций в условиях
одноосного нагружения при плоском деформированном состоянии. При модели-
ровании рассчитанное по формуле (16) значение эффективного коэффициента Пу-
ассона менялось в ходе деформации. Поэтому за среднее значение принималось
значение, к которому стремилась зависимость ( )xx< > < >ν ε .

Результаты моделирования и их обсуждение

Усредненные по мезообъему кривые нагружения представлены на рис. 2, а.
Они имеют характерный для хрупких материалов вид. Видно, что с уменьшением
пористости нелинейно возрастает модуль Юнга и прочность материала. Опреде-
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ленные из диаграмм, представленных на рис. 2, а, значения модуля упругости E и
прочности σ представлены в табл. 1. Можно отметить, что вычисленные эффек-
тивные значения прочности из расчетов хорошо согласуются с эксперименталь-
ными значениями, представленными в работе [13].
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Рис. 2. Результаты моделирования растяжения на мезоуровне: кривые
напряжение – деформация с указанием пористости (а), картины разру-
шения в мезообъемах керамики с пористостью 25 % (b) и 17 % (c)
Fig. 2. The results of mesoscale modeling of the tension: (a) stress-
deformation diagrams with indicated porosity; fracture patterns in the meso-
volumes of ceramics with porosity of (b) 25 and (c) 17 %

Т а б л и ц а  1  

Вычисленные физико-механические характеристики керамики на основе Аl2O3

Пористость, % Прочность при
растяжении σ, МПа

Модуль упругости
E, ГПа

Коэффициент
Пуассона, ν

33±0,7 150±13 57±9 0,35±0,02
26±0,6 236±7 85±13 0,21±0,02
17±1 286±17 184±9 0,22±0,02
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Картины разрушения для двух мезообъемов представлены на рис. 2, b, c. Рас-
пределения напряжений модели материала Друккера – Прагера для мезообема с
пористостью 17 % представлены на рис. 3. Анализируя эти результаты, можно
отметить, что трещины образуются возле сильных концентраторов напряжений,
обусловленных формой и расположением пор. Затем трещины растут в направле-
нии, перпендикулярном оси приложения растягивающей нагрузки (ось нагруже-
ния расположена горизонтально), что характерно для хрупких материалов.

a b

Рис. 3. Распределение напряжений Друккера – Прагера (ГПа) в мезообъеме керамики с по-
ристостью 17 %: в момент зарождения первой трещины (а), при распространении верти-
кальной трещины (b). Область с максимальным значением отмечена угловой скобкой и
знаком max
Fig. 3. Distribution of the Drucker-Prager stress (GPa) in the mesovolume of ceramics with po-
rosity of 17 %: (a) at the instant of the first crack nucleation and (b) during a vertical crack propa-
gation. The region containing a maximum value is marked by the angle bracket and label “max”

Заключение

Выполнено моделирование деформирования и разрушения мезообъемов по-
ристой алюмооксидной керамики в условиях одноосного растяжения. Для описа-
ния механического поведения предложена изотропная упруго-хрупкая модель де-
градирующей среды. Расчет поврежденности производится с учетом вида напря-
женного состояния. На основе проведенных расчетов проанализировано влияние
структуры пористой керамики на характер локальных разрушений в мезообъемах
материала, а также на макроскопическую диаграмму деформирования. Разработа-
на соответствующая методика для определения эффективных упругих модулей
пористого материала по результатам моделирования мезообъемов в условиях од-
ноосного нагружения при плоском деформированном состоянии.

Показано, что наличие сильных концентраторов напряжений определяет место
зарождения трещин и влияет на их распространение в моделируемых мезообъемах.

Полученные из расчетов значения прочности и модуля упругости хорошо со-
гласуются с экспериментальными значениями для всех значений пористости. Од-
нако стоит отметить, что разброс этих значений как в эксперименте, так и в расче-
тах достаточно велик. Этот разброс результатов вызван наличием структурных
неоднородностей в образцах и их влиянием на механические характеристики.
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The deformation and fracture of the mesovolumes of porous alumina ceramics during uniaxial
tension were numerically simulated. The porous structure of the mesovolumes was obtained from
the electron microscopy data and taken into account explicitly in the modeling process. The porosity
of the mesovolumes was equal to 33, 26, and 17 %. Three different computer models of the
mesovolumes of the same porosity were taken for each considered value of porosity. The modeling
was implemented using the finite-difference method in a two-dimensional statement under plane-
strain conditions. The constitutive equations accounting for damage accumulation which leads to a
degradation of elastic properties were adopted. The equation defining damage accumulation kinetics
was based on the calculation of effective stress of the Drucker-Prager material model with
consideration for a stress state type (the Lode parameter). The mesoscopic fracture was described
using the critical damage criterion. After meeting the fracture criterion, the stresses were set equal to
zero, and the material ceased to resist tension but not compression. Based on the calculated results,
the effect of the porous ceramic structure on the local fracture characteristics in the mesovolumes of
material as well as on the macroscopic deformation diagram was analyzed. The presence of strong
stress concentrators in the mesovolumes determined crack’s nucleation cite and affected their
propagation within the modeled mesovolumes. The calculated effective elastic and strength
characteristics of materials are in a good agreement with experimental data.
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