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Предисловие

Большое значение матриц для математики и её приложений обще-
известно. Прежде всего это относится к числовым матрицам. Активно
изучаются и используются также матрицы со значениями в кольцах
(см., например, [19] и [79]), полукольцах (см., например, [35]), буле-
вых алгебрах (см., например, [60]), полугруппах и решётках. Рассмат-
риваемые в этой книге матрицы называются формальными матри-
цами или обобщёнными матрицами. Что это за матрицы? Предвари-
тельно поясним, что элементы этих матриц принадлежат нескольким
(в общем случае разным) кольцам и бимодулям.

В своей известной работе [81] Морита ввёл то, что сейчас называют
контекстом Мориты или ситуацией предэквивалентности. Контекст
Мориты (R, S, M, N,ϕ,ψ) состоит из колец R и S, бимодулей M и N,
а также связанных между собой определённым образом бимодульных
гомоморфизмов ϕ и ψ. Первоначально контексты Мориты предназна-
чались для описания эквивалентностей между категориями модулей.
Они также очень удобны для переноса свойств с одного кольца R на
другое кольцо S; см., например, [5, 58, 109].

Контексты Мориты были предметом исследований большого числа
публикаций. Существуют аналоги контекстов Мориты для полуколец,
хопфовых и квазихопфовых алгебр, коколец и категорий. По данному
контексту Мориты (R, S, M, N,ϕ,ψ) можно естественным образом по-
строить кольцо матриц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

с обычными матричными операциями.
Это кольцо называется кольцом контекста Мориты, или кольцом фор-
мальных матриц (порядка 2), или кольцом обобщённых матриц. Эта
вторая точка зрения на контекст Мориты как на матричное кольцо
и преобладает в книге. Не составляет большого труда определить кольцо
формальных матриц любого порядка n. Итак, мы уделяем основное вни-
мание кольцам формальных матриц и модулям над такими кольцами.

Кольца формальных матриц постоянно появляются в теории ко-
лец и модулей, теории конечномерных алгебр (см., например, [8], [9])
и при изучении колец эндоморфизмов абелевых групп (см., напри-
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мер, [64]). Они встречаются в функциональном анализе, прежде все-
го в связи с операторными алгебрами (см., например, [14] и [28]).

Среди колец формальных матриц выделяются кольца треугольных
матриц или более общие объекты — кольца блочных треугольных
матриц. Они нередко возникают при исследовании некоторых ко-
нечномерных алгебр и операторных алгебр. Помимо прочего, кольца
формальных треугольных матриц служат источником примеров колец
с асимметричными свойствами.

Книга содержит далеко не все существующие результаты о кольцах
формальных матриц. Однако авторы уверены, что содержание книги
достаточно для того, чтобы читатель смог составить представление
о существующих направлениях исследований в этой области. Здесь
впервые систематически изложена теория колец формальных матриц
и модулей над ними.

В книге четыре главы. Первая глава посвящена кольцам формаль-
ных матриц порядка 2 и иногда произвольного порядка n. В главе 2
рассматриваются модули над кольцом формальных матриц порядка 2.
Подробно исследуются инъективные, плоские, проективные и наслед-
ственные модули. В главе 3 вводится и изучается один частный вид
колец формальных матриц — кольца формальных матриц над данным
кольцом. Здесь много внимания уделяется свойствам отдельных мат-
риц. С одной стороны, кольца формальных матриц порядка n над коль-
цом R наиболее близки к обычному кольцу M(n, R) всех (n× n)-мат-
риц над R. В то же время они приобретают особенности, отсутству-
ющие у кольца M(n, R). Например, два кольца формальных матриц
одного порядка над данным кольцом могут быть не изоморфными;
см. теорему 20.3. Кроме того, определитель формальной матрицы A
над коммутативным кольцом не всегда совпадает с определителем
транспонированной матрицы к A; см. свойство 7 из § 21. Далее, если
F — поле, то по классической теореме Нётер — Сколема каждый ав-
томорфизм F-алгебры M(n, F) является внутренним. Но существуют
кольца формальных матриц порядка n над F, у которых группа внеш-
них автоморфизмов содержит симметрическую группу S𝑚 для некото-
рого m, где 2¶m ¶ n; см. пункт А из § 16.

В главе 4 группы Гротендика и Уайтхеда кольца формальных мат-
риц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

выражаются через соответствующие группы колец R и S.
Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой едини-

цей, а модули считаются унитарными левыми, если не оговорено про-
тивное. Гомоморфизмы пишем слева от аргументов. За исключением
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§ 15, композиция отображений α: X → Y и β : Y → Z обозначается
через αβ . Таким образом, (αβ)(x) = β(α(x)) для всех x ∈ X . (В § 15
предполагается, что (βα)(x)= β(α(x)).)

В книге используются стандартные понятия и обозначения теории
колец и модулей; см., например, [71, 90, 100, 102, 111]. Если R — коль-
цо, то J(R) — его радикал Джекобсона, C(R) — его центр, M(n, R) —
кольцо всех (n × n)-матриц над R, R-mod — категория всех левых
R-модулей. Если A — R-модуль, то End𝑅 A или End𝑅(A) — его кольцо
эндоморфизмов.





Список обозначений

E𝑖𝑗 — матричная единица

|A| — определитель матрицы A

d(A) — определитель формальной матрицы A

A⊗ B — кронекерово произведение матриц A и B

M(n, R) — кольцо всех (n× n)-матриц над кольцом R

M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})
или M(n, R,Σ)

— кольцо всех формальных матриц порядка n
над кольцом R с системой множителей
{s𝑖𝑗𝑘}= Σ

M(n, R, s) — кольцо всех формальных матриц порядка n
над кольцом R с множителем s

R◦ — противоположное кольцо к кольцу R

P(R) — первичный радикал кольца R

J(R) — радикал Джекобсона кольца R

C(R) — центр кольца R

Q(R) — максимальное левое кольцо частных кольца R

R× S — прямое произведение колец R и S

A1 ⊕ . . .⊕ A𝑛 — прямая сумма модулей A1, . . . , A𝑛

Kerϕ или Ker(ϕ) — ядро гомоморфизма ϕ

Imϕ или Im(ϕ) — образ гомоморфизма ϕ

Rad A — радикал модуля A

Soc A — цоколь модуля A

Z — замыкание подмодуля Z модуля A
bA — инъективная оболочка модуля A

A∗ — модуль характеров модуля A

lim
→ 𝐼

A𝑖 — предел прямого спектра модулей A𝑖

R-mod (mod-R) — категория левых (правых) модулей над
кольцом R
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P(R) — категория конечно порожденных проективных
R-модулей

P(A) — категория конечно A-проективных модулей

End𝑅 A
или End𝑅(A)

— кольцо эндоморфизмов R-модуля A

Biend𝑅 A — кольцо биэндоморфизмов R-модуля A

End G — кольцо эндоморфизмов абелевой группы G

Hom𝑅(A, B) — группа гомоморфизмов из R-модуля A в
R-модуль B

Hom(G, H) — группа гомоморфизмов из абелевой группы G
в абелеву группу H

M ⊗𝑅 N — тензорное произведение правого R-модуля M
на левый R-модуль N

K0(R) — группа Гротендика кольца R

K0(A) — группа Гротендика категории конечно
A-проективных модулей

K1(R) — группа Уайтхеда кольца R



Глава 1

Кольца формальных матриц

Определяются кольца формальных матриц порядка 2 и произволь-
ного порядка n, рассматриваются их основные свойства, приводятся
примеры таких колец, указываются связи колец формальных мат-
риц с кольцами эндоморфизмов модулей и системами ортогональных
идемпотентов колец.

Вычисляются радикал Джекобсона и первичный радикал кольца
формальных матриц. Выясняется, когда кольцо формальных матриц
артиново, нётерово, имеет стабильный ранг 1, регулярно или обрати-
мо-регулярно.

Последний параграф 6 посвящён чистым и k-хорошим матричным
кольцам.

§ 1. Построение колец формальных
матриц порядка 2

Пусть даны два кольца R и S, R-S-бимодуль M и S-R-бимодуль N.
Обозначим через K множество всех матриц вида

�

r m
n s

�

, где r ∈ R, s ∈ S, m ∈ M, n ∈ N.

Относительно матричного сложения K является абелевой группой.
Чтобы превратить K в кольцо, нужно уметь вычислять «произведе-
ние» mn ∈ R и «произведение» nm ∈ S. Корректно это можно сделать
следующим образом.

Предположим, что даны бимодульные гомоморфизмыϕ : M⊗𝑆 N→R
и ψ: N ⊗𝑅 M → S. Полагаем ϕ(m⊗ n)=mn и ψ(n⊗m)= nm для всех
m∈M и n∈ N . Теперь матрицы из K можно умножать, как в обычном
кольце матриц:

�

r m
n s

� �

r1 m1
n1 s1

�

=
�

rr1 +mn1 rm1 +ms1
nr1 + sn1 nm1 + ss1

�

,
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r, r1 ∈ R, s, s1 ∈ S, m, m1 ∈ M, n, n1 ∈ N .

Уточним, что rm1, ms1, nr1, sn1 — это соответствующие модульные
произведения. Пусть также для всех m, m′ ∈ M и n, n′ ∈ N выполне-
ны равенства ассоциативности (mn)m′ = m(nm′) и (nm)n′ = n(mn′).
Тогда относительно указанных операций сложения и умножения K
является кольцом. При проверке аксиом кольца нужно также учесть
основные свойства тензорного произведения и бимодульность гомо-
морфизмов ϕ и ψ. Верно и обратное: если K — кольцо, то выполнены
указанные соотношения ассоциативности. Кольцо K называется коль-
цом формальных матриц (порядка 2) и обозначается через

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Используется также термин кольцо обобщённых матриц. Иногда мы
будем просто писать «кольцо матриц».

Если N = 0 или M = 0, то K — кольцо формальных верхних или
нижних треугольных матриц

�

R M
0 S

�

или
�

R 0
N S

�

соответственно.

Для его задания гомоморфизмы ϕ и ψ не нужны.
Образы I и J гомоморфизмов ϕ и ψ являются идеалами колец R

и S соответственно. Они называются идеалами следа кольца K . Будем
говорить, что K — кольцо с нулевыми идеалами следа или тривиальное
кольцо, в случае, когда ϕ = 0=ψ, то есть I = 0= J. Конечно, кольцо
формальных треугольных матриц является кольцом с нулевыми идеа-
лами следа.

Договоримся через MN (соответственно NM) обозначать множе-
ство всех конечных сумм элементов вида mn (соответственно nm).
Выполнены равенства

I = MN , J = NM, IM = MJ, NI = JN .

Как правильно сформулировать проблему изучения колец формаль-
ных матриц? Под изучением кольца

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

естественно понимать вы-
яснение того, как свойства этого кольца зависят от свойств колец R
и S, бимодулей M и N , гомоморфизмов ϕ и ψ.

Иногда удобно отождествлять матрицы с соответствующими эле-
ментами. Например, матрицу

�

𝑟 0
0 0

�

можно отождествлять с элементом
r ∈ R и т. п. Аналогичные соглашения принимаются для множеств мат-
риц. Например, множество матриц

�

𝑋 𝑌
0 0

�

записывается в виде (X , Y )
(или просто X при Y=0). Аналогичные правила действуют для матриц
с нулевой верхней строкой.
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Пусть T — некоторое кольцо. Сохраним в T прежнее сложение
и определим новое умножение ◦ формулой x ◦ y= yx, x, y∈T . В резуль-
тате мы получим новое кольцо T◦, называемое противоположным к T .
Непосредственно проверяется, что противоположное кольцо к

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

изоморфно кольцу формальных матриц
�

𝑅◦ 𝑁
𝑀 𝑆◦

�

, где N рассматрива-
ется как R◦-S◦-бимодуль, а M рассматривается как S◦-R◦-бимодуль.
Попутно заметим, что

�

R M
N S

�

∼=
�

S N
M R

�

.

Если V — правый T-модуль, то соотношение tv = vt, t ∈ T , v ∈ V, задаёт
на V структуру левого T◦-модуля, и наоборот.

Если M = 0= N , то кольцо K можно отождествить с прямым про-
изведением R × S. Обычно мы считаем, что произведение R × S —
кольцо матриц.

Пусть K — некоторое кольцо
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

формальных матриц. Исполь-
зуя соглашение о записях матриц, можно записать равенство

K =
�

eKe eK(1− e)
(1− e)Ke (1− e)K(1− e)

�

, (1)

где e=
�

1 0
0 0

�

. При таком подходе действие соответствующих гомомор-
физмов ϕ и ψ совпадает с умножением в кольце K.

В определённом смысле верно обратное. Именно, пусть абстракт-
ное кольцо T содержит идемпотент e, не равный нулю или единице.
Можно образовать кольцо формальных матриц

K =
�

eTe eT(1− e)
(1− e)Te (1− e)T(1− e)

�

.

Кольца T и K изоморфны. Соответствие

t→
�

ete et(1− e)
(1− e)te (1− e)t(1− e)

�

, t ∈ T ,

задаёт соответствующий изоморфизм.
Пусть K — некоторое кольцо формальных матриц, записанное в

виде (1). Нетрудно указать строение идеалов и факторколец кольца K
(см. также окончание § 4 и предложения 17.3 и 17.4).

Если L — некоторый идеал кольца K , то непосредственно проверя-
ется, что L совпадает с множеством матриц

�

eLe eL(1− e)
(1− e)Le (1− e)L(1− e)

�

,
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где eLe и (1− e)L(1− e) — идеалы колец R и S соответственно, eL(1− e)
и (1− e)Le — подбимодули в M и N соответственно. Подгруппы, нахо-
дящиеся в одной из четырёх позиций в L, совпадают с множествами
соответствующих компонент элементов из L.

Образуем группу матриц K:
�

eKe/eLe eK(1− e)/eL(1− e)
(1− e)Ke/(1− e)Le (1− e)K(1− e)/(1− e)L(1− e)

�

.

В действительности мы имеем кольцо формальных матриц K, пони-
маемое в том широком смысле, о котором мы условились. Умножение
матриц в K индуцируется умножением в K. Непосредственно прове-
ряется, что отображение

K/L→ K ,
�

r m
n s

�

+ L→
�

r m
n s

�

,

является кольцевым изоморфизмом, где черта обозначает соответству-
ющий смежный класс.

Конкретное кольцо формальных матриц определяется с помощью
двух бимодульных гомоморфизмов ϕ и ψ. Выбор иной пары гомомор-
физмов приводит в общем случае к другому кольцу. Можно сформули-
ровать задачу о классификации колец формальных матриц в зависи-
мости от соответствующих пар бимодульных гомоморфизмов. С этой
задачей связана следующая проблема изоморфизма.

Пусть K и K1 — два кольца формальных матриц с бимодульными
гомоморфизмами ϕ,ψ и ϕ1,ψ1 соответственно. Как должны быть свя-
заны гомоморфизмы ϕ,ψ и ϕ1,ψ1, чтобы существовал изоморфизм
K ∼= K1?

Насколько много колец формальных матриц? Из изложенного вы-
ше следует, что класс колец формальных матриц совпадает с классом
колец, имеющих нетривиальные идемпотенты (если считать прямые
произведения колец кольцами матриц).

Класс колец формальных матриц также совпадает с классом колец
эндоморфизмов модулей, разложимых в прямую сумму. Действитель-
но, пусть G = A⊕ B — правый модуль над некоторым кольцом T . Его
кольцо эндоморфизмов изоморфно кольцу матриц

�

End𝑇 A Hom𝑇(B, A)
Hom𝑇(A, B) End𝑇 B

�

с обычными операциями сложения и умножения матриц (в качестве
произведения гомоморфизмов берётся их композиция). И наоборот,
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для кольца K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

можно записать разложение

K𝐾 = (R, M)⊕ (N , S)

в прямую сумму правых идеалов и убедиться, что кольцо End𝐾(K)
изоморфно кольцу

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Есть много видов колец, которые не обязательно имеют матрич-

ное происхождение, но являются близкими к кольцам формальных
матриц. В частности, встречаются разнообразные кольца треугольных
матриц. В работе [32] изучались так называемые тривиальные рас-
ширения колец, определяемые следующим образом. Если R — кольцо,
а M — R-R-бимодуль, то обозначим через T прямую сумму абелевых
групп R и M, T = {(r, m) | r ∈ R, m∈M}. Группа T становится кольцом,
если умножение задаётся правилом (r, m)(r1, m1) = (rr1, rm1 + mr1).
Это кольцо и является тривиальным расширением кольца R с помо-
щью бимодуля M.

Рассмотрим теперь кольцо треугольных матриц
�

𝑅 𝑀
0 𝑅

�

и в нём
подкольцо Γ = {( 𝑟 𝑚

0 𝑟 ) | r ∈ R, m ∈ M}. Кольца T и Γ изоморфны при
соответствии (r, m)→ ( 𝑟 𝑚

0 𝑟 ). Таким образом, тривиальные расшире-
ния состоят из треугольных матриц.

Любое кольцо формальных треугольных матриц
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

является
тривиальным расширением. Действительно, M можно рассматривать
как (R×S)-(R×S)-бимодуль, считая, что (r, s)m=rm, m(r, s)=ms. Возь-
мём тривиальное расширение T = {((r, s), m) | r∈ R, s∈ S, m∈M} коль-
ца R× S. Соответствие ( 𝑟 𝑚

0 𝑠 )→ ((r, s), m) задаёт изоморфизм колец K
и T . Впрочем, имеется класс колец треугольных матриц, содержащий
тривиальные расширения. Пусть f : R→ S — кольцевой гомоморфизм.
Тогда в кольце

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

все матрицы вида
� 𝑟 𝑚

0 𝑓(𝑟)
�

образуют подкольцо.
Приведём более общую конструкцию расширения колец (см. [87]).

Пусть снова M — R-R-бимодуль, а Φ: M⊗𝑅 M→R — некоторый R-R-би-
модульный гомоморфизм. Определим умножение в R⊕M правилом

(r, m)(r1, m1)= (rr1 +Φ(m⊗m1), rm1 +mr1).

Это умножение ассоциативно в точности тогда, когда

Φ(m⊗m1)m2 =mΦ(m1 ⊗m2) (2)

для всех m, m1, m2 ∈ M. В таком случае R⊕M является кольцом. Это
кольцо обозначается R×Φ M и называется полутривиальным расши-
рением кольца R с помощью M и Φ.

Кольца формальных матриц являются полутривиальными расши-
рениями. Пусть

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц с бимодульными
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гомоморфизмами ϕ и ψ. Обозначим T = R×S, V =M×N и рассмот-
рим V как естественный T -T -бимодуль. Через Φ обозначим T -T -бимо-
дульный гомоморфизм

(ϕ,ψ): V ⊗𝑇 V → T .

Он удовлетворяет соответствующему равенству (2). Следовательно,
имеем полутривиальное расширение T ×Φ V. Кольца T ×Φ V и

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

изоморфны при соответствии

(r, s)+ (m, n)→
�

r m
n s

�

.

С другой стороны, любое полутривиальное расширение вкладывает-
ся в подходящее кольцо формальных матриц. В самом деле, пусть
T×ΦV — полутривиальное расширение. Равенство, соответствующее (2),
означает, что существует кольцо формальных матриц

�

𝑇 𝑉
𝑉 𝑇

�

. Его би-
модульные гомоморфизмы совпадают с Φ. Отображение

T ×Φ V →
�

T V
V T

�

, (t, v)→
�

t v
v t

�

,

является вложением колец. Таким образом, можно отождествить T×ΦV
с кольцом матриц вида

�

𝑡 𝑣
𝑣 𝑡

�

.
Пусть T — некоторое коммутативное кольцо. Если кольца R и S яв-

ляются T -алгебрами, то кольцо K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

также является T -алгеброй.
В этом случае говорят, что K — алгебра формальных матриц.

§ 2. Примеры колец формальных
матриц порядка 2

Приведём примеры колец формальных матриц.
1. Пусть M — правый модуль над некоторым кольцом S, R=End𝑆 M,

M∗ = Hom𝑆(M, S). Тогда M — R-S-бимодуль и M∗ — S-R-бимодуль, где

(sα)m = sα(m), (αr)m = α(r(m)),

α ∈ M∗, s ∈ S, r ∈ R, m ∈ M.

Существуют R-R-бимодульный гомоморфизм ϕ : M⊗𝑆 M∗→R и S-S-би-
модульный гомоморфизм ψ: M∗ ⊗𝑅 M → S, определяемые правилами
�

ϕ
�∑

m𝑖 ⊗α𝑖

��

(m)=
∑

m𝑖α𝑖(m), ψ
�∑

α𝑖 ⊗m𝑖

�

=
∑

α𝑖(m𝑖),

где m𝑖, m ∈ M и α𝑖 ∈ M∗. Для ϕ и ψ выполняются два закона ассоциа-
тивности. Следовательно, получаем кольцо матриц

�

𝑅 𝑀
𝑀∗ 𝑆

�

.
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2. Пусть X и Y — левый и правый идеалы кольца R соответственно.
Далее, пусть S — любое подкольцо в R, удовлетворяющее условию
YX⊆S⊆ X ∩Y. Тогда

�

𝑅 𝑋
𝑌 𝑆

�

— кольцо формальных матриц, для которого
действия отображений ϕ и ψ сводятся к умножению в R. В качестве
специального случая получаем кольцо

�

𝑅 𝑅𝑒
𝑒𝑅 𝑒𝑅𝑒

�

, где e — некоторый
идемпотент.

3. Пусть Y — правый идеал кольца R, и пусть S — любое подкольцо
в R, которое содержит Y в качестве идеала. Тогда S называется поды-
деализатором идеала Y в R и

�

𝑅 𝑅
𝑌 𝑆

�

является кольцом формальных
матриц.

4. Кольца эндоморфизмов абелевых групп. Если абелева груп-
па G является прямой суммой, G= A⊕B, то её кольцо эндоморфизмов
End G будет кольцом формальных матриц; см. § 1. Абелевы группы
предоставляют много интересных и полезных примеров колец фор-
мальных матриц. Прежде всего, это кольца треугольных матриц. Так,
кольца эндоморфизмов групп Q⊕Z, Z(p𝑛)⊕Z и Z(pÌ)⊕Q изоморфны
кольцам

�

Q Q
0 Z

�

,
�

Z𝑝𝑛 Z𝑝𝑛

0 Z

�

и
�

bZ𝑝 A𝑝

0 Q

�

соответственно, где bZ𝑝 — кольцо целых p-адических чисел, A𝑝 — поле
p-адических чисел.

Кольцо эндоморфизмов p-группы Z(p𝑛)⊕Z(p𝑚), n < m, является
содержательной иллюстрацией к понятию кольца формальных мат-
риц. Его можно отождествить с кольцом формальных матриц

�

Z𝑝𝑛 Z𝑝𝑛

Z𝑝𝑛 Z𝑝𝑚

�

.

Обозначим это кольцо через K или
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Как умножаются матрицы в кольце K? Прежде всего заметим,

что Z𝑝𝑛 = Z𝑝𝑚/(p𝑚−𝑛 · 1). Поэтому кольца R и S действуют на M и N
обычным, единственно возможным способом. Далее, перейдём к го-
моморфизмам ϕ : M⊗𝑆 N→R иψ: N⊗𝑅 M→S. Если рассмотреть K как
исходное кольцо эндоморфизмов, то действие ϕ и ψ сведётся к компо-
зиции соответствующих гомоморфизмов. Принимая это во внимание,
приходим к следующему. Если a ∈ M и b ∈ N, где черта обозначает
класс вычетов, то

ϕ(a⊗ b)= a ◦ b = p𝑚−𝑛ab.

Далее, имеем
ψ(b⊗ a)= b ◦ a = p𝑚−𝑛ba,
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где последние символы b и a обозначают классы вычетов в Z𝑝𝑚 с пред-
ставителями b и a.

Получается, что идеалы следа I и J кольца K равны идеалу (p𝑚−𝑛 ·1)
кольца Z𝑝𝑛 и идеалу (p𝑚−𝑛 ·1) кольца Z𝑝𝑚 соответственно. Отсюда сле-
дует, что I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S). Существует сюръективный гомоморфизм
e : S→ R, e( y)= y, y ∈ S. Кроме того, Ker(e)⊆ J(S), и верно равенство
e(b ◦ a)= a ◦ b.

В работе [25] детально рассматривается случай n = 1 и m = 2.
Найдены все обратимые матрицы кольца K. Это используется для
построения криптосистемы.

5. Полные кольца матриц. Пусть R — некоторое кольцо. Полное
кольцо матриц M(n, R) может быть представлено в виде кольца фор-
мальных матриц порядка 2

M(n, R)=
�

R M(1× (n− 1), R)
M((n− 1)× 1, R) M(n− 1, R)

�

.

Это кольцо даёт пример кольца блочных матриц. Более общая ситу-
ация появится в доказательстве предложения 3.3 и в первом абзаце
после этого доказательства.

6. (См. [26].) Пусть R — кольцо, G — конечная подгруппа группы
автоморфизмов кольца R, а R𝐺 — кольцо инвариантов кольца R, т. е.
R𝐺 — подкольцо {x ∈ R | x𝑔 = x для всех g ∈ G}. Рассмотрим косое
групповое кольцо R ∗G, состоящее из всех формальных сумм вида

∑

𝑔∈𝐺

r𝑔g, r𝑔 ∈ R.

Суммы складываются покомпонентно, при умножении используются
закон дистрибутивности и соотношение

rg · sh = rs𝑔−1
gh

для всех r, s∈R и g, h∈G. Ясно, что R является левым и правым R𝐺-мо-
дулем. Можно также рассматривать R как левый и правый R ∗ G-мо-
дуль следующим образом: для любых элементов x =

∑

𝑔∈𝐺 r𝑔g ∈ R ∗G
и r ∈ R полагаем

x · r =
∑

𝑔∈𝐺

r𝑔r 𝑔−1
, r · x =

∑

𝑔∈𝐺

(rr𝑔)𝑔.

Отображения

ϕ : R⊗𝑅∗𝐺 R→ R𝐺 и ψ: R⊗𝑅𝐺 R→ R ∗G
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определяются с помощью соотношений

ϕ(x ⊗ y)=
∑

𝑔∈𝐺

(xy)𝑔 и ψ( y ⊗ x)=
∑

𝑔∈𝐺

yx𝑔−1
g

соответственно.
Два условия ассоциативности выполняются, и в итоге получаем

кольцо
�

R𝐺 R
R R ∗G

�

.

§ 3. Кольца формальных матриц порядка n ¾ 2

Приведём ряд замечаний о кольцах формальных матриц произ-
вольного порядка n. Рассмотренный в § 1 случай n= 2 достаточен для
понимания того, как надо определять такие кольца.

Фиксируем натуральное число n ¾ 2. Пусть R1, . . . , R𝑛 — кольца,
а M𝑖𝑗 — R𝑖-R𝑗-бимодули, причём M𝑖𝑖 = R𝑖, i, j = 1, . . . , n. Предположим,
что для любых таких i, j, k = 1, . . . , n, что i 6= j, j 6= k, задан R𝑖-R𝑘-би-
модульный гомоморфизм

ϕ𝑖𝑗𝑘 : M𝑖𝑗 ⊗𝑅𝑗
M𝑗𝑘→ M𝑖𝑘.

Для индексов i= j и j = k считаем, что ϕ𝑖𝑖𝑘 и ϕ𝑖𝑘𝑘 — это канонические
изоморфизмы

R𝑖 ⊗𝑅𝑖
M𝑖𝑘→ M𝑖𝑘, M𝑖𝑗 ⊗𝑅𝑗

R𝑗→ M𝑖𝑗.

Вместо ϕ𝑖𝑗𝑘(a ⊗ b) пишем a ◦ b или просто ab. Допустим также, что
в этих обозначениях (ab)c = a(bc) для всех элементов a ∈ M𝑖𝑗, b ∈ M𝑗𝑘,
c ∈ M𝑘` и индексов i, j, k, `.

Обозначим через K множество всех матриц (a𝑖𝑗) порядка n со зна-
чениями в бимодулях M𝑖𝑗. Относительно стандартных матричных опе-
раций сложения и умножения K является кольцом. Его можно запи-
сать в виде







R1 M12 . . . M1𝑛

M21 R2 . . . M2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M𝑛1 M𝑛2 . . . R𝑛






. (3)

Говорят, что K — кольцо формальных матриц порядка n. Если M𝑖𝑗 = 0
для всех i, j, удовлетворяющих условию i< j (соответственно j< i), то
мы говорим, что имеется кольцо формальных нижних (соответственно
верхних) треугольных матриц.
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Для каждого k = 1, . . . , n положим

I𝑘 =
∑

𝑖 6=𝑘

Im(ϕ𝑘𝑖𝑘), где ϕ𝑘𝑖𝑘 : M𝑘𝑖 ⊗𝑅𝑖
M𝑖𝑘→ R𝑘,

или, по-другому, I𝑘 =
∑

𝑖 6=𝑘 M𝑘𝑖M𝑖𝑘, где M𝑘𝑖M𝑖𝑘 — множество всех ко-
нечных сумм элементов вида ab, a ∈ M𝑘𝑖, b ∈ M𝑖𝑘. Тогда I𝑘 — идеал
кольца R𝑘. Назовём эти идеалы I1, . . . , I𝑛 идеалами следа кольца K.

Для лучшего понимания строения колец формальных матриц про-
ясним их связь с идемпотентами и кольцами эндоморфизмов.

Предложение 3.1. Некоторое кольцо K является кольцом фор-
мальных матриц порядка n¾2 в точности тогда, когда в K существу-
ет полная ортогональная система из n ненулевых идемпотентов.

Доказательство. Если K — кольцо формальных матриц порядка n,
то матричные единицы E11, . . . , E𝑛𝑛 (см. § 16) образуют нужную систе-
му идемпотентов кольца K.

Обратно, если {e1, . . . , e𝑛}— полная ортогональная система нену-
левых идемпотентов некоторого кольца T , то T изоморфно кольцу
формальных матриц







e1Te1 e1Te2 . . . e1Te𝑛

e2Te1 e2Te2 . . . e2Te𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e𝑛Te1 e𝑛Te2 . . . e𝑛Te𝑛






;

в связи с таким кольцом см. § 1.

Случай прямых сумм двух модулей, рассмотренный в § 1, можно
перенести на прямые суммы любого конечного числа слагаемых.

Предложение 3.2. Класс колец формальных матриц порядка n
совпадает с классом колец эндоморфизмов модулей, разложимых в пря-
мую сумму n ненулевых слагаемых.

В конкретных задачах могут появляться кольца формальных мат-
риц любого порядка n. В общей теории обычно изучаются кольца
формальных матриц порядка 2 в основном по причине технического
удобства. Случай n > 2 иногда можно в определённом смысле свести
к случаю матриц порядка 2.

Предложение 3.3. Кольцо формальных матриц порядка n > 2
изоморфно некоторому кольцу формальных матриц порядка k для
каждого k = 2, . . . , n− 1.
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Доказательство. Утверждение становится вполне понятным, ес-
ли рассмотреть представление колец матриц с помощью идемпотен-
тов или колец эндоморфизмов; см. предложения 3.1 и 3.2. Достаточно
определённым образом «укрупнять» идемпотенты или прямые слага-
емые. Есть, конечно, и прямое доказательство. Например, возьмём
k=2. Введём следующие обозначения для множеств матриц. Положим
R = R1, M = (M12, . . . , M1𝑛),

N =





M21
...

M𝑛1



 , S =

 

R2 M23 . . . M2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M𝑛2 M𝑛3 . . . R𝑛

!

.

Здесь S — кольцо формальных матриц порядка n− 1, M — R-S-бимо-
дуль, N — S-R-бимодуль, причём модульные умножения определяются
как произведения строк и столбцов на матрицы. Гомоморфизмы ϕ𝑖𝑗𝑘,
задающие умножение в K , индуцируют бимодульные гомоморфизмы
ϕ : M⊗𝑆 N→R иψ: N⊗𝑅 M→S. При этом верны два нужных закона ас-
социативности. В результате имеем кольцо формальных матриц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

и изоморфизм K ∼=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. Изоморфизм получается путём разбиения
каждой матрицы на четыре блока:





a11 a12 . . . a1𝑛
a21 a22 . . . a2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a𝑛1 a𝑛2 . . . a𝑛𝑛



→





(a11) (a12 . . . a1𝑛)
�

a21
. . .
a𝑛1

� �

a22 . . . a2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
a𝑛2 . . . a𝑛𝑛

�



 .

В доказательстве предложения мы фактически пришли к тому, что
формальные матрицы можно, как и обычные, разбивать на блоки,
т. е. представлять их в виде блочных матриц. Действия над блочными
матрицами производятся по тем же правилам, что и в случае, когда
вместо блоков имеем отдельные элементы. Умножение блочных мат-
риц одного порядка всегда выполнимо, когда сомножители имеют
одинаковые блочные разбиения.

Таким образом, любое кольцо формальных матриц можно рас-
сматривать как кольцо (формальных) блочных матриц. Естественным
образом появляются кольца блочных верхних (нижних) треугольных
матриц. Кольца (формальных) блочных матриц используются в тео-
рии конечномерных алгебр. Естественным образом в этой теории,
в частности, появляются кольца блочных треугольных матриц над
полями; см. [9].
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Существуют различные конструкции, позволяющие, наоборот, ис-
ходя из данного кольца формальных матриц строить кольца формаль-
ных матриц бо́льшего порядка. Рассмотрим первый способ.

Пусть дано кольцо формальных матриц вида (3). Зафиксируем
некоторую последовательность натуральных чисел s1, . . . , s𝑛. Обозна-
чим через M𝑖𝑗 множество матриц размера s𝑖 × s𝑗 с элементами из M𝑖𝑗
(напомним, что M𝑖𝑖 = R). Далее, пусть K — множество всех блочных
матриц (M𝑖𝑗), i, j = 1, . . . , n. Определим операции сложения и умно-
жения этих матриц обычным образом, т. е. сложение покомпонентно,
а относительно умножения заметим, что A𝑖𝑗 · A𝑗𝑘 ∈ M𝑖𝑘 для любых
матриц A𝑖𝑗∈M𝑖𝑗, A𝑗𝑘∈M𝑗𝑘. Тогда K превращается в кольцо формальных
блочных матриц и одновременно K — кольцо формальных матриц
порядка s1 + . . .+ s𝑛.

В дальнейшем мы будем применять второй простой способ по-
строения колец формальных матриц бо́льшего порядка. Пусть дано
кольцо формальных матриц порядка 2, K =

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Покажем, что существует кольцо формальных матриц

K4 =

�

K
�

M
S

�

(N S) S

�

.

Прежде всего,
�

M
S

�

естественным образом является K-S-бимодулем,
а (N S) является S-K-бимодулем. Отображение

ϕ :
�

M
S

�

⊗𝑆 (N S)→ K ,
�

m
x

�

⊗ (n, y)→
�

mn my
xn xy

�

,

является K-K-бимодульным гомоморфизмом, а отображение

ψ: (N S)⊗𝐾

�

M
S

�

→ S, (n, y)⊗
�

m
x

�

→ nm+ yx,

является S-S-бимодульным гомоморфизмом. Выполняются два извест-
ных тождества ассоциативности для ϕ и ψ из § 1. Следовательно, ука-
занное кольцо K4 существует. Таким же способом определяется кольцо

K2 =

�

K
�

R
N

�

(R M) R

�

.

Теперь заметим, что наряду с кольцом K всегда имеется кольцо

L =
�

S N
M R

�

.

Эти кольца изоморфны при соответствии
�

r m
n s

�

→
�

s n
m r

�

.
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Поэтому вместе с кольцами K4 и K2 существуют кольца K3 и K1, изо-
морфные им. Впрочем, их можно построить и непосредственно.

Обратим на время внимание на кольца верхних треугольных мат-
риц порядка 3 (они снова появятся в § 7). Такое кольцо Γ можно
записать в виде

�

R M L
0 S N
0 0 T

�

,

где R, S, T — кольца, M — R-S-бимодуль, L — R-T-бимодуль, N — S-T-би-
модуль. Из бимодульных гомоморфизмов остаются ненулевыми толь-
ко M ⊗𝑆 N → L и естественные изоморфизмы вида R⊗𝑅 M → M и т. п.
Можно двумя способами превратить Γ в кольцо треугольных матриц
порядка 2. При первом способе

�

r m `
0 s n
0 0 t

�

,→

�
�

r m
0 s

� �

`
n

�

(0 0) (t)

�

.

В этом случае
�

𝐿
𝑁

�

является
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

-T -бимодулем. При втором способе
(M, L) — R-

�

𝑆 𝑁
0 𝑇

�

-бимодуль.

§ 4. Некоторые идеалы колец
формальных матриц

Найдём радикал Джекобсона и первичный радикал кольца фор-
мальных матриц порядка n. Сначала рассмотрим случай n = 2.

Пусть дано кольцо

K =
�

R M
N S

�

.

Определим четыре подбимодуля бимодулей M и N. Обозначим

J`(M)= {m ∈ M | Nm ⊆ J(S)}, J𝑟(M)= {m ∈ M |mN ⊆ J(R)},

J`(N)= {n ∈ N | Mn ⊆ J(R)}, J𝑟(N)= {n ∈ N | nM ⊆ J(S)}.

Теперь образуем следующие множества матриц:

J`(K)=
�

J(R) J`(M)
J`(N) J(S)

�

, J𝑟(K)=
�

J(R) J𝑟(M)
J𝑟(N) J(S)

�

.

Непосредственно проверяется, что получены левый и правый идеалы
кольца K .

Теорема 4.1 [92]. Верны равенства J`(K)= J(K)= J𝑟(K).
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Доказательство. Запишем

J(K)=
�

X B
C Y

�

,

где X и Y — идеалы колец R и S соответственно, B и C — подбимодули
в M и N соответственно (см. § 1). Верны равенства

X = eJ(K)e = J(eKe)= J(R), где e =
�

1 0
0 0

�

.

Аналогично получаем, что Y = J(S). Далее, имеем

B ⊆ J`(M)∩ J𝑟(M), C ⊆ J`(N)∩ J𝑟(N).

Доказано, что J(K) ⊆ J`(K)∩ J𝑟(K).
Теперь возьмём произвольную матрицу ( 𝑟 𝑚

𝑛 𝑠 ) в J𝑟(K) и единичную
матрицу E. Матрицы E− ( 𝑟 𝑚

0 0 ), E−
�

0 0
𝑛 𝑠

�

обратимы справа в K . Их пра-
выми обратными будут матрицы ( 𝑥 𝑥𝑚

0 1 ) и
�

1 0
𝑦𝑛 𝑦

�

соответственно, где x
и y — правые обратные к 1− r и 1− s соответственно. Следовательно,
матрицы ( 𝑟 𝑚

0 0 ),
�

0 0
𝑛 𝑠

�

и ( 𝑟 𝑚
𝑛 𝑠 ) лежат в J(K). Поэтому J𝑟(K) ⊆ J(K).

Аналогично J`(K) ⊆ J(K).

Получается, что J`(M)= J𝑟(M) и J`(N)= J𝑟(N). Будем обозначать
эти идеалы через J(M) и J(N) соответственно. Таким образом, верно
равенство

J(K)=
�

J(R) J(M)
J(N) J(S)

�

.

Для произвольного кольца T пересечение всех его первичных иде-
алов называется первичным радикалом и обозначается через P(T).

Хорошо известно, что первичный радикал кольца T совпадает
с множеством всех строго нильпотентных элементов кольца T . На-
помним, что элемент a ∈ T называется строго нильпотентным, если
все члены любой такой последовательности a0, a1, a2, . . . , что a0 = a,
a𝑛+1 ∈ a𝑛Ta𝑛 ∀ n ∈ N, равны нулю начиная с некоторого номера.

Определим идеалы P̀ (M), P𝑟(M), P̀ (N) и P𝑟(N), аналогичные иде-
алам J`(M), J𝑟(M), J`(N) и J𝑟(N) соответственно. Ограничимся «лево-
сторонним» случаем. Обозначим

P̀ (M)= {m ∈ M | Nm ⊆ P(S)},

P𝑟(M)= {m ∈ M |mN ⊆ P(R)}.

Далее, пусть

P̀ (K)=
�

P(R) P̀ (M)
P̀ (N) P(S)

�

.
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Теорема 4.2 [92]. Верны равенства P̀ (K)= P(K)= P𝑟(K).

Доказательство теоремы 4.2 состоит в проверке записанных ра-
венств с помощью определения строго нильпотентных элементов.

Совпадающие идеалы P̀ (M) и P𝑟(M) можно обозначить через P(M),
а совпадающие идеалы P̀ (N) и P𝑟(N) можно обозначить через P(N).

Теперь перейдём к кольцу K формальных матриц любого поряд-
ка n вида (3) из § 3. Для любых индексов i и j определим подбимодули

J`(M𝑖𝑗)= {x ∈ M𝑖𝑗 | M𝑗𝑖 x ⊆ J(R𝑗)},

J𝑟(M𝑖𝑗)= {x ∈ M𝑖𝑗 | xM𝑗𝑖 ⊆ J(R𝑖)}.

При i = j получаем J`(R𝑖)= J𝑟(R𝑖)= J(R𝑖).

Теорема 4.3. Имеют место равенство

J(K)=







J(R1) J`(M12) . . . J`(M1𝑛)
J`(M21) J(R2) . . . J`(M2𝑛)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
J`(M𝑛1) J`(M𝑛2) . . . J(R𝑛)






(∗)

и аналогичное равенство с заменой индекса ` на r.

Доказательство. Случай n= 2 — это теорема 4.1. Пусть K — коль-
цо формальных матриц порядка n¾ 3. Представим K как кольцо блоч-
ных матриц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑅𝑛

�

, где R — кольцо формальных матриц порядка n−1
и M, N — соответствующие бимодули (см. доказательство предложе-
ния 3.3). Согласно теореме 4.1 имеем

J(K)=
�

J(R) J(M)
J(N) J(R𝑛)

�

.

По предположению индукции радикал J(R) имеет вид, указанный в тео-
реме. Надо показать, что множество из правой части равенства (∗)
совпадает с

�

𝐽(𝑅) 𝐽(𝑀)
𝐽(𝑁) 𝐽(𝑅𝑛)

�

. Достаточно проверить, что
�

J`(M1 𝑛)
. . .

J`(M𝑛−1 𝑛)

�

= J(M) и (J`(M𝑛1), . . . , J`(M𝑛 𝑛−1))= J(N),

где
J(M)= {m ∈ M | Nm ⊆ J(R𝑛)},

J(N)= {n ∈ N | Mn ⊆ J(R)}.
Требуемое утверждение вытекает из определения подбимодулей

J`(M𝑖𝑗). Только уточним следующий момент. Если x ∈ J`(M𝑛𝑗), то

M𝑖𝑛 x ⊆ J`(M𝑖𝑗)
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для всех различных i, j = 1, . . . , n. Действительно, имеем

M𝑗𝑖M𝑖𝑛 x ⊆ M𝑗𝑛 x ⊆ J(R𝑗).

Доказательство аналога равенства (∗) для «индекса r» симметрично
приведённому выше доказательству.

Имеем J`(M𝑖𝑗)= J𝑟(M𝑖𝑗) для различных i и j. Обозначим этот под-
бимодуль через J(M𝑖𝑗).

Первичный радикал P(K) имеет аналогичное строение. Подоб-
но подбимодулям J`(M𝑖𝑗) и J𝑟(M𝑖𝑗) определим подбимодули P̀ (M𝑖𝑗)
и P𝑟(M𝑖𝑗). Верен следующий результат.

Теорема 4.4. Имеют место равенство

P(K)=







P(R1) P̀ (M12) . . . P̀ (M1𝑛)
P̀ (M21) P(R2) . . . P̀ (M2𝑛)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
P̀ (M𝑛1) P̀ (M𝑛2) . . . P(R𝑛)







и аналогичное равенство, в котором индекс ` заменён на индекс r.

Остановимся на строении идеалов кольца K. Всё сказанное в § 1
об идеалах и факторкольцах распространяется на кольца формальных
матриц любого порядка n. Идеал L кольца K равен







I1 A12 . . . A1𝑛

A21 I2 . . . A2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A𝑛1 A𝑛2 . . . I𝑛






,

где I𝑖 — идеал кольца R, а A𝑖𝑗 — подбимодуль в M𝑖𝑗. Между этими иде-
алами и подбимодулями существуют определённые связи, которые
нетрудно найти (в одном частном случае они указаны в § 17). Множе-
ство матриц







R1/I1 M12/A12 . . . M1𝑛/A1𝑛

M21/A21 R2/I2 . . . M2𝑛/A2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M𝑛1/A𝑛1 M𝑛2/A𝑛2 . . . R𝑛/I𝑛







естественным образом образует кольцо формальных матриц, которое
канонически изоморфно факторкольцу K/L.

В конце параграфа найдём центр кольца формальных матриц. На-
помним, что центр некоторого кольца T обозначается через C(T).
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Лемма 4.5. Центр кольца формальных матриц K состоит из всех
таких диагональных матриц diag(r1, r2, . . . , r𝑛), что r𝑖∈C(R𝑖) и r𝑖m=mr𝑗
для всех m ∈ M𝑖𝑗 и различных i и j.

Доказательство. Понятно, что диагональные матрицы с указан-
ным строением лежат в C(K).

Допустим, что матрица D=(d𝑖𝑗) лежит в C(K). Из равенства DE𝑘𝑘=
= E𝑘𝑘D следует, что d𝑖𝑘 = 0 = d𝑘𝑗 при i 6= k, k 6= j. Поэтому d𝑖𝑗 = 0 при
i 6= j и D — диагональная матрица.

Теперь зафиксируем индексы i, j и элемент m ∈ M𝑖𝑗. Пусть A𝑖𝑗 —
матрица, у которой на позиции (i, j) стоит m, а на остальных по-
зициях стоят нули. Из равенства DA𝑖𝑗 = A𝑖𝑗D следует, что d𝑖m = md𝑗.
В частности, при i = j получаем, что d𝑖 ∈ C(R𝑖).

§ 5. Кольцевые свойства

Выясним, когда кольцо формальных матриц порядка 2 является
артиновым, нётеровым, регулярным или обратимо-регулярным.

Теорема 5.1 [96]. Кольцо формальных матриц K=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

является
артиновым слева в точности тогда, когда R и S — артиновы слева
кольца и 𝑅M, 𝑆N — артиновы модули.

Аналогичные утверждения верны для артинова справа кольца K
и для нётерова слева или справа кольца K.

Доказательство. ⇒. Пусть A1⊇ A2⊇ . . . — убывающая цепь левых
идеалов кольца R и C1 ⊇ C2 ⊇ . . . — убывающая цепь R-подмодулей
модуля M. Тогда имеем следующие убывающие цепи в K:

�

A1 0
NA1 0

�

⊇
�

A2 0
NA2 0

�

. . . ,
�

0 C1

0 NC1

�

⊇
�

0 C2

0 NC2

�

. . .

По предположению существует такой индекс n, что A𝑛 = A𝑛+1 = . . .
и C𝑛 = C𝑛+1 = . . . Следовательно, 𝑅R и 𝑅M — артиновы модули. Анало-
гично 𝑆S и 𝑆N — артиновы модули.
⇐. Кольцо K, рассматриваемое как левый K-модуль, является па-

рой (R ⊕ M, N ⊕ S), где R ⊕ M — левый R-модуль и N ⊕ S — левый
S-модуль (строение K рассматривается в § 7). Пусть L1 ⊇ L2 ⊇ . . . —
убывающая цепь левых идеалов кольца K. Используя материал § 7,
можно записать L𝑘 = (X𝑘, Y𝑘), где X𝑘 — подмодуль артинова модуля
R ⊕ M и Y𝑘 — подмодуль артинова модуля N ⊕ S. Кроме того, верны
включения X1 ⊇ X2 ⊇ . . . и Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . Следовательно, две последние
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цепи стабилизируются. Поэтому цепь левых идеалов L1 ⊇ L2 ⊇ . . . тоже
стабилизируется. Следовательно, K — артиново слева кольцо.

Оставшиеся утверждения доказываются аналогично.

Говорят, что кольцо T имеет стабильный ранг 1, если для любых
двух элементов a, b ∈ T , удовлетворяющих условию aT + bT = T , суще-
ствует такой элемент z ∈ T , что a+ bz — обратимый элемент.

Для любых двух элементов a, b ∈ K обозначим

diag(a, b)=
�

a 0
0 b

�

, T12(a)=
�

1 a
0 1

�

, T21(b)=
�

1 0
b 1

�

.

Теорема 5.2 [23]. Кольцо K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

имеет стабильный ранг 1
в точности тогда, когда кольца R и S имеют стабильный ранг 1.

Доказательство. ⇒. Обозначим e =
�

1 0
0 0

�

. Тогда

R ∼= eKe, S ∼= (1− e)K(1− e),

и непосредственно проверяется, что R и S имеют стабильный ранг 1.
⇐. Возьмём произвольные матрицы

A =
�

a1 m1
n1 a2

�

, B =
�

b1 m2
n2 b2

�

, X =
�

x1 m
n x2

�

и допустим, что AX + B — единичная матрица E кольца K.
Матрица

G =
�

A B
−E X

�

порядка 2 над K является обратимой матрицей с обратной матрицей
�

X XA− E
E A

�

.

В частности, в кольце R верно равенство a1 x1 +m1n+ b1 = 1. Так как
кольцо R имеет стабильный ранг 1, существует такой элемент r ∈ R,
что a1+m1nr+b1r=u, где u — обратимый элемент. Далее, существует
такой элемент n′ ∈ N ′, что

G ·





�

1 0
nr 1

�

0

�

r 0
0 0

�

E



=





�

u m1
n′ a2

�

B

�∗ 0
0 −1

�

X





(здесь и далее (∗) обозначает несущественный для нас элемент). Мож-
но проверить, что существуют такие элементы s1, s2 ∈ S, n′′ ∈ N, две
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обратимые диагональные матрицы и одна матрица T21(∗) в M(2, K),
что

diag(∗, ∗) ·G · diag(∗, ∗) · T21(∗)=







�

u m1
0 s1

� �

b1 m2

n′′ s2

�

�∗ 0
0 −1

�

X






= H.

Аналогично найдутся такие элементы s3, s4 ∈ S и m′, m′′ ∈ M, что

s1s3 + n′′m′′ + s2s4 = 1

в S. Поскольку S имеет стабильный ранг 1, существуют такие элемен-
ты s, v ∈ S, что элемент v обратим и s1 + n′′m′′s+ s2s4s = v.

Существует такая матрица T21(∗), что

H · T21(∗)=





�

u ∗
0 v

�

�

b1 m2

n′′ s2

�

∗ X



= V .

Поскольку V и ( 𝑢 ∗
0 𝑣 ) — обратимые матрицы, можно представить V

в виде
V = diag(∗, ∗) · T21(∗) · T12(∗),

где диагональная матрица обратима.
В результате приходим к равенству

diag(∗, ∗) ·G · diag(∗, ∗) · T21(∗) · T21(∗)= diag(∗, ∗) · T21(∗) · T12(∗),

или
G · diag(∗, ∗) · T21(∗)= diag(∗, ∗) · T21(∗) · T12(∗).

Следовательно, существуют такая матрица Y и такие обратимые мат-
рицы U , V, W, P в M(2, K), что

G · diag(V, W) · T21(Y )= diag(U , P) · T21(∗) · T12(∗).

Далее получаем равенства

AV + BWY = U , A+ B(WYV−1)= UV−1,

где UV−1 — обратимая матрица, что и требуется.

Приведём несколько известных определений.
Вплоть до теоремы 5.6 буква R обозначает произвольное кольцо.
Элемент r ∈ R называется регулярным, если найдётся такой эле-

мент x ∈ R, что r= rxr; кольцо R называется регулярным, если каждый
его элемент регулярен.



30 Глава 1. Кольца формальных матриц

Элемент r ∈ R называется обратимо-регулярным, если найдётся
такой обратимый элемент v ∈ R, что r= rvr; элемент r обратимо-регу-
лярен в точности тогда, когда r = ue1 = e2u, где e1, e2 — идемпотенты
и u — обратимый элемент. Кольцо R называется обратимо-регуляр-
ным, если каждый его элемент обратимо-регулярен.

Если r = rxr, то элементы rx и xr — идемпотенты кольца R. Поэто-
му непосредственно проверяется, что каждый главный левый (правый)
идеал регулярного кольца R порождается идемпотентом. Следователь-
но, каждый главный левый (правый) идеал регулярного кольца R
является прямым слагаемым левого (правого) R-модуля R.

Лемма 5.3. Если R — кольцо и y — такой элемент в R, что эле-
мент a− aya — регулярный, то элемент a тоже регулярен.

Доказательство. Существует такой элемент z ∈ R, что

(a− aya)z(a− aya)= a− aya.

Обозначим
x = z− zay − yaz+ yazay + y.

Непосредственно проверяется, что axa = a; поэтому a — регулярный
элемент.

Если x ∈ R, то r(x) обозначает правый аннулятор элемента x, т. е.
r(x) — это правый идеал {y ∈ R | xy = 0}.

Предложение 5.4 [37]. Для регулярного кольца R равносильны
следующие условия:

1) R — обратимо-регулярное кольцо;
2) (1− e)R∼= (1− f )R для любых таких идемпотентов e, f ∈ R, что

eR ∼= f R;
3) r(x)∼= R/xR для любого элемента x ∈ R.

Доказательство. 1)⇒ 2). Пусть e и f — такие идемпотенты в R,
что eR ∼= f R. Имеются прямые разложения

R𝑅 = eR⊕ (1− e)R, R𝑅 = f R⊕ (1− f )R.

Пусть x — такой элемент в R, что x(1 − e)R = 0 и левое умножение
на x является изоморфизмом eR→ f R. Существует такой обратимый
элемент u ∈ R, что xux = x. Поскольку x(ux − 1)= 0, имеем

R ⊆ uxR+ (1− e)R = u f R+ (1− e)R.

Кроме того,
xuR = xR = f R и (xu)2 = xu.
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Поэтому
u f R∩ (1− e)R = 0 и R = u f R⊕ u(1− e)R.

Поскольку u — обратимый элемент, мы также имеем

R = u f R⊕ u(1− f )R.

И наконец, получаем

(1− e)R ∼= u(1− f )R ∼= (1− f )R.

2)⇒ 3). Пусть x ∈ R. Существует такой элемент y ∈ R, что xyx = x.
Так как xy и yx — идемпотенты, существуют прямые разложения

R𝑅 = yxR⊕ r(x)= xR⊕ (1− xy)R.

Умножение правого идеала yxR слева на x задаёт изоморфизм yxR→xR.
Из условия 2 вытекает, что

r(x)∼= (1− xy)R ∼= R/xR.

3)⇒ 1). Для данного элемента x ∈ R существует такой элемент
y ∈ R, что xyx = x. Как и выше, имеем прямые разложения

R𝑅 = yxR⊕ r(x)= xR⊕ (1− xy)R.

Из условия 3 получаем

r(x)∼= R/xR ∼= (1− xy)R.

Умножение правого идеала yxR слева на x задаёт изоморфизм yxR→xR.
В итоге имеется изоморфизм ϕ : R𝑅→ R𝑅. Пусть u — такой обратимый
элемент в R, что левое умножение на u является обратным изомор-
физмом к ϕ. Тогда ux = yx и xux = xyx = x.

Предложение 5.5 [37]. Регулярное кольцо R имеет стабильный
ранг 1 в точности тогда, когда R — обратимо-регулярное кольцо.

Доказательство. ⇒. Пусть a ∈ R. Тогда axa = a для некоторого
x ∈ R и R𝑅 = aR ⊕ (1− ax)R; см. доказательство импликации 2)⇒ 3)
из предложения 5.4. Так как R имеет стабильный ранг 1, элемент
a + (1 − ax) y является обратимым для некоторого элемента y ∈ R.
Поэтому (a + (1 − ax) y)u = 1, где u — обратимый элемент. Теперь
получаем

a = axa = ax(a+ (1− ax) y)ua = axaua = aua.

Следовательно, R — обратимо-регулярное кольцо.
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⇐. Пусть дано равенство aR+ bR= R. Все главные правые идеалы
регулярного кольца R являются прямыми слагаемыми в R𝑅. Возьмём
некоторое прямое разложение R𝑅 = aR⊕ I и рассмотрим ограничение
проекции R𝑅→ I на bR. Тогда bR = (aR∩ bR)⊕ J для некоторого пра-
вого идеала J. Далее получаем прямое разложение R𝑅 = aR⊕ J. Также
имеем прямое разложение R𝑅= L⊕K , где K = r(a); см. доказательство
импликации 2)⇒ 3) из предложения 5.4. Поскольку L ∼= aR, по пред-
ложению 5.4 имеем K ∼= J. Следовательно, существует такой элемент
c ∈ R, что cL = 0 и левое умножение на c индуцирует изоморфизм K
на J. Таким образом, cR= J⊆bR и c=by для некоторого элемента y∈R.
Также получаем, что левое умножение на a индуцирует изоморфизм L
на aR. Учитывая равенства aK = 0 = cL, получаем, что умножение
слева на a + c индуцирует изоморфизм L ⊕ K = R𝑅 на aR ⊕ J = R𝑅.
Следовательно, a+ by = a+ c — обратимый элемент кольца R.

Статья Брауна и Маккоя [18] содержит элементарное доказатель-
ство того, что кольцо матриц M(n, R) над регулярным кольцом R
является регулярным кольцом. Мы перенесём это доказательство
на кольца формальных матриц порядка 2. Также отметим, что для
кольца формальных матриц любого порядка утверждение 1 следую-
щей теоремы 5.6 можно доказать с помощью леммы 1.6 книги [37];
см. также [96].

Теорема 5.6. Для кольца формальных матриц K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

верны
следующие утверждения:

1) кольцо K регулярно в точности тогда, когда R и S — регулярные
кольца и x ∈ xNx, y ∈ yMy для всех x ∈ M и y ∈ N;

2) кольцо K обратимо-регулярно в точности тогда, когда R и S —
обратимо-регулярные кольца и x∈ xNx, y∈ yMy для всех x∈M и y∈N.

Доказательство. 1.⇒. Непосредственно проверяется, что R и S —
регулярные кольца и x ∈ xNx, y ∈ yMy для всех x ∈ M и y ∈ N. Для
любого x ∈ M существует такая матрица

�

𝑎 𝑥′
𝑦 𝑏

�

∈ K , что
�

0 x
0 0

� �

a x′
y b

� �

0 x
0 0

�

=
�

0 x
0 0

�

.

Отсюда вытекает, что x= xyx∈ xNx. Аналогично получаем, что y∈ yMy
для всех y ∈ N.
⇐. Если a ∈ R, то через a′ обозначается произвольный элемент,

удовлетворяющий условию aa′a= a. Обозначения b′, x′, y′ имеют ана-
логичный смысл, где b ∈ S, x ∈ M и y ∈ N.
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Обозначим X =
�

0 0
𝑥′ 0

�

и B = A− AXA. Матрица B имеет вид
�

𝑐 0
𝑧 𝑑

�

.
Далее, составим матрицу Y =

�

𝑐′ 0
0 𝑑′

�

и вычислим

B− BYB = C =
�

0 0
n 0

�

для некоторого n ∈ N . Наконец, возьмём матрицу Z =
�

0 𝑛′
0 0

�

и увидим,
что C = CZC. Это означает, что C — регулярный элемент в K. По лем-
ме 5.3 матрицы B и A также являются регулярными элементами.

2. Утверждение вытекает из утверждения 1, теоремы 5.2 и предло-
жения 5.5.

§ 6. Аддитивные задачи

Радикал Джекобсона кольца R по-прежнему обозначается через J(R).
Пусть R — некоторое кольцо. Элемент r ∈ R называется чистым,

если его можно записать в виде r = u + e, где e — идемпотент и u —
обратимый элемент. Кольцо R называется чистым, если каждый его
элемент является чистым. Базовые сведения о чистых кольцах имеют-
ся в статье [85] и книгах [99, 111].

Обратимые или идемпотентные элементы являются чистыми. Если
x∈ J(R), то x=(x−1)+1, где x−1 — обратимый элемент. Следователь-
но, x — чистый элемент. Поэтому каждое локальное кольцо является
чистым кольцом.

Лемма 6.1 [48]. Пусть R — кольцо, e — такой идемпотент в R,
что eRe и (1− e)R(1− e) — чистые кольца. Тогда R — чистое кольцо.

Доказательство. Отождествим кольцо R с кольцом формальных
матриц

�

eRe eR(1− e)
(1− e)Re (1− e)R(1− e)

�

;

см. § 1.
Теперь возьмём матрицу A =

� 𝑎 𝑥
𝑦 𝑏
�

∈ R. Существует разложение
a= u+ f , где u — обратимый элемент кольца eRe и f = f 2 ∈ eRe. Тогда

b− yu−1 x ∈ (1− e)R(1− e).

Поэтому кольцо (1− e)R(1− e) содержит такие идемпотент g и обра-
тимый элемент v, что b− yu−1 x = v + g. Имеем равенства

A =
�

u+ f x
y v + g+ yu−1 x

�

=
�

f 0
0 g

�

+
�

u x
y v + yu−1 x

�

.
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Тогда
� 𝑓 0

0 𝑔

�

— идемпотент кольца R. Осталось проверить, что
�

u x
y v + yu−1 x

�

— обратимая матрица. Верны равенства
�

e 0
−yu−1 1− e

� �

u x
y v + yu−1 x

� �

e −u−1 x
0 1− e

�

=
�

u 0
0 v

�

,

в которых первая матрица и две последние матрицы обратимы.

С помощью индукции несложно проверить следующее предложение.

Предложение 6.2. Пусть R — кольцо и e1, e2, . . . , e𝑛 — такие по-
парно ортогональные идемпотенты кольца R, что 1= e1+ e2+ . . .+ e𝑛
и все e𝑖Re𝑖 — чистые кольца. Тогда R — чистое кольцо.

С помощью предложения 6.2 и предложения 3.1 о соответствии
между кольцами формальных матриц и ортогональными системами
идемпотентов можно доказать следующий результат.

Следствие 6.3. Пусть K — кольцо формальных матриц порядка n
и все кольца R1, R2, . . . , R𝑛 являются чистыми. Тогда K — чистое кольцо.

Есть другой способ доказательства следствия 6.3. Сначала приме-
няем лемму 6.1 к кольцу

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. Кольцо формальных матриц порядка
n > 2 является кольцом формальных блочных матриц порядка 2. По-
этому можно использовать индукцию по n.

Предложение 6.4 [85]. Кольцо R с радикалом Джекобсона J(R)
является чистым в точности тогда, когда R/J(R) — чистое кольцо
и идемпотенты можно поднимать по модулю J(R).

Доказательство. ⇒. Гомоморфные образы чистых колец являются
чистыми кольцами.

Пусть x — произвольный элемент кольца R. Запишем x в виде
x = u + e, где u — обратимый элемент и e — идемпотент. Верны
равенства

u(x − u−1(1− e)u)= ue+ u2 − u+ eu = x2 − x,

x − u−1(1− e)u = u−1(x2 − x).

Возьмём в качестве x такой элемент f ∈ R, что f 2 − f ∈ J(R). Из соот-
ношений

f − u−1(1− e)u = u−1( f 2 − f ) ∈ J(R)

вытекает, что идемпотенты можно поднимать по модулю J(R).
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⇐. Пусть x — произвольный элемент в R. Через x обозначается
естественный образ элемента x в факторкольце R/J(R). Существуют
такие элементы e, u, v ∈ R, что e2 = e и

u v = v u = 1, x = u+ e.

Так как идемпотенты можно поднимать по модулю J(R), можно счи-
тать, что e2 = e. Кроме того, uv = 1 + s и vu = 1 + t для некоторых
элементов s, t ∈ J(R). Так как элементы 1 + s и 1 + t обратимы, uv
и vu — обратимые элементы. Поэтому u и v — обратимые элементы.
Тогда x = u+ r + e для некоторого элемента r ∈ J(R), причём u+ r —
обратимый элемент.

Пусть k — натуральное число. Элемент a кольца R называется k-хо-
рошим, если a является суммой k обратимых элементов кольца R.
Кольцо называется k-хорошим, если каждый его элемент является
k-хорошим.

Предложение 6.5. Если K — кольцо формальных матриц поряд-
ка n и все кольца R1, R2, . . . , R𝑛 являются k-хорошими, то K — k-хоро-
шее кольцо.

Доказательство. Рассмотрим только случай k = 2. По соображе-
ниям, приведённым после следствия 6.3, считаем, что K =

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Рассмотрим произвольную матрицу X = ( 𝑟 𝑚

𝑛 𝑠 ) в кольце K . Обозна-
чим через A, B и C следующие матрицы:

A =
�

0 m
0 0

�

, B =
�

r 0
0 s

�

, C =
�

0 0
n 0

�

.

Так как R и S — 2-хорошие кольца, имеем B = U + V, где

U =
�

u1 0
0 v1

�

, V =
�

u2 0
0 v2

�

— обратимые матрицы. Положим

A′ = A+U =
�

u1 m
0 v1

�

, C′ = C + V =
�

u2 0
n v2

�

.

Теперь получаем
X = A+ B+ C = A′ + C′,

где A′ и C′ — обратимые матрицы.

Имеется интересная связь между чистыми и 2-хорошими кольцами.
Элемент s ∈ R называется инволюцией, если s2 = 1. Когда мы гово-

рим, что 2 обратимо в R, мы считаем, что 2 ·1𝑅 — обратимый элемент.
Вместо r · 2−1 будем писать r/2.
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Предложение 6.6 [20]. Пусть 2 обратимо в R. Кольцо R явля-
ется чистым в точности тогда, когда каждый элемент x кольца R
является суммой обратимого элемента и инволюции (следовательно,
x — 2-хороший элемент).

Доказательство. Допустим, что R — чистое кольцо и x ∈ R. Тогда
(x + 1)/2= u+ e, где e = e2 и u — обратимый элемент. Следовательно,
x = 2u+ (2e− 1), где 2u — обратимый элемент и (2e− 1)2 = 1.

Обратно, допустим, что каждый элемент кольца R является сум-
мой обратимого элемента и инволюции. Для данного x ∈ R элемент
2x − 1 представим в виде 2x − 1 = u+ s, где u — обратимый элемент
и s2 = 1. Тогда x = u/2 + (s + 1)/2, где u/2 — обратимый элемент
и (s+ 1)/2 — идемпотент.

Напомним, что буквы I и J обозначают идеалы следа кольца

K =
�

R M
N S

�

,

определённые в § 1; а именно, I = MN и J = NM. Для колец K, удо-
влетворяющих условиям I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S), некоторые записанные
выше утверждения можно обратить. Сначала сформулируем несколь-
ко общих фактов.

Лемма 6.7. Пусть K — такое кольцо формальных матриц, что
I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) J(K)=
�

𝐽(𝑅) 𝑀
𝑁 𝐽(𝑆)

�

и K/J(K)∼= R/J(R)× S/J(S);

2) матрица
� 𝑎 𝑥

𝑦 𝑏
�

обратима в K в точности тогда, когда элемен-
ты a и b обратимы в R и S соответственно.

Доказательство. 1. Утверждение непосредственно следует из тео-
ремы 4.1.

2. Нужно учесть, что для любого обратимого элемента u некото-
рого кольца T и каждого t ∈ J(T) элемент u+ t обратим в T .

Кольцо T называется прямо-конечным, если ba = 1 для любых
элементов a, b, удовлетворяющих условию ab = 1.

Теорема 6.8 [96]. Пусть K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— такое кольцо формальных
матриц, что I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S). Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:

1) K является чистым кольцом в точности тогда, когда R и S —
чистые кольца;
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2) K является 2-хорошим кольцом в точности тогда, когда R
и S — 2-хорошие кольца;

3) K является прямо-конечным кольцом в точности тогда, когда
R и S — прямо-конечные кольца.

Доказательство. Из следствия 6.3 и предложения 6.5 вытекает,
что в пунктах 1 и 2 надо доказывать только необходимость условий.

1.⇒. Из предложения 6.4 с учётом изоморфизма из леммы 6.7 вы-
текает, что R/J(R) — чистое кольцо. Так как K — чистое кольцо, из до-
казательства предложения 6.4 вытекает, что для любой матрицы X из
K существует такая идемпотентная матрица W , что X −W ∈K(X 2− X).
Допустим, что аналогичное свойство верно для всех элементов коль-
ца R. Тогда из доказательства предложения 6.4 вытекает, что идемпо-
тенты поднимаются по модулю J(R) и R — чистое кольцо по предло-
жению 6.4. Аналогично проверяется, что S — чистое кольцо.

Итак, пусть x ∈ R. Существует такая идемпотентная матрица
�

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

�

,
что

�

x 0
0 0

�

−
�

a b
c d

�

∈ K
�
�

x2 0
0 0

�

−
�

x 0
0 0

�
�

= K
�

x2 − x 0
0 0

�

.

Тогда
�

x − a −b
−c −d

�

∈
�

R(x2 − x) 0
N(x2 − x) 0

�

.

Поэтому b = 0 = d, откуда следует, что a2 = a, т. е. a — идемпотент.
Тогда x − a ∈ R(x2 − x), что и требуется.

2.⇒. Для элемента r ∈ R имеем
�

r 0
0 0

�

=
�

u1 a
b v1

�

+
�

u2 c
d v2

�

,

где две последние матрицы обратимы. Следовательно, r = u1 + u2, где
элементы u1 и u2 обратимы по лемме 6.7.

3. Необходимость условия проверяется непосредственно, причём
включения I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S) не нужны.

Теперь пусть
�

a x
y b

� �

a′ x′
y′ b′

�

= 1 в K.

Тогда aa′ + xy′ = 1 в R и yx′ + bb′ = 1 в S. Поскольку xy′ ∈ J(R)
и yx′ ∈ J(S), произведения aa′ и bb′ обратимы в R и S соответственно.
Так как R и S — прямо-конечные кольца, a и b — обратимые элементы.
По лемме 6.7 матрица

� 𝑎 𝑥
𝑦 𝑏
�

обратимая, а значит,
�

a′ x′
y′ b′

� �

a x
y b

�

= 1.
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В § 3 определены идеалы следа I1, . . . , I𝑛 кольца формальных мат-
риц K порядка n. Для такого кольца K можно доказать аналог тео-
ремы 6.8, если выполняются условия I𝑘 ⊆ J(R𝑘), k = 1, . . . , n. Можно
провести индукцию по n, представляя K в виде кольца формальных
блочных матриц порядка 2.

Изложим некоторые интересные результаты Хенриксена о хоро-
ших обычных кольцах матриц M(n, R) над произвольным кольцом R.

Лемма 6.9 [48]. При n> 1 каждая диагональная матрица из
M(n, R) является 2-хорошей.

Доказательство. Пусть D = diag(a1, a2, . . . , a𝑛) — диагональная
матрица. Составим матрицы

U =















a1 0 0 . . . 0 0 1
1 a2 0 . . . 0 0 0
0 1 a3 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 a𝑛−1 0
0 0 0 . . . 0 1 0















,

V =















0 0 0 . . . 0 0 −1
−1 0 0 . . . 0 0 0

0 −1 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 0 0
0 0 0 . . . 0 −1 a𝑛















.

С помощью элементарных преобразований строк или столбцов матри-
цы U и V могут быть приведены к единичной матрице. Следовательно,
U и V — обратимые матрицы. Кроме того, D = U + V.

Лемма 6.10 (Капланский). Для любого n ¾ 1 каждая матрица
из M(n, R) является суммой диагональной и обратимой матриц.

Доказательство. Используем индукцию по n. Если n = 1 и a ∈ R,
то a = (a− 1)+ 1; утверждение верно.

Допустим, что утверждение верно для некоторого n ¾ 1. Если
A′∈M(n+1, R), то представим матрицу A′ в следующем блочном виде:

A′ =
�

A B
C d

�

,

где A ∈ M(n, R), d ∈ R, B — вектор-столбец и C — вектор-строка. По
предположению индукции A = D + V, где D, V ∈ M(n, R), D — диаго-
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нальная матрица и V — обратимая матрица. Составим матрицы

D′ =
�

D 0
0 d− 1− CV−1B

�

, V ′ =
�

V B
C 1+ CV−1B

�

.

Тогда A′ = D′ + V ′, где D′ — диагональная матрица. Пусть E — единич-
ная матрица в M(n, R) и

P =
�

E 0
−CV−1 1

�

, Q =
�

V−1 V−1B
0 1

�

.

Тогда PV ′Q — единичная матрица в M(n + 1, R) и P, Q — обратимые
матрицы в M(n+ 1, R). Поэтому V ′ — обратимая матрица, что и тре-
бовалось.

Комбинируя две последние леммы, получаем следующий результат.

Теорема 6.11 [51]. При n > 1 кольцо матриц M(n, R) является
3-хорошим кольцом для любого кольца R.

Можно показать, что M(n, R) является также 4-хорошим кольцом.
Кольцо матриц M(n, R) не всегда является 2-хорошим кольцом.

В работе [51] показано, что если n > 1, F — произвольное поле и R =
= F[x1, . . . , x𝑛] — кольцо многочленов, то кольцо M(n, R) содержит
матрицы, не являющиеся 2-хорошими.

Конечно, существуют такие кольца R, что M(n, R) — 2-хорошее
кольцо для любого n > 1. Кольцо R называется диагонализируемым
кольцом, если для любого n любая матрица A ∈ M(n, R) эквивалент-
на некоторой диагональной матрице D, т. е. UAV = D для некоторых
обратимых матриц U и V. Например, коммутативные кольца главных
идеалов и коммутативные кольца нормирования являются диагона-
лизируемыми кольцами.

Из леммы 6.9 и определения диагонализируемого кольца вытекает
следующий результат.

Теорема 6.12. Если R — диагонализируемое кольцо и n > 1, то
M(n, R) — 2-хорошее кольцо.

Любая формальная матрица является суммой диагональной мат-
рицы и обратимой матрицы, т. е. для неё верна лемма Капланско-
го 6.10. Доказательство леммы 6.10 непосредственно переносится на
формальные матрицы. Для произвольных формальных матриц аналог
леммы 6.9 неверен. Например, это следует из теоремы 6.8(2).

В литературе встречаются различные понятия, близкие к поня-
тиям чистого элемента и чистого кольца. Элемент r ∈ R называется



40 Глава 1. Кольца формальных матриц

строго чистым, если можно представить элемент r в виде r = u + e,
где u — обратимый элемент, e — идемпотент и ue = eu. Кольцо R на-
зывается строго чистым, если каждый его элемент является строго
чистым.

Во многих работах изучались строго чистые матричные кольца
и отдельные матрицы над локальными кольцами. В статье [16] по-
лучена полная характеризация таких коммутативных локальных ко-
лец R, что M(n, R) — строго чистое кольцо. Для произвольного локаль-
ного кольца R в работах [105] и [98] выяснено, когда M(2, R) — стро-
го чистое кольцо и M(2, R, s) — строго чистое кольцо соответственно
(о кольце M(2, R, s) см. конец § 16).



Глава 2

Модули над кольцами
формальных матриц

После изложения основ теории модулей над кольцами формаль-
ных матриц рассматривается строение некоторых подмодулей (малые
и существенные подмодули, цоколь и радикал). Много внимания уде-
ляется инъективным, плоским и проективным модулям над кольцами
формальных матриц порядка 2.

В качестве приложения находится максимальное кольцо частных
кольца формальных матриц порядка 2 и приводятся примеры абеле-
вых групп, у которых кольца эндоморфизмов наследственны.

Также устанавливаются эквивалентности между категорией мо-
дулей над кольцом формальных матриц порядка 2 и категориями
модулей над исходными кольцами.

§ 7. Первоначальные свойства модулей
над кольцами формальных матриц

Как устроены модули над кольцом формальных матриц K=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

?
Их можно конструировать исходя из R-модулей и S-модулей. Пусть X
и Y — R-модуль и S-модуль соответственно. Предположим, что даны
гомоморфизмы R-модулей f : M ⊗𝑆 Y → X и S-модулей g : N ⊗𝑅 X → Y,
для которых выполнены равенства

m(nx)= (mn)x, n(my)= (nm) y, m ∈ M, n ∈ N , x ∈ X , y ∈ Y,

где мы считаем, что nx — это g(n ⊗ x), а my — это f (m ⊗ y). Группа
вектор-столбцов

�

𝑋
𝑌

�

превращается в K-модуль, если в качестве мо-
дульного умножения взять произведение матрицы на столбец,

�

r m
n s

� �

x
y

�

=
�

rx +my
nx + sy

�

.

Гомоморфизмы f и g назовём гомоморфизмами модульного умножения.
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Любой K-модуль имеет вид модуля столбцов. Говоря точнее, его
можно получить указанным способом. Пусть V — K-модуль и e=

�

1 0
0 0

�

.
Тогда eV — R-модуль, (1−e)V — S-модуль,

� 𝑒𝑉
(1−𝑒)𝑉

�

— K-модуль. Всё это
становится понятным, если вспомнить о соглашениях из § 1 о записи
матриц и множеств матриц. Например, можно считать, что K имеет
вид

�

eKe eK(1− e)
(1− e)Ke (1− e)K(1− e)

�

.

И тогда модульные умножения в указанных модулях выполняются
естественным образом, а гомоморфизмы модульного умножения

M ⊗𝑆 (1− e)V → eV , N ⊗𝑅 eV → (1− e)V

— это «ограничения» канонического изоморфизма K ⊗𝐾 V → V на со-
ответствующих подмодулях. Соответствие элементов

v→
�

ev
(1− e)v

�

, v ∈ V ,

будет изоморфизмом K-модулей V и
� 𝑒𝑉

(1−𝑒)𝑉

�

. В частности, K как ле-
вый K-модуль имеет форму

�

(𝑅, 𝑀)
(𝑁, 𝑆)

�

с гомоморфизмами модульного
умножения

m⊗ (n, s)→ (mn, ms), n⊗ (r, m)→ (nr, nm).

Аналогичные соображения верны для правых K-модулей. Любой пра-
вый K-модуль имеет вид модуля вектор-строк (X , Y ), где X — правый
R-модуль и Y — правый S-модуль. С этим K-модулем ассоциируются
модульные гомоморфизмы Y ⊗𝑆 N → X и X ⊗𝑅 M → Y, удовлетворя-
ющие соответствующим соотношениям ассоциативности. Модульное
умножение есть произведение строки на матрицу. Все свойства левых
K-модулей имеют правосторонние аналоги. Их можно и механически
вывести путём перехода к правым модулям над противоположным
кольцом K◦ (см. § 1). Как замечено в § 1, кольцо K◦ также является
кольцом формальных матриц.

Обратим особое внимание на то, что левый K-модуль вида
�

𝑋
𝑌

�

и его элементы далее также записываются как строки.
Для (правых или левых) K-модулей принимаем договорённость

о записи матриц, действующую для самого кольца K . Например,
�

𝑋
0

�

и (X , 0) записываем как X , ( 𝑥
0 ) и (x, 0) записываем как x и т. п.

Пусть (X , Y ) — некоторый (левый) K-модуль. Положим MY = Im f
и NX = Im g. Понятно, что MY и NX — множества всех конечных сумм



§ 7. Первоначальные свойства модулей над кольцами формальных матриц 43

элементов вида my и nx соответственно. Имеют место включения
IX ⊆ MY и JY ⊆ NX . Обозначения, подобные MN, MY, NX , будем ис-
пользовать и в случае, когда рассматриваются подгруппы в M, N , Y, X .

Вместо гомоморфизмов модульного умножения f : M ⊗𝑆 Y → X ,
g : N⊗𝑅 X→Y иногда удобнее использовать S-гомоморфизм f ′ и R-гомо-
морфизм g′:

f ′ : Y → Hom𝑅(M, X), f ′( y)(m)= f (m⊗ y)=my, y ∈ Y, m ∈ M,

g′ : X → Hom𝑆(N , Y ), g′(x)(n)= g(n⊗ x)= nx, x ∈ X , n ∈ N.

Гомоморфизмы f ′ и g′ соответствуют гомоморфизмам f и g при есте-
ственных изоморфизмах абелевых групп

Hom𝑅(M ⊗𝑆 Y, X)∼= Hom𝑆(Y, Hom𝑅(M, X))

и

Hom𝑆(N ⊗𝑅 X , Y )∼= Hom𝑅(X , Hom𝑆(N , Y )).

Разумеется, при задании K-модулей можно исходить из гомоморфиз-
мов f ′ и g′, что совершенно равносильно первоначальному подходу.
Поэтому f ′ и g′ можно также называть гомоморфизмами модульного
умножения.

Гомоморфизмы K-модулей можно представлять парами, состоящи-
ми из гомоморфизмов R-модулей и S-модулей. Пусть даны K-модули
(X , Y ) и (X1, Y1). Допустим, что α: X → X1 и β : Y → Y1 — R-гомомор-
физм и S-гомоморфизм соответственно, причём

α(my)=mβ( y), β(nx)= nα(x)

для всех m∈M, n∈N , x∈ X , y∈Y. Тогда отображение (X , Y )→ (X1, Y1),
(x, y)→ (α(x), β( y)), есть K-гомоморфизм. Пусть теперь дан некото-
рый K-гомоморфизм Φ: (X , Y )→ (X1, Y1). Из равенств

Φ
�
�

1 0
0 0

�

(x, y)
�

=
�

1 0
0 0

�

Φ(x, y),

Φ
�
�

0 0
0 1

�

(x, y)
�

=
�

0 0
0 1

�

Φ(x, y)

следует, что Φ действует как Φ(x, y)= (α(x), β( y)), где α и β — отоб-
ражения X → X1 и Y → Y1 соответственно. Непосредственно проверя-
ется, что α— R-гомоморфизм, β — S-гомоморфизм и α(my)=mβ( y),
β(nx) = nα(x) для всех элементов из этих равенств. Таким образом,
мы имеем основание записывать гомоморфизмы K-модулей в виде
пар (α, β).
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Изложенный материал о строении K-модулей можно представить
в категорной форме. Мы докажем, что категория K-модулей эквива-
лентна некоторой категории «четвёрок». Определим категориюA (K).
Её объекты — это выражения (X , Y, f, g), где X — R-модуль, Y — S-мо-
дуль, f : M ⊗𝑆 Y → X — R-гомоморфизм, g : N ⊗𝑅 X → Y — S-гомомор-
физм, причём следующие диаграммы коммутативны:

M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X

ϕ⊗1
��

1⊗ 𝑔
// M ⊗𝑆 Y

𝑓
// X

1𝑋

��

R⊗𝑅 X
µ

// X ,

N ⊗𝑅 M ⊗𝑆 Y

ψ⊗1
��

1⊗ 𝑓
// N ⊗𝑅 X

𝑔
// Y

1𝑌

��

S⊗𝑆 Y ν
// Y,

(1)

где µ и ν— канонические гомоморфизмы. Морфизмы (X , Y, f, g) →
→ (X1, Y1, f1, g1) суть пары (α, β), где α∈Hom𝑅(X , X1), β ∈Hom𝑆(Y, Y1),
причём следующие диаграммы коммутативны:

M ⊗𝑆 Y

1⊗β
��

𝑓
// X

α

��

M ⊗𝑆 Y1
𝑓1
// X1,

N ⊗𝑅 X

1⊗α
��

𝑔
// Y

β

��

N ⊗𝑅 X1
𝑔1
// Y1.

(2)

Теорема 7.1 [38, 87]. Категории K-mod и A (K) эквивалентны.

Доказательство. Определим функтор F : K-mod → A (K). Для
K-модуля V в качестве F(V) возьмём (eV, (1 − e)V, f, g), где e =

�

1 0
0 0

�

,
eV и (1− e)V — соответствующие модули из начала параграфа,

f : M ⊗𝑆 (1− e)V → eV и g : N ⊗𝑅 eV → (1− e)V

— «ограничения» канонического изоморфизма K ⊗𝐾 V → V. Диаграм-
мы (1) будут коммутативными. Пусть Φ: V→W — гомоморфизм K-мо-
дулей. Тогда F(Φ): F(V)→ F(W) есть пара (α, β), где α— ограниче-
ние Φ на eV, β — ограничение Φ на (1− e)V. Заметим, что

Φ(eV)= eΦ(eV) ⊆ eW

и аналогично для (1− e)V. Непосредственно проверяется, что диаграм-
мы (2) коммутативны.
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Теперь определим функтор G :A (K)→ K-mod. Пусть (X , Y, f, g) ∈
∈A (K). Полагаем, что G(X , Y, f, g) — это группа вектор-строк

{(x, y) | X ∈ X , y ∈ Y}.

Действие K на G(X , Y, f, g) зададим как
�

r m
n s

�

(x, y)= (rx + f (m⊗ y), g(n⊗ x)+ sy).

В результате получаем K-модуль G(X , Y, f, g). Если

(α, β): (X , Y, f, g)→ (X1, Y1, f1, g1)

— морфизм в A (K), то определим G(α, β) равенством

G(α, β)= (α(x), β( y)), x ∈ X , y ∈ Y .

Опять непосредственно проверяется, что G(α, β) — K-гомоморфизм.
Остаётся убедиться, что функторы F и G определяют эквивалент-

ность категорий K-mod иA (K). А именно, композиция GF естественно
эквивалентна тождественному функтору категории K-mod, а компози-
ция FG естественно эквивалентна тождественному функтору категории
A (K). Определим естественные преобразования σ и τ функторов сле-
дующим образом. Если V — некоторый K-модуль, то согласно нашим
определениям GF(V) есть K-модуль (eV , (1− e)V). Отображение

σ𝑉 : GF(V)→ V, σ𝑉(ev, (1− e)v)= v, v ∈ V,

является K-изоморфизмом. При этом если ϕ : V →W — гомоморфизм
K-модулей, то GF(ϕ)σ𝑊 = σ𝑉ϕ. Следовательно, σ— естественная эк-
вивалентность.

Возьмём теперь объект A=(X , Y, f, g) категорииA (K). Тогда FG(A)
фактически есть A и в качестве морфизма τ𝐴 : FG(A) → A можно
взять тождественный морфизм объекта A. Если A′ — ещё один объ-
ект категории A (K) и ψ: A → A′ — морфизм, то непосредственно
проверяется, что диаграмма объектов в A (K)

FG(A)

τ𝐴

��

𝐹𝐺(ψ)
// FG(A′)

τ′𝐴
��

A
ψ

// A′,

коммутативна. Следовательно, τ— естественная эквивалентность, и
теорема доказана.
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Есть простые, но весьма полезные конструкции K-модулей на ос-
нове тензорного произведения и группы Hom. Пусть X — R-модуль.
Группа вектор-строк (X , N⊗𝑅 X) является K-модулем (мы рассматрива-
ем N ⊗𝑅 X как канонический S-модуль), у которого гомоморфизмами
модульного умножения являются гомоморфизм

M ⊗𝑆 (N ⊗𝑅 X)→ X , m(n⊗ x)→ (mn)x,

и тождественный автоморфизм N⊗𝑅 X→N⊗𝑅 X . Таким образом, в при-
нятых нами обозначениях m(n⊗ x)= (mn)x и nx=n⊗ x. Аналогичным
образом исходя из S-модуля Y определяется K-модуль (M ⊗𝑆 Y, Y ). Бу-
дем использовать обозначения T(X)=N⊗𝑅 X и T(Y )=M⊗𝑆 Y. Модули
(X , T(X)) и (T(Y ), Y ) обладают одним характерным свойством.

Лемма 7.2. Пусть даны R-модуль X , K-модуль (A, B) и R-гомо-
морфизм α: X → A. Тогда существует единственный такой S-гомо-
морфизм β : T(X)→ B, что (α, β): (X , T(X))→ (A, B) — гомоморфизм
K-модулей.

Аналогичное утверждение верно для S-модуля Y, S-гомоморфизма
Y → B и K-модулей (A, B), (T(Y ), Y ).

Доказательство. Отображение N × X → B, (n, x)→ nα(x), n ∈ N,
x ∈ X , сбалансировано над S. Следовательно, существует S-гомомор-
физм β : T(X)→ B, действующий на образующих элементах как

β(n⊗ x)= nα(x).

Пара (α, β) определяет K-гомоморфизм, поскольку

α(m(n⊗ x))=mβ(n⊗ x) и β(nx)= nα(x)

для всех m ∈ M, n ∈ N , x ∈ X .
Единственность β понимается в указанном ниже смысле. Если

(α, γ): (X , T(X))→ (A, B) — какой-нибудь K-гомоморфизм, то γ = β .
Действительно, согласно определению модуля (X , T(X)) имеем

γ(n⊗ x)= γ(nx)= nα(x)= β(n⊗ x), γ= β .

Для модулей (A, B) и (T(Y ), Y ) доказательство проводится анало-
гично.

Теперь образуем группу вектор-строк (X , Hom𝑅(M, X)), где мы
стандартным образом рассматриваем группу Hom𝑅(M, X) как S-мо-
дуль. На самом деле мы имеем K-модуль с гомоморфизмами модуль-
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ного умножения

M ⊗𝑆 Hom𝑅(M, X)→ X , m⊗α→ α(m),

N ⊗𝑅 X → Hom𝑅(M, X), n⊗ x→ β ,
где

β(m)= (mn)x, m ∈ M, n ∈ N , x ∈ X , α ∈ Hom𝑅(M, X).

В соответствии с соглашениями о записи имеем равенства mα=α(m)
и (nx)(m) = (mn)x. Аналогично из S-модуля Y получаем K-модуль
(Hom𝑆(N , Y ), Y ) с модульными умножениями

nγ= γ(n), (my)(n)= (nm) y,

n ∈ N , m ∈ M, y ∈ Y, γ ∈ Hom𝑆(N , Y ).

Будем писать H(X) вместо Hom𝑅(M, X) и H(Y ) вместо Hom𝑆(N, Y ).
Модули (X , H(X)) и (H(Y ), Y ) имеют одно важное свойство, связан-
ное с гомоморфизмами.

Лемма 7.3. Пусть даны R-модуль X , K-модуль (A, B) и R-гомо-
морфизм α: A→ X . Определим отображение β : B→ H(X) формулой
β(b)(m)= α(mb), b ∈ B, m ∈ M. Тогда β — S-гомоморфизм, а (α, β) —
K-гомоморфизм (A, B)→ (X , H(X)). Такой гомоморфизм β находится
единственным образом.

Аналогичное утверждение верно для S-модуля Y, S-гомоморфизма
B→ Y и K-модулей (A, B), (H(Y ), Y ).

Доказательство. Отображение β является гомоморфизмом абе-
левых групп. Кроме того, для произвольных s∈ S, b∈ B и m∈M имеем

β(sb)(m)= α(m(sb)), (sβ(b))(m)= β(b)(ms)= α((ms)b).

Так как m(sb)=(ms)b, получаем, что β(sb)= sβ(b). Поэтому β — S-го-
моморфизм.

Для того чтобы пара (α, β) была K-гомоморфизмом, достаточно
выполнения равенств

α(mb)=mβ(b), β(na)= nα(a), m ∈ M, n ∈ N , a ∈ A, b ∈ B.

Эти равенства следуют из того, что mβ(b)= β(b)(m)= α(mb). Далее,

β(na)(m)= α(m(na))= α((mn)a))=mnα(a)= (nα(a))(m),

β(na)= nα(a).

Предположим, что (α, γ): (A, B)→ (X , H(X)) — некоторый K-гомомор-
физм. Согласно определению модуля (X , H(X)) имеем γ(b)(m)=mγ(b),
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b ∈ B, m ∈ M. С другой стороны, mγ(b) = α(mb) и β(b)(m) = α(mb),
а значит, γ(b)(m)= β(b)(m) и γ= β .

Для модулей (A, B) и (T(Y ), Y ) доказательство проводится анало-
гично.

Следствие 7.4. Для любого R-модуля X имеют место канониче-
ские кольцевые изоморфизмы

End𝐾(X , T(X))∼= End𝑅(X)∼= End𝐾(X , H(X)).

Аналогичное утверждение верно для колец эндоморфизмов модулей
Y, (T(Y ), Y ) и (H(Y ), Y ).

Пусть дан K-модуль (X , Y ) с гомоморфизмами модульного умноже-
ния

g : N ⊗𝑅 X → Y, f : M ⊗𝑆 Y → X .

Рассмотрим ещё один вид K-модулей. Именно, определим K-модуль
(T(Y ), T(X)). Нужно указать соответствующие гомоморфизмы модуль-
ного умножения, которые мы обозначим f ′ и g′. Положим

f ′ = 1⊗ f : N ⊗𝑅 T(Y )→ T(X), f ′(n⊗ (m⊗ y))= n⊗my,

g′ = 1⊗ g : M ⊗𝑆 T(X)→ T(Y ), g′(m⊗ (n⊗ x))=m⊗ nx.

Используя принятые ранее соглашения о записи, считаем, что nx′ —
это f ′(n⊗ x′) и my′ — это g′(m⊗ y′). Теперь можно записать равенства

m(n⊗ x)= g′(m⊗ (n⊗ x))=m⊗ nx, n(m⊗ y)= n⊗my.

Мы должны проверить свойства ассоциативности, т. е. равенства

(m′n′)x′ =m′(n′x′), (n′m′) y′ = n′(m′ y′)

для любых элементов m′ ∈ M, n′ ∈ N , x′ ∈ T(Y ), y′ ∈ T(X).
Конечно, можно считать, что x =m⊗ y и y′ = n⊗ x для некоторых

m∈M, n∈N , x ∈ X , y ∈Y. Вычисляя, убеждаемся, что верны равенства

m′(n′x′)=m′(n′(m⊗ y))=m′(n′ ⊗my)=m′ ⊗ n′(my)=

=m′ ⊗ (n′m) y =m′(n′m) y = (m′n′)my = (m′n′)m⊗ y,

(m′n′)x′ = (m′n′)(m⊗ y)= (m′n′)m⊗ y.

Второе равенство проверяется аналогично.
Итак, существует K-модуль (T(Y ), T(X)) с гомоморфизмами мо-

дульного умножения f ′ и g′. Верны равенства

n(m⊗ y)= n⊗my, m(n⊗ x)=m⊗ nx
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для всех букв, входящих в эти равенства. Можно проверить, что отоб-
ражение

( f , g): (T(Y ), T(X))→ (X , Y )

является K-гомоморфизмом.

Замечания. 1. Для любого модуля (X , Y ) можно записать следую-
щие четыре гомоморфизма:

(1, g): (X , T(X))→ (X , Y ), ( f , 1): (T(Y ), Y )→ (X , Y ),

(1, f ′): (X , Y )→ (X , H(X)), (g′, 1): (X , Y )→ (H(Y ), Y ).

На основании лемм 7.2 и 7.3 заключаем, что f, g и f ′, g′ являются
единственно возможными гомоморфизмами при условии, что второе
отображение — тождественное отображение. Эти гомоморфизмы бу-
дут весьма полезны в дальнейшем.

2. Правосторонний вариант конструкции K-модулей (X , H(X)) и
(H(Y ), Y ) из § 2 выглядит следующим образом. Если Z — правый R-мо-
дуль, то группа вектор-строк (Z, Hom𝑅(N , Z)) является правым K-моду-
лем. Гомоморфизмы модульного умножения определяются аналогич-
но случаю левых модулей. Точно так же правый S-модуль Z приводит
к правому K-модулю (Hom𝑆(M, Z), Z).

Укажем некоторые функторы, действующие между категориями K-
mod, R-mod и S-mod. Для любого кольца K формальных матриц суще-
ствует кольцевой гомоморфизм

R× S→ K , (r, s)→
�

r 0
0 s

�

.

Следовательно, каждый K-модуль можно считать R× S-модулем. Это
даёт «забывающий» функтор E : K-mod → R × S-mod. Отметим, что
если K — кольцо формальных матриц с нулевыми идеалами следа, то
«диагональное» отображение

K → R× S,
�

r m
n s

�

→ (r, s),

является гомоморфизмом; следовательно, в этом случае любой R×S-мо-
дуль является K-модулем. Теперь определим два функтора T и H из
R×S-mod в K-mod. Функторы T и H сопоставляют R×S-модулю (X , Y )
K-модули (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ) и (X , H(X))⊕ (H(Y ), Y ) соответствен-
но. Если (α, β): (X , Y )→ (X1, Y1) — гомоморфизм R × S-модулей, то
T(α, β) и H(α, β) — определённые очевидным образом индуцирован-
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ные гомоморфизмы T(X , Y )→ T(X1, Y1) и H(X , Y )→ H(X1, Y1) соот-
ветственно. Фактически T есть функтор K ⊗𝑅×𝑆 (−), где

T(X , Y )= K ⊗𝑅×𝑆 (X , Y ),

а H есть функтор Hom𝑅×𝑆(K ,−), где

H(X , Y )= Hom𝑅×𝑆(K , (X , Y )).

Функторы T и H переводят гомоморфизмы R × S-модулей в соот-
ветствующие индуцированные гомоморфизмы K-модулей. Функтор T
(функтор H) сопряжён слева (сопряжён справа) к функтору E. Эти
ситуации сопряжённости появляются в леммах 7.2 и 7.3.

Функторы T и H также связаны между собой определённым образом.
Речь идёт о существовании естественного преобразования θ : T → H.
Соответствующий естественный гомоморфизм

θ(X , Y ): T(X , Y )→ H(X , Y )

есть сумма гомоморфизмов (1, h)+ (h′, 1), где h : T(X)→ H(X) отоб-
ражает n⊗ x в гомоморфизм m→ (mn)x. Аналогично определяется

(h′, 1): (T(Y ), Y )→ (H(Y ), Y ).

Зададим функтор T𝑁 = N ⊗𝑅 (−): R-mod→ S-mod равенством

T𝑁(X)= N ⊗𝑅 X

для любого R-модуля X . Гомоморфизмы R-модулей функтор T𝑁 пе-
реводит в индуцированные гомоморфизмы S-модулей. Аналогично
определяется функтор T𝑀.

Существуют также функторы

(1, T𝑁): R-mod→ K-mod и (1, 0): K-mod→ R-mod.

Первый функтор фактически является ограничением функтора T ,
введённого выше. А именно, (1, T𝑁)X = (X , T𝑁(X)) и (1, 0)(X , Y )= X
для любого R-модуля X и каждого K-модуля (X , Y ). Оба функтора
переводят гомоморфизмы в индуцированные гомоморфизмы. Имеем
равенства

((1, 0)(1, T𝑁))X = X и ((1, T𝑁)(1, 0))(X , Y )= (X , T𝑁(X)).

Имеются также аналогичные функторы (T𝑀, 1): S-mod → K-mod и
(0, 1): K-mod→ S-mod.
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Наконец, определим функтор (T , T) из категории T-mod в ту же кате-
горию. Функтор (T , T) переводит модуль (X , Y ) в модуль (T(Y ), T(X)),
а гомоморфизм (α, β): (X , Y )→ (X ′, Y ′) переводится в гомоморфизм

(T(β), T(α)): (T(Y ), T(X))→ (T(Y ′), T(X ′)).

То, что отображение (T(β), T(α)) является K-гомоморфизмом, про-
веряется так. Используя равенства α(my) = mβ( y) и β(nx) = nα(x),
выведем равенства T(β)(my′) = mT(α)( y′) и T(α)(nx′) = nT(β)(x′),
где y′ = n⊗ x и x′ =m⊗ y. Можно записать равенства

T(β)(my′)= T(β)(m(n⊗ x))= T(β)(m⊗ nx)=m⊗ β(nx)=

=m⊗ nα(x)=m(n⊗α(x))=m((1⊗α)(n⊗ x))=mT(α)( y′).

Второе равенство получается аналогично.
Теперь рассмотрим вид подмодулей и фактормодулей K-модулей.

Это нетрудно сделать, поскольку мы знаем строение самих K-модулей.
Пусть дан модуль V = (X , Y ) над кольцом K. Подмножество W ⊆ V
является подмодулем модуля V в точности тогда, когда в R-модулях X
и Y существуют такие подмодули A и B, что W= (A, B), MB⊆ A, NA⊆B.
Следующая ситуация является важным частным случаем. Для под-
модулей A и B модулей X и Y соответственно множества (A, NA)
и (MB, B) всегда являются подмодулями в (X , Y ). Если кольцо K име-
ет нулевые идеалы следа (т. е. I = 0 = J), то получаем подмодули
(MB, 0) и (0, NA). Связь модулей (A, NA), (MB, B) с модулями (A, T(A)),
(T(B), B) и (A, H(A)), (H(B), B) ясна из замечаний после следствия 7.4.

Пусть W = (A, B) — подмодуль K-модуля V = (X , Y ). Группа век-
тор-строк (X/A, Y/B) является K-модулем. Гомоморфизмы модульного
умножения

M ⊗𝑆 Y/B→ X/A, N ⊗𝑅 X/A→ Y/B

индуцируются гомоморфизмами модульного умножения модуля (X , Y ).
А именно, m y =my, где y = y + B, my =my + A, причём аналогичная
ситуация имеет место для второго гомоморфизма. Фактормодуль V/W
можно отождествить с модулем (X/A, Y/B). Более точно, сопоставле-
ние (x, y)+W → (x + A, y + B) является изоморфизмом между этими
модулями.

При работе с модулями над кольцом формальных треугольных
матриц появляются некоторые особенности. Их нетрудно выявить,
рассмотрев предыдущий текст при условии N=0. Остановимся только
на некоторых деталях. Пусть (X , Y ) — K-модуль. Из двух гомоморфиз-
мов модульного умножения f и g остаётся только f (в том смысле, что
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g = 0). Два равенства ассоциативности выполняются автоматически.
Важная особенность «треугольного случая» заключается в том, что
для любого R-модуля X имеем K-модуль (X , 0). Гомоморфизм K-моду-
лей (X , Y )→ (X1, Y1) есть пара (α, β), состоящая из R-гомоморфизма
α: X → X1 и S-гомоморфизма β : Y → Y1, удовлетворяющих условию
α(my)=mβ( y) для всех m∈M и y∈Y. КатегорияA (K) из теоремы 7.1
превращается в категорию «троек» вида (X , Y, f ). Диаграммы (1) все-
гда коммутативны, а в (2) остаётся только первая диаграмма. Если
X — R-модуль и Y — S-модуль, то K-модули (X , T(X)) и (H(Y ), Y ) из
лемм 7.2 и 7.3 имеют вид (X , 0) и (0, Y ) соответственно.

Модули над кольцом формальных матриц порядка n > 2 устрое-
ны так же, как в случае n = 2. Такой модуль представляет собой мо-
дуль вектор-столбцов высоты n, а модульное умножение выполняется
по правилу «умножение матрицы на столбец». Нет особой надобности
приводить подробности. Собственно, все детали ясны из разобранно-
го случая n = 2. Более внимательно рассмотрим модули над кольцом
формальных треугольных матриц

Γ =

�

R M L
0 S N
0 0 T

�

порядка 3 (об этом кольце см. конец § 3). Пусть ϕ : M ⊗𝑆 N → L —
R-T -бимодульный гомоморфизм, участвующий в определении кольца Γ .
Как и раньше, мы пишем mn вместо ϕ(m ⊗ n). Предположим, что
даны R-модуль X , S-модуль Y, T-модуль Z, R-модульные гомоморфиз-
мы f : M ⊗𝑆 Y → X и h : L ⊗𝑇 Z → X и S-модульный гомоморфизм
g : N ⊗𝑇 Z→ Y, причём сохраняются прежние обозначения и m(nz)=
= (mn)z для всех m ∈ M, n ∈ N , z ∈ Z. Тогда (X , Y, Z) — Γ -модуль с мо-
дульным умножением типа «матрица на столбец». Таким способом
можно получить любой Γ -модуль.

Гомоморфизмы Γ -модулей действуют покоординатно. Гомоморфизм
(X , Y, Z)→ (X1, Y1, Z1) есть тройка (α, β , γ), где α: X → X1, β : Y → Y1,
γ: Z → Z1 — гомоморфизмы соответствующих модулей. Кроме того,
должны выполняться равенства

α(my)=mβ( y), α(`z)= `γ(z), β(nz)= nγ(z)

для всех значений m, n, `, y, z.
Аналогично категории A (K) введём категорию A (Γ ). Её объек-

ты — выражения (X , Y, Z, f , g, h), а морфизмы — тройки (α, β , γ), для
которых коммутативны диаграммы, подобные диаграммам (2) перед
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теоремой 7.1. Категории Γ -mod и A (Γ ) эквивалентны [38]. Это мож-
но доказать прямыми рассуждениями, аналогичными рассуждениям
из доказательства теоремы 7.1. Можно также дважды применить тео-
рему 7.1. Детализируем второе утверждение.

Кольцо Γ естественным образом изоморфно двум кольцам ∆ и Λ
треугольных матриц порядка 2 (см. конец § 3). В свою очередь, Γ -мо-
дуль (X , Y, Z) с гомоморфизмами f, g, h можно рассматривать как
∆-модуль ((X , Y ), Z) вектор-строк длины 2, состоящих из блоков (x, y)
и z. Здесь (X , Y ) есть

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

-модуль, получаемый с помощью гомомор-
физма f : M ⊗𝑆 Y → X , а гомоморфизм

�

𝐿
𝑁

�

⊗𝑇 Z→ (X , Y ) есть h + g.
Модульное умножение Γ -модуля (X , Y, Z) индуцирует модульное умно-
жение ∆-модуля ((X , Y ), Z), выполняемое над блоками. Аналогично
Γ -модуль (X , Y, Z) превращается в Λ-модуль (X , (Y, Z)) таким образом,
что (Y, Z) есть

�

𝑆 𝑁
0 𝑇

�

-модуль, получаемый с помощью гомоморфизма
g : N ⊗𝑇 Z→ Y, а гомоморфизм

(M, L)⊗� 𝑆 𝑁
0 𝑇

� (Y, Z)→ X

есть f + h (учесть, что m(nz) = (mn)z). Можно практически не раз-
личать Γ -модуль (X , Y, Z) и ∆-модуль ((X , Y ), Z). При более строгом
подходе можно сказать, что категории Γ -mod и ∆-mod эквивалент-
ны. Теперь понятно, как можно получить эквивалентность категорий
Γ -mod и A (Γ ), дважды применяя теорему 7.1.

Интересны и важны результаты в другом направлении: сведение
изучения модуля над произвольным кольцом

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

к изучению мо-
дулей над каким-то кольцом треугольных матриц. Приведём одну
простую теорему довольно общего характера на эту тему.

Пусть K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц с бимодульными
гомоморфизмами ϕ : M ⊗𝑆 N → R и ψ: N ⊗𝑅 M → S. Зафиксируем
некоторый идеал L кольца R, содержащий идеал следа I (например,
L = I или L = R). Тогда существует кольцо треугольных матриц

�

R M L
0 S N
0 0 R

�

порядка 3. Такие кольца только что рассматривались. В качестве би-
модульного гомоморфизма M ⊗𝑆 N → L берём ϕ, что корректно, по-
скольку Imϕ = I ⊆ L.

Пусть V = (X , Y ) — некоторый K-модуль с гомоморфизмами мо-
дульного умножения f : M ⊗𝑆 Y → X и g : N ⊗𝑅 X→ Y. Можно сконстру-
ировать Γ -модуль W = (X , Y, X) с гомоморфизмами модульного умно-
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жения f : M ⊗𝑆 Y → X , h : L⊗𝑅 X → X и g : N ⊗𝑅 X → Y, где h — канони-
ческий гомоморфизм `⊗ x→ `x, `∈ L, x ∈ X . Равенство m(nz)= (mn)z
справедливо, так как оно превращается в равенство m(nx) = (mn)x,
верное в силу существования K-модуля (X , Y ).

Выясним, какова связь между гомоморфизмами K-модулей и го-
моморфизмами Γ -модулей. Пусть (α, β): (X , Y )→ (X1, Y1) — гомомор-
физм K-модулей. Покажем, что (α, β ,α): (X , Y, X)→ (X1, Y1, X1) — го-
моморфизм Γ -модулей. Действительно, выполнены три нужных ра-
венства

α(my)=mβ( y), β(nx)= nα(x), α(`x)= `α(x).

Наоборот, предположим, что (α, β , γ): (X , Y, X)→ (X1, Y1, X1) — гомо-
морфизм Γ -модулей, причём считаем, что L = R. Тогда

rα(x)= α(rx)= rγ(x) для всех r ∈ R, x ∈ X .

Отсюда следует, что γ = α. Таким образом, каждый гомоморфизм
(X , Y, X)→ (X1, Y1, X1) есть «тройка» (α, β ,α).

Оформим найденную связь между K-модулями и Γ -модулями в ка-
тегорном виде. В качестве Γ возьмём кольцо

�

R M R
0 S N
0 0 R

�

.

Определим ковариантный функтор F : K-mod → Γ -mod. Функтор F
переводит K-модуль V = (X , Y ) в Γ -модуль F(V)= (X , Y, X). Функтор F
переводит K-модульный гомоморфизм (α, β) в Γ -модульный гомомор-
физм (α, β ,α).

Теорема 7.5. Функтор F осуществляет полное вложение катего-
рии K-mod в категорию Γ -mod.

Доказательство. Имеется в виду, что F определяет эквивалент-
ность между K-mod и полной подкатегорией категории Γ -mod, состо-
ящей из модулей вида (X , Y, X). Всё необходимое для доказательства
этого утверждения приведено в тексте перед теоремой 7.5.

Следствие 7.6. Пусть V — K-модуль. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) кольца эндоморфизмов K-модуля V и Γ -модуля F(V) изоморфны;
2) K-модуль V неразложим в точности тогда, когда Γ -модуль F(V)

неразложим.



§ 8. Малые и существенные подмодули 55

В работе [53] детально изучаются представления Γ -модулей, где
Γ — произвольное кольцо треугольных матриц

�

R M L
0 S N
0 0 T

�

.

При этом Γ -модули рассматриваются как модули над каждым из двух
колец треугольных матриц порядка 2, указанных в § 3. Статья [38] со-
держит интересное исследование проблемы, затронутой в теореме 7.5.
В частности, построено несколько функторов из категории K-модулей
в категорию модулей над различными кольцами треугольных матриц
порядка 3. Автор пытается подобрать Γ так, чтобы K и Γ одновремен-
но имели конечный (бесконечный) тип представлений.

Модули над кольцом формальных матриц порядка n> 2 устроены
так же, как в случае n = 2. Такой модуль представляет собой модуль
вектор-столбцов высоты n, а модульное умножение — это умножение
матрицы на столбец. Конкретный K-модуль X имеет вид





X1
X2
. . .
X𝑛



 ,

где X𝑖 — R𝑖-модуль, i = 1, . . . , n. Кроме того, для любого k существуют
гомоморфизмы f𝑘𝑖 : M𝑘𝑖⊗𝑅𝑖

X𝑖→ X𝑘, i=1, . . . , n, и выполняются очевид-
ные равенства ассоциативности. Положим f𝑘𝑖(a⊗ x)= ax, где a ∈ M𝑘𝑖
и x ∈ X𝑖. Обычно мы записываем модуль X и его элементы как строки.

Все функторы, определённые для n = 2, имеют аналоги для n > 2.
Определим только аналог функтора T . Обозначим через L кольцевое
прямое произведение R1×R2×. . .×R𝑛. Диагональное вложение i : L→K
индуцирует функтор T = T(i) = K ⊗𝐿 (−): L-mod → K-mod. Если X =
= (X1, . . . , X𝑛) — L-модуль, то

T(X)= (X1, T(X1), . . . , T(X1))⊕ (T(X2), X2, . . . , T(X2))⊕ . . .

. . .⊕ (T(X𝑛), T(X𝑛), . . . , X𝑛).

Или, используя краткие обозначения, можно писать (см. [30])

T(X)= (X1, T(X1))⊕ . . .⊕ (T(X𝑛), X𝑛).

§ 8. Малые и существенные подмодули

Продемонстрируем некоторые приёмы работы с модулями над
кольцами формальных матриц.
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Пусть K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц, а (X , Y ) — K-мо-
дуль. Некоторые подмодули модуля (X , Y ) играют исключительно важ-
ную роль в различных вопросах. К ним относятся подмодули MY
и NX , введённые в § 7. Определим ещё два подмодуля, положив L(X)=
={x∈ X |nx=0 для каждого n∈N} и L(Y )={y∈Y |my=0 для каждого
m ∈ M}. Если кольцо K имеет нулевые идеалы следа, то MY ⊆ L(X)
и NX ⊆ L(Y ).

В данном параграфе мы считаем, что K —кольцо с нулевыми иде-
алами следа, т. е. идеалы следа I и J кольца K равны нулю. В этом
случае mn = 0= nm для всех m ∈ M и n ∈ N.

Кроме малых и существенных подмодулей мы приведём описание
конечно порождённых, пустотелых и равномерных K-модулей. Здесь
уместно записать замечание, подобное сделанному в § 1 о характере
исследования кольца K . Когда мы ведём речь об описании некоторого
K-модуля (X , Y ), разумно искать это описание в терминах R-модуля X ,
S-модуля Y и действий бимодулей M и N на Y и X соответственно.

Предложение 8.1. K-модуль (X , Y ) конечно порождён в точности
тогда, когда R-модуль X/MY и S-модуль Y/NX конечно порождены.

Доказательство. Пусть (X , Y ) — конечно порождённый K-модуль
с системой образующих (x1, y1), . . . , (x𝑘, y𝑘). Возьмём произвольный
элемент x ∈ X и запишем

(x, 0)= t1(x1, y1)+ . . .+ t𝑘(x𝑘, y𝑘),

где

t𝑖 =
�

r𝑖 m𝑖
n𝑖 s𝑖

�

, i = 1, . . . , k.

Тогда

x =
𝑘
∑

𝑖=1

(r𝑖 x𝑖 +m𝑖 y𝑖), x +MY = r1(x1 +MY )+ . . .+ r𝑘(x𝑘 +MY ).

Следовательно, {x𝑖+MY}𝑘𝑖=1 и {y𝑖+NX}𝑘𝑖=1 — системы образующих для
X/MY и Y/NX соответственно.

Предположим теперь, что модули X/MY и Y/NX конечно порожде-
ны и {x𝑖 +MY}𝑘𝑖=1 и {y𝑖 + NX}`𝑖=1 — их системы образующих. Докажем,
что {(x𝑖, 0), (0, y𝑗) | i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , `} есть система образующих
K-модуля (X , Y ). Достаточно проверить, что все элементы вида (x, 0)
и (0, y) являются линейными комбинациями элементов представлен-
ной системы. Для (x, 0) это получается так (для (0, y) аналогично).
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Имеем
x = r1 x1 + . . .+ r𝑘 x𝑘 +m1b1 + . . .+m𝑖b𝑖,

где r ∈ R, m ∈ M, b ∈ Y для всех значений индексов. В свою очередь,
каждый из элементов b1, . . . , b𝑖 равен сумме вида

s1 y1 + . . .+ s` y` + n1a1 + . . .+ n𝑗a𝑗,

где s ∈ S, n ∈ N, a ∈ X для всех значений индексов. Подставим эти
суммы в выражение для x и учтём, что всегда mn = 0. Получим, что

x = r1 x1 + . . .+ r𝑘 x𝑘 + c1 y1 + . . .+ c` y`

для некоторых c1, . . . , c`∈M. Теперь понятно, как записать (x, 0) в нуж-
ном виде. Отметим лишь, что, например,

�

0 c1
0 0

�

(0, y1)= (c1 y1, 0).

Обозначим через (σ,τ) канонический гомоморфизм

(X , Y )→ (X/MY, Y/NX).

Уточним, что (MY, NX) есть подмодуль в (X , Y ), а фактормодуль

(X , Y )/(MY, NX)

можно отождествить с модулем (X/MY, Y/NX), как мы договорились
в § 7.

Подмодуль A некоторого модуля V называется малым, если B = V
для любого такого подмодуля B в V, что A+ B = V.

Предложение 8.2. Пусть (X , Y ) — K-модуль. Подмодуль (A, B) яв-
ляется малым в (X , Y ) в точности тогда, когда σA — малый подмо-
дуль в X/MY и τB — малый подмодуль в Y/NX .

Доказательство. Предположим, что (A, B) — малый подмодуль в
(X , Y ). Пусть дано равенство σA + C/MY = X/MY для некоторого
подмодуля C в X . Поскольку σA = (A+MY )/MY, получаем, что

A+ C = X , (A, B)+ (C, Y )= (X , Y ), (C, Y )= (X , Y ), C = X .

Поэтому σA — малый подмодуль в X/MY. Аналогично доказывается,
что τB — малый подмодуль в Y/NX .

Теперь допустим, что σA — малый подмодуль в X/MY и τB —
малый подмодуль в Y/NX . Пусть

(A, B)+ (C, D)= (X , Y )
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для некоторого подмодуля (C, D) в (X , Y ). Тогда

A+ C = X , B+ D = Y, σA+ (C +MY )/MY = X/MY,

τB+ (D + NX)/NX = Y/NX .

Так как σA — малый подмодуль в X/MY и τB — малый подмодуль
в Y/NX , получаем, что C +MY = X и D + NX = Y. Умножим последние
равенства на N и M соответственно. Получим NC = NX и MD = MY.
Теперь находим MY = MD ⊆ C и NX = NC ⊆ D. Поэтому C = X , D = Y
и (A, B) — малый подмодуль в (X , Y ).

Модуль M называется пустотелым, если он не равен нулю и все
его подмодули малы в M.

Следствие 8.3. Ненулевой модуль (X , Y ) является пустотелым
в точности тогда, когда либо X/MY — пустотелый модуль и Y = NX ,
либо Y/NX — пустотелый модуль и X = MY.

Доказательство. Сначала заметим, что равенства X=MY и Y=NX
не могут выполняться одновременно.

Предположим, что (X , Y ) — пустотелый модуль. Рассмотрим два
возможных случая для модуля (X , NX).

1. (X , NX) = (X , Y ). Тогда Y = NX и X 6= MY. Возьмём некоторый
подмодуль A/MY в X/MY, где A 6= X . По условию (A, NA) — малый
подмодуль в (X , Y ). Из предложения 8.2 следует, что A/MY — малый
подмодуль в X/MY. Поэтому X/MY — пустотелый модуль.

2. (X , NX) 6= (X , Y ). Из предложения 8.2 следует, что X/MY — ма-
лый подмодуль в X/MY, а значит, X =MY. Тогда (MY, Y )= (X , Y ) и ана-
логично случаю 1 получаем, что Y/NX — пустотелый модуль.

Теперь допустим, что X/MY — пустотелый модуль и Y = NX . (Слу-
чай, когда Y/NX — пустотелый модуль и X =MY, рассматривается ана-
логично.) Возьмём некоторый собственный подмодуль (A, B) в (X , Y ).
Ясно, что A 6= X . По условию σA — малый подмодуль в X/MY, причём
очевидно, что τB — малый подмодуль в Y/NX . Из предложения 8.2
следует, что (A, B) — малый подмодуль в (X , Y ). Поэтому (X , Y ) —
пустотелый модуль.

Модуль называется локальным, если он конечно порождён и име-
ет ровно один максимальный подмодуль. Нетрудно проверить, что
локальные модули совпадают с конечно порождёнными пустотелыми
модулями. Из предложения 8.1 и следствия 8.3 вытекает следующий
результат.
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Следствие 8.4. Модуль (X , Y ) является локальным в точности
тогда, когда либо X/MY — локальный модуль и Y = NX , либо Y/NX —
локальный модуль и X = MY.

Подмодуль A модуля V называется существенным (или большим),
если A имеет ненулевое пересечение с каждым ненулевым подмоду-
лем модуля V. В этом случае V называется существенным расширением
модуля A.

Предложение 8.5. Подмодуль (A, B) модуля (X , Y ) является суще-
ственным в точности тогда, когда A∩ L(X) — существенный подмо-
дуль в L(X) и B∩ L(Y ) — существенный подмодуль в L(Y ).

Доказательство. Пусть (A, B) — существенный подмодуль в (X , Y ).
Проверим, что A∩ L(X) — существенный подмодуль в L(X). Для нену-
левого элемента x ∈ L(X) существует такая матрица ( 𝑟 𝑚

𝑛 𝑠 ), что

0 6=
�

r m
n s

�

(x, 0) ∈ (A, B), или (rx, nx) ∈ (A, B).

Кроме того, nx = 0, поскольку x ∈ L(X). Тогда rx 6= 0, rx ∈ A ∩ L(X)
и A∩ L(X) — существенный подмодуль в L(X). Аналогично B∩ L(Y ) —
существенный подмодуль в L(Y ).

Допустим теперь, что A∩ L(X) — существенный подмодуль в L(X),
B∩ L(Y ) — существенный подмодуль в L(Y ) и (x, y) — ненулевой эле-
мент в (X , Y ). Докажем, что K(x, y)∩ (A, B) 6= 0. Если y 6= 0, то можно
считать, что x = 0. Рассмотрим случай, когда y /∈ L(Y ). Тогда my 6= 0
для некоторого m ∈M. Так как my ∈ L(X) и A∩ L(X) — существенный
подмодуль в L(X), получаем, что 0 6= rmy ∈ A ∩ L(X) для некоторого
r ∈ R. Тогда

�

0 rm
0 0

�

(0, y)= (rmy, 0) ∈ (A, B).

Если же y ∈ L(Y ), то 0 6= sy ∈ B∩ L(Y ), где s ∈ S, поскольку B∩ L(Y ) —
существенный подмодуль в L(Y ). Тогда s(0, y)= (0, sy)∈ (A, B). Случай
y = 0 рассматривается аналогично.

Модуль называется равномерным, если пересечение любых его
двух ненулевых подмодулей не равно нулю.

Следствие 8.6. Модуль (X , Y ) равномерен в точности тогда, ко-
гда либо L(X)= 0 и Y равномерен, либо L(Y )= 0 и X равномерен.

Доказательство. Пусть (X , Y ) — равномерный модуль. Пересече-
ние подмодулей (L(X), 0) и (0, L(Y )) равно нулю. Поэтому хотя бы
один из модулей L(X), L(Y ) равен нулю. Если, например, L(X)= 0, то
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L(Y )= Y, поскольку MY ⊆ L(X)= 0. Возьмём произвольный ненулевой
подмодуль B в Y. Так как (MB, B) — существенный подмодуль в (X , Y ),
из предложения 8.5 следует, что B∩ L(Y ) — существенный подмодуль
в L(Y ). Поэтому Y — существенное расширение модуля B и модуль Y
равномерен. Если L(Y )= 0, то рассуждаем аналогично.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что
L(X)=0 и модуль Y равномерен. Как и выше, L(Y )= Y. Пусть (A, B) —
произвольный ненулевой подмодуль в (X , Y ). Тогда B 6= 0, посколь-
ку в противном случае A 6= 0 и A ⊆ L(X), что невозможно. Из пред-
ложения 8.5 следует, что (A, B) — существенный подмодуль в (X , Y ).
Поэтому модуль (X , Y ) равномерен.

Замечание. Все результаты этого параграфа применимы к модулям
над кольцом

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

треугольных матриц (см. [47]). Надо только сде-
лать соответствующие уточнения, учитывая, что для модуля (X , Y ) над
таким кольцом всегда верны равенства NX = 0 и L(X)= X . Например,

(X , Y ) — пустотелый модуль в точности тогда, когда либо X — пу-
стотелый модуль и Y = 0, либо Y — пустотелый модуль и X = MY ;

(X , Y ) — равномерный модуль в точности тогда, когда либо X = 0
и Y — равномерный модуль, либо L(Y ) = 0 и X — равномерный
модуль.

§ 9. Цоколь и радикал

В этом параграфе K — произвольное кольцо формальных матриц
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. Сначала мы опишем простые K-модули. Затем применим это
описание и выясним строение минимальных и максимальных подмо-
дулей, цоколя и радикала.

Ненулевой модуль называется простым, если он не имеет нетри-
виальных подмодулей.

Предложение 9.1. Модуль (X , Y ) является простым в точности
тогда, когда либо X и Y — простые модули и X=MY, Y=NX , либо X —
простой модуль и Y = 0, либо X = 0 и Y — простой модуль.

Прежде чем доказывать предложение 9.1, сделаем следующее за-
мечание.

Так как всегда верны включения IX ⊆ MY и JY ⊆ NX (см. § 7),
из равенств X = IX и Y = JY следуют равенства X = MY и Y = NX .
Верно и обратное. Аналогично условие IX , JY 6= 0 равносильно
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тому, что MY, NX 6= 0. Поэтому в предложении 9.1 можно также
писать X = IX , Y = JY, или IX , JY 6= 0, или MY, NX 6= 0.

Доказательство предложения 9.1. Пусть (X , Y ) — простой мо-
дуль и X , Y 6= 0. Для любых ненулевых подмодулей A в X и B в Y
верно, что (A, NA) и (MB, B) суть подмодули в (X , Y ). Поэтому A = X ,
B = Y и X , Y — простые модули. В частности, X = MY и Y = NX . Если
один из модулей X , Y равен нулю, то ясно, что второй модуль должен
быть простым.

Допустим теперь, что X и Y — простые модули и X = MY, Y = NX .
Нетривиальный подмодуль в (X , Y ) может быть только вида (X , 0) или
(0, Y ). Это невозможно в силу равенств X = MY и Y = NX . Если же
один из модулей X , Y прост, а второй модуль равен нулю, то ясно, что
(X , Y ) — простой модуль.

Следствие 9.2. Пусть (X , Y ) — K-модуль.
1. Если L(X)=0= L(Y ), то модуль (X , Y ) является простым в точ-

ности тогда, когда X и Y — простые модули.
2. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то модуль (X , Y )

является простым в точности тогда, когда либо модуль X прост
и Y = 0, либо X = 0 и модуль Y прост.

Ненулевой (соответственно собственный) подмодуль модуля V
называется минимальным (соответственно максимальным), если он
является минимальным (соответственно максимальным) элементом
в решётке всех подмодулей модуля V.

Следствие 9.3. Пусть (A, B) — подмодуль K-модуля (X , Y ).
1. Подмодуль (A, B) минимальный в точности тогда, когда либо A

и B минимальные и A = MB, B = NA, либо A минимальный и B = 0
(тогда NA = 0), либо A = 0 (тогда MB = 0) и B минимальный.

2. Подмодуль (A, B) максимальный в точности тогда, когда либо
A и B максимальные и MY 6⊆ A, NX 6⊆ B (это равносильно тому, что
IX 6⊆ A и JY 6⊆ B), либо A максимальный и B= Y (тогда MY ⊆ A), либо
A = X (тогда NX ⊆ B) и B максимальный.

Доказательство. Утверждение 1 непосредственно следует из пред-
ложения 9.1, поскольку каждый минимальный подмодуль является
простым модулем. По поводу утверждения 2 заметим, что (A, B) —
максимальный подмодуль в точности тогда, когда

(X , Y )/(A, B)= (X/A, Y/B)



62 Глава 2. Модули над кольцами формальных матриц

— простой модуль. И снова можно применить предложение 9.1. Если
выполнена первая возможность из этого предложения, то X/A=M(Y/B)
и Y/B = N(X/A). Так как M(Y/B) = (MY + A)/A, имеем X = MY + A
и MY 6⊆ A в силу максимальности A. Кроме того, NX 6⊆ B. Аналогично
доказывается, что IX 6⊆ A и JY 6⊆ B; это выводится также из замечания
после предложения 9.1.

Сумма всех минимальных подмодулей модуля V называется цоко-
лем модуля V и обозначается Soc V. Если V не имеет минимальных
подмодулей, то Soc V = 0 по определению.

Следствие 9.4. Пусть (X , Y ) — некоторый модуль. Его цоколь ра-
вен (Soc L(X), Soc L(Y )) +

∑

(A, NA), где суммирование производится
по всем таким минимальным подмодулям A в X , что IA 6=0 и NA — ми-
нимальный подмодуль в B. Последнее слагаемое также равно

∑

(MB, B),
где суммирование производится по всем таким минимальным подмо-
дулям B в Y, что JB 6= 0 и MB — минимальный подмодуль в A; это сла-
гаемое также равно

∑

(A, B), где суммирование производится по всем
вышеупомянутым A и B.

Доказательство. Так как имеется три вида минимальных подмо-
дулей, можно рассмотреть три суммы соответствующих минимальных
подмодулей и записать

Soc(X , Y )=
∑

(A, 0)+
∑

(0, B)+
∑

(A, B).

Первое слагаемое есть Soc L(X), второе слагаемое есть Soc L(Y ), тре-
тье слагаемое совпадает с каждой из трёх сумм, указанных в след-
ствии.

Следствие 9.5. Пусть (X , Y ) — K-модуль.
1. Если L(X)= 0= L(Y ), то Soc(X , Y )= (Soc X , Soc Y ).
2. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то Soc(X , Y ) =

= (Soc L(X), Soc L(Y )), причём (X , Y ) — существенное расширение цо-
коля Soc(X , Y ) в точности тогда, когда X — существенное расшире-
ние цоколя Soc L(X) и Y — существенное расширение цоколя Soc L(Y ).

Пересечение всех максимальных подмодулей модуля V называется
радикалом модуля V и обозначается через Rad V. Если V не имеет
максимальных подмодулей, то Rad V = V по определению.

Ниже через (σ,τ) обозначается канонический гомоморфизм

(X , Y )→ (X/MY, Y/NX).
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Следствие 9.6. Радикал модуля (X , Y ) равен
�

σ−1(Rad X/MY ),τ−1(Rad Y/NX)
�

∩
�⋂

(A, B)
�

,

где пересечение берётся по всем таким подмодулям (A, B) в (X , Y ), что
A и B — максимальные подмодули в X и Y соответственно, причём
MY 6⊆ A, NX 6⊆ B.

Доказательство. Мы знаем, что максимальные подмодули в (X , Y )
могут быть трёх видов. Поэтому можно рассмотреть три группы соот-
ветствующих максимальных подмодулей и записать

Rad(X , Y )=
�⋂

(A, Y )
�

∩
�⋂

(X , B)
�

∩
�⋂

(A, B)
�

,
⋂

(A, Y )= (σ−1(Rad X/MY ), Y ),
⋂

(X , B)= (X ,τ−1(Rad Y/NX)).

Следствие 9.7. Пусть (X , Y ) — K-модуль.
1. Если NX = Y и MY = X , то Rad(X , Y )= (Rad X , Rad Y ).
2. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то Rad(X , Y ) =

= (σ−1(Rad X/MY ),τ−1(Rad Y/NX)), причём Rad(X , Y ) — малый под-
модуль в (X , Y ) в точности тогда, когда Rad X/MY — малый подмо-
дуль в X/MY и Rad Y/NX — малый подмодуль в Y/NX .

Доказательство. 1. Из следствия 9.6 вытекает, что

Rad(X , Y )=
⋂

(A, B),

где (A, B) — такие подмодули в (X , Y ), что A и B — максимальные под-
модули. Не очевидно, что это пересечение совпадает с (Rad X , Rad Y ).
Поскольку

⋂

(A, B)=
�⋂

A,
⋂

B
�

,

достаточно доказать, что для каждого максимального подмодуля A в X
существует максимальный подмодуль B в Y с тем свойством, что (A, B)
есть подмодуль в (X , Y ) (тогда (A, B) максимален), а также доказать
аналогичное утверждение для каждого максимального подмодуля B в Y.

Пусть A — некоторый максимальный подмодуль в X . Подмноже-
ство (A, Y ) не образует подмодуль (ввиду равенства MY = X). Поэтому
множество всех подмодулей вида (A, D) индуктивно и непусто (по-
скольку оно содержит подмодуль (A, NA)). По лемме Цорна это мно-
жество содержит максимальный элемент (A, B). Этот подмодуль явля-
ется максимальным подмодулем в (X , Y ) (мы учитываем равенство
NX =Y ). Из следствия 9.3 вытекает, что B — максимальный подмодуль
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в Y, что и утверждалось. Для максимального подмодуля B в Y можно
провести аналогичные рассуждения.

2. Если (A, B) — такой подмодуль в (X , Y ), что A и B максимальны
и MY 6⊆ A, NX 6⊆ B, то IX 6⊆ A и JY 6⊆ B. Так как I = 0= J, пересечение
⋂

(A, B) из следствия 9.6 равно нулю. Критерий малости радикала
вытекает из предложения 8.2.

Замечание. Все результаты этого параграфа применимы к модулям
над кольцом

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

треугольных матриц (см. также конец предыдуще-
го параграфа). Соответствующие результаты получены в статье [47].
Например,

Soc(X , Y )= (Soc X , Soc L(Y )),

Rad(X , Y )= (σ−1(Rad X/MY ), Rad Y ).

§ 10. Инъективные модули
и инъективные оболочки

Выясним строение инъективных модулей над кольцом формаль-
ных матриц. В этом параграфе K — произвольное кольцо формальных
матриц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. В этом и следующих двух параграфах мы обычно рабо-
таем с K-модулем, обозначаемым (A, B).

Пусть X — R-модуль и Y — S-модуль. Далее очень важную роль
будут играть K-модули (X , Hom𝑅(M, X)) и (Hom𝑆(N , Y ), Y ), рассматри-
вавшиеся перед леммой 7.3. Мы договорились обозначать эти модули
(X , H(X)) и (H(Y ), Y ) соответственно. Будем постоянно использовать
лемму 7.3. Например, следующий результат фактически является след-
ствием этой леммы.

Предложение 10.1. Модуль (X , H(X)) является инъективным
K-модулем в точности тогда, когда X — инъективный R-модуль. Ана-
логичное утверждение верно для S-модуля Y и K-модуля (H(Y ), Y ).

Доказательство. Пусть X — инъективный R-модуль. Допустим,
что у нас имеются K-модульный мономорфизм (i, j): (A, B)→ (C, D)
и K-модульный гомоморфизм (α, β): (A, B)→ (X , H(X)). Так как мо-
дуль X инъективен, существует такой гомоморфизм γ: C → X , что
iγ=α. По лемме 7.3 найдётся гомоморфизм δ : D→H(X), для которого
(γ,δ): (C, D) → (X , H(X)) — гомоморфизм K-модулей. Опять в силу
леммы 7.3 получаем, что jδ = β . Следовательно, (i, j)(γ,δ) = (α, β),
и модуль (X , H(X)) инъективен.
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Обратно, пусть (X , H(X)) — инъективный модуль. Допустим, что
i : A→ C — мономорфизм, а α: A→ X — гомоморфизм R-модулей. Из
леммы 7.3 следует существование K-модульных гомоморфизмов

(i, j): (A, H(A))→ (C, H(C)),

(α, β): (A, H(A))→ (X , H(X)).

Утверждаем, что j — мономорфизм. В самом деле, если j(η)= 0, где
η∈H(A), то j(η)(m)= i(mη)= i(η(m))=0 для любого m∈M, а значит,
η= 0. Поэтому (i, j) тоже является мономорфизмом. Так как модуль
(X , H(X)) инъективен, существует такой гомоморфизм

(γ,δ): (C, H(C))→ (X , H(X)),

что (i, j)(γ,δ)= (α, β). Следовательно, iγ=α, и модуль X инъективен.
В случае модуля (H(Y ), Y ) рассуждаем аналогично.

Замечание. Из предложения 10.1 вытекает, что K-модуль (X , 0)
инъективен в точности тогда, когда X — инъективный R-модуль и
Hom𝑅(M, X)= 0. Аналогичный результат верен для модуля (0, Y ).

Предложение 10.1 может быть переформулировано так. Пусть H —
функтор, определённый в § 7. Скоро мы увидим, что любой инъектив-
ный K-модуль изоморфен модулю H(X , Y ) для некоторого инъектив-
ного R-модуля X и некоторого инъективного S-модуля Y.

Пусть (A, B) — некоторый K-модуль и f ′, g′ — гомоморфизмы, оп-
ределённые в начале § 7. Эти гомоморфизмы будут играть особую
роль в нашем изложении. Они соответствуют гомоморфизмам f и g
модульного умножения при указанных там изоморфизмах. Удобнее
писать f и g вместо f ′ и g′ соответственно. Итак, f есть S-гомомор-
физм B→ Hom𝑅(M, A), где f (b)(m) = mb, b ∈ B, m ∈ M, а g есть R-го-
моморфизм A→ Hom𝑆(N , B), где g(a)(n)= na, a ∈ A, n ∈ N . Запишем
точные последовательности

0→ L(A)→ A
𝑔
−→ Hom𝑆(N , B),

0→ L(B)→ B
𝑓
−→ Hom𝑅(M, A)

R-модулей и S-модулей соответственно, где L(A) и L(B) — подмодули,
определённые в § 8. Отображения

(1, f ): (A, B)→ (A, H(A)),

(g, 1): (A, B)→ (H(B), B)
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являются K-гомоморфизмами (см. лемму 7.3 и замечания после след-
ствия 7.4); они будут часто использоваться. Кроме того, если X — не-
который R-модуль, (X , H(X)) — K-модуль и I — один из идеалов следа
кольца K , то L(X)= {x ∈ X | Ix = 0}, L(H(X))= 0.

Перейдём к описанию инъективных K-модулей. Здесь можно вы-
делить два содержательных случая. Позже мы выясним, что общий
случай сводится к этим двум случаям.

Теорема 10.2. Пусть (A, B) — модуль, удовлетворяющий условию
L(A)= 0= L(B). Модуль (A, B) инъективен в точности тогда, когда A
и B — инъективные модули. Кроме того, f и g — изоморфизмы.

Доказательство. Пусть (A, B) — инъективный модуль. Из усло-
вия вытекает, что f и g — мономорфизмы. Поэтому (1, f ) — мономор-
физм. Так как модуль (A, B) инъективен, образ Im(1, f ) есть прямое
слагаемое в (A, H(A)). Дополнительное слагаемое имеет вид (0, Z),
где Z — некоторое прямое слагаемое в H(A). Следовательно, MZ = 0,
и Z⊆ L(H(A)). Как недавно замечено, L(H(A))=0 и Z=0. Таким обра-
зом, (1, f ) — изоморфизм. Поэтому (A, H(A)) — инъективный модуль
и f — изоморфизм. По предложению 10.1 модуль A инъективен. Ана-
логично доказывается, что g — изоморфизм и модуль B инъективен.

Допустим теперь, что модули A и B инъективны. Снова используем
гомоморфизмы (1, f ) и (g, 1). Рассмотрим K-модуль

(Hom𝑆(N , H(A)), H(A))

и K-гомоморфизм

(h, 1): (A, H(A))→ (Hom𝑆(N , H(A)), H(A)),

описанный в лемме 7.3. С помощью непосредственных вычислений
проверяется, что h = g f∗, где f∗ : Hom𝑆(N, B)→ Hom𝑆(N, H(A)) — го-
моморфизм, индуцированный гомоморфизмом f . Так как f∗ и g — мо-
номорфизмы, получаем, что h — мономорфизм. По предложению 10.1
модуль (A, H(A)) инъективен. Повторяя рассуждения из первой части
доказательства, можно проверить, что h — изоморфизм. Следователь-
но, мономорфизм f∗ является эпиморфизмом. Поэтому f∗ и g — изо-
морфизмы. Аналогично можно доказать, что f — изоморфизм. Итак,
(1, f ): (A, B)→ (A, H(A)) — изоморфизм, и модуль (A, B) инъективен,
что и требовалось.

Подмножества (L(A), 0), (0, L(B)) и (L(A), L(B)) являются подмо-
дулями в любом модуле (A, B).
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При исследовании инъективных K-модулей встречается ещё одна
важная ситуация: случай, когда (L(A), L(B)) — существенный подмо-
дуль в (A, B). (Это всегда так, если идеалы следа кольца K равны нулю.)

Напомним ряд понятий теории колец. Пусть V — модуль над некото-
рым кольцом и G, Z — подмодули в V. Подмодуль G называется замкну-
тым (в V), если G не имеет собственных существенных расширений
в V. Подмодуль G называется замыканием подмодуля Z (в V), если Z⊆G,
G — существенное расширение модуля Z и G замкнут в V. В V каждый
подмодуль обладает хотя бы одним замыканием, которое не всегда един-
ственно. Символ Z обозначает какое-нибудь замыкание подмодуля Z.

Теорема 10.3. Пусть (A, B) — такой модуль, что (L(A), L(B)) —
существенный подмодуль в (A, B). Модуль (A, B) инъективен в точно-
сти тогда, когда существуют такие замыкания L(A) и L(B), что они
инъективны как R-модуль и S-модуль соответственно,

L(A)∩ML(B)= 0, N L(A)∩ L(B)= 0,

Hom𝑅(M, L(A)) ⊆ Im f , Hom𝑆(N , L(B)) ⊆ Im g.

Доказательство. Допустим, что модуль (A, B) инъективен. Суще-
ствуют такие замыкания (A1, B2) и (A2, B1) подмодулей (L(A), 0) и
(0, L(B)) соответственно, что (A1, B2) ∩ (A2, B1) = 0. Замкнутые под-
модули инъективного модуля инъективны. Следовательно, (A1, B2)⊕
⊕ (A2, B1) — существенный инъективный подмодуль в (A, B), и поэто-
му (A, B)= (A1, B2)⊕ (A2, B1). Непосредственно проверяется, что A1 —
существенное расширение модуля L(A) и B1 — существенное расшире-
ние модуля L(B). Прямые слагаемые A1 и B1 — замкнутые подмодули.
Поэтому A1 = L(A) и B1 = L(B). По лемме 7.3 имеем гомоморфизм

(1, f ): (A1, B2)→ (A1, H(A1))

(точнее говоря, вместо f надо взять ограничение f на B2). Так как
B2 ∩ L(B)= 0, получаем, что (1, f ) — мономорфизм. Поскольку модуль
(A1, B2) инъективен, повторяя рассуждения из доказательства теоре-
мы 10.2, получаем, что (1, f ) — изоморфизм. Следовательно, модуль
(A1, H(A1)) инъективен. Тогда модуль A1 инъективен по предложе-
нию 10.1. Кроме того, Hom𝑅(M, A1) ⊆ Im f . Наконец, из включений
L(A)⊆ A1 и MB1 ⊆ A2 следует, что L(A1)∩MB1 = 0. Оставшиеся утвер-
ждения доказываются аналогично; в частности,

(g, 1): (A2, B1)→ (H(B1), B1)

есть изоморфизм.



68 Глава 2. Модули над кольцами формальных матриц

Теперь допустим, что существуют такие замыкания L(A) и L(B),
что они инъективны,

L(A)∩ML(B)= 0, N L(A)∩ L(B)= 0,

Hom𝑅(M, L(A)) ⊆ Im f , Hom𝑆(N , L(B)) ⊆ Im g.

Обозначим A1=L(A) и B1=L(B). Рассмотрим ещё подмодули (A1, NA1)
и (MB1, B1). Заметим, что их пересечение равно нулю. Возьмём мо-
дули (A1, H(A1)) и (H(B1), B1), которые инъективны по предложе-
нию 10.1. Также рассмотрим гомоморфизмы

(1, f ): (A1, NA1)→ (A1, H(A1)),

(g, 1): (MB1, B1)→ (H(B1), B1),

где через f и g обозначаются ограничения гомоморфизмов на соответ-
ствующие подмодули. На самом деле мы имеем мономорфизмы, так
как Ker f = L(B)∩ NA1 = 0 (аналогичные равенства верны для Ker g).
Сумма отображений (1, f ) + (g, 1) продолжается до мономорфизма
(A, B)→ (A1, H(A1))⊕ (H(B1), B1). Отождествим (A, B) с образом этого
мономорфизма. Уточним, что подмодуль L(A) играет в записанной
сумме ту же роль, что и в (A, B).

Имеем прямые разложения

A = A1 ⊕ A2, B = B1 ⊕ B2, где A2 = A∩ H(B1), B2 = B∩ H(A1).

Понятно, что существуют K-модули (A1, B2), (A2, B1) и прямое разло-
жение (A, B) = (A1, B2)⊕ (A2, B1). Удобно вернуться к исходному мо-
дулю (A, B) и считать, что данное разложение есть разложение этого
модуля. Опять возьмём мономорфизм (1, f ): (A1, B2)→ (A1, H(A1)).
Пусть α∈H(A1). Так как H(A1)⊆ Im f , имеем α= f (b) для некоторого
b ∈ B. Запишем b= c+ d, где c ∈ B2, d ∈ B1. Для каждого m ∈ M имеем

α(m)= f (b)(m)=mb =mc+md, mc, mb ∈ A1, md ∈ A2.

Поэтому md = 0 и mb =mc. Тогда получаем

α(m)=mc = f (c)(m), α= f (c).

Доказано, что (1, f ) — изоморфизм. Таким образом,

(A, B)∼= (A1, H(A1))⊕ (H(B1), B1),

и модуль (A, B) инъективен.
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Следствие 10.4. Пусть сохраняются условия и обозначения тео-
ремы 10.3. Тогда имеет место канонический изоморфизм

(A, B)∼= (A1, H(A1))⊕ (H(B1), B1).

Замечание. Пусть K — произвольное кольцо формальных матриц
и (A, B) — любой K-модуль. Тогда (A, B) — существенное расширение
модуля (L(A) + MB, L(B) + NA), причём (A, B) — существенное рас-
ширение модуля (L(A), L(B)) в случае, когда K — кольцо с нулевыми
идеалами следа. Действительно, пусть (a, b) ∈ (A, B) и a 6= 0. Если
na= 0 для всех n ∈ N , то a ∈ L(A), а если na 6= 0 для некоторого n ∈ N ,
то
�

0 0
𝑛 0

�

(a, b)= (0, na) ∈ (0, NA). Случай b 6= 0 рассматривается анало-
гично. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то MB ⊆ L(A),
NA ⊆ L(B), L(A)+MB = L(A), L(B)+ NA = L(B).

Следствие 10.5. Пусть (A, B) — K-модуль.
1. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то модуль (A, B)

инъективен в точности тогда, когда модули L(A) и L(B) инъективны,
Hom𝑅(M, L(A)) ⊆ Im f и Hom𝑆(N , L(B)) ⊆ Im g.

2. Если K =
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

— кольцо треугольных матриц, то модуль (A, B)
инъективен в точности тогда, когда модули A и L(B) инъективны
и f : B→ Hom𝑅(M, A) — эпиморфизм.

Доказательство. 1. Так как K— кольцо с нулевыми идеалами следа,
для любого модуля (X , H(X)) верны равенства L(X)= X и L(H(X))= 0.
Аналогичные равенства верны для модулей вида (H(Y ), Y ).

Допустим, что модуль (A, B) инъективен. Отождествим его с изо-
морфным образом из следствия 10.4. Тогда L(A)= L(A) и L(B)= L(B).
Поэтому модули L(A) и L(B) инъективны. Оставшаяся часть утвержде-
ния 1 вытекает из теоремы 10.3.

2. Утверждение следует из п. 1 и того, что L(A)= A.

Теорема 10.6. Произвольный K-модуль (A, B) инъективен в точно-
сти тогда, когда некоторое замыкание подмодуля (L(A), L(B)) инъек-
тивно, причём существуют такие замыкания L(A) и L(B), что фактор-
модули A/(L(A)+ g−1H(L(B))) и B/(L(B)+ f−1H(L(A))) инъективны.

Доказательство. Допустим, что модуль (A, B) инъективен. Зам-
кнутые подмодули инъективных модулей инъективны. Существует
прямое разложение (A, B)= (G, H)⊕ (C, D), где первое слагаемое явля-
ется некоторым замыканием подмодуля (L(A), L(B)). К модулю (G, H)
можно применить теорему 10.3. Следовательно, существуют инъектив-
ные замыкания A1, B1 модулей L(A), L(B) соответственно. Существует
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прямое разложение (G, H)= (A1, B2)⊕ (A2, B1) для некоторых подмоду-
лей A2, B2. Кроме того, из доказательства теоремы 10.3 вытекает, что
отображения

(1, f ): (A1, B2)→ (A1, H(A1)),

(g, 1): (A2, B1)→ (H(B1), B1)

являются изоморфизмами. Модуль (C, D) инъективен, и L(C)=0=L(D).
По теореме 10.2 модули C и D инъективны. Осталось заметить, что

C ∼= A/(A1 ⊕ A2)= A/(A1 + g−1H(B1)).

Аналогичные соотношения верны и для другого фактормодуля.
Пусть выполнены условия теоремы. Следовательно,

(A, B)= (G, H)⊕ (C, D)

для некоторого замыкания (G, H) подмодуля (L(A), L(B)) и такого
модуля (C, D), что L(C) = 0 = L(D). Можно применить теорему 10.3
к модулю (G, H). Как и выше, существует прямое разложение

(G, H)= (A1, B2)⊕ (A2, B1),

причём отображения (1, f ) и (g, 1) являются изоморфизмами. Повто-
ряя приведённые ранее рассуждения, получим, что модули C и D инъ-
ективны. По теореме 10.2 модуль (C, D) инъективен. Поэтому модуль
(A, B) инъективен.

Из доказанных выше теорем вытекает следующий вывод.

Замечание. Каждый инъективный модуль (A, B) обладает прямым
разложением

(A, B)= (A1, B2)⊕ (A2, B1)⊕ (C, D),

A1 = L(A), B1 = L(B), L(C)= 0= L(D),

причём канонические отображения

B2→ Hom𝑅(M, A1), A2→ Hom𝑆(N , B1),

D→ Hom𝑅(M, C), C→ Hom𝑆(N , D)

являются изоморфизмами.

Следствие 10.7. Модуль (A, B) инъективен в точности тогда, ко-
гда существуют инъективный R-модуль X и инъективный S-модуль Y,
удовлетворяющие условию (A, B)∼= (X , H(X))⊕ (Y, H(Y )).
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Следствие 10.7 вытекает из предыдущего замечания, теоремы 10.2
и теоремы 10.3.

Из полученной информации об инъективных модулях можно вы-
вести описание инъективных оболочек. Инъективная оболочка неко-
торого модуля V обозначается через bV.

Лемма 10.8. Пусть V — модуль над некоторым кольцом, и пусть
C1 и C2 — такие замкнутые подмодули в V, что C1∩C2=0 и C1⊕C2 —
существенный подмодуль в V. Тогда

bV = bC1 ⊕ bC2, где bC1
∼=ÖV/C2, bC2

∼=ÖV/C1.

Доказательство. Можно записать bV ∼= bC1 ⊕ bC2. Верны соотноше-
ния C2

∼= (C1 ⊕ C2)/C1 ⊆ V/C1, причём V/C1 — существенное расшире-
ние модуля (C1 ⊕ C2)/C1. Действительно, пусть B — такой подмодуль,
что C1 ⊆ B и C1 6= B. Так как C1 — замкнутый подмодуль в V, получаем,
что B∩C2 6=0. Следовательно, B/C1∩ (C1⊕C2)/C1 6=0. Поэтому модуль
C2 изоморфен существенному подмодулю в V/C1, а значит, bC2

∼=ÖV/C1.
Второй изоморфизм доказывается аналогично.

Следствие 10.9. Пусть (A, B) — K-модуль.
1. Если L(A)=0= L(B), то существует K-модуль ( bA, bB ), являющий-

ся инъективной оболочкой модуля (A, B). Кроме того, имеют место
канонические изоморфизмы bA ∼= Hom𝑆(N , bB ) и bB ∼= Hom𝑅(M, bA ).

2. Если (A, B) — существенное расширение модуля (L(A), L(B)), то
модуль (ÕL(A), H(ÕL(A))) ⊕ (H(ÕL(B)),ÕL(B)) является инъективной обо-
лочкой модуля (A, B).

3. Инъективная оболочка модуля (A, B) имеет вид U ⊕ V, где U —
инъективная оболочка модуля (L(A), L(B)) и существует такое за-
мыкание W подмодуля (L(A), L(B)), что V — инъективная оболочка
фактормодуля (A, B)/W . Модуль (L(A), L(B)) удовлетворяет условиям
п. 2, модуль (A, B)/W удовлетворяет условиям п. 1.

Доказательство. 1. Рассмотрим K-модуль ( bA, H( bA )). По предло-
жению 10.1 этот модуль инъективен. Так как H(A)⊆H( bA ), можно рас-
смотреть гомоморфизм (1, f ): (A, B)→ ( bA, H( bA )). Поскольку L(B)= 0,
получаем, что (1, f ) — мономорфизм. Его образ — существенный под-
модуль в ( bA, H( bA )). В противном случае ( bA, H( bA )) содержит некото-
рую инъективную оболочку образа вида ( bA, Y ) для некоторого соб-
ственного подмодуля Y. Тогда H( bA ) = Y ⊕ Z, где Z 6= 0 и MZ = 0. Это
противоречит равенству L(H( bA )) = 0 (это рассуждение аналогично
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рассуждению из начала доказательства теоремы 10.2). Таким образом,
( bA, H( bA )) является инъективной оболочкой модуля (A, B). Аналогич-
но модуль (H(bB ), bB ) также является инъективной оболочкой модуля
(A, B). Отождествим модуль (A, B) с его изоморфным образом в этих
двух оболочках. Тогда тождественное отображение модуля (A, B) про-
должается до изоморфизма (α, β): ( bA, H( bA ))→(H(bB ), bB ). Кроме того,
α— продолжение мономорфизма g : A→Hom𝑆(N , B), а β — продолже-
ние обратного изоморфизма к f : B→ Im f . Именно это подразумева-
ется под каноническим характером указанных в следствии изомор-
физмов.

2. Инъективная оболочка модуля (A, B) совпадает с инъективной
оболочкой модуля (L(A), L(B)), равной (L(A), 0) ⊕ (0, L(B)). Из дока-
зательства теоремы 10.3 следует, что инъективная оболочка модуля
(L(A), 0)⊕ (0, L(B)) совпадает с указанной в следствии суммой.

3. Утверждение проверяется с помощью леммы 10.8.

§ 11. Максимальное кольцо частных

Применим результаты и методы предыдущего параграфа к опи-
санию максимального кольца частных кольца формальных матриц
порядка 2. В ряде случаев будет найдено его точное строение.

Инъективная оболочка произвольного модуля V по-прежнему обо-
значается через bV. Если C, D — подмодули T-модуля A, причём C∩D=0
и C+D — существенный подмодуль в A, то D называется дополнением
к C (в A). Обозначим L = End𝑇 A. Тогда A — T -L-бимодуль, а кольцо
End𝐿 A называется кольцом биэндоморфизмов модуля A.

Максимальное (левое) кольцо частных кольца T определяется как
кольцо биэндоморфизмов инъективной оболочки модуля 𝑇T . Оно обо-
значается через Q(T).

Вернёмся к следствию 10.9 о строении инъективной оболочки
K-модуля (A, B). Во-первых, уточним, что в условиях п. 1 следствия 10.9
имеются канонические изоморфизмы

( bA, H( bA ))∼= ( bA, bB )∼= (H(bB ), bB ),

а условие п. 2 из следствия 10.9 выполняется, если идеалы следа I и J
кольца K нильпотентны.

Действительно, пусть (a, b) ∈ (A, B) и (a, b) /∈ (L(A), L(B)). Допу-
стим, что a /∈ L(A). Можно считать, что b = 0. Существует такой эле-
мент n1 ∈ N , что n1a 6= 0. Если n1a /∈ L(B), то (m1n1)a 6= 0 для какого-то
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m1 ∈ M, где m1n1 ∈ I. К элементу (m1n1)a можно применить те же
рассуждения. В силу нильпотентности идеала I этот процесс оста-
новится через конечное число шагов. Аналогично рассматривается
случай b /∈ L(B).

В п. 3 следствия 10.9 модуль V строится неоднозначно. Получим
его немного по-другому. К сожалению, и этот подход не даёт канони-
ческого способа выбора слагаемого V.

Пусть (C, D) — какое-то дополнение к подмодулю (L(A), L(B)) в
(A, B). В п. 3 следствия 10.9 можно взять инъективную оболочку моду-
ля (C, D) в качестве модуля V. Так как L(C)= 0= L(D), по п. 1 того же
следствия эта оболочка изоморфна (bC, bD), причём bC∼=H(bD), bD∼=H(bC ).
Таким образом, для инъективной оболочки модуля (A, B) имеется
изоморфизм

(ÔA, B)∼=
�

ÕL(A), H(ÕL(A))
�

⊕
�

H(ÕL(B)),ÕL(B)
�

⊕ (bC, bD).

Можно также записать изоморфизмы

(ÔA, B)∼=
�

ÕL(A)⊕ bC, H(ÕL(A))⊕ bC
�

⊕
�

H(ÕL(B)),ÕL(B)
� ∼=

∼=
�

ÕL(A), H(ÕL(A))
�

⊕
�

H(ÕL(B)⊕ bD),ÕL(B)⊕ bD
�

.

Встречаются содержательные частные случаи, когда для нахождения
инъективной оболочки (ÔA, B) информация о дополнении (C, D) не
нужна.

Предположим, что L(A)= 0. Пусть D — дополнение к L(B). Легко
видеть, что (MD, D) является дополнением к (0, L(B)) в (A, B). Следо-
вательно, имеется изоморфизм (ÔA, B) ∼= (H(bB ), bB ). Если же L(B) = 0,
то (ÔA, B)∼= ( bA, H( bA )).

Итак, всегда можно записать инъективную оболочку E модуля
(A, B) в виде (X , H(X))⊕ (H(Y ), Y ), где X — некоторый инъективный
R-модуль и Y — некоторый инъективный S-модуль соответственно;
см. также следствие 10.7.

Найдём кольцо эндоморфизмов и кольцо биэндоморфизмов K-мо-
дуля вида (X , H(X)) ⊕ (H(Y ), Y ) для произвольных модулей X и Y.
Доказательство следующей леммы вытекает из леммы 7.3.

Лемма 11.1. Кольцо эндоморфизмов K-модуля

E = (X , H(X))⊕ (H(Y ), Y )

изоморфно кольцу формальных матриц

T =
�

End𝑅 X Hom𝑆(H(X), Y )
Hom𝑅(H(Y ), X) End𝑆 Y

�

.
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Как правый T-модуль, E является модулем вектор-строк

(X ⊕ H(X), H(Y )⊕ Y ).

Этот модуль может быть также записан в виде прямой суммы

E = (X , H(Y ))⊕ (H(X), Y )= G ⊕ F.

Поэтому получаем следующий результат.

Лемма 11.2. Кольцо биэндоморфизмов K-модуля

E = (X , H(X))⊕ (H(Y ), Y )

изоморфно кольцу формальных матриц
�

End𝑇 G Hom𝑇(F, G)
Hom𝑇(G, F) End𝑇 F

�

.

Остановимся на частных случаях, когда X = 0 или Y = 0. Подоб-
ное бывает, если мы берём инъективную оболочку модуля (A, B) при
условии, что L(A)= 0 или L(B)= 0.

Итак, пусть E= (X , H(X)). Тогда End𝐾 E∼=End𝑅 X =T . Правый T-мо-
дуль (X , H(X)) можно записать как X ⊕ H(X). Следовательно, кольцо
биэндоморфизмов End𝐴 E есть кольцо формальных матриц

�

End𝑇 X Hom𝑇(H(X), X)
Hom𝑇(X , H(X)) End𝑇 H(X)

�

.

Кольцо биэндоморфизмов K-модуля (H(Y ), Y ) имеет похожее строение.
Теперь возьмём в качестве модуля (A, B) левый K-модуль

𝐾 K =
�

(R, M)
(N , S)

�

;

см. § 7. Подмодуль L(R, M) равен (Ann𝑅 N , Ann𝑀 N), где

Ann𝑅 N = {r ∈ R | Nr = 0}

— аннулятор R-модуля N ,

Ann𝑀 N = {m ∈ M | Nm = 0}.

Обозначим подмодуль L(R, M) символом L1. Аналогичное строение
имеет подмодуль L(N, S), который мы обозначим L2. Далее, пусть
(C, D) — какое-нибудь дополнение к подмодулю (L1, L2) в 𝐾 K. Инъек-
тивная оболочка E модуля 𝐾 K имеет вид

(bL1 ⊕ bC, H(bL1 ⊕ bC))⊕ (H(bL2), bL2)
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или
(bL1, H(bL1))⊕ (H(bL2 ⊕ bD), bL2 ⊕ bD).

Пусть T = End𝐾 E — кольцо эндоморфизмов модуля E в первом или
втором виде. Тогда можно записать правый T-модуль E в виде

(bL1 ⊕ bC, H(bL2))⊕ (H(bL1 ⊕ bC), bL2)= G ⊕ F

или
(bL1, H(bL2 ⊕ bD))⊕ (H(bL1), bL2 ⊕ bD)= G′ ⊕ F ′.

Следствие 11.3. Максимальное кольцо частных кольца K , т. е.
кольцо End𝑇 E, изоморфно кольцу формальных матриц

�

End𝑇 G Hom𝑇(F, G)
Hom𝑇(G, F) End𝑇 F

�

либо аналогичному кольцу, если заменить G и F на G′ и F ′ соответ-
ственно.

В несколько ином виде кольцо Q(K) найдено в [83].
Как и в случае произвольного модуля (A, B), остаётся проблема,

связанная с неканоническим выбором дополнения (C, D). Выше мы
заметили, что если L(A)=0 или L(B)=0, то подмодуль (C, D) не исполь-
зуется явным образом при построении инъективной оболочки модуля
(A, B). Применим этот факт к K-модулю K. Обратим внимание на то, что
можно представить этот модуль в виде прямой суммы (R, N)⊕ (M, S).
Поэтому могут представиться следующие четыре случая:

1) N𝑅 и M𝑆 — точные модули; тогда L(R)= 0 и L(S)= 0 в модулях
(R, N) и (M, S) соответственно;

2) Ann𝑀 N=0=Ann𝑁 M; тогда L(N)=0 и L(M)=0 в модулях (R, N)
и (M, S) соответственно;

3) L(R)= 0 и L(M)= 0;
4) L(N)= 0 и L(S)= 0.
В случае 1 из предыдущего материала вытекает, что

(ÕR, N)∼= (H(ÒN), ÒN), (ÕM, S)∼= (ÒM, H(ÒM)).

Далее получаем

𝐾 bK ∼= (ÒM, H(ÒM ))⊕ (H(ÒN), ÒN)= E.

Пусть T = End𝐾 E. Тогда правый T-модуль E имеет вид

(ÒM, H(ÒN))⊕ (H(ÒM ), ÒN)= G ⊕ F.

Максимальное кольцо частных Q(K), т. е. End𝑇 E, имеет вид, указан-
ный в следствии 11.3.
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В случае 2 имеем

𝐾 bK ∼= (bR, H(bR))⊕ (H(bS ), bS )= E, T = End𝐾 E,

E𝑇 = (bR, H(bS ))⊕ (H(bR), bS )= G ⊕ F

и, наконец, Q(K)= End𝑇 E.
В случаях 3 и 4 кольцо Q(K) имеет аналогичное описание; это

сделано в работе [91].
Следующий вопрос представляет интерес. Когда можно поставить

Q(R) и Q(S) на главную диагональ кольца Q(K) из следствия 11.3?
Рассмотрим одну ситуацию, когда этот вопрос допускает удовлетво-
рительный ответ. Именно, считаем, что N𝑅 и M𝑆 — точные модули
(т. е. L(R) = 0 = L(S) и L(M) = 0 = L(N)). Тогда L(R, M) = 0 = L(N, S)
и инъективная оболочка E модуля 𝐾 K может быть записана в виде
((bR, ÒM ), (ÒN, bS )) или в виде прямой суммы (bR, ÒN) ⊕ (ÒM, bS ). В этом
случае имеются канонические изоморфизмы

H(ÒN)∼= bR, H(bR)∼= ÒN , H(bS )∼= ÒM, H(ÒM )∼= bS.

Из этих изоморфизмов и леммы 7.3 вытекают следующие изоморфиз-
мы для колец эндоморфизмов и групп гомоморфизмов:

End𝑅 bR ∼= End𝐾(bR, ÒN)∼= End𝑆 ÒN ,

End𝑅 ÒM ∼= End𝐾(ÒM, bS )∼= End𝑆 bS,

Hom𝑅(bR, ÒM )∼= Hom𝐾((bR, ÒN), (ÒM, bS ))∼= Hom𝑆(ÒN , bS ),

Hom𝑅(ÒM, bR)∼= Hom𝐾((ÒM, bS ), (bR, ÒN))∼= Hom𝑆(bS, ÒN).

При необходимости мы будем отождествлять соответствующие изо-
морфные кольца и модули.

Кольцо эндоморфизмов K-модуля E = ((bR, ÒM ), (ÒN, bS )) изоморфно
кольцу End𝑅(bR⊕ ÒM ), т. е. изоморфно кольцу формальных матриц

�

End𝑅
bR Hom𝑅(bR, ÒM )

Hom𝑅(ÒM, bR ) End𝑅
ÒM

�

. (∗)

Также это кольцо изоморфно кольцу End𝑆(ÒN ⊕ bS ), т. е. изоморфно
кольцу формальных матриц

�

End𝑆
ÒN Hom𝑆(ÒN , bS )

Hom𝑆(bS, ÒN) End𝑆
bS

�

. (∗∗)

Будем обозначать через
�

𝐴 𝑉
𝑊 𝐵

�

кольцо эндоморфизмов End𝐾 E, запи-
санное в виде (∗) или (∗∗).
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Нам потребуются некоторые стандартные сведения, относящиеся
к двойственности.

Пусть R, S, T — произвольные кольца и U — R-S-бимодуль. Далее,
пусть

H ′ = Hom𝑅(−, U): R-mod→mod-S,

H ′′ = Hom𝑆(−, U): mod-S→ R-mod

— контравариантные функторы. Для каждого левого R-модуля X су-
ществует естественный гомоморфизм

σ𝑋 : X → H ′′H ′(X), σ𝑋(x)( f )= f (x), x ∈ X , f ∈ H ′(X),

называемый отображением значения.
Будем обозначать через H любой контравариантный функтор вида

H ′ или H ′′. Если X — R-T -бимодуль, то σ𝑋 — T-модульный гомомор-
физм. Если σ𝑋 — изоморфизм, то X называется U-рефлексивным мо-
дулем.

Теперь дадим частичный ответ на заданный выше вопрос: когда су-
ществуют канонические изоморфизмы End𝑇 G∼=Q(R) и End𝑇 H∼=Q(S)?
А также нельзя ли вычислить группы, стоящие на побочной диагонали
в матричном кольце из следствия 11.3?

Вернёмся к правому T-модулю (bR, ÒM )⊕ (ÒN , bS ). Существует правый
T-модуль (bR, H(bR)) (мы имеем в виду правый аналог конструкции
K-модуля (X , H(X)) из леммы 7.3; см. замечание 2 в § 7). Здесь H(bR)=
= Hom𝐴(W , bR), W = Hom𝑅(ÒM, bR), A = End𝑅 bR. По правостороннему
аналогу леммы 7.3 имеется канонический T-модульный гомоморфизм

(1, γ): (bR, ÒM )→ (bR, H(bR)),

где γ(x)(α)= α(x) для x ∈ ÒM, α ∈ Hom𝑅(ÒM, bR). Таким образом, γ сов-
падает с отображением значения

σ
Ò𝑀 : ÒM → Hom𝐴(Hom𝑅(ÒM, bR), bR)= H2(ÒM ).

Следовательно, если 𝑅ÒM — bR-рефлексивный модуль, то γ и (1, γ) —
изоморфизмы и T-модули (bR, ÒM ) и (bR, H(bR)) изоморфны. Тогда из пра-
востороннего аналога следствия 7.4 вытекает, что

End𝑇(bR, ÒM )∼= End𝐴 bR = Q(R).

Можно применить аналогичные рассуждения к T-модулю (ÒN , bS ). Если
ÒN𝑆 — bS-рефлексивный модуль, то (ÒN, bS ) ∼= (H(bS ), bS ) (правый аналог
конструкции (H(Y ), Y ) из леммы 7.3) и

End𝑇(ÒN , bS )∼= End𝐵 bS = Q(S).
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Из правостороннего аналога леммы 7.3 получаем также изоморфизмы

Hom𝑇(G, F)∼= Hom𝐵(ÒM, bS )∼= Hom𝐵(H(bS ), bS )∼=
∼= Hom𝐵(Hom𝑆(N , bS ), bS )= H2(N).

Аналогично Hom𝑇(F, G) ∼= H2(M). Таким образом, получаем следую-
щий результат.

Следствие 11.4. Если ÒM — bR-рефлексивный модуль и ÒN — bS-рефлек-
сивный модуль, то имеется изоморфизм

Q(K)∼=
�

Q(R) H2(M)
H2(N) Q(S)

�

.

Несложно проверить, что если

Hom𝑅(ÒM/M, bR)= 0= Hom𝑆(ÒN/N , bS ),

то H2(M)∼= ÒM и H2(N)∼= ÒN.
R-модуль ÒM является bR-рефлексивным, если ÒM — конечно bR-про-

ективный модуль, т. е. прямое слагаемое прямой суммы конечного
числа копий модуля bR; о таких модулях говорится в § 24. Последнее
свойство выполняется, если M — конечно порождённый проективный
R-модуль. Аналогичное утверждение верно для S-модуля ÒN.

Снова рассмотрим T-модуль (bR, ÒM ). Также существует правый
T-модуль (H(ÒM ), ÒM ). По правостороннему аналогу леммы 7.3 имеется
канонический T-модульный гомоморфизм

(δ, 1): (bR, ÒM )→ (H(ÒM ), ÒM ),

причём δ совпадает с отображением значения

σ
b𝑅 : bR→ Hom𝐵(Hom𝑅(bR, ÒM ), ÒM )= H2(bR).

Если R-модуль bR является ÒM-рефлексивным, то δ и (δ, 1) — изомор-
физмы и End𝑇(bR, ÒM )∼=End𝐵 ÒM, где последнее кольцо является кольцом
биэндоморфизмов R-модуля ÒM. Аналогично если S-модуль bS является
ÒN-рефлексивным, то (ÒN, bS ) ∼= (ÒN, H(ÒN)) и End𝑇(ÒN, bS ) ∼= End𝐴 ÒN, где
End𝐴 ÒN — кольцо биэндоморфизмов S-модуля ÒN.

Пусть bR — ÒM-рефлексивный модуль и bS — ÒN-рефлексивный модуль.
По правостороннему аналогу леммы 7.3 имеются изоморфизмы

Hom𝑇(G, F)∼= Hom𝐴(bR, ÒN)∼= Hom𝐴(H(ÒN), ÒN)= H2(N).

Аналогично Hom𝑇(F, G) ∼= H2(M). В итоге получаем следующий ре-
зультат.
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Следствие 11.5. Если bR — ÒM-рефлексивный модуль и bS — ÒN-рефлек-
сивный модуль, то

Q(K)∼=
�

End𝐵
ÒM H2(M)

H2(N) End𝐴
ÒN

�

.

R-модуль bR является ÒM-рефлексивным, если bR — конечно ÒM-про-
ективный модуль; в частности, M — образующий R-модуль (образую-
щие модули определяются в § 14). S-модуль bS обладает аналогичными
свойствами.

Условия двух последних следствий выполняются, если кольцо K
есть ситуация эквивалентности, т. е. I = R и J = S; такие кольца рас-
сматриваются в § 14.

Ниже рассматриваются регулярные кольца, определённые в § 5.

Следствие 11.6. В условиях следствия 11.4 кольцо Q(K) регулярно
в точности тогда, когда Q(R) и Q(S) — регулярные кольца.

Доказательство. Необходимость условия следует из теоремы 5.6.
Теперь допустим, что Q(R) и Q(S) — регулярные кольца. Запишем

кольцо T = End𝐾 E в виде (∗) или (∗∗). Достаточно проверить, что это
кольцо полупримитивно; см. § 4.5 книги [72]. Это вытекает из тео-
ремы 4.1 и того, что модули ÒM и ÒN рефлексивны относительно bR и bS
соответственно.

В конце параграфа кратко рассмотрим другую крайнюю ситуа-
цию, когда (L(R, M), L(N, S)) — существенный подмодуль в 𝐾 K, где
K =

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— некоторое кольцо формальных матриц. В этом случае
строение инъективной оболочки модуля 𝐾 K известно (следствие 10.9).
Далее можно вычислить кольцо эндоморфизмов этой оболочки; затем
можно вычислить максимальное кольцо частных Q(K). В начале па-
раграфа отмечено, что указанный подмодуль является существенным,
если идеалы следа I и J нильпотентны. Эта ситуация исследована
в работе [91].

§ 12. Плоские модули

В этом параграфе мы опишем плоские модули над кольцом фор-
мальных матриц K с нулевыми идеалами следа. Будем использовать
правые модули и правосторонние аналоги полученных ранее утвер-
ждений и введённых конструкций. Часто будут появляться идеалы
следа I и J кольца K (см. § 1). Сделаем также следующее замечание.
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Встречающиеся в тексте изоморфизмы являются каноническими;
это означает, что они действуют по определённому правилу, которые
несложно указать.

При изучении плоских модулей полезна любая информация о тен-
зорных произведениях. Тензорное произведение K-модулей можно
вычислить с помощью тензорного произведения R-модулей и тензор-
ного произведения S-модулей. Пусть U = (C, D) — правый K-модуль
и V = (A, B) — левый K-модуль.

Предложение 12.1. Имеет место изоморфизм абелевых групп

U ⊗𝐾 V ∼= (C ⊗𝑅 A⊕ D ⊗𝑆 B)/H;

здесь подгруппа H порождается всеми элементами вида

c⊗mb− cm⊗ b, d⊗ na− dn⊗ a,

где c ∈ C, d ∈ D, a ∈ A, b ∈ B, m ∈ M, n ∈ N.

Доказательство. Группа C ⊗𝑅 A⊕D⊗𝑆 B изоморфна U ⊗𝑅×𝑆 V при
соответствии образующих элементов

c⊗ a+ d⊗ b→ (c, d)⊗ (a, b).

Обозначим G1 = U ⊗𝑅×𝑆 V и G2 = U ⊗𝐾 V. Воспользуемся определени-
ем тензорного произведения как факторгруппы свободной группы.
Пусть F — свободная абелева группа с базисом, состоящим из всех
выражений

((c, d), (a, b)), c ∈ C, d ∈ D, a ∈ A, b ∈ B.

Тогда G1 = F/H1 и G2 = F/H2, где H1 и H2 — подгруппы, порождённые
элементами известного вида. Укажем разницу между этими подгруп-
пами. Система образующих группы H1 содержит все элементы вида

((c, d), (ra, sb))− ((cr, ds), (a, b)), r ∈ R, s ∈ S;

система образующих группы H2 содержит все элементы вида

((c, d), k(a, b))− ((c, d)k, (a, b)), k =
�

r m
n s

�

∈ K ,

а все остальные образующие элементы этих двух групп совпадают.
Поэтому H1 ⊆ H2. Верны соотношения

G2 = F/H2
∼= (F/H1)/(H2/H1)= G1/H, где H = H2/H1.

Факторгруппа H2/H1 порождается образами всех образующих элемен-
тов группы H2, т. е. элементами вида

((c, d)⊗ (mb, na))− ((dn, cm)⊗ (a, b)).
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Используя указанный выше изоморфизм, получаем, что

G2
∼= (C ⊗𝑅 A⊕ D ⊗𝑆 B)/H,

где (непереобозначенная) подгруппа H порождается всеми элемента-
ми вида

cm⊗ b+ d⊗ na− dn⊗ a− cm⊗ b;

поэтому H порождается всеми указанными выше элементами.

Замечания. Приведём некоторые общие замечания и обозначе-
ния, относящиеся к K-модулю (A, B). Обозначим через L идеал

�

𝐼 𝐼𝑀
𝐽𝑁 𝐽

�

кольца K и положим K = K/L. Можно отождествить факторкольцо K
с кольцом матриц

�

𝑅/𝐼 𝑀/𝐼𝑀
𝑁/𝐽𝑁 𝑆/𝐽

�

. Последнее кольцо обозначим через
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. Так как M N = 0= N M, получаем, что K — кольцо с нулевыми
идеалами следа. Модуль (A, B) имеет подмодули (IA, JB) и (MB, NA),
причём (IA, JB) ⊆ (MB, NA). Как было отмечено выше, можно отож-
дествить фактормодули (A, B)/(IA, JB) и (A, B)/(MB, NA) с модулями
(A/IA, B/JB) и (A/MB, B/NA) соответственно. Из того, что L(A, B) =
= (IA, JB), следует, что (A/IA, B/JB) и (A/MB, B/NA) суть K-модули.

Теперь рассмотрим идеал L1=
�

𝐼 𝑀
𝑁 𝐽

�

кольца K . Существует изомор-
физм K/L1

∼= R/I ×S/J = R×S. Далее из равенства L1(A, B)= (MB, NA)
вытекает, что (A/MB, B/NA) есть R× S-модуль.

Используя указанные выше обозначения, сформулируем следую-
щий результат.

Следствие 12.2. Пусть (A, B) — плоский K-модуль. Тогда справед-
ливы следующие утверждения:

1) (A/IA, B/JB) — плоский K-модуль, и M/IM ⊗𝑆 B/NA ∼= MB/IA,
N/JN ⊗𝑅 A/MB ∼= NA/JB;

2) A/MB — плоский R-модуль, и B/NA — плоский S-модуль;
3) если I = 0, то M ⊗𝑆 B/NA ∼= MB и A/MB — плоский R-модуль,

причём при N = 0 выполнено условие M ⊗𝑆 B ∼= MB и B — плоский
S-модуль.

Доказательство. 1. Верно равенство (A/IA, B/JB)= (A, B)/L(A, B).
Известно, что (A, B)/L(A, B) — плоский модуль. Это следует, напри-
мер, из критерия Чейза (см. [31, предложение 11.33]).

Обозначим A= A/IA и B= B/JB. Так как (A, B) — плоский модуль,
существует изоморфизм

(0, M)⊗𝐾 (A, B)∼= (0, M)(A, B)= MB,
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где (0, M) — правый идеал кольца K . По предложению 12.1 тензорное
произведение из левой части изоморфно факторгруппе (M ⊗𝑆 B)/H,
причём подгруппа H порождается элементами вида m ⊗ na для всех
m ∈ M, n ∈ N , a ∈ A (следует учесть, что M N = 0). Группа H является
образом индуцированного отображения M ⊗𝑆 N A→ M ⊗𝑆 B. Следова-
тельно, получаем изоморфизм

(0, M)⊗𝐾 (A, B)∼= M ⊗𝑆 B/N A.

Таким образом, приходим к изоморфизму

M ⊗𝑆 B/N A ∼= MB, m⊗ (b+ N A)→mb.

При более подробной записи этот изоморфизм имеет вид

M/IM ⊗𝑆 B/NA ∼= MB/IA.

Второй изоморфизм доказывается аналогично.
2. Аналогично п. 1 доказывается, что (A/MB, B/NA) — плоский

R× S-модуль.
3. Утверждение непосредственно следует из п. 1 и 2.

Замечания. Применим к K-модулям одну стандартную процедуру
перехода от левых модулей к правым модулям. Пусть (X , Y ) — K-мо-
дуль и G — произвольная абелева группа. Группа аддитивных гомо-
морфизмов Hom((X , Y ), G) является правым K-модулем с модульным
умножением, определяемым равенством

(ηk)(x, y)= η(k(x, y)), η ∈ Hom((X , Y ), G), k ∈ K , x ∈ X , y ∈ Y .

Аналогично группа Hom(X , G) (соответственно Hom(Y, G)) — правый
R-модуль (соответственно правый S-модуль). Можно рассматривать
группу вектор-строк (Hom(X , G), Hom(Y, G)) как правый K-модуль. Мо-
дульные умножения задаются равенствами

(αm) y = α(my), (βn)x = β(nx),

где

α ∈ Hom(X , G), β ∈ Hom(Y, G), m ∈ M, n ∈ N , x ∈ X , y ∈ Y .

Существует канонический K-модульный изоморфизм

Hom((X , Y ), G)→ (Hom(X , G), Hom(Y, G)),

Hom((X , Y ), G) 3 η→ (η|𝑋 ,η|𝑌) ∈ (Hom(X , G), Hom(Y, G)).

Отождествим K-модули Hom((X , Y ), G) и (Hom(X , G), Hom(Y, G)) с по-
мощью этого изоморфизма.
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Если V — модуль над некоторым кольцом T , то правый T-модуль
Hom(V ,Q/Z) называется модулем характеров модуля V и обознача-
ется V ∗. Модуль характеров K-модуля (X , Y ) есть (X ∗, Y ∗). Хорошо
известно, что T-модуль V является плоским в точности тогда, когда
модуль характеров V ∗ инъективен. Поскольку мы получили описа-
ние инъективных K-модулей, можно условно считать, что мы имеем
описание плоских K-модулей. Другое дело, что это описание трудно
сформулировать в терминах исходного модуля (X , Y ). Однако ино-
гда это возможно. Например, легко получить следующий результат
(ср. с предложением 10.1).

Предложение 12.3. K-модуль (X , T(X)) является плоским в точ-
ности тогда, когда X — плоский R-модуль. Аналогичное утверждение
верно для S-модуля Y и K-модуля (T(Y ), Y ). Таким образом, функтор T
из § 7 сохраняет плоские модули.

Доказательство. Мы договорились отождествлять модуль харак-
теров модуля (X , T(X)) с правым K-модулем (X ∗, T(X)∗). Имеют место
естественные изоморфизмы правых S-модулей

T(X)∗∼=HomZ(N ⊗𝑅 X ,Q/Z)∼=Hom𝑅(N , Hom(X ,Q/Z))=Hom𝑅(N , X ∗).

Итак, модуль характеров K-модуля (X , T(X)) есть (X ∗, Hom𝑅(N, X ∗)).
Из предложения 10.1 (точнее, из его правостороннего аналога) вытека-
ет, что модуль (X ∗, Hom𝑅(N , X ∗)) инъективен в точности тогда, когда
модуль X ∗ инъективен. Последнее равносильно тому, что модуль X
является плоским.

Случай модуля Y рассматривается аналогично.

Замечание. Из предложения 12.3 непосредственно вытекает, что
модуль (A, 0) (соответственно (0, B)) является плоским в точности
тогда, когда A — плоский модуль и N ⊗𝑅 A = 0 (соответственно B —
плоский модуль и M ⊗𝑆 B = 0). Кроме того, теорема 10.2 фактически
эквивалентна следующему результату.

Следствие 12.4. Если (A, B) — K-модуль и NA = B, MB = A, то
модуль (A, B) является плоским в точности тогда, когда A и B —
плоские модули.

Доказательство. Модуль характеров модуля (A, B) равен (A∗, B∗).
Так как (ηm)b = η(mb) для всех η ∈ A∗, m ∈ M и b ∈ B, имеем

L(A∗)= Hom(A/MB,Q/Z)= (A/MB)∗,
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где модуль Hom(A/MB,Q/Z) отождествляется с множеством всех
гомоморфизмов η: A→Q/Z, удовлетворяющих условию η(MB)= 0.
Кроме того, L(B∗)=(B/NB)∗. Поэтому из условия получаем, что L(A∗)=
=0= L(B∗). Модуль (A∗, B∗) удовлетворяет условиям правостороннего
варианта теоремы 10.2. Следовательно, модуль (A∗, B∗) инъективен
в точности тогда, когда модули A∗ и B∗ инъективны. Последнее свой-
ство равносильно тому, что A и B — плоские модули.

При дополнительном условии, что идеалы следа кольца K равны
нулю, получаем законченный результат.

Теорема 12.5. Если K — кольцо с нулевыми идеалами следа, то
K-модуль (A, B) является плоским в точности тогда, когда A/MB —
плоский R-модуль, B/NA — плоский S-модуль и имеют место изомор-
физмы M ⊗𝑆 B/NA ∼= MB, N ⊗𝑅 A/MB ∼= NA.

Доказательство. Если (A, B) — плоский K-модуль, то по утвержде-
нию 3 следствия 12.2 получаем, что A/MB и B/NA — плоские модули
над R и S соответственно, M ⊗𝑆 B/NA ∼= MB и N ⊗𝑅 A/MB ∼= NA.

Докажем достаточность условий. Существуют K-модули (MB, 0)
и (A, NA). Рассмотрим фактормодуль (A, NA)/(MB, 0), который совпа-
дает с модулем (A/MB, NA). Тогда M(NA)=0 и n(a+MB)=na для всех
n∈ N и a∈ A. По предположению S-модули N ⊗𝑅 A/MB и NA изоморф-
ны. Этот изоморфизм индуцируется соответствием n⊗ (a+MB)→ na
образующих элементов. По лемме 7.2 тождественное отображение
модуля A/MB индуцирует K-модульный гомоморфизм

(A/MB, T(A/MB))→ (A/MB, NA),

который совпадает с вышеуказанным изоморфизмом на вторых по-
зициях. Теперь из предложения 12.3 и условия теоремы вытекает,
что (A/MB, NA) — плоский модуль. Аналогично (MB, B/NA) — плос-
кий модуль. Поэтому модули характеров (A/MB, NA)∗ и (MB, B/NA)∗

инъективны. Теперь докажем, что прямая сумма этих двух модулей
изоморфна модулю (A, B)∗. Итак, надо проверить, что существует изо-
морфизм правых K-модулей

�

(A/MB)∗ ⊕ (MB)∗, (NA)∗ ⊕ (B/NA)∗
� ∼= (A∗, B∗). (1)

Будем использовать следующие равенства из доказательства след-
ствия 12.4:

(A/MB)∗M = 0= (B/NA)∗N. (2)
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Так как Z-модуль Q/Z инъективен, имеется точная последователь-
ность правых R-модулей

0→ (A/MB)∗→ A∗
π
−→ (MB)∗. (3)

Как уже отмечалось, мы отождествляем модуль (A/MB)∗ с его образом
в A∗, который состоит из всех гомоморфизмов A→Q/Z, аннулирую-
щих MB. Кроме того, отметим, что отображение π сопоставляет про-
извольному гомоморфизму A→Q/Z его ограничение на MB. Заметим,
что R-модуль (A/MB)∗ инъективен, поскольку A/MB — плоский мо-
дуль. Следовательно, существует прямое разложение A∗= (A/MB)∗⊕V
со слагаемым V, изоморфным модулю MB∗. Чтобы получить требуе-
мый изоморфизм (1), необходимо выбрать определённым образом
модуль V и изоморфизм между (MB)∗ и V. Так как последователь-
ность (3) расщепляется, существует мономорфизм ε : (MB)∗→ A∗, для
которого επ— тождественное отображение. В качестве V возьмём
Im ε, а в качестве изоморфизма между (MB)∗ и V возьмём ε. В резуль-
тате получим изоморфизм правых K-модулей

Φ: (A/MB)∗ ⊕ (MB)∗→ A∗,

который действует тождественно на (A/MB)∗, причём Φ(α)|𝑀𝐵=α для
всех α ∈ (MB)∗. Можно также найти изоморфизм

Ψ : (NA)∗ ⊕ (B/NA)∗→ B∗

с аналогичными свойствами.
Докажем, что пара (Φ,Ψ) задаёт изоморфизм (1). Достаточно про-

верить выполнение правосторонних аналогов двух равенств, указан-
ных в § 7. А именно, проверим, что

Φ(βn)= Ψ(β)n, Ψ(αm)= Φ(α)m

для всех β ∈ (NA)∗ ⊕ (B/NA)∗, α ∈ (A/MB)∗ ⊕ (MB)∗, n ∈ N, m ∈ M.
В процессе проверки будем учитывать равенства (2) и выбор изо-
морфизмов Φ и Ψ. Возьмём конкретные β , n и запишем β = γ+δ, где
γ∈(NA)∗, δ∈(B/NA)∗. Так как δn=0, получаем, что βn=γn∈(A/MB)∗.
Для любого элемента a ∈ A из определения отображения Φ имеем
равенство Φ(βn)= Φ(γn)a. С другой стороны, из определения отобра-
жения Ψ вытекает, что

(Ψ(δ)n)a = (Ψ(δ))(na)= 0,

(Ψ(β)n)a = (Ψ(γ)n)a = (Ψ(γ))(na).
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Так как γ(na)= (γn)a, имеем Φ(βn)= Ψ(β)n. Второе равенство прове-
ряется аналогично. Итак, модуль (A, B)∗ инъективен. Поэтому (A, B) —
плоский модуль.

Следствие 12.6 [32]. Модуль (A, B) над кольцом
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

плосок
в точности тогда, когда A/MB и B — плоские модули и M ⊗𝑆 B ∼= MB.

§ 13. Проективные и наследственные
модули и кольца

Над кольцом K формальных матриц с нулевыми идеалами следа
проективные модули и наследственные модули допускают удовлетво-
рительное описание. Затем мы применяем это описание к поиску
условий, при которых кольцо K наследственно.

Здесь I и J по-прежнему обозначают идеалы следа кольца K. В этом
параграфе мы обычно используем символ (P, Q) для обозначения
K-модулей.

Наш первый результат можно доказать с помощью рассуждений,
аналогичных рассуждениям из доказательства предложения 10.1. Толь-
ко надо ссылаться на лемму 7.2 вместо леммы 7.3.

Предложение 13.1. Если X — проективный R-модуль и Y — проек-
тивный S-модуль, то (X , T(X)) и (T(Y ), Y ) — проективные K-модули.
Верно и обратное.

Из предложения 13.1 вытекает, что K-модуль (X , 0) проективен
в точности тогда, когда X — проективный R-модуль и N ⊗𝑅 X = 0.
Аналогично получаем, что утверждение верно для K-модуля (0, Y ).

В § 12 мы определили идеалы L и L1 кольца K.

Следствие 13.2. Пусть (P, Q) — проективный K-модуль. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

1) (P/IP, Q/JQ) — проективный K/L-модуль;
2) модуль P/MQ проективен над R/I, модуль Q/NP проективен

над S/J.

Доказательство. Если V — проективный модуль над некоторым
кольцом T и A — идеал в T , то V/AV — проективный T/A-модуль. Ис-
пользуя это свойство при T=K , A=L и T=K , A=L1, нетрудно доказать
утверждения 1 и 2.

Теорема 13.3. Пусть K — кольцо с нулевыми идеалами следа; пред-
положим, что (P, Q) — K-модуль. Тогда равносильны следующие условия:
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1) (P, Q) — проективный модуль;
2) P/MQ — проективный R-модуль, Q/NP — проективный S-модуль,

M ⊗𝑆 Q/NP ∼= MQ и N ⊗𝑅 P/MQ ∼= NP;
3) существуют проективный R-модуль X и проективный S-модуль

Y, для которых (P, Q)= (X , NP)⊕ (MQ, Y ), M⊗𝑆 Y ∼=MQ и N⊗𝑅 X ∼=NP;
4) существуют проективный R-модуль X и проективный S-модуль

Y, для которых (P, Q)∼= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ).

Доказательство. 1)⇒2). Из следствия 13.2 вытекает, что P/MQ —
проективный R-модуль и Q/NP — проективный S-модуль. Из след-
ствия 12.2 вытекает, что M ⊗𝑆 Q/NP ∼= MQ и N ⊗𝑅 P/MQ ∼= NP.

2)⇒ 3). Сначала сделаем одно замечание. Так как Y ⊆ Q, суще-
ствует индуцированный гомоморфизм M ⊗𝑆 Y → M ⊗𝑆 Q. Компози-
ция этого гомоморфизма с гомоморфизмом модульного умножения
M ⊗𝑆 Q → MQ даёт гомоморфизм M ⊗𝑆 Y → MQ. В условии 3 подра-
зумевается, что этот гомоморфизм является изоморфизмом. Можно
записать P = X ⊕MQ и Q= NP⊕Y, где X ∼= P/MQ и Y ∼=Q/NP. Так как
(X , NP) и (MQ, Y ) суть K-модули, получаем равенства

(P, Q)= (X ⊕MQ, NP ⊕ Y )= (X , NP)⊕ (MQ, Y ).

3)⇒ 4). Утверждение следует из леммы 7.2 и того, что

(X , T(X))∼= (X , NP), (T(Y ), Y )∼= (MQ, Y ).

Импликация 4)⇒ 1) вытекает из предложения 13.1.

Для кольца треугольных матриц получаем следующий результат,
в котором эквивалентность 1)⇔ 2) доказана в [47].

Следствие 13.4. Пусть K=
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

и (P, Q) — K-модуль. Тогда равно-
сильны следующие условия:

1) (P, Q) — проективный модуль;
2) P/MQ — проективный R-модуль, Q — проективный S-модуль,

и M ⊗𝑆 Q ∼= MQ;
3) Q — проективный S-модуль, M ⊗𝑆 Q∼=MQ, и существует такой

проективный R-модуль X , что (P, Q)= (X , 0)⊕ (MQ, Q);
4) Q — проективный S-модуль, и существует такой проективный

R-модуль X , что (P, Q)∼= (X , 0)⊕ (T(Q), Q).

Некоторый модуль называется наследственным, если все его под-
модули проективны. Изучение наследственных модулей начнём со сле-
дующего результата.



88 Глава 2. Модули над кольцами формальных матриц

Предложение 13.5. Если (P, Q) — наследственный модуль, то P
и Q — наследственные модули.

Доказательство. Как всегда, докажем утверждение для одного из
модулей P и Q, поскольку для второго модуля оно доказывается анало-
гично. Возьмём произвольный подмодуль A в P. По условию (A, NP) —
проективный подмодуль в (P, Q). Пусть {a𝑡 | t∈T}— некоторая система
образующих R-модуля A. Тогда {(a𝑡, 0) | t ∈ T}— система образующих
K-модуля (A, NA). По лемме о дуальном базисе [31, лемма 3.23] су-
ществуют такие K-модульные гомоморфизмы F𝑡 : (A, NA)→ K, t ∈ T ,
что каждый элемент v ∈ (A, NA) равен

∑

𝑡∈𝑇 F𝑡(v)(a𝑡, 0), где почти все
элементы F𝑡(v) равны нулю. Обозначим через h аддитивный гомо-
морфизм K → R,

�

𝑟 ∗
∗ ∗
�

→ r (здесь и далее через ∗ обозначаются несу-
щественные для нас элементы). Для каждого t ∈ T существует такой
аддитивный гомоморфизм f𝑡 : A → R, что f𝑡(a) = (F𝑡h)(a, 0), a ∈ A.
Проверим, что f𝑡(ra)= r f𝑡(a) для всех r ∈ R и a ∈ A. Имеем

f𝑡(ra)= h(F𝑡(ra, 0))= h(rF𝑡(a, 0))= h
�

r
�

c ∗
∗ ∗

��

= h
�

rc ∗
∗ ∗

�

= rc,

r f𝑡(a)= r(h(F𝑡(a, 0)))= rh
�

c ∗
∗ ∗

�

= rc.

Следовательно, все f𝑡 являются R-модульными гомоморфизмами. Для
каждого элемента a ∈ A имеем

(a, 0)=
∑

F𝑡(a, 0)(a𝑡, 0)=
∑�

r𝑡 ∗
∗ ∗

�

(a𝑡, 0)=
∑

(r𝑡a𝑡,∗), a=
∑

r𝑡a𝑡,

где индекс t ∈ T везде опущен, r𝑡 ∈ R и почти все r𝑡 равны нулю. Таким
образом, a =

∑

f𝑡(a)a𝑡. По лемме о дуальном базисе R-модуль A про-
ективен. Следовательно, P — наследственный модуль.

Применение теоремы 13.3 приводит к описанию наследственных
K-модулей.

Теорема 13.6. Пусть K — кольцо с нулевыми идеалами следа; пред-
положим, что (P, Q) — K-модуль. Модуль (P, Q) является наследствен-
ным в точности тогда, когда выполнены следующие условия:

1) P и Q — наследственные модули;
2) для любого подмодуля B в Q модуль P/MB является проектив-

ным и M ⊗𝑆 B ∼= MB;
3) для любого подмодуля A в P модуль Q/NA является проектив-

ным и N ⊗𝑅 A ∼= NA.
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Доказательство. Допустим, что (P, Q) — наследственный модуль.
Из предложения 13.5 следует, что P и Q — наследственные модули.
Возьмём некоторый подмодуль B в Q и K-модуль (MB, B). Модуль
(MB, B) проективен, поскольку он является подмодулем наследствен-
ного модуля (P, Q). Из теоремы 13.3 следует, что M ⊗𝑆 B∼= MB. Теперь
возьмём подмодуль (P, B+ NP) модуля (P, Q). По теореме 13.3 модуль
P/MB проективен. Аналогичные рассуждения также верны для любо-
го подмодуля A в P.

Теперь допустим, что условия теоремы выполнены. Пусть (A, B) —
некоторый подмодуль в (P, Q). Верны соотношения

P = X ⊕MB, M ⊗𝑆 B ∼= MB, Q = Y ⊕ NA, N ⊗𝑅 A ∼= NA,

где X и Y — некоторые проективные модули. Так как MB⊆ A и NA⊆ B,
существуют разложения

A = (A∩ X)⊕MB, B = (B∩ Y )⊕ NA,

(A, B)= (A∩ X , NA)⊕ (MB, B∩ Y ).

Проверим, что последнее разложение удовлетворяет условиям п. 3
теоремы 13.3. В самом деле, модули A∩ X и B∩ Y проективны. Далее,
имеем

MB ∼= M ⊗𝑆 B ∼= M ⊗𝑆 (B∩ Y )⊕M ⊗𝑆 NA.

Однако M ⊗𝑆 NA ∼= MNA = 0. Поэтому M ⊗𝑆 (B∩ Y )∼= MB. Аналогично
N ⊗𝑆 (A∩ X)∼= NA. По теореме 13.3 модуль (A, B) проективен. Поэтому
(P, Q) — наследственный модуль.

Следствие 13.7. Модуль (P, Q) над кольцом треугольных матриц
K=

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

является наследственным в точности тогда, когда P и Q —
наследственные модули, для любого подмодуля B в Q модуль P/MB
проективен и M ⊗𝑆 B ∼= MB.

Замечание. Для правых K-модулей верны утверждения, аналогич-
ные результатам из § 8–13 (например, верны аналоги теорем 13.3
и 13.6). Подробнее об этом см. начало § 7.

Кольцо T называется наследственным слева (соответственно спра-
ва), если T — наследственный левый (соответственно правый) T-мо-
дуль, т. е. каждый левый (соответственно правый) идеал кольца T —
проективный левый (соответственно правый) T-модуль.

Применим теорему 13.6 к кольцу K .
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Следствие 13.8. Кольцо формальных матриц K с нулевыми идеа-
лами следа является наследственным слева в точности тогда, когда
выполнены следующие условия:

1) кольца R и S наследственны слева;
2) M — плоский S-модуль, N — плоский R-модуль и M ⊗𝑆 N = 0 =

= N ⊗𝑅 M;
3) M/ML — проективный R-модуль для любого левого идеала L

кольца S;
4) N/NL — проективный S-модуль для любого левого идеала L

кольца R.

Доказательство. Заметим, что кольцо K является наследственным
слева в точности тогда, когда наследственны левые K-модули (R, N)
и (M, S).

Пусть (R, N) — наследственный K-модуль. По теореме 13.6 коль-
цо R наследственно слева. Кроме того, для любого левого идеала L
кольца R верно, что S-модуль N/NL проективен и канонический гомо-
морфизм N ⊗𝑅 L→ NL является изоморфизмом. Последнее свойство
равносильно тому, что N — плоский R-модуль. Наконец, M ⊗𝑆 N = 0=
= N ⊗𝑅 M. С использованием наследственного K-модуля (M, S) остав-
шиеся условия проверяются аналогично.

Допустим, что выполнены условия 1–4. Из теоремы 13.6 вытекает,
что левые K-модули (R, N) и (M, S) наследственны. Сделаем лишь
ряд уточнений. Так как N — плоский S-модуль, для S-подмодуля B
в N имеем M ⊗𝑆 B ⊆ M ⊗𝑆 N = 0. Поскольку MB = 0, получаем, что
M⊗𝑆 B=MB. Кроме того, N⊗𝑅 L∼=NL для любого левого идеала L коль-
ца R, поскольку N — плоский R-модуль. Аналогично доказывается, что
(M, S) — наследственный модуль.

Запишем три следствия для кольца треугольных матриц. Первое
следствие применяется в § 15 для изучения абелевых групп с наслед-
ственными кольцами эндоморфизмов.

Следствие 13.9 [36]. Кольцо
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

наследственно слева в точ-
ности тогда, когда кольца R и S наследственны слева, M — плоский
S-модуль и M/ML — проективный R-модуль для любого левого идеа-
ла L кольца S.

Следствие 13.10. Если R и S — артиновы полупримитивные коль-
ца, то кольцо

�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

наследственно слева и справа для каждого R-S-би-
модуля M.
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Следствие 13.11. Кольцо
�

𝑅 𝑅
0 𝑅

�

наследственно слева (или справа)
в точности тогда, когда R — артиново полупримитивное кольцо.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай наследственных
слева колец. Если R — артиново полупримитивное кольцо, то по след-
ствию 13.10 кольцо

�

𝑅 𝑅
0 𝑅

�

наследственно слева.
Допустим, что кольцо

�

𝑅 𝑅
0 𝑅

�

наследственно слева. По следствию 13.9
для любого левого идеала L кольца R модуль R/RL = R/L проективен.
Поэтому L — прямое слагаемое модуля 𝑅R. Тогда R — артиново полу-
примитивное кольцо.

В случае наследственных справа колец утверждение доказывает-
ся с помощью перехода к противоположному кольцу

�

𝑅◦ 0
𝑅◦ 𝑅◦

�

(такие
кольца упоминаются в § 1).

Из следствия 13.11 вытекает следующий хорошо известный факт:
для любого тела D кольцо

�

𝐷 𝐷
0 𝐷

�

наследственно. Следующий результат
может считаться обобщением этого факта.

Следствие 13.12. Пусть D и F — тела, а K =
�

𝐷 𝑉
𝑊 𝐹

�

— кольцо фор-
мальных матриц. Кольцо K наследственно слева (или справа) в точно-
сти тогда, когда D∼= F , V и W — одномерные D-пространства и F-про-
странства и либо K не является кольцом с нулевыми идеалами следа,
либо K — кольцо (верхних или нижних) треугольных матриц.

Доказательство. Пусть кольцо K наследственно слева или справа.
Поскольку D и F — тела, для идеалов следа I и J кольца K могут быть
только следующие три возможности:

1) I = 0; 2) I = D и J = F; 3) J = 0.

Рассмотрев произведения VWV и WVW, легко проверить, что либо
I = D и J = F, либо I = 0= J. В первом случае получаем, что V и W —
одномерные D-пространства и F-пространства и D ∼= End𝐹(V) по лем-
ме 14.3. При I = 0 = J из следствия 13.8 вытекает, что V ⊗𝐹 W = 0 и,
далее, V = 0 или W = 0.

Обратно, если кольцо формальных матриц
�

𝐷 𝐷
𝐷 𝐷

�

не является коль-
цом с нулевыми идеалами следа, то это кольцо изоморфно «обычно-
му» кольцу (2× 2)-матриц над D. Случай кольца треугольных матриц
содержится в следствиях 13.10 и 13.11.

Кольцо T называется совершенным слева, если любой левый T-мо-
дуль обладает проективной оболочкой. Кольцо T совершенно слева
в точности тогда, когда каждый плоский левый T-модуль проективен.
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Следствие 13.13. Если кольцо K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

совершенно слева, то
кольца R и S совершенны слева. Для кольца с нулевыми идеалами следа
верно обратное.

Доказательство. Пусть кольцо K совершенно слева. Возьмём про-
извольный плоский R-модуль X . Тогда (X , T(X)) — плоский модуль;
см., предложение 12.3. Так как K совершенно слева, модуль (X , T(X))
проективен. По предложению 13.1 модуль X проективен. Поэтому
кольцо R совершенно слева. Аналогично доказывается, что кольцо S
совершенно слева.

Обратно, допустим, что кольца R и S совершенны слева. По теоре-
мам 12.5 и 13.3 любой плоский левый K-модуль проективен. Поэтому
кольцо K совершенно слева.

Замечание. В общем случае неизвестно, верно ли утверждение,
обратное следствию 13.13.

Теперь можно предложить хорошее описание плоских модулей из
теоремы 12.5.

Теорема 13.14. Пусть K — кольцо с нулевыми идеалами следа. То-
гда для любого плоского K-модуля (P, Q) существуют такие плоские
R-модуль X и S-модуль Y, что (P, Q)∼= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ).

Доказательство. Модуль (P, Q) является пределом прямого спек-
тра конечно порождённых проективных K-модулей

{(A𝑖, B𝑖), i ∈ I; (e 𝑗
𝑖 , f 𝑗

𝑖 )},

где (e 𝑗
𝑖 , f 𝑗

𝑖 ): (A𝑖, B𝑖) → (A𝑗, B𝑗), i ¶ j [31, глава 5, упражнение 55.9].
По теореме 13.3 для каждого i существуют такие проективные R-мо-
дуль X𝑖 и S-модуль Y𝑖, что (A𝑖, B𝑖) ∼= (X𝑖, T(X𝑖)) ⊕ (T(Y𝑖), Y𝑖), причём
X𝑖 = A𝑖/MB𝑖 и Y𝑖 = B𝑖/NA𝑖. Из предложения 8.1 вытекает, что X𝑖 и Y𝑖 —
конечно порождённые модули. Поскольку e 𝑗

𝑖 (MB𝑖)⊆MB𝑗 и f 𝑗
𝑖 (NA𝑖)⊆NA𝑗,

гомоморфизмы e 𝑗
𝑖 и f 𝑗

𝑖 индуцируют гомоморфизмы X𝑖→ X𝑗 и Y𝑖→ Y𝑗
соответственно. Будем их обозначать теми же символами e 𝑗

𝑖 и f 𝑗
𝑖 .

Можно проверить, что существуют прямые спектры {X𝑖(i ∈ I); e 𝑗
𝑖 }

и {Y𝑖(i ∈ I); f 𝑗
𝑖 }, а также спектры

�

(X𝑖, T(X𝑖))(i ∈ I); (e 𝑗
𝑖 , 1⊗ e 𝑗

𝑖 )
	

и
�

(T(Y𝑖), Y𝑖)(i ∈ I); (1⊗ f 𝑗
𝑖 , f 𝑗

𝑖 )
	

.

Непосредственно по определению предела прямого спектра далее по-
казывается, что

lim
→ 𝐼

(X𝑖, T(X𝑖))∼=
�

lim
→ 𝐼

X𝑖, T(lim
→ 𝐼

X𝑖)
�
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и аналогично для другого спектра (следует ещё учесть, что прямой
предел коммутирует с тензорным произведением). Положим

X = lim
→ 𝐼

X𝑖, Y = lim
→ 𝐼

Y𝑖.

Тогда X и Y — плоские модули и имеют место изоморфизмы

(P, Q)∼= lim
→ 𝐼

(A𝑖, B𝑖)∼=

∼= lim
→ 𝐼

(X𝑖, T(X𝑖))⊕ lim
→ 𝐼

(T(Y𝑖), Y𝑖)∼= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ).

§ 14. Эквивалентности между категориями
R-mod, S-mod и K-mod

Естественно рассмотреть отдельно кольца формальных матриц
K =

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

, для которых I = R и J = S. Этот случай противоположен
случаю I = 0 = J, когда K — кольцо с нулевыми идеалами следа. Та-
кие кольца появляются при исследовании эквивалентностей между
категориями R-модулей и S-модулей. Главные результаты на эту тему
известны как теоремы Мориты. В разделах 21 и 22 книги [6] содер-
жится подробное изложение различных вопросов, связанных с эквива-
лентностями категорий модулей. Здесь мы проясняем роль кольца K
при изучении эквивалентностей категорий. После этого становится
ясным, что строение модулей над кольцом K при I = R и J = S не зави-
сит от бимодулей M и N , а определяется строением соответствующих
R-модулей или S-модулей.

Пусть K=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц, а ϕ : M⊗𝑆 N→ R и
ψ: N⊗𝑅 M→ S — бимодульные гомоморфизмы, введённые в § 1. Обра-
зы I и J этих гомоморфизмов мы называем идеалами следа кольца K .

Напомним, что с данным K-модулем (A, B) ассоциируются две па-
ры гомоморфизмов модульного умножения

f : M ⊗𝑆 B→ A, g : N ⊗𝑅 A→ B,

f ′ : B→ Hom𝑅(M, A), g′ : A→ Hom𝑆(N , B)

(см. начало § 7).

Лемма 14.1. Если I = R и J = S, то f, g, f ′, g′ — изоморфизмы.

Доказательство. Можно записать

1=m1n1 + . . .+m𝑘n𝑘, где m𝑖 ∈ M, n𝑖 ∈ N , i = 1, . . . , k.
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Так как A = IA ⊆ MB, отображение f — сюръекция. Допустим, что

f (x1 ⊗ b1 + . . .+ x` ⊗ b`)= 0

для некоторых x𝑗 ∈ M, b𝑗 ∈ B, j = 1, . . . , `. Верны равенства
∑

𝑗

x𝑗 ⊗ b𝑗 =
∑

𝑖, 𝑗

(m𝑖n𝑖)(x𝑗 ⊗ b𝑗)=
∑

𝑖, 𝑗

m𝑖(n𝑖 x𝑗)⊗ b𝑗 =

=
∑

𝑖, 𝑗

m𝑖 ⊗ n𝑖(x𝑗b𝑗)=
∑

𝑖

(m𝑖 ⊗ n𝑖) ·
∑

𝑗

x𝑗b𝑗 =
∑

𝑖

(m𝑖 ⊗ n𝑖) · 0= 0.

Следовательно, f — изоморфизм.
Аналогично из равенства J = S следует, что

1= n1m1 + . . .+ n𝑘m𝑘, где n𝑖 ∈ N , m𝑖 ∈ M, i = 1, . . . , k

(используются те же буквы n𝑖 и m𝑖, это не приведёт к путанице). Ана-
логично получаем, что g — изоморфизм.

Если f ′(b)=0, то b=
∑

𝑖(n𝑖m𝑖)b=
∑

𝑖 n𝑖(m𝑖b)=0, поскольку m𝑖b=0.
Пусть α— произвольный гомоморфизм M → A. Для любого m ∈ M
имеем

α(m)= α
�

m
∑

𝑖

n𝑖m𝑖

�

= α
�∑

𝑖

(mn𝑖)m𝑖

�

=

=
∑

𝑖

(mn𝑖)α(m𝑖)=m
�∑

𝑖

n𝑖α(m𝑖)
�

.

Поэтому α= f ′
�∑

𝑖 n𝑖α(m𝑖)
�

. Итак, f ′ — изоморфизм. Аналогично по-
лучаем, что g′ — изоморфизм.

Следствие 14.2. Пусть I = R, J = S и (A, B) — K-модуль. Тогда вы-
полняются следующие утверждения:

1) MB = A, NA = B, и имеют место канонические K-модульные
изоморфизмы (A, T(A))∼= (A, B), (T(B), B)∼= (A, B), (A, B)∼= (A, H(A)),
(A, B)∼= (H(B), B);

2) имеют место канонические кольцевые изоморфизмы End𝑅 A ∼=
∼= End𝐾(A, B)∼= End𝑆 B.

Доказательство. В п. 1 требуемыми изоморфизмами являются
(1, g), ( f , 1), (1, f ′), (g′, 1) соответственно; см. замечания после след-
ствия 7.4. Утверждение 2 вытекает из следствия 7.4.

Напомним ряд понятий теории модулей. Пусть C — некоторый
R-S-бимодуль. Для каждого элемента r ∈ R отображение α𝑟 : c → rc,
c ∈ C, есть S-гомоморфизм; он называется гомотетией R-модуля C
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с коэффициентом r. Кольцевой гомоморфизм R→End𝑆 C, r→α𝑟, назы-
вается отображением гомотетии. Существует ещё одно отображение
гомотетии. А именно, S→ End𝑅 C, s→ β𝑠, где β𝑠(c) = cs, s ∈ S, c ∈ C.
Например, пусть C — R-модуль и S = End𝑅 C. Тогда C — R-S-бимодуль.
Следовательно, имеется отображение гомотетии R → End𝑆 C. Здесь
End𝑆 C — кольцо биэндоморфизмов R-модуля C.

В дальнейшем G𝑛 обозначает прямую сумму n изоморфных копий
модуля G.

Модуль G над кольцом T называется образующим, если выполня-
ется одно из следующих эквивалентных условий:

1) сумма образов всех гомоморфизмов из G в R совпадает с R;
2) для любого T-модуля X сумма образов всех гомоморфизмов из G

в X совпадает с X ;
3) для любых гомоморфизмов T-модулей α: G→ X и β , γ: X → Y

из равенства αβ = αγ вытекает равенство β = γ;
4) существуют натуральное число n и T-модуль H, для которых

G𝑛 ∼= T ⊕ H.
Конечно порождённый проективный образующий модуль часто

называют прообразующим модулем.
Применим лемму 14.1 к кольцу K. Сначала заметим, что каждый из

K-модулей (R, N) и (M, S) даёт четыре гомоморфизма модульного умно-
жения. К известным нам гомоморфизмамϕ : M⊗𝑆N→R иψ: N⊗𝑅M→S
добавляются гомоморфизмыϕ′ : N→Hom𝑅(M, R) иψ′ : M→Hom𝑆(N ,S),
канонические изоморфизмы N ⊗𝑅 R→ N , M ⊗𝑆 S→M и два отображе-
ния гомотетии R→ End𝑆 N , S→ End𝑅 M. Уточним, что ϕ′(n)(m)=mn,
n ∈ N, m ∈ M; гомоморфизм ψ′ действует аналогично. Среди восьми
гомоморфизмов модульного умножения для правых K-модулей (R, M)
и (N, S) имеются гомоморфизмы N → Hom𝑆(M, S), M → Hom𝑅(N, R)
и два отображения гомотетии R→ End𝑆 M, S→ End𝑅 N.

Лемма 14.3. Пусть K — такое кольцо формальных матриц, что
I = R и J = S.

1. Все указанные выше 16 бимодульных гомоморфизмов суть изо-
морфизмы.

2. Каждый из модулей 𝑅M , M𝑆, 𝑆N и N𝑅 является прообразующим.

Доказательство. 1. Утверждение является частным случаем лем-
мы 14.1.

2. Аналогично лемме 14.1 пусть 1= m1n1 + . . .+m𝑘n𝑘, где m𝑖 ∈ M,
n𝑖 ∈ N , i= 1, . . . , k. Положим α𝑖 =ϕ′(n𝑖), i= 1, . . . , k. Рассмотрим гомо-
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морфизм γ= α1 + . . .+α𝑘 : M𝑘→ R. Так как

γ(m1 + . . .+m𝑘)=m1n1 + . . .+m𝑘n𝑘 = 1,

получаем, что γ— эпиморфизм на проективный модуль R. Поэтому γ
расщепляется и M𝑘 ∼= R ⊕ X для некоторого модуля X . Таким обра-
зом, M — образующий модуль. Можно повторить эти рассуждения для
остальных трёх модулей. В частности, имеется изоморфизм M𝑘∼=S⊕Y
для некоторого правого S-модуля Y. Теперь из изоморфизмов левых
R-модулей

R𝑘 ∼= Hom𝑆(M, M)𝑘 ∼= Hom𝑆(M𝑘, M)∼=
∼= Hom𝑆(S⊕ Y, M)∼= Hom𝑆(S, M)⊕Hom𝑆(Y, M)∼= M ⊕ X

вытекает, что M — конечно порождённый проективный R-модуль.
Можно повторить эти рассуждения для остальных модулей.

Если имеется кольцо формальных матриц
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

, то можно рас-
смотреть так называемую ситуацию предэквивалентности, или кон-
текст Мориты (R, S, M, N,ϕ,ψ), где R и S — кольца, 𝑅M𝑆 и 𝑆N𝑅 —
бимодули, ϕ : M ⊗𝑆 N → R и ψ: N ⊗𝑅 M → S — бимодульные гомомор-
физмы, причём выполнены законы ассоциативности

(mn)m′ =m(nm′), (nm)n′ = n(mn′)

для всех m, m′ ∈M, n, n′ ∈N . Существует очевидное взаимно однознач-
ное соответствие между кольцами формальных матриц и ситуациями
предэквивалентности. Поэтому удобно само кольцо

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

называть
ситуацией предэквивалентности или контекстом Мориты. Если ϕ
и ψ— изоморфизмы, то (R, S, M, N ,ϕ,ψ) или кольцо

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

называет-
ся ситуацией эквивалентности.

Замечание. Убедимся, что можно получить некоторую «стандарт-
ную» ситуацию предэквивалентности, если исходить из произвольно-
го модуля (для удобства чтения фактически повторим пример 1 из § 2).
Пусть M — модуль над некоторым кольцом R. Обозначим через S
кольцо эндоморфизмов R-модуля M. Тогда M — R-S-бимодуль. Затем
положим M∗ = Hom𝑅(M, R). Группа M∗ является S-R-бимодулем, где

(sα)m = α(s(m)), (αr)m = α(mr), α ∈ M∗, s ∈ S, r ∈ R, m ∈ M.

Существуют R-R-бимодульный гомоморфизм ϕ : M⊗𝑆 M∗→R и S-S-би-
модульный гомоморфизм ψ: M∗ ⊗𝑅 M → S, определяемые правилами

ϕ
�∑

m𝑖 ⊗α𝑖

�

=
∑

α𝑖(m𝑖),
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�

ψ
�∑

α𝑖 ⊗m𝑖

��

(m)=
∑

α𝑖(m)m𝑖,

где m𝑖, m ∈ M, α𝑖 ∈ M∗. Для ϕ и ψ выполняются два закона ассоци-
ативности. Следовательно, мы располагаем ситуацией предэквива-
лентности (R, S, M, M∗,ϕ,ψ) и соответствущим кольцом формальных
матриц. Это кольцо обладает следующими свойствами.

Лемма 14.4. 1. Отображение ϕ (соответственно ψ) сюръективно
в точности тогда, когда M — образующий (соответственно конечно
порождённый проективный) R-модуль.

2. Если M — прообразующий R-модуль, то M удовлетворяет усло-
вию и утверждениям леммы 14.3.

Доказательство. 1. Образ отображения ϕ есть сумма образов всех
гомоморфизмов из M в R. Из определения образующего модуля вы-
текает, что ϕ сюръективно в точности тогда, когда M — образующий
модуль.

Отображение ψ сюръективно в точности тогда, когда тождествен-
ное отображение модуля M лежит в образе ψ, т. е. существуют такие
гомоморфизмы α1, . . . ,α𝑘 : M → R и элементы m1, . . . , m𝑘, что

m =
∑

α𝑖(m)m𝑖

для всех m ∈M. Это означает, что {α1, . . . ,α𝑘; m1, . . . , m𝑘}— дуальный
базис модуля M. Последнее условие равносильно тому, что M — ко-
нечно порождённый проективный R-модуль.

2. Утверждение непосредственно следует из п. 1.

Сформулируем один результат об эквивалентности категорий, на-
зываемый иногда первой теоремой Мориты.

Теорема 14.5 (первая теорема Мориты). Пусть кольцо K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

есть ситуация эквивалентности. В таком случае категории R-mod,
S-mod и K-mod эквивалентны между собой (соответствующие экви-
валентности указываются в доказательстве).

Доказательство. Определим функтор T𝑁 = N ⊗𝑅 (−): R-mod →
→S-mod равенством T𝑁(X)=N⊗𝑅 X для R-модулей X . Гомоморфизмы
R-модулей функтор T𝑁 переводит в индуцированные гомоморфизмы
S-модулей. Аналогично определяется функтор T𝑀 (в § 7 содержится
информация о функторах T𝑁, T𝑀 и некоторых других функторах).

Докажем, что функторы T𝑁 и T𝑀 являются взаимно обратными
эквивалентностями между категориями R-mod и S-mod. Нужно про-
верить, что композиция T𝑀T𝑁 (соответственно T𝑁T𝑀) естественным
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образом эквивалентна тождественному функтору категории R-mod
(соответственно S-mod). Это вытекает из того, что для любого R-мо-
дуля X существуют естественные изоморфизмы

(T𝑀T𝑁)X ∼= (M ⊗𝑆 N)⊗𝑅 X ∼= R⊗𝑅 X ∼= X .

Аналогично (T𝑁T𝑀)Y ∼= Y для произвольного S-модуля Y.
Эквивалентность категорий R-mod и S-mod определяют также

функторы
H𝑀 = Hom𝑅(M,−), H𝑁 = Hom𝑆(N ,−),

где H𝑀(X)=Hom𝑅(M, X), H𝑁(Y )=Hom𝑆(N , Y ), а гомоморфизмы опять
переводятся в индуцированные. Действительно,

(H𝑁H𝑀)X = Hom𝑆(N , Hom𝑅(M, X))∼=
∼= Hom𝑅(M ⊗𝑆 N , X)∼= Hom𝑅(R, X)∼= X , (H𝑀H𝑁)Y ∼= Y .

Отметим, что функторы T𝑁 и T𝑀, H𝑀 и H𝑁 тесно связаны с функто-
рами T и H, введёнными в § 7. Разумеется, функторы T𝑁 и H𝑀 есте-
ственным образом эквивалентны. То же самое верно для функторов
T𝑀 и H𝑁. Естественным изоморфизмом между T𝑁(X) и H𝑀(X) будет
гомоморфизм h, где

(h(n⊗ x))m = (mn)x, n ∈ N , x ∈ X , m ∈ M.

По лемме 14.1 гомоморфизм h является изоморфизмом, поскольку h —
гомоморфизм модульного умножения для K-модуля (X , H𝑀(X)).

Теперь возьмём функторы

(1, T𝑁): R-mod→ K-mod и (1, 0): K-mod→ R-mod,

также введённые в § 7. Имеем ((1, 0)(1, T𝑁))X = X и

((1, T𝑁)(1, 0))(X , Y )= (1, T𝑁)X = (X , T𝑁(X))∼= (X , Y ),

где гомоморфизм модульного умножения g берётся в качестве изо-
морфизма между T𝑁(X) и Y (см. лемму 14.1 и следствие 14.2). Таким
образом, (1, T𝑁) и (1, 0) — взаимно обратные эквивалентности кате-
горий R-mod и K-mod. Аналогично определяются функторы (1, H𝑀)
и (1, 0), играющие такую же роль ((1, H𝑀) — это ограничение функто-
ра H из § 7). Эквивалентность категорий S-mod и K-mod доказывается
аналогично.

Обе эквивалентности можно получить путём применения первой
части доказательства. Для этого возьмём стандартную ситуацию пред-
эквивалентности, возникающую с помощью модуля R⊕M. Запишем
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этот модуль в виде (R, M), чтобы подчеркнуть, что мы имеем дело
с R-K-бимодулем. Так как End𝑅(R⊕M)∼= K и Hom𝑅((R, M), R)∼= (R, N)
((R, N) есть K-R-бимодуль), можно записать соответствующее кольцо

матриц
�

𝑅 (𝑅, 𝑀)
�

𝑅
𝑁

�

𝐾

�

(это кольцо K1 из § 3). На самом деле мы имеем
дело с ситуацией эквивалентности (в силу леммы 14.4). Из доказан-
ного выше вытекает, что функторы T(𝑅, 𝑁) и T(𝑅, 𝑀) определяют эквива-
лентность категорий R-mod и K-mod. По существу, (1, T𝑁) и (1, 0) —
эти функторы.

В условиях теоремы 14.5 будем говорить, что ситуация эквивалент-
ности (R, S, M, N,ϕ,ψ) или соответствующее кольцо матриц

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

определяет эквивалентность категорий R-mod и S-mod.
Вторая теорема Мориты утверждает, что все эквивалентности

двух категорий модулей возникают из ситуации эквивалентности.

Теорема 14.6 (вторая теорема Мориты). Пусть R и S — такие
кольца, что категории R-mod и S-mod эквивалентны. Тогда каждая эк-
вивалентность категорий R-mod и S-mod задаётся некоторым коль-
цом

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.

Доказательство. Допустим, что функторы F : R-mod → S-mod и
G : S-mod → R-mod есть взаимно обратные эквивалентности. Доста-
точно доказать, что существует некоторая ситуация эквивалентности
(R, S, M, N,ϕ,ψ), или кольцо

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. В самом деле, тогда по преды-
дущей теореме функторы T𝑁 и T𝑀 (а также H𝑀 и H𝑁) задают эквива-
лентность между R-mod и S-mod. Однако известно, что в таком случае
функтор F эквивалентен T𝑁 и функтор G эквивалентен T𝑀.

Обозначим R-модуль G(S) через M. Его можно превратить в пра-
вый S-модуль так, что M станет R-S-бимодулем. Делается это так. Для
элементов m∈M и s∈S полагаем ms=α(m), где эндоморфизм α R-мо-
дуля M соответствует s при композиции кольцевых изоморфизмов
S∼=End𝑆 S∼=End𝑅 M. Здесь второй изоморфизм есть одно из известных
свойств эквивалентностей категорий. Считаем, что S = End𝑅 M. Рас-
смотрим стандартную ситуацию предэквивалентности, определяемую
бимодулем M, и соответствующее кольцо

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

, где N = Hom𝑅(M, R).
При эквивалентности категорий образующие (соответственно конеч-
но порождённые проективные) модули переходят в модули с тем же
свойством (такие свойства называются категорными). Следовательно,
M — прообразующий R-модуль. Таким образом,

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— ситуация эк-
вивалентности по лемме 14.4, что и требовалось.
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Кольца R и S называются эквивалентными (в смысле Мориты)
или Морита-эквивалентными, если категории R-mod и S-mod экви-
валентны. Понятие Морита-эквивалентности лево-право симметрич-
но. Если R-mod и S-mod эквивалентны, то по теоремам 14.6 и 14.5
кольцо

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

является ситуацией эквивалентности и наоборот. Тогда
противоположное кольцо

�

𝑅◦ 𝑁
𝑀 𝑆◦

�

(см. § 1) является ситуацией экви-
валентности и наоборот. Следовательно, категории R◦-mod и S◦-mod
эквивалентны. Поэтому категории mod-R и mod-S эквивалентны.

Следствие 14.7. Для колец R и S равносильны следующие условия:
1) кольца R и S эквивалентны;
2) существует такой прообразующий R-модуль M , что S∼=End𝑅 M;
3) существует такой прообразующий правый R-модуль N , что

S ∼= End𝑅 N;
4) существует ситуация эквивалентности

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.

Доказательство. Импликации 1)⇒ 2) и 1)⇒ 3) вытекают из тео-
ремы 14.6.

Эквивалентность 1)⇔ 4) доказана в теоремах 14.5 и 14.6.
2)⇒ 1). Рассмотрим стандартную ситуацию предэквивалентности

(R, S, M, M∗) (см. замечание перед леммой 14.4). Кольца R и S эквива-
лентны по лемме 14.4 и теореме 14.5.

3)⇒ 2). R◦-модуль N является прообразующим, причём S◦∼=End𝑅◦ N .
По доказанному кольца R◦ и S◦ эквивалентны. Поэтому кольца R и S
также эквивалентны.

Следствие 14.8. Пусть R — кольцо и M — R-модуль.
1. Если M — прообразующий модуль, то кольца R и End𝑅 M экви-

валентны.
2. Для любого натурального числа n кольцо (n×n)-матриц M(n, R)

эквивалентно кольцу R.

Доказательство. 1. Утверждение вытекает из следствия 14.7.
2. Утверждение вытекает из того, что кольцо M(n, R) изоморф-

но кольцу эндоморфизмов свободного модуля R𝑛, который является
прообразующим.

Вернёмся к модулям над кольцом формальных матриц
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. Если
идеалы следа I и J этого кольца совпадают с R и S соответственно (т. е.
K — ситуация эквивалентности), то все три категории R-mod, S-mod
и K-mod эквивалентны между собой. Аналогично категории правых
модулей mod-R, mod-S и mod-K тоже эквивалентны. Заметим, что
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эквивалентности можно определить с помощью функторов тензорно-
го произведения и Hom; их вид указан в доказательстве теоремы 14.5.
Эти функторы сохраняют все свойства модулей категорного характе-
ра. В частности, они сохраняют плоские модули, проективные модули
и наследственные модули, рассматривавшиеся ранее. Таким образом,
верен следующий результат.

Следствие 14.9. Пусть K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— ситуация эквивалентности
и (A, B) — K-модуль. Тогда равносильны следующие условия:

1) A — плоский (соответственно проективный, наследственный)
R-модуль;

2) B — плоский (соответственно проективный, наследственный)
S-модуль;

3) (A, B) — плоский (соответственно проективный, наследствен-
ный) K-модуль.

Доказательство. Утверждение следует из предложения 12.3, пред-
ложения 13.1 и полученных выше K-модульных изоморфизмов

(A, T(A))∼= (A, B)∼= (T(B), B).

Следствие 14.10. Если выполнены условия следствия 14.9, то рав-
носильны следующие условия:

1) кольцо K наследственно слева (справа);
2) кольцо R наследственно слева (справа);
3) кольцо S наследственно слева (справа).

Следствие 14.11. Пусть K=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— ситуация эквивалентности.
1. Если (A, B) — K-модуль, то отображения X→ NX и X→ (X , NX)

являются изоморфизмами решётки всех подмодулей модуля A на ре-
шётку всех подмодулей модуля B и решётку всех подмодулей модуля
(A, B) соответственно. В первом случае обратный изоморфизм зада-
ётся правилом Y → MY, где Y — произвольный подмодуль в B.

2. Соответствие L→ NL есть изоморфизм решётки всех левых
идеалов кольца R на решётку всех подмодулей S-модуля N , причём иде-
алы переходят на подбимодули бимодуля N. Аналогичное утверждение
верно для кольца S и бимодуля M.

3. Справедливы утверждения для правых модулей, аналогичные
утверждениям 1 и 2.

4. Отображения X → NXM и Y → MYN являются взаимно обрат-
ными изоморфизмами между решётками идеалов колец R и S.
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5. Соответствие X→
�

𝑋 𝑋𝑀
𝑁𝑋 𝑁𝑋𝑀

�

есть изоморфизм решётки идеалов
кольца R на решётку идеалов кольца K.

Доказательство. 1. Утверждение вытекает из следствия 14.2.
2. Утверждение вытекает из п. 1, применённого к K-модулям (R, N)

и (M, S).
3. Утверждение вытекает из п. 1, 2 и соображений симметрии.
4. Утверждение вытекает из п. 2.
5. Утверждение вытекает из п. 4, применённого к кольцу

�

R (R, M)
�

R
N

�

K

�

из доказательства теоремы 14.5.

В § 15 используются следующие два хорошо известных факта.

Следствие 14.12. Для кольца R равносильны следующие условия:
1) R — наследственное слева кольцо;
2) для любого ненулевого идемпотента e ∈ R кольцо eRe наслед-

ственно слева;
3) для любого натурального числа n кольцо M(n, R) наследственно

слева;
4) существует такое натуральное число n, что кольцо M(n, R)

наследственно слева.
Аналогичное утверждение верно для наследственных справа колец.

Доказательство. Рассмотрим кольцо R как кольцо формальных
матриц (как в § 1); теперь импликация 1)⇒ 2) вытекает из предложе-
ния 13.5.

Импликации 2)⇒ 1) и 3)⇒ 4) очевидны.
4)⇒ 1). Существует такой ненулевой идемпотент e ∈ M(n, R), что

R∼= e M(n, R) e. Так как импликация 1)⇒ 2) доказана и кольцо M(n, R)
наследственно слева (справа), кольцо R наследственно слева (справа).

1)⇒ 3). Кольцо M(n, R) наследственно слева в точности тогда, ко-
гда модуль вектор-столбцов (R, . . . , R) длины n является наследствен-
ным M(n, R)-модулем. Этот модуль можно рассматривать как модуль
(R, (R, . . . , R)) над кольцом формальных матриц
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порядка 2. Затем применяем следствие 14.9 к последнему модулю
и получаем, что кольцо M(n, R) наследственно слева.

Если K — ситуация эквивалентности, то изучение K-модулей по-
чти всегда сводится к изучению R-модулей или S-модулей. Рассмотрим
другой крайний случай, когда идеалы следа кольца K равны нулю.
Тогда изучение K-модулей часто сводится к изучению R-модулей или
S-модулей, но появляются дополнительные трудности. Это подтвер-
ждается нашими исследованиями. «Промежуточная» ситуация, при
которой I и J — нетривиальные идеалы, весьма сложна.

Следствие 14.9 полностью описывает плоские, проективные и на-
следственные модули в случае, когда K — ситуация эквивалентности.
С другой стороны, теоремы 12.5, 13.3 и 13.6 содержат удовлетвори-
тельные характеризации таких модулей над кольцом K с нулевыми
идеалами следа. Остаётся открытым вопрос о строении плоских, про-
ективных и наследственных модулей над произвольным кольцом фор-
мальных матриц K . В этот список можно добавить регулярные модули.
(Модуль M называется регулярным, если каждый его циклический
подмодуль является прямым слагаемым в M.) Важно также выяснить,
когда кольцо K наследственно слева или наследственно справа.

В заключение параграфа сделаем следующее замечание. Пусть M —
некоторый R-модуль. Интересно изучить кольцо формальных матриц

K =
�

R M
Hom𝑅(M, R) End𝑅 M

�

(стандартная ситуация предэквивалентности), а также два подкольца
треугольных матриц в K .

§ 15. Наследственные кольца эндоморфизмов
абелевых групп

В этом параграфе мы применяем следствие 13.9 к описанию неко-
торых абелевых групп с наследственными кольцами эндоморфизмов.
Слово «группа» означает «абелева группа». Группы рассматриваются
как Z-модули.

В § 15 композиция гомоморфизмов определяется «справа налево»:

(αβ)(x)= α(β(x)).

Для группы G через End G обозначается её кольцо эндоморфизмов.
Пусть группа G равна прямой сумме A⊕ B. Тогда можно отождествить
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кольцо End G с кольцом формальных матриц
�

End A Hom(B, A)
Hom(A, B) End B

�

.

Если A — вполне инвариантная подгруппа, то Hom(A, B) = 0 и мы
получаем кольцо треугольных матриц. Мы будем часто иметь дело
с такой ситуацией.

Используются следующие обозначения:
p — некоторое простое число;
Z(p) — циклическая группа порядка p;
Z(pÌ) — квазициклическая p-группа;
Q— аддитивная группа или поле рациональных чисел;
bZ𝑝 — группа или кольцо целых p-адических чисел.
Верны кольцевые изоморфизмы EndZ(pÌ)∼= bZ𝑝, EndQ∼=Q.
Мы часто будем иметь дело с делимыми группами. Делимая груп-

па D может быть представлена в виде D =
⊕

𝑝 D𝑝 ⊕ D0, где D𝑝 — де-
лимая p-группа, а D0 — делимая группа без кручения, причём D𝑝 —
либо нулевая группа, либо прямая сумма некоторого множества ко-
пий группы Z(pÌ), а D0 — либо нулевая группа, либо прямая сумма
некоторого множества копий группы Q.

Замечание. В монографии [33] можно найти все используемые
понятия, факты и обозначения из теории абелевых групп.

Группа называется элементарной, если порядок каждого её нену-
левого элемента не делится на квадрат целого числа. Элементарная
группа является прямой суммой элементарных p-групп. Элементар-
ная ненулевая p-группа является прямой суммой групп Z(p).

Для группы G наибольшая p-подгруппа в G называется p-компо-
нентой группы G.

Мы будем часто использовать следствие 14.12. Так, если G = A⊕ B
и кольцо End G наследственно слева (справа), то кольца End A и End B
наследственны слева (справа). Действительно, если e — проекция
группы G на A с ядром B, то кольцо End A можно отождествить с коль-
цом e · End G · e. Кроме того, сформулируем следующий результат.

Предложение 15.1 [64, предложение 35.11]. 1. Если G — группа
и кольцо End G наследственно слева или справа, то G не является
бесконечной прямой суммой ненулевых групп.

2. Пусть A — редуцированная группа с наследственным слева или
справа кольцом End A. Тогда каждая p-компонента A𝑝 группы A яв-
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ляется элементарной p-группой конечного ранга и A = A𝑝 ⊕ B𝑝 для
некоторой группы B𝑝.

3. Редуцированная периодическая группа G имеет наследственное
слева или справа кольцо эндоморфизмов в точности тогда, когда G —
элементарная группа конечного ранга (т. е. G — конечная прямая
сумма групп Z(p) для некоторых p).

Для удобства повторим следствие 13.9 и запишем его правосторон-
ний аналог.

Предложение 15.2. Пусть K =
�

𝑅 𝑀
0 𝑆

�

.
1. Кольцо K наследственно слева в точности тогда, когда кольца R

и S наследственны слева, M — плоский S-модуль и M/ML — проектив-
ный R-модуль для любого левого идеала L кольца S.

2. Кольцо K наследственно справа в точности тогда, когда коль-
ца R и S наследственны справа, M — плоский R-модуль и M/LM —
проективный S-модуль для любого правого идеала L кольца S.

Замечание. Пусть D — некоторая делимая группа. Из предложе-
ния 15.1 следует, что при изучении групп с наследственными кольца-
ми эндоморфизмов можно считать, что D — группа конечного ранга.
Представим группу D в виде D = D𝑡 ⊕ D0, где D𝑡 — периодическая
группа, а D0 — группа без кручения. При D𝑡 6= 0 и D0 6= 0 кольцо End D
есть кольцо треугольных матриц

�

End D𝑡 Hom(D0, D𝑡)
0 End D0

�

.

Например, если D = Z(pÌ)⊕Q, то

End D =
�

bZ𝑝 A𝑝

0 Q

�

,

где A𝑝=Hom(Q,Z(pÌ)) — аддитивная группа поля p-адических чисел.
Это кольцо не является наследственным слева, поскольку A𝑝 не явля-
ется проективным bZ𝑝-модулем (см. предложение 15.2(1)). В то же вре-
мя это кольцо наследственно справа, так как выполнены все условия
предложения 15.2(2). То же самое верно для кольца эндоморфизмов
группы Z(pÌ1 )⊕ . . .⊕Z(pÌ𝑘 )⊕Q, где p1, . . . , p𝑘 — разные простые числа.

Приведённая ниже теорема 15.3 даёт ответы на следующие вопросы.

1. Когда кольцо эндоморфизмов делимой группы наследственно
слева?
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2. Когда кольцо эндоморфизмов делимой группы наследственно
справа?

Теорема 15.3. Пусть D — ненулевая делимая группа конечного
ранга.

1. Кольцо End D наследственно слева в точности тогда, когда либо
D — группа без кручения, либо D — периодическая группа.

2. Кольцо End D наследственно справа.

Доказательство. 1. Пусть кольцо End D наследственно слева. По
приведённому выше замечанию группа D не содержит прямых слага-
емых вида Z(pÌ)⊕Q. Поэтому либо D — группа без кручения, либо
D — периодическая группа.

Обратно, если D — периодическая группа, то End D — конечное
прямое произведение колец матриц над кольцами целых p-адиче-
ских чисел. Если D — группа без кручения, то End D — кольцо матриц
над Q. В обоих случаях кольцо End D наследственно слева и справа
по следствию 14.12.

2. Если D — либо периодическая группа, либо группа без круче-
ния, то кольцо End D наследственно справа (см. доказательство п. 1).
Пусть D — смешанная группа, т. е. D содержит как квазициклические
группы, так и группу Q. Положим C=Z(pÌ1 )⊕ . . .⊕Z(pÌ𝑘 )⊕Q, где p𝑖 —
все простые числа, для которых группа D имеет прямое слагаемое
вида Z(pÌ𝑖 ). Существуют натуральное число n и группа E, для которых
C𝑛 ∼= D ⊕ E. По следствию 14.12 и замечанию перед теоремой кольцо
End C𝑛 наследственно справа. Поэтому кольцо End D наследственно
справа.

Теперь начнём решать следующую задачу. Мы хотим свести иссле-
дование (левой или правой) наследственности кольца End G к случаю,
когда G — редуцированная группа.

Пусть G — нередуцированная и неделимая группа. Тогда G=D⊕ A,
где D — ненулевая делимая группа и A — ненулевая редуцированная
группа. Эти обозначения фиксируем до конца параграфа. Кольцо End G
совпадает с кольцом

�

End D Hom(A, D)
0 End A

�

.

Теорема 15.4. Кольцо End G наследственно слева в точности то-
гда, когда D — группа без кручения конечного ранга, кольцо End A на-
следственно слева и Hom(A, D) — плоский End A-модуль.
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Доказательство. Пусть кольцо End G наследственно слева. Из тео-
ремы 15.3 вытекает, что группа D не может быть смешанной. Кроме
того, D не является периодической группой. Рассуждая от противно-
го, пусть D — конечная прямая сумма квазициклических p-групп для
некоторых простых p. Из предложения 15.2 следует, что Hom(A, D) —
проективный End D-модуль. (Заметим, что End D — конечное прямое
произведение колец матриц над кольцами bZ𝑝.) Групповое строение
группы Hom(A, D) известно (см. [33, теорема 47.1]). Отсюда вытекает,
что Hom(A, D) не может быть проективным End D-модулем.

Допустим теперь, что D — группа без кручения конечного ранга,
кольцо End A наследственно слева и Hom(A, D) — плоский End A-мо-
дуль. Так как End D — кольцо матриц над Q, по предложению 15.2
кольцо End G наследственно слева.

Пусть сохраняются обозначения, введённые перед теоремой 15.4.
Перейдём к наследственным справа кольцам.

Теорема 15.5. Кольцо End G наследственно справа в точности
тогда, когда G=D⊕T , где D — делимая группа конечного ранга, а T —
элементарная группа конечного ранга, причём группы D и T не содер-
жат ненулевых p-компонент для одинаковых p.

Доказательство. Пусть кольцо End G наследственно справа. Из
предложения 15.1 вытекает, что ранг группы D конечен. Допустим,
что группа A содержит элементы бесконечного порядка. Из предложе-
ния 15.2 следует, что Hom(A, D) — проективный End A-модуль. Теперь
заметим, что аддитивная группа кольца End A является редуцирован-
ной, поскольку A — редуцированная группа. Поэтому Hom(A, D) —
редуцированная группа. С другой стороны, если D имеет прямое сла-
гаемое, изоморфное Q, то Hom(A, D) тоже имеет прямое слагаемое,
изоморфное Q, а если D содержит группу Z(pÌ), то Hom(A, D) —
нередуцированная группа. Итак, получаем, что A — периодическая
группа. Теперь из предложения 15.1 следует, что строение группы A
удовлетворяет нашей теореме. Группа Z(pÌ) ⊕ Z(p) не может быть
прямым слагаемым группы G. Дело в том, что кольцо эндоморфиз-
мов этой группы есть кольцо матриц

�

bZ𝑝 Z(𝑝)
0 Z/𝑝Z

�

. Это кольцо не явля-
ется наследственным справа, поскольку Z/pZ не является плоским
bZ𝑝-модулем. Из изложенного выше следует, что группы D и T имеют
ненулевые p-компоненты только для разных p.

В условиях теоремы получаем, что подгруппы D и T вполне ин-
вариантны в G. Поэтому End G = End D × End T . Кольцо End D наслед-
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ственно справа по теореме 15.3, а кольцо End T наследственно справа
по предложению 15.1.

Замечания. Так как End(Q⊕Z)=
� Q Q

0 Z

�

, из теорем 15.4 и 15.5 выте-
кает, что это кольцо наследственно слева, но не наследственно справа.

Наследственные справа кольца эндоморфизмов групп без круче-
ния изучаются в книге [64]. В связи с теоремой 15.4 естественно по-
ставить вопрос об описании таких групп A, что Hom(A,Q) — плоский
правый End A-модуль. Интересно также выяснить, когда End A-моду-
ли Hom(A,Z(p)) и Hom(A,Z(pÌ)) просты, артиновы или нётеровы.
Более подробное введение в данную область содержится в книге [64]
(см., например, проблемы 11–13).



Глава 3

Кольца формальных матриц
над данным кольцом

Если в конкретном кольце формальных матриц порядка n на всех
позициях стоит одно и то же кольцо R, то говорят о кольце формаль-
ных матриц над кольцом R. Свойства такого кольца могут сильно
отличаться от свойств обычного кольца всех (n× n)-матриц над R.

В § 16 и 17 приведены различные свойства колец формальных мат-
риц над кольцом R. Такие кольца находятся во взаимно однозначном
соответствии с некоторыми множествами центральных элементов
кольца R, называемыми системами множителей.

Формулируются три задачи о кольцах формальных матриц над R.
Параграфы 18–20 связаны с решением этих задач.

В § 21 вводится понятие определителя формальной матрицы над
коммутативным кольцом. Показывается, что этот матричный инва-
риант удовлетворяет аналогам основных свойств обычного определи-
теля. Кроме того, в § 22 устанавливается, что некоторые известные
теоремы для обычных определителей также верны для определителей
формальных матриц.

§ 16. Кольца формальных матриц
над кольцом R

Пусть R — некоторое кольцо. Для любого натурального числа n¾2
имеется кольцо матриц M(n, R) порядка n. Можно определять дру-
гие матричные умножения, чтобы получались кольца формальных
матриц. Соответствующие бимодульные гомоморфизмы R ⊗𝑅 R→ R
для кольца M(n, R) совпадают и действуют по правилу x ⊗ y → xy.
Рассматривая другие бимодульные гомоморфизмы R⊗𝑅 R→ R, можно
получать кольца матриц над R порядка n (как кольца формальных
матриц), отличные от M(n, R).



110 Глава 3. Кольца формальных матриц над данным кольцом

Возьмём некоторое кольцо K формальных матриц порядка n, опре-
делённое в § 3, удовлетворяющее условиям R1 = . . .= R𝑛 = R и M𝑖𝑗 = R
для всех i и j. Такое кольцо будем называть кольцом формальных мат-
риц порядка n над кольцом R. Пусть ϕ𝑖𝑗𝑘 : R⊗𝑅 R→R, i, j, k=1, . . . , n, —
бимодульные гомоморфизмы, ассоциированные с кольцом K. Как и
в § 3, для элементов x, y ∈ R положим x ◦ y = ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y). Обозначим
также s𝑖𝑗𝑘 = ϕ𝑖𝑗𝑘(1⊗ 1) для каждой тройки индексов i, j, k. Теперь для
любых элементов x, y ∈ R и индексов i, j, k получаем

x ◦ y = ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y)= xϕ𝑖𝑗𝑘(1⊗ 1) y = xs𝑖𝑗𝑘 y.

Далее получаем, что

xs𝑖𝑗𝑘 = ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ 1)= ϕ𝑖𝑗𝑘(1⊗ x)= s𝑖𝑗𝑘 x.

Таким образом, s𝑖𝑗𝑘 — центральный элемент кольца R и x ◦ y = s𝑖𝑗𝑘 xy.
Для всех i, j, k, ` справедливы равенства

s𝑖𝑖𝑘 = 1= s𝑖𝑘𝑘, s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘` = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑘`. (∗)

Первые два равенства вытекают из того, что ϕ𝑖𝑖𝑘 и ϕ𝑖𝑘𝑘 совпадают с ка-
ноническим изоморфизмом R⊗𝑅 R→ R, x ⊗ y→ xy. Остальные равен-
ства вытекают из того, что (x ◦ y) ◦ z= x ◦ ( y ◦ z) для любых x, y, z ∈ R;
см. начало § 3. В частности, верно равенство (1 ◦ 1) ◦ 1= 1 ◦ (1 ◦ 1).

Пусть теперь дано произвольное множество центральных элемен-
тов s𝑖𝑗𝑘 кольца R, i, j, k = 1, . . . , n, удовлетворяющих равенствам (∗).
Для любых трёх индексов i, j, k можно определить бимодульный го-
моморфизм

ϕ𝑖𝑗𝑘 : R⊗𝑅 R→ R, ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y)= s𝑖𝑗𝑘 xy, x, y ∈ R.

Эти гомоморфизмы определяют кольцо формальных матриц поряд-
ка n в смысле § 3. Действительно, ϕ𝑖𝑖𝑘 и ϕ𝑖𝑘𝑘 являются каноническими
изоморфизмами. Далее, положим x ◦ y = ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y) и получим, что
(x ◦ y) ◦ z = x ◦ ( y ◦ z) для всех x, y, z ∈ R и соответствующих индексов
i, j, k, `.

Стало быть, имеется взаимно однозначное соответствие между
кольцами формальных матриц порядка n над кольцом R и множе-
ствами центральных элементов {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n} кольца R, удо-
влетворяющих равенствам (∗). Конкретное такое кольцо будем обо-
значать M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}), или M(n, R,Σ), где Σ = {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n},
или просто K . Множество Σ называется системой множителей, а его
элементы называются множителями кольца K . Если все s𝑖𝑗𝑘 равны 1,
то получаем кольцо M(n, R).
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Формула для умножения матриц в кольце M(n, R,Σ) имеет следую-
щий вид. Если A= (a𝑖𝑗), B= (b𝑖𝑗) и AB=C= (c𝑖𝑗), то c𝑖𝑗=

∑𝑛
𝑘=1 s𝑖𝑘𝑗a𝑖𝑘b𝑘𝑗.

Докажем несколько тождеств для множителей s𝑖𝑗𝑘 (предполага-
ется, что дано кольцо M(n, R,Σ)). Ещё раз запишем тождества (∗),
которые мы будем называть основными тождествами:

s𝑖𝑖𝑘 = 1= s𝑖𝑘𝑘, s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘` = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑘`. (1)

Полагая i = k, получаем s𝑖𝑗𝑖 = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑖`. Следовательно, s𝑗𝑖𝑗 = s𝑗𝑖` · s𝑖𝑗`.
Поэтому верно равенство s𝑖𝑗𝑖= s𝑗𝑖𝑗. Далее, при j=` имеем s𝑗𝑘𝑗= s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘𝑗,
а значит, s𝑖𝑗𝑖 = s`𝑖𝑗 · s`𝑗𝑖. Таким образом, можно записать

s𝑖𝑗𝑖 = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑖` = s`𝑖𝑗 · s`𝑗𝑖. (2)

Из тождеств (2) получаем следующие тождества, получающиеся друг
из друга перестановкой индексов:

s𝑖𝑗𝑖 = s𝑗𝑖𝑗 = s𝑖𝑗𝑘 · s𝑗𝑖𝑘 = s𝑘𝑖𝑗 · s𝑘𝑗𝑖,

s𝑖𝑘𝑖 = s𝑘𝑖𝑘 = s𝑖𝑘𝑗 · s𝑘𝑖𝑗 = s𝑗𝑖𝑘 · s𝑗𝑘𝑖,

s𝑗𝑘𝑗 = s𝑘𝑗𝑘 = s𝑗𝑘𝑖 · s𝑘𝑗𝑖 = s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘𝑗.

(3)

Из тождеств (3) вытекают две серии равенств:

s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘𝑖 = s𝑗𝑘𝑖 · s𝑖𝑗𝑖 = s𝑘𝑖𝑗 · s𝑗𝑘𝑗,

s𝑘𝑗𝑖 · s𝑖𝑘𝑖 = s𝑖𝑘𝑗 · s𝑖𝑗𝑖 = s𝑗𝑖𝑘 · s𝑗𝑘𝑗.
(4)

Равенства (4) могут быть напрямую выведены из соотношений (1),
если подставить в них `= i и переставить индексы.

С данным кольцом M(n, R,Σ) можно связать несколько матриц.
Именно, положим

S = (s𝑖𝑗𝑖)=





s111 s121 . . . s1𝑛1
s212 s222 . . . s2𝑛2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s𝑛1𝑛 s𝑛2𝑛 . . . s𝑛𝑛𝑛



 .

Затем для каждого k = 1, . . . , n образуем матрицу

S𝑘 = (s𝑖𝑘𝑗)=





s1𝑘1 s1𝑘2 . . . s1𝑘𝑛
s2𝑘1 s2𝑘2 . . . s2𝑘𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s𝑛𝑘1 s𝑛𝑘2 . . . s𝑛𝑘𝑛



 .

Будем называть матрицы S и S𝑘 матрицами множителей для кольца
M(n, R,Σ). Матрица S является симметрической. Главная диагональ
матрицы S𝑘 совпадает с k-й строкой (и k-м столбцом) матрицы S, а k-я
строка и k-й столбец матрицы S𝑘 состоят из единиц.



112 Глава 3. Кольца формальных матриц над данным кольцом

Сформулируем несколько взаимосвязанных задач о кольцах фор-
мальных матриц M(n, R,Σ).

I. Задача реализации и характеризации. Пусть даны матрицы
T , T1, . . . , T𝑛 порядка n с элементами из центра C(R). При каких усло-
виях эти матрицы являются матрицами множителей какого-то кольца
M(n, R,Σ)? Ясно, что матрица T должна быть симметрической. Допол-
нительно можно считать, что все матрицы T𝑘 также симметрические.

II. Задача классификации. Описать кольца формальных матриц
в зависимости от систем множителей или матриц множителей.

III. Проблема изоморфизма. Когда две системы множителей оп-
ределяют изоморфные кольца формальных матриц? В более общей
ситуации проблема изоморфизма сформулирована в § 1.

Приведённым выше задачам I–III посвящены § 18–20. Сейчас мы
рассмотрим некоторые простые способы построения систем множи-
телей, а также стандартные ситуации, когда можно утверждать, что
кольца формальных матриц изоморфны.

A. Можно задать действие симметрической группы степени n на
системах множителей и, следовательно, на кольцах формальных мат-
риц. Соответствующие орбиты состоят из изоморфных колец.

Пусть τ— подстановка степени n. Действие τ на матрицах извест-
но. Именно, для матрицы A= (a𝑖𝑗) порядка n полагаем τA= (aτ(𝑖)τ(𝑗)).
Имеется в виду, что в матрице τA в позиции (i, j) стоит элемент
aτ(𝑖)τ(𝑗), а элемент a𝑖𝑗 переходит в позицию (τ−1(i),τ−1( j)).

Теперь если Σ= {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k=1, . . . , n}— некоторая система множи-
телей, то положим t𝑖𝑗𝑘 = sτ(𝑖)τ(𝑗)τ(𝑘). Тогда {t𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n} тоже
система множителей, поскольку она удовлетворяет равенствам (1).
Обозначим её через τΣ. Следовательно, существует кольцо формаль-
ных матриц M(n, R,τΣ). Кольца M(n, R,Σ) и M(n, R,τΣ) изоморфны
при соответствии A→ τA.

Ещё отметим, что действие подстановок на матрицах можно пред-
ставить в другом виде; см. книгу [54]. Пусть T = (δ𝑖τ(𝑗)) — матрица
подстановки τ, где δ𝑖τ(𝑗) — символ Кронекера. Тогда τA = T−1 AT , где
T−1 = (δ𝑖τ−1(𝑗)). Суть изоморфизма M(n, R,Σ)∼=M(n, R,τΣ) можно вы-
разить равенством

T−1(A ◦ B)T = (T−1 AT) ◦ (T−1BT),

где произведение ◦ в левой части вычисляется в M(n, R,Σ), а произ-
ведение ◦ в правой части вычисляется в M(n, R,τΣ).
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Пусть τ— такая подстановка, что s𝑖𝑗𝑘 = sτ(𝑖)τ(𝑗)τ(𝑘) для всех i, j, k =
=1, . . . , n. Тогда соответствие A→τA является автоморфизмом кольца
M(n, R,Σ). Пусть кольцо R коммутативно. В качестве Σ возьмём та-
кую систему множителей, что s𝑖𝑖𝑘= 1= s𝑖𝑘𝑘 и s𝑖𝑗𝑘= 0, если i 6= j и j 6= k.
В таком случае каждая подстановка τ степени n определяет автомор-
физм R-алгебры M(n, R,Σ), не являющийся внутренним. Более точно,
группа автоморфизмов этой R-алгебры изоморфна полупрямому про-
изведению группы внутренних автоморфизмов на симметрическую
группу S𝑛.

B. Пусть по-прежнему Σ— система множителей s𝑖𝑗𝑘, а α — эндо-
морфизм кольца R. Обозначим t𝑖𝑗𝑘 = α(s𝑖𝑗𝑘). Тогда {t𝑖𝑗𝑘} — система
множителей. Обозначим её через αΣ. Существует кольцевой гомо-
морфизм

M(n, R,Σ)→ M(n, R,αΣ), (a𝑖𝑗)→ (αa𝑖𝑗).

Он является изоморфизмом, если α— автоморфизм кольца R.
C. Если Σ={s𝑖𝑗𝑘} и X={x𝑖𝑗𝑘}— две системы множителей, то{x𝑖𝑗𝑘s𝑖𝑗𝑘}

тоже является системой множителей. Обозначим её через XΣ. Для
каждого `= 1, . . . , n существует гомоморфизм

ζ: M(n, R, XΣ)→ M(n, R,Σ), (a𝑖𝑗)→ (x𝑖𝑗`a𝑖𝑗).

Если все множители x𝑖𝑗𝑘 — обратимые элементы, то ζ— изоморфизм.

Доказательство. Возьмём матрицы A = (a𝑖𝑗) и B = (b𝑖𝑗) в кольце
M(n, R, XΣ). Запишем AB = (c𝑖𝑗), где

c𝑖𝑗 =
𝑛
∑

𝑘=1

x𝑖𝑘𝑗s𝑖𝑘𝑗a𝑖𝑘b𝑘𝑗.

В позиции (i, j) матрицы ζ(AB) находится элемент
𝑛
∑

𝑘=1

x𝑖𝑗`x𝑖𝑘𝑗s𝑖𝑘𝑗a𝑖𝑘b𝑘𝑗.

Далее, имеем ζ(A)=(x𝑖𝑗`a𝑖𝑗), ζ(B)=(x𝑖𝑗`b𝑖𝑗), и в позиции (i, j) матрицы
ζ(A)ζ(B) стоит элемент

𝑛
∑

𝑘=1

s𝑖𝑘𝑗 x𝑖𝑘`x𝑘𝑗`a𝑖𝑘b𝑘𝑗.

Однако из тождеств (1) следует, что

x𝑖𝑘𝑗 · x𝑖𝑗` = x𝑖𝑘` · x𝑘𝑗`.
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Поэтому ζ сохраняет произведение. Если все x𝑖𝑗𝑘 обратимы, то гомо-
морфизм ζ имеет обратный ζ−1 : (c𝑖𝑗)→ (x−1

𝑖𝑗` c𝑖𝑗).

Пусть E𝑖𝑗 обозначает матричную единицу, т. е. матрицу, у которой
в позиции (i, j) стоит 1, а в остальных позициях стоят нули. Заметим,
что E𝑖𝑗 · E𝑗𝑘 = s𝑖𝑗𝑘E𝑖𝑘.

D. Для любой системы множителей Σ= {s𝑖𝑗𝑘} множество

Σ𝑡 = {t𝑖𝑗𝑘 | t𝑖𝑗𝑘 = s𝑘𝑗𝑖, i, j, k = 1, . . . , n}

также является системой множителей. Поэтому вместе с кольцом
M(n, R,Σ) также существует кольцо M(n, R,Σ𝑡), обозначаемое через
K 𝑡. При этом если S, S1, . . . , S𝑛 — матрицы множителей кольца K, то
S, S𝑡

1, . . . , S𝑡
𝑛 — матрицы множителей кольца K 𝑡. Кольцо M(n, R,Σ𝑡) изо-

морфно кольцу, противоположному к кольцу M(n, R,Σ) (противопо-
ложное кольцо определяется в § 1).

Если R — коммутативное кольцо, то транспонирование A → A𝑡

является антиизоморфизмом колец K и K 𝑡. Таким образом, верно
равенство (AB)𝑡= B𝑡 A𝑡, где произведение в правой части вычисляется
в K 𝑡. Отсюда вытекает одна импликация следующего утверждения.

Предложение 16.1. Пусть R — коммутативное кольцо. Равенство
(AB)𝑡= B𝑡 A𝑡 выполняется для любых матриц A и B в точности тогда,
когда s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖 для всех индексов i, k, j (матрицы S1, . . . , S𝑛 являются
симметрическими).

Доказательство. Оставшаяся импликация вытекает из равенств

(E𝑖𝑘 · E𝑘𝑗)
𝑡 = (s𝑖𝑘𝑗E𝑖𝑗)

𝑡 = s𝑖𝑘𝑗E𝑗𝑖,

E𝑡
𝑘𝑗 · E

𝑡
𝑖𝑘 = E𝑗𝑘E𝑘𝑖 = s𝑗𝑘𝑖E𝑗𝑖.

В соответствии с п. C имеется также кольцо M(n, R,ΣΣ𝑡). Все его
матрицы множителей симметрические.

E. Кронекерово произведение матриц. Пусть n и m — произ-
вольные натуральные числа, R — коммутативное кольцо, K=M(n, R,Σ)
и L = M(m, R,Θ) — кольца формальных матриц над R с системами
множителей Σ = {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n} и Θ = {t𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , m}.
Для матриц A= (a𝑖𝑗)∈ K и B= (b𝑖𝑗)∈ L кронекерово произведение A⊗ B
матриц A и B определяется как блочная матрица

A⊗ B =





a11B a12B . . . a1𝑛B
a21B a22B . . . a2𝑛B
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a𝑛1B a𝑛2B . . . a𝑛𝑛B



 .
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Нетрудно указать явный вид элементов матрицы A⊗ B. Пусть k —
такое натуральное число, что 1 ¶ k ¶ nm. Существует единственная
пара натуральных чисел k1, k2, удовлетворяющая условиям 1¶ k1 ¶ n,
1 ¶ k2 ¶ m и n(k1 − 1)+ k2 = k. В позиции (i, j) матрицы A⊗ B стоит
элемент a𝑖1 𝑗1

· b𝑖2 𝑗2
.

Для каждой такой тройки чисел i, j, k, что 1¶ i, j, k¶nm, положим

p𝑖𝑗𝑘 = s𝑖1 𝑗1𝑘1
· t𝑖2 𝑗2𝑘2

, Π= {p𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , nm}.

ТогдаΠ— система множителей, т. е. для p𝑖𝑗𝑘 выполняются тождества (1).
Следовательно, имеется кольцо формальных матриц M =M(nm, R,Π).
Кроме того, если S, S1, . . . , S𝑛 и T , T1, . . . , T𝑚 — матрицы множителей
колец K и L соответственно, то S⊗T , S𝑖⊗T𝑗, i= 1, . . . , n, j = 1, . . . m, —
матрицы множителей кольца M. Поэтому условно можно писать Π=
= Σ⊗Θ.

Сопоставление
∑𝑘

𝑖=1 A𝑖 ⊗𝑅 B𝑖→
∑𝑘

𝑖=1 A𝑖 ⊗ B𝑖, A𝑖 ∈ K , B𝑖 ∈ L, задаёт
изоморфизм R-алгебр K ⊗𝑅 L и M(nm, R,Π). Также имеется изомор-
физм (K ⊗𝑅 L)𝑜 ∼= K𝑜 ⊗𝑅 L𝑜, доказываемый с помощью п. D.

Свойства кронекерова произведения формальных матриц анало-
гичны свойствам кронекерова произведения обычных матриц.

Приведём следующие три свойства:
1) если A, C ∈ K и B, D ∈ L, то (A⊗ B)(C ⊗ D)= AC ⊗ BD;
2) если A и B — обратимые матрицы, то (A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1;
3) d(A⊗ B)= d(A)𝑛 · d(B)𝑚, где d(X) — определитель формальной

матрицы X ; этот определитель вводится в § 21.
Рассмотрим один гомоморфизм, который будет весьма полезен

позже. Он является частным случаем гомоморфизма ζ из п. C.
Пусть дано кольцо формальных матриц M(n, R,Σ), Σ = {s𝑖𝑗𝑘}. За-

фиксируем индекс `=1, . . . , n и положим t𝑖𝑗= s𝑖𝑗` для всех i, j=1, . . . , n.
Отметим, что t𝑖𝑖 = 1 и из основных тождеств (1) вытекает равенство
s𝑖𝑗𝑘 · t𝑖𝑘 = t𝑖𝑗 · t𝑗𝑘. В частности, s𝑖𝑗𝑖 = t𝑖𝑗 · t𝑗𝑖.

Определим отображение

η: M(n, R,Σ)→ M(n, R), (a𝑖𝑗)→ (t𝑖𝑗a𝑖𝑗).

Предложение 16.2. Справедливы следующие утверждения:
1) η— кольцевой гомоморфизм;
2) если для всех i, j, k множитель s𝑖𝑘𝑗 делится на t𝑖𝑘 или t𝑘𝑗, то

Ker(η) — нильпотентный идеал индекса нильпотентности 2;
3) отображение η инъективно в точности тогда, когда все s𝑖𝑗𝑘 —

неделители нуля;
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4) η— изоморфизм в точности тогда, когда все элементы s𝑖𝑗𝑘
обратимы.

Доказательство. 1. Утверждение вытекает из п. C, если взять си-
стему, состоящую из единиц, в качестве Σ и взять Σ в качестве X .

2. Возьмём произвольные матрицы A = (a𝑖𝑗), B = (b𝑖𝑗) в кольце
M(n, R,Σ). Если ηA = 0= ηB, то t𝑖𝑗a𝑖𝑗 = 0= t𝑖𝑗b𝑖𝑗 для всех i и j. Из до-
казательства п. C вытекает, что AB = 0.

В конце параграфа обратим внимание на кольца формальных мат-
риц над кольцом R порядка 2 и 3. В случае n = 2 легко достичь пол-
ной ясности. Действительно, возьмём произвольное кольцо M(2, R,Σ)
и выясним, как происходит умножение в нём.

Из предыдущего материала нетрудно вывести следующее. Най-
дётся такой элемент s ∈ C(R), что матрицы в M(2, R,Σ) умножаются
по правилу

�

a11 a12
a21 a22

� �

b11 b12
b21 b22

�

=
�

a11b11 + sa12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 sa21b12 + a22b22

�

. (∗)

Верно и обратное. Любой центральный элемент s кольца R опреде-
ляет кольцо M(2, R, s) формальных (2× 2)-матриц над R, умножение
в котором выполняется по правилу (∗). Такие кольца были введены
в статье [63] и обозначались там через K𝑠. Они также изучались и ис-
пользовались в работах [39, 40, 56, 62, 69, 96, 98].

Ситуация с классификацией колец M(3, R,Σ) более сложная. Ос-
новные тождества (1) превращаются в тождества

s𝑖𝑖𝑘 = 1= s𝑖𝑘𝑘, i, k = 1, 2, 3,

s121 = s212 = s123 · s213 = s321 · s312,

s131 = s313 = s132 · s312 = s231 · s213,

s232 = s323 = s231 · s321 = s132 · s123.

Каждое семейство элементов {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, 2, 3}, удовлетворяющих
предыдущим равенствам, задаёт кольцо формальных матриц над R по-
рядка 3. Если s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖 для всех i, j, k= 1, 2, 3, т. е. матрицы S1, S2 и S3
симметрические, то эти равенства можно записать более компактно:

s𝑖𝑖𝑘 = 1= s𝑖𝑘𝑘, i, k = 1, 2, 3,

s121 = s212 = s123 · s213,

s131 = s313 = s132 · s312,

s232 = s323 = s231 · s321.
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В связи с задачей I можно определённо сказать, что не всякая симмет-
рическая матрица порядка 3 служит матрицей S для какого-то кольца
M(3, R,Σ).

Уточним строение K-модулей для кольца K формальных матриц
порядка 2, т. е.

K = M(2, R, s)=
�

R R
R R

�

.

Особое внимание уделим модулям (A, T(A)), (T(B), B) и (T(B), T(A)).
Это интересно само по себе и будет использоваться в конце § 27.

Для любых элементов x, y ∈ R полагаем x ◦ y= sxy. Таким образом,
x ◦ y — это тот элемент, который в случае произвольного кольца K
обозначается через mn или nm.

Пусть теперь дан произвольный K-модуль (A, B) с гомоморфизма-
ми модульного умножения

g : R⊗𝑅 A→ B, f : R⊗𝑅 B→ A.

Отождествим R⊗𝑅 A и R⊗𝑅 B с A и B соответственно, полагая r⊗a= ra
и r ⊗ b = rb. После этого можно считать, что у нас есть гомоморфиз-
мы g : A→ B и f : B→ A. Введём некоторые обозначения. Полагаем
y ◦ a = g( ya) и y ◦ b = f ( yb), где y ∈ R, a ∈ A и b ∈ B.

Равенства m(na) = (mn)a и n(mb) = (nm)b для кольца M(2, R, s)
принимают вид x ◦ ( y ◦ a)= (x ◦ y)a и y ◦ (x ◦ b)= ( y ◦ x)b, где x, y ∈ R,
a ∈ A, b ∈ B. Теперь имеем равенства

x ◦ ( y ◦ a)= x ◦ g( ya)= x ◦ ( yg(a))= x f ( yg(a))= xyfg(a),

(x ◦ y)a = sxya.

Поэтому xyfg(a) = sxya для всех x, y ∈ R. Следовательно, fg(a) = sa,
a ∈ A, и fg = s · 1𝐴. Аналогично g f = s · 1𝐵.

Эту конструкцию можно обратить. Именно, любая пара R-гомомор-
физмов g : A→ B и f : B→ A, удовлетворяющих равенствам fg = s · 1𝐴
и g f = s · 1𝐵, задаёт K-модуль (A, B) с модульным умножением

�

x v
w y

� �

a
b

�

=
�

xa+ v f (b)
wg(a)+ yb

�

.

Пусть теперь дан некоторый K-модуль (A, B) и g : A→B, f : B→ A — его
гомоморфизмы модульного умножения. Как мы установили, они удо-
влетворяют равенствам fg = s · 1𝐴 и g f = s · 1𝐵. Выясним, как устроен
K-модуль (T(B), T(A)). Для него гомоморфизмы модульного умноже-
ния есть f ′ = 1⊗ f и g′ = 1⊗ g. (Напоминаем об отождествлении T(B)
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с B, T(A) с A и т. п.) Отображение f ′ : R⊗𝑅 (R⊗𝑅 B)→ R⊗𝑅 A действует
по правилу x ⊗ ( y ⊗ b)= x ⊗ y ◦ b. Однако по нашим договорённостям

x ⊗ ( y ⊗ b)= xyb и x ⊗ y ◦ b = x( y ◦ b)= xyf (b).

Поэтому можно написать

f ′(xyb)= xyf (b), f ′(b)= f (b), f ′ = f .

Аналогично имеем g′ = g. Стало быть, K-модуль (T(B), T(A)) — это
K-модуль (B, A) с гомоморфизмами модульного умножения f и g.

Существуют гомоморфизмы

(g, f ): (A, B)→ (B, A) и ( f , g): (B, A)→ (A, B),

поскольку g( y ◦b)= y ◦ f (b) и f (x ◦a)= x ◦ g(a) для всех значений букв.
Найдём строение K-модулей (A, T(A)) и (T(A), A) для произволь-

ного R-модуля A. Поскольку мы отождествляем T(A) с A, первый мо-
дуль обозначим (A, A)′, а второй модуль обозначим (A, A)′′. Для (A, A)′

гомоморфизмами модульного умножения являются 1𝐴 и отображение
x ⊗ ( y ⊗ a) → (x ◦ y)a. Однако x ⊗ ( y ⊗ a) = xya и (x ◦ y)a = sxya.
Поэтому второй гомоморфизм модульного умножения равен s ·1𝐴. Для
K-модуля (A, A)′′ гомоморфизмами модульного умножения, наоборот,
являются s · 1𝐴 и 1𝐴.

Итак, любой R-модуль A задаёт два K-модуля: (A, A)′ и (A, A)′′.
При этом для модуля (A, A)′ модуль (T(A), T(A)) (его строение только
что установлено) есть (A, A)′′ и наоборот.

§ 17. Некоторые свойства колец
формальных матриц над R

Отметим, что многие результаты были доказаны Тангом и Жу [97]
для одного класса колец формальных матриц над R (о таких кольцах
речь идёт в § 18).

Пусть M(n, R,Σ) — некоторое кольцо формальных матриц поряд-
ка n над кольцом R. Напомним, что Σ= {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k= 1, . . . , n}— систе-
ма множителей. Множители s𝑖𝑗𝑘 удовлетворяют равенствам (1) и их
следствиям (3) и (4) из § 16. Иногда мы обозначаем через R𝑖𝑗 кольцо R,
стоящее на позиции (i, j).

Применим теоремы 4.3 и 4.4 к вычислению радикала Джекобсо-
на и первичного радикала кольца M(n, R,Σ). В обозначениях теоре-
мы 4.3 имеем J(R𝑖𝑗)= {x ∈ R𝑖𝑗 | R𝑗𝑖 ◦ x ⊆ J(R)}, и, далее, R𝑗𝑖 ◦ x = s𝑗𝑖𝑗Rx =
= s𝑖𝑗𝑖Rx. Поэтому J(R𝑖𝑗) = {x ∈ R𝑖𝑗 | s𝑖𝑗𝑖 x ∈ J(R)}. Заметим, что идеал
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J(R𝑖𝑗) совпадает с пересечением всех максимальных левых (правых)
идеалов кольца R, не содержащих s𝑖𝑗𝑖. Обозначим этот идеал J(R𝑖𝑗)
через J𝑖𝑗(R). Теперь из теоремы 4.3 вытекает следующий результат.

Следствие 17.1. Радикал Джекобсона кольца M(n, R,Σ) равен






J(R) J12(R) . . . J1𝑛(R)
J21(R) J(R) . . . J2𝑛(R)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
J𝑛1(R) J𝑛2(R) . . . J(R)






. (∗)

Первичный радикал кольца M(n, R,Σ) имеет аналогичное строе-
ние. Обозначим P(R𝑖𝑗)= {x ∈ R𝑖𝑗 | s𝑖𝑗𝑖 x ∈ P(R)}.

Следствие 17.2. Первичный радикал кольца M(n, R,Σ) совпадает
с идеалом матриц вида (∗), только буква J должна быть заменена
на P.

Приведём внутреннее описание идеалов кольца M(n, R,Σ) и выяс-
ним строение его факторколец. Для произвольного кольца формаль-
ных матриц эти вопросы кратко рассматривались в § 1 и 4. Следующее
предложение доказывается непосредственными вычислениями.

Предложение 17.3. Если I — идеал кольца M(n, R,Σ), то

I =







I11 I12 . . . I1𝑛

I21 I22 . . . I2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
I𝑛1 I𝑛2 . . . I𝑛𝑛






,

где все I𝑖𝑗 — идеалы в R, причём выполняются следующие соотноше-
ния:

I𝑖𝑖 ⊆
𝑛
⋂

`=1

(I𝑖` ∩ I`𝑖), s𝑖𝑗𝑖I𝑖𝑗 ⊆ I𝑖𝑖 ∩ I𝑗𝑗

для всех i, j = 1, . . . , n, причём s𝑖𝑘𝑗I𝑘𝑗 ⊆ I𝑖𝑗, s𝑗𝑘𝑖I𝑗𝑘 ⊆ I𝑗𝑖 для всех различных
i, j, k.

Следующее предложение также доказывается стандартными рас-
суждениями.

Предложение 17.4. Пусть I = (I𝑖𝑗) — идеал кольца K =M(n, R,Σ).
1. Множество матриц

K =







R/I11 R/I12 . . . R/I1𝑛

R/I21 R/I22 . . . R/I2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
R/I𝑛1 R/I𝑛2 . . . R/I𝑛𝑛
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является кольцом формальных матриц с бимодульными гомоморфиз-
мами

ϕ𝑖𝑗𝑘 : R/I𝑖𝑗 ⊗𝑅/𝐼𝑗 𝑗
R/I𝑗𝑘→ R/I𝑖𝑘, ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y)= s𝑖𝑗𝑘 xy + I𝑖𝑘,

для всех i, j, k = 1, . . . , n.
2. Имеет место изоморфизм

K/I ∼= K , (x𝑖𝑗)+ I → (x𝑖𝑗 + I𝑖𝑗).

Применительно к нашим матричным кольцам рассмотрим несколь-
ко распространённых кольцевых свойств. Напомним, что E𝑖𝑗 — это
матричная единица.

Предложение 17.5. Пусть K — кольцо формальных матриц по-
рядка n над кольцом R с множителями s𝑖𝑗𝑘, i, j, k = 1, . . . , n. Справед-
ливы следующие утверждения:

1) K является простым кольцом в точности тогда, когда R —
простое кольцо и все множители s𝑖𝑗𝑘 не равны нулю;

2) K является первичным кольцом в точности тогда, когда R —
первичное кольцо и все s𝑖𝑗𝑘 не равны нулю;

3) K является регулярным кольцом в точности тогда, когда R —
регулярное кольцо и все элементы s𝑖𝑗𝑘 обратимы в R;

4) K является полупримитивным кольцом в точности тогда,
когда R — полупримитивное кольцо и все s𝑖𝑗𝑘 не являются делителями
нуля в R;

5) K является полупервичным кольцом в точности тогда, когда
R — полупервичное кольцо и все s𝑖𝑗𝑘 не являются делителями нуля в R.

Доказательство. 1.⇒. Если I — ненулевой идеал в R, то
�

I . . . I
. . . . . . . . .
I . . . I

�

— идеал в K . Поэтому из простоты кольца K следует, что I = R. Таким
образом, R — простое кольцо. Гомоморфизм η из предложения 16.2
должен быть инъективным. Поэтому все s𝑖𝑗𝑘 не равны нулю.
⇐. Кольцо M(n, R) является простым, а все центральные элемен-

ты s𝑖𝑗𝑘 обратимы, поскольку центр простого кольца является полем.
По предложению 16.2 имеем K ∼= M(n, R), и, следовательно, K — про-
стое кольцо.

2. ⇒. Так как R ∼= E11KE11, получаем, что R — первичное кольцо.
Допустим, что s𝑖𝑗𝑘 = 0 для некоторых i, j, k. Тогда E𝑖𝑗KE𝑘` = 0. Это
противоречит тому, что K — первичное кольцо.
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⇐. Центр первичного кольца является областью. Поэтому все s𝑖𝑗𝑘 —
неделители нуля. Допустим, что (a𝑖𝑗)K(b𝑖𝑗)= 0 для некоторых ненуле-
вых матриц (a𝑖𝑗) и (b𝑖𝑗). Например, пусть a𝑘` 6= 0 и b𝑚𝑝 6= 0. Тогда
s𝑘`𝑚s𝑘𝑚𝑝a𝑘`Rb𝑚𝑝 = 0, а значит, a𝑘`Rb𝑚𝑝 = 0, что противоречит первич-
ности кольца R. Таким образом, K — первичное кольцо.

3.⇒. Так как кольцо K регулярно и R∼=E11KE11, кольцо R регулярно.
Следовательно, существует такая матрица (a𝑖𝑗), что E𝑖𝑗= E𝑖𝑗(a𝑖𝑗)E𝑖𝑗. По-
этому получаем равенство s𝑖𝑗𝑖a𝑗𝑖 = 1, и все элементы s𝑖𝑗𝑖 обратимы. Из
равенств (3) из § 16 получаем, что все элементы s𝑖𝑗𝑘 тоже обратимы.
⇐. Кольцо M(n, R) регулярно, и K ∼=M(n, R) по предложению 16.2.
4 и 5. Утверждения вытекают из равенств (3) из § 16 вкупе со след-

ствиями 17.1 и 17.2 соответственно.

§ 18. Характеризация матриц множителей

В этом и следующих двух параграфах R обозначает произвольное
кольцо, M(n, R,Σ) — кольцо формальных матриц порядка n над коль-
цом R, а Σ— система множителей {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n}. Множители
s𝑖𝑗𝑘 удовлетворяют тождествам (1) из § 16. Элемент, находящийся
в позиции (i, j) произведения матриц (a𝑖𝑗) и (b𝑖𝑗) из кольца M(n, R,Σ),
равен

∑𝑛
𝑘=1 s𝑖𝑘𝑗a𝑖𝑘b𝑘𝑗.

В § 16 сформулирована задача I о том, какие матрицы могут слу-
жить матрицами множителей для колец формальных матриц. Зада-
ча II относится к описанию колец M(n, R,Σ) в зависимости от систем
множителей Σ. В общем случае решить эти задачи трудно, например,
из-за сложности проверки тождеств (1) из § 16.

Ситуация кажется более простой, если все множители s𝑖𝑗𝑘 являют-
ся целыми степенями некоторого центрального элемента s кольца R.
Мы знаем, что для n = 2 других возможностей не существует; см. ко-
нец § 16.

При n ¾ 3 ситуация с характеризацией и классификацией колец
M(n, R,Σ) становится более запутанной, даже если все множители
s𝑖𝑗𝑘 являются степенями элемента s. Интересен частный случай, когда
каждый множитель s𝑖𝑗𝑘 равен s𝑚 для некоторого m¾ 1. Танг и Жу [97]
подробно исследовали такие кольца M(n, R,Σ), что s𝑖𝑗𝑖 = s2 при i 6= j
и s𝑖𝑗𝑘= s для всех попарно различных i, j, k. Мы будем называть такие
кольца кольцами Танга — Жу.

Здесь и в § 19 мы рассмотрим случай, когда s𝑖𝑗𝑘=1 либо s𝑖𝑗𝑘= s для
всех i, j, k, где s — некоторый центральный элемент кольца R. На эле-
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мент s накладываются простые дополнительные ограничения. Любое
соответствующее кольцо матриц обозначается через M(n, R, s); ясно, что
для фиксированного n имеется только конечное число различных таких
колец. Элемент s называется множителем любого кольца M(n, R, s).

Далее считаем, что дано кольцо M(n, R, s). Дополнительно пред-
полагаем, что s2 6= 1 и s не является идемпотентом. Без большой
потери общности можно было бы считать, что s — необратимый эле-
мент. Действительно, если элемент s обратим, то M(n, R, s)∼= M(n, R)
по предложению 16.2. Следующее условие является более сильным:
s𝑘 6= s` для любых неотрицательных различных k и `.

Итак, считаем, что дано кольцо M(n, R, s), где элемент s2 не ра-
вен 1 или s; в частности, s 6=0 и s 6=1. Укажем некоторые соотношения
между множителями вида s𝑖𝑗𝑖.

Лемма 18.1. Пусть индексы i, j и k попарно различны. Тогда для
элементов s𝑖𝑗𝑖, s𝑖𝑘𝑖 и s𝑗𝑘𝑗 имеет место только одна из следующих трёх
возможностей:

1) все три элемента равны 1;
2) какие-то два из этих трёх элементов равны s, а третий эле-

мент равен 1;
3) все три элемента равны s.

Доказательство. Из равенств (3) из § 16 непосредственно следу-
ет, что невозможен случай, когда некоторые два из трёх множителей
s𝑖𝑗𝑖, s𝑖𝑘𝑖, s𝑗𝑘𝑗 равны 1, а третий множитель равен s. Поэтому остаются
возможности, указанные в п. 1–3. Каждая из этих возможностей дей-
ствительно возникает, что вытекает из дальнейшего.

В § 16 мы составили квадратные матрицы S, S1, . . . , S𝑛 порядка n
из множителей s𝑖𝑗𝑘 некоторого кольца формальных матриц. Мы на-
звали эти матрицы матрицами множителей данного кольца. В даль-
нейшем слова «матрица множителей» обычно означают матрицу S.

Полезно определить понятие абстрактной матрицы множителей.
Как и раньше, пусть s — некоторый центральный элемент кольца R,
причём s2 6= 1 и s2 6= s. Пусть T = (t𝑖𝑗) — симметрическая матрица
порядка n, в которой все элементы равны 1 или s, причём главная
диагональ состоит из единиц и для любых трёх элементов t𝑖𝑗, t𝑖𝑘, t𝑗𝑘
верно одно из утверждений 1–3 леммы 18.1. Назовём такую матрицу T
матрицей множителей. Если τ— некоторая подстановка степени n,
то τT=(tτ(𝑖)τ(𝑗)) также является матрицей множителей (матрицы вида
τT были определены в п. A из § 16).
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Пусть T — матрица, которую можно представить в таком блочном
виде, что на главной диагонали стоят блоки, состоящие из единиц,
а на всех остальных позициях находится элемент s. Ясно, что T —
матрица множителей. В таком случае будем говорить, что T имеет
канонический вид.

Лемма 18.2. Для любой матрицы множителей T существует та-
кая подстановка σ, что матрица σT имеет канонический вид.

Доказательство. Проведём индукцию по n. При n= 2 существует
единственная матрица множителей

�

1 𝑠
𝑠 1

�

, имеющая канонический вид.
Предположим, что утверждение леммы верно для всех матриц

порядков не выше n − 1, где n ¾ 3. Пусть T — матрица порядка n.
Возьмём подматрицу T ′ порядка n− 1, расположенную в правом ниж-
нем углу матрицы T . Существует такая подстановка τ′ чисел 2, . . . , n,
что матрица τ′T ′ имеет канонический вид. Возьмём подстановку τ
степени n, совпадающую с τ′ на числах 2, . . . , n. В правом нижнем
углу матрицы τT находится матрица τ′T ′. Если все элементы первой
строки матрицы τT начиная со второго равны s, то τT уже имеет
канонический вид.

Теперь допустим, что в первой строке матрицы τT есть единицы
(разумеется, исключая позицию (1,1)). Пусть второй блок, стоящий
на главной диагонали (после позиции (1,1)), имеет порядок m − 1,
m¾2. В таком случае элементы t12, . . . , t1𝑚 одновременно равны либо 1,
либо s. Действительно, если t1𝑖 = 1, t1𝑗 = s, 2¶ i, j,¶m, то t𝑖𝑗 = s, что
невозможно. Допустим, что t12 = . . .= t1𝑚 = 1. Если t1` = 1 для некото-
рого `, m+ 1¶ `¶ n, то t2` = 1, что тоже невозможно. Следовательно,
t1 𝑚+1 = . . . = t1𝑛 = s. Теперь если мы объединим первый и второй
блоки, стоящие на главной диагонали, то получим канонический вид
матрицы τT .

Итак, можно считать, что t12= . . .= t1𝑚= s. Что теперь можно ска-
зать об элементах t1𝑚+1= . . .=t1𝑛? Допустим, что t1𝑖=1, t1𝑗=1 и t1𝑘=1,
где m+1¶i, j,k¶n и i< j<k. В таком случае t𝑖𝑗=s, t𝑖𝑘=1, и мы получаем
противоречие. Отсюда следует, что последовательность t1 𝑚+1, . . . , t1𝑛
может иметь только один из следующих трёх видов:

1) 111 . . . sss; 2) sss . . . 111 . . . sss; 3) sss . . . 111.

Важное обстоятельство заключается в том, что под последовательно-
стью 11 . . . 1 из п. 1, 2 или 3 на главной диагонали стоит блок, порядок
которого равен числу единиц в данной последовательности.
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В случаях 1 и 2 поступаем далее следующим образом. Возьмём под-
матрицу, у которой правый нижний угол заканчивается блоком, соот-
ветствующим последовательности 11 . . . 1. Некоторой подстановкой
приводим эту подматрицу к каноническому виду. Затем той же подста-
новкой (добавив недостающие одночленные циклы) действуем на всю
матрицу и приводим её к каноническому виду (при этих манипуляци-
ях подматрица, находящаяся в правом нижнем углу, не меняется).

Рассмотрим оставшийся случай 3. Пусть блок на главной диагона-
ли, расположенный под последовательностью 11 . . . 1, начинается со
строки с номером k+1, где k¾2. Применим к матрице цикл (1 2 . . . k).
В результате в правом нижнем углу появится блок из единиц порядка
k+ 1. Вместо единиц в первой строке справа и в первом столбце слева
будет стоять s. На позициях (k, 1), . . . , (k, k − 1) и (1, k), . . . , (k − 1, k)
также будет находиться s. Таким образом, слева и вверх от блока из еди-
ниц в правом нижнем углу на всех позициях стоит s. Некоторой подста-
новкой приведём к каноническому виду подматрицу, расположенную
в строках и столбцах с номерами 1, 2, . . . , k− 1. После этого вся матри-
ца будет иметь канонический вид.

Кратко изложим ещё одно доказательство леммы 18.2. Отношение
∼, где i∼ j⇔t𝑖𝑗=1, является отношением эквивалентности на множестве
{1, 2, . . . , n}. Пусть σ— подстановка, у которой в верхней строке стоят
числа от 1 до n в естественном порядке. Нижняя строка состоит из клас-
сов эквивалентности относительно отношения ∼, расположенных в про-
извольном порядке. Тогда матрица σT имеет канонический вид.

В ситуации леммы будем говорить, что матрица T приведена к ка-
ноническому виду σT . Верно и обратное: если некоторая матрица T
приведена к каноническому виду σT , то T — матрица множителей. Та-
ким образом, матрицы множителей совпадают с матрицами, которые
приводятся к каноническому виду подстановками.

Пусть матрица T имеет канонический вид. Тогда блоки, стоящие
на главной диагонали матрицы, можно расположить в любом наперёд
заданном порядке. Иными словами, существует такая подстановка τ,
что блоки в матрице τT располагаются в требуемом порядке, причём
τT имеет канонический вид. Для этого достаточно показать, что ес-
ли T состоит из двух блоков, то их можно переставить. Пусть первый
блок имеет порядок k, 1¶ k ¶ n− 1. Тогда можно взять подстановку

�

1 2 . . . n− k n− k+ 1 . . . n
k+ 1 k+ 2 . . . n 1 . . . k

�

в качестве τ.
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Сформулируем основной результат параграфа. Сначала заметим,
что один частный случай, появляющийся в доказательстве, будет рас-
смотрен в следующем параграфе.

Теорема 18.3. Пусть T — матрица множителей. Тогда существу-
ет кольцо M(n, R, s), матрица множителей которого совпадает с T .

Доказательство. Будем вести индукцию по n. При n = 2 имеется
только одна матрица множителей, а именно матрица

�

1 𝑠
𝑠 1

�

. И мы зна-
ем, что всегда существует кольцо M(2, R, s) с матрицей множителей
�

1 𝑠
𝑠 1

�

.
Теперь считаем, что n>2. Пусть σ— такая подстановка, что матри-

ца σT имеет канонический вид (см. лемму 18.2). Возможны два случая.
Случай 1. Все блоки, стоящие на главной диагонали, имеют поря-

док 1. В § 19 будет показано, что найдётся кольцо M(n, R, s) с матри-
цей множителей σT .

Случай 2. Не все блоки, указанные в случае 1, имеют порядок 1.
Перед формулировкой теоремы было отмечено, что существует такая
подстановка τ, что матрица τσT имеет канонический вид и порядок
самого нижнего блока больше 1. В τσT возьмём подматрицу T ′ по-
рядка n−1, лежащую в левом верхнем углу. Она имеет канонический
вид. Согласно предположению индукции существует кольцо K вида
M(n− 1, R, s) с матрицей множителей T ′. Запишем это кольцо в виде
кольца блочных матриц порядка 2:







R . . . R R
. . . . . . . . . . . . .
R . . . R R

R . . . R R






.

Теперь применим конструкцию кольца K4 из § 3 к кольцу K . Матрица
множителей полученного кольца K4 совпадает с матрицей τσT . Коль-
цо σ−1τ−1K4 будет искомым кольцом формальных матриц. Действи-
тельно, матрица T является матрицей множителей этого кольца.

Вернёмся к действию подстановок на множестве колец формаль-
ных матриц (см. п. A из § 16). Ясно, что это действие можно огра-
ничить на множество колец M(n, R, s) рассматриваемого вида с фик-
сированным множителем s. Каждая подстановка τ также действует
на любой матрице A = (a𝑖𝑗), а именно, τA = (aτ(𝑖)τ(𝑗)). В частности,
τ действует на матрицах множителей S. Ввиду леммы 18.2 при этом
орбиты состоят из матриц, имеющих одинаковый канонический вид.
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Число орбит, на которые разбивается множество матриц множите-
лей под действием подстановок, равно числу представлений числа n
в виде суммы чисел, меньших чем n.

Если кольцо K = M(n, R, s) имеет матрицу множителей S, то τS —
матрица множителей кольца τK для любой подстановки τ. Следова-
тельно, если два кольца лежат в одной орбите, то соответствующие
матрицы множителей тоже лежат в одной орбите. Конечно, обрат-
ное неверно. Причина в том, что для данной матрицы множителей S
могут существовать несколько серий матриц множителей S1, . . . , S𝑘.
Поэтому неясно, сколько имеется орбит для колец. В нескольких част-
ных случаях ответ будет дан в следующем параграфе.

Для данного кольца матриц
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

мы ввели в § 3 четыре способа
построения колец матриц бо́льших порядков. Назовём эти способы
конструкциями K1, K2, K3 и K4. Теперь предположим, что дано коль-
цо M(n, R, s) = L с матрицами множителей S, S1, . . . , S𝑛. Допустим,
что мы применили указанные конструкции к L. Обозначим получен-
ные кольца через L1, L2, L3 и L4 соответственно. Матрицы множите-
лей S′, S′1, . . . , S′𝑛, S′𝑛+1 каждого из этих колец получаются из матриц
S, S1, . . . , S𝑛 с помощью определённой закономерности. Рассмотрим
подробнее конструкцию K4. Нужно записать кольцо L в блочном виде
как кольцо матриц порядка 2 (см. § 3), L =

�

𝑃 𝑀
𝑁 𝑆

�

, где P — кольцо
матриц порядка k (1¶ k¶n−1); S, M и N указаны в § 3. Для простоты
возьмём k = n− 1. Применим к L конструкцию K4 и получим кольцо
матриц L4 порядка n+ 1,

L4 =

�

L
�

M
S

�

(N S) S

�

.

Учитывая строение матриц в кольце L4, получаем, что матрицы мно-
жителей S′, S′1, . . . , S′𝑛 кольца L4 получаются из соответствующих мат-
риц S, S1, . . . , S𝑛 единообразно, причём S′𝑛+1= S′𝑛. А именно, нужно до-
бавить справа к каждой матрице S, S1, . . . , S𝑛 последний столбец этой
матрицы; затем нужно добавить снизу к каждой матрице S, S1, . . . , S𝑛
последнюю строку этой матрицы, а в позицию (n + 1, n + 1) нужно
поставить элемент, стоящий в позиции (n, n).

Сформулируем следующий вопрос, который снова появится в кон-
це § 19. Подействуем подстановкой τ степени n на кольцо L. Затем
применим конструкцию K4 к кольцу τL; получится кольцо (τL)4. Ка-
кая имеется связь между кольцами L4 и (τL)4? Можно ли одно из этих
колец перевести во второе кольцо некоторой подстановкой?
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В конце параграфа остановимся на исключённых значениях для
множителя s: s2 = 1 и s2 = s. Если s2 = 1, то элемент s обратим и

M(n, R, s)∼= M(n, R)

по предложению 16.2. Случай s2 = s (s — идемпотент) более содержа-
телен. Приведём один характерный пример. Положим s𝑖𝑖𝑘 = 1 = s𝑖𝑘𝑘
и s𝑖𝑗𝑘 = s при i 6= j и j 6= k. Тогда Σ = {s𝑖𝑗𝑘} — система множителей.
Следовательно, существует кольцо M(n, R,Σ).

§ 19. Классификация колец формальных матриц

Продолжим тему, начатую в предыдущем параграфе. Мы уделим
основное внимание задаче II, сформулированной в § 16. Мы также
закончим доказательство теоремы 18.3, связанной с задачей I. Сохра-
няются все обозначения и соглашения § 18.

По теореме 18.3 для всякой матрицы множителей T найдётся та-
кое кольцо M(n, R, s), что его матрица множителей S совпадает с T .
Таких колец M(n, R, s) может быть несколько, поскольку для данной
матрицы S могут существовать разные наборы матриц множителей
S1, . . . , S𝑛, соответствующие разным системам множителей Σ. В дан-
ной ситуации задача классификации II заключается в перечислении
при фиксированном s всех таких колец M(n, R, s).

В зависимости от канонического вида матрицы S мы исследуем
два случая:

1) главная диагональ матрицы S состоит из двух блоков;
2) все блоки на главной диагонали матрицы S имеют порядок 1.
В первом случае матрицы S1, . . . , S𝑛 являются симметрическими

и однозначно восстанавливаются по матрице S.
Как и в § 18, мы будем считать, что матрица множителей кольца

M(n, R, s) — это матрица S, если не оговорено что-то другое.

Лемма 19.1. Пусть дано кольцо M(n, R, s) и S, S1, . . . , S𝑛 — его мат-
рицы множителей. Равносильны следующие условия:

1) канонический вид матрицы S содержит ровно два блока;
2) для любых трёх элементов s𝑖𝑗𝑖, s𝑖𝑘𝑖 и s𝑗𝑘𝑗 реализуется либо воз-

можность 1, либо возможность 2 из леммы 18.1;
3) матрицы S1, . . . , S𝑛 являются симметрическими.

Доказательство. 1)⇒ 2). Пусть τ— произвольная подстановка.
Если для элементов матрицы S выполняется условие 2, то это же верно
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для элементов матрицы τS и наоборот. Поэтому можно считать, что
S имеет канонический вид. Тогда нетрудно проверить, что условие 2
верно.

2)⇒ 1). Опять считаем, что S имеет канонический вид. Если мы до-
пустим, что число блоков не менее 3, то быстро получим противоречие.

2)⇒ 3). Возьмём любые три элемента s𝑖𝑗𝑖, s𝑖𝑘𝑖 и s𝑗𝑘𝑗, где индексы
i, j, k попарно различны. В силу условия 2 либо все эти элементы
равны 1, либо некоторые два из них равны s, а третий элемент равен 1.
В любом случае из равенств (3) из § 16 получаем, что s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖.

3)⇒ 2). Если мы допустим, что

s𝑖𝑗𝑖 = s𝑖𝑘𝑖 = s𝑗𝑘𝑗 = s,

то получим, что все остальные шесть множителей в равенстве (4)
из § 16 равны друг другу. Это противоречит равенствам (3) из § 16.

Далее рассмотрим кольца M(n, R, s) с матрицами множителей, удо-
влетворяющими эквивалентным условиям 1–3 из леммы 19.1. Неслож-
но доказать следующее утверждение: любая из строк матрицы S одно-
значно определяет оставшиеся строки. Переформулируем это утвер-
ждение. Для этого перейдём к «аддитивной» записи в матрицах S,
S1, . . . , S𝑛; заменим все элементы соответствующими показателями
степени элемента s (как обычно, мы полагаем s0 = 1). Полученные
матрицы состоят из нулей и единиц. (Такие матрицы называют (01)-
матрицами.) Обозначим через S+ матрицу, построенную из матри-
цы S. Сохраним за элементами матрицы S+ обозначение s𝑖𝑗𝑖 или, более
кратко, s𝑖𝑗. Тогда утверждение 2 из леммы 19.1 для элементов матри-
цы S+ в поле из двух элементов имеет вид s𝑖𝑗+ s𝑖𝑘 = s𝑗𝑘. Это равенство
также верно, если какая-то пара индексов совпадает.

Элементы s𝑖𝑘𝑗 с различными i и j (элементы матрицы S𝑘) однознач-
но определяются элементами вида s𝑖𝑗𝑖. Более точно, элементы главной
диагонали матрицы S𝑘 (эта диагональ совпадает с k-й строкой мат-
рицы S) задают все остальные элементы этой матрицы, если учесть
равенства (3) из § 16. В поле из двух элементов выполняется равенство
s𝑖𝑘𝑗 = s𝑖𝑘 · s𝑗𝑘. Оно также остаётся верным для совпадающих индексов.
Итак, матрица S полностью определяет матрицы S𝑘, k = 1, . . . , n.

Можно предложить полное обозрение колец M(n, R, s), о которых
идёт речь в лемме 19.1.

Уточним, что кольцо M(n, R) также подпадает под п. 3 следующей
теоремы. Оно получается, когда все множители s𝑖𝑗𝑘 равны 1= s0. В п. 2
матрица, состоящая из единиц, соответствует M(n, R).
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Теорема 19.2. Существует взаимно однозначное соответствие
между следующими тремя множествами:

1) множество последовательностей длины n−1, состоящих из 0 и 1;
2) множество матриц множителей порядка n, удовлетворяющих

эквивалентным условиям 1 и 2 из леммы 19.1;
3) множество колец M(n, R, s), у которых матрицы множителей

удовлетворяют условиям 1–3 из леммы 19.1.

Доказательство. По существу, биекция между множествами из
п. 1 и 2 уже установлена. Именно, если T = (t𝑖𝑗) — некоторая матри-
ца множителей, принадлежащая множеству из п. 2, то сопоставим
последовательность t12, . . . , t1𝑛 матрице T (как условлено выше, мы
заменяем элементы t𝑖𝑗 на соответствующие показатели элемента s;
далее поступаем аналогично). Наоборот, пусть дана некоторая после-
довательность, принадлежащая множеству из п. 1. Припишем 0 слева
к этой последовательности. Возьмём эту расширенную последователь-
ность в качестве первой строки матрицы (t𝑖𝑗) порядка n. Остальные
элементы матрицы получаются с помощью равенств t1𝑗 + t1𝑘 = t𝑗𝑘
(в поле из двух элементов). Также верно равенство t𝑖𝑗 + t𝑖𝑘 = t𝑗𝑘 для
всех i = 2, . . . , n и всех j, k. Теперь заменим 0 (соответственно 1)
на 1 (соответственно s) в этой матрице. Построенная матрица будет
принадлежать множеству из п. 2. Установленное соответствие между
последовательностями из п. 1 и матрицами из п. 2 является биекцией.

Теперь перейдём к биекции между множествами из п. 2 и 3, кото-
рая практически уже тоже имеется. Если T — некоторая матрица, при-
надлежащая множеству из п. 2, то по теореме 18.3 существует такое
кольцо M(n, R, s), что T — матрица множителей для M(n, R, s). Заме-
тим, что совпадение двух колец вида M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) означает, что опе-
рации умножения в этих кольцах совпадают. Из определения таких
колец вытекает, что системы множителей этих колец M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})
совпадают. Поэтому ясно, что различным матрицам T соответствуют
различные кольца M(n, R, s).

И наоборот, если кольцо M(n, R, s) принадлежит множеству из п. 3,
то сопоставим матрицу множителей S этого кольца кольцу M(n, R, s).
Ранее отмечалось, что множители s𝑖𝑗𝑘 с различными индексами i и k
однозначно определяются множителями вида s𝑖𝑗𝑖. Иными словами,
матрицы множителей S1, . . . , S𝑛 кольца M(n, R, s) однозначно восста-
навливаются по матрице S. Поэтому разным кольцам M(n, R, s) соот-
ветствуют разные матрицы S.
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Следствие 19.3. В теореме 19.2 число колец, принадлежащих мно-
жеству из п. 3, равно 2𝑛−1. Следовательно, это число не зависит от
кольца R и элемента s.

Теперь опишем одну ситуацию общего характера. Пусть дано про-
извольное множество центральных элементов {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n}
кольца R. Требуется проверить, удовлетворяет ли это множество тож-
дествам (1) из § 16; является ли оно системой множителей. Для этого
нам, в частности, нужно проверить равенство

s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘` = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑘` (∗)

для всех попарно различных индексов i, j, k, `. Может случиться так,
что для любой такой четвёрки индексов важно только взаимное рас-
положение индексов i, j, k, `; важен только порядок между индексами.
Подобная ситуация возникает ниже. Для удобства будем считать, что
i= 1, j = 2, k= 3 и `= 4. Учитывая все варианты расположения чисел
i, j, k, `, получаем, что число соответствующих равенств (∗) равно 24.
Удобно расположить эти равенства в виде четырёх серий из шести
равенств в каждой серии. Запишем первую серию, в которой индексы
i, j, k принимают любые значения из {1, 2, 3}:

s123 · s134 = s124 · s234, s321 · s314 = s324 · s214,

s312 · s324 = s314 · s124, s213 · s234 = s214 · s134,

s231 · s214 = s234 · s314, s132 · s124 = s134 · s324.

(∗∗)

Для значений индексов {1, 2, 4}, {1, 3, 4} и {2, 3, 4} имеются ещё три
серии.

Теперь обратимся к случаю 2, выделенному в начале параграфа.
Именно, исследуем другую встречающуюся ситуацию с кольцом
M(n, R, s), когда все множители s𝑖𝑗𝑖, i 6= j, равны s. Или по-другому,
в матрице множителей такого кольца на главной диагонали стоят бло-
ки порядка 1 (эта матрица уже имеет канонический вид). В частности,
завершим доказательство теоремы 18.3. Кольцо M(2, R, s) относится
к этому виду колец, поэтому считаем, что n ¾ 3.

Теорема 19.4. Пусть T = (t𝑖𝑗) — такая матрица порядка n ¾ 3,
что на главной диагонали стоит 1, а на остальных позициях стоит
элемент s. Найдётся кольцо M(n, R, s), у которого T является матри-
цей множителей. Любые два таких кольца переводятся друг в друга
подстановками, они лежат в одной орбите.
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Доказательство. Из текста после следствия 19.3 видно, какие зна-
чения нужно придать множителям s𝑖𝑗𝑘, чтобы получилось нужное
кольцо M(n, R, s). Как всегда, s𝑖𝑖𝑘 = 1 = s𝑖𝑘𝑘. Затем полагаем s𝑖𝑗𝑖 = t𝑖𝑗.
Далее для любых попарно различных индексов i, j, k считаем, что
s𝑖𝑗𝑘 = 1, если перестановка (i, j, k) чётная, и s𝑖𝑗𝑘 = s для нечётной пере-
становки (i, j, k). Убедимся, что множество Σ= {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n}
будет системой множителей и выполняются тождества (1) из § 16.

Если в каком-то тождестве (1) (это тождество (∗) выше) два ин-
декса совпадают, то оно превращается в тождество вида (3) или (4)
из § 16. Однако эти тождества выполняются в силу выбора множите-
лей s𝑖𝑗𝑘. В частности, утверждения проверены для случая n= 3. Далее
считаем, что n ¾ 4. Осталось проверить равенство (∗) для любых
попарно различных индексов i, j, k, `. Здесь мы как раз находимся
в ситуации, описанной после следствия 19.3, поскольку при проверке
важно лишь взаимное расположение чисел i, j, k, `. Поэтому достаточ-
но проверить выполнение всех 24 равенств вида (∗∗), что произво-
дится непосредственными вычислениями.

Итак, Σ— система множителей; следовательно, имеется кольцо
M(n, R,Σ) с матрицей множителей T .

Замечание. Мы прервём доказательство теоремы и к оставшемуся
утверждению об орбите вернёмся позже.

Наоборот, можно в доказательстве считать, что s𝑖𝑗𝑘 = s для чётных
перестановок (i, j, k) и s𝑖𝑗𝑘 = 1 для нечётных перестановок (i, j, k).
Тогда мы тоже получим кольцо с матрицей множителей T . Соответ-
ствующие кольца обозначим L0 и L1. Подстановка

σ =
�

1 2 . . . n
n n− 1 . . . 1

�

переводит L0 в L1 (нужно учесть, что перестановки (i, j, k) и (σ(i),
σ( j), σ(k)) имеют противоположные чётности).

Итак, мы нашли два кольца L0 и L1 с матрицей множителей T .
Существуют ли ещё такие кольца? Для n = 3 ответ отрицательный,
что вытекает из следующего абзаца.

Возьмём n = 4. Из тождеств (3) и (4) из § 16 непосредственно сле-
дует, что множители s123, s312, s231 из равенств (∗∗) совпадают, и то же
верно для s321, s213, s132. Кроме того, элементы этих троек должны при-
нимать противоположные значения (из 1 и s). Аналогичная ситуация
имеет место с первыми элементами остальных 18 равенств. Первыми
элементами равенств (∗∗) исчерпываются все элементы, присутству-
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ющие в этих равенствах. Поэтому можно сделать вывод, что данное
кольцо M(4, R, s) однозначно определяется вектором (c1, c2, c3, c4) дли-
ны 4, состоящим из 0 и 1. Здесь c1=0, если s123=1, c1=1, если s123= s,
и т. д. Кольцам L0 и L1 отвечают векторы (0, 0, 0, 0) и (1, 1, 1, 1) соот-
ветственно. Применяя циклы (1 2 4 3), (1 3 2 4) и (1 4 2 3) к кольцам
L0 и L1, получим ещё четыре кольца M(4, R, s), которым соответству-
ют векторы (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0). Подстановка
(1 4)(2 3) переводит L0 в L1 и обратно. Не существует колец M(4, R, s),
соответствующих векторам (0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1),
(1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1); что-
бы это проверить, достаточно изучить равенства (∗∗). Отсюда следует,
что имеется шесть колец M(4, R, s) с данной матрицей множителей T .
Эти кольца переводятся друг в друга подстановками, они лежат в од-
ной орбите. Кроме того, отметим, что

L1 = L𝑡
0, L(0,0,1,1) = L𝑡

(1,1,0,0), L(0,1,1,0) = L𝑡
(1,0,0,1);

см. п. D из § 16.
Теперь считаем, что n¾ 5. У нас уже есть два таких кольца L0 и L1,

что T — матрица множителей для L0 и L1. Теперь пусть M(n, R, s) —
любое другое подобное кольцо. Покажем, что оно переводится неко-
торой подстановкой в L0 или L1.

Зафиксируем произвольные попарно различные индексы i, j, k, `.
Элементы, занимающие в матрицах из M(n, R, s) позиции

(i, i), (i, j), (i, k), (i, `), ( j, i), ( j, j), ( j, k), ( j, `),

(k, i), (k, j), (k, k), (k, `), (`, i), (`, j), (`, k), (`, `),

образуют некоторое кольцо M(4, R, s). Мы только что установили, что
найдётся подстановка σ степени 4, переводящая это кольцо M(4, R, s)
в кольцо L0. Подразумевая, что числа, отличные от i, j, k, `, остают-
ся на месте, считаем, что σ— подстановка степени n. Применим σ
к кольцу M(n, R, s). Повторив это действие несколько раз, получим
подстановку степени n, переводящую кольцо M(n, R, s) в L0. На этом
доказательство теоремы 19.4 закончено.

На основе изложенного выпишем рассмотренные нами матрицы
множителей S колец M(n, R, s) для n = 2, 3, 4. Мы опускаем матрицу,
которая состоит из 1 и соответствует кольцу M(n, R).

Для n = 2 имеем
S =

�

1 s
s 1

�

.
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Для n = 3 имеются две орбиты матриц множителей и две соответ-
ствующие орбиты колец.

Первая орбита:

S =

�

1 s s
s 1 s
s s 1

�

.

Орбита колец состоит из колец L0 и L1.
Вторая орбита:

�

1 s s
s 1 1
s 1 1

�

,

�

1 1 s
1 1 s
s s 1

�

,

�

1 s 1
s 1 s
1 s 1

�

.

Орбита колец содержит три кольца.
Для n= 4 имеются три орбиты матриц множителей и три соответ-

ствующие орбиты колец.
Первая орбита:

S =





1 s s s
s 1 s s
s s 1 s
s s s 1



 .

Орбита колец состоит из шести колец.
Вторая орбита:





1 s s s
s 1 1 1
s 1 1 1
s 1 1 1



 ,





1 1 1 s
1 1 1 s
1 1 1 s
s s s 1



 ,





1 s 1 1
s 1 s s
1 s 1 1
1 s 1 1



 ,





1 1 s 1
1 1 s 1
s s 1 s
1 1 s 1



 .

Третья орбита:




1 1 s s
1 1 s s
s s 1 1
s s 1 1



 ,





1 s s 1
s 1 1 s
s 1 1 s
1 s s 1



 ,





1 s 1 s
s 1 s 1
1 s 1 s
s 1 s 1



 .

Вторая орбита колец содержит 4 кольца, третья орбита колец содер-
жит 3 кольца.

Кольца L0 являются примерами колец скрещённых матриц [9], ко-
торые весьма полезны для структурной теории некоторых артиновых
колец.

Вернёмся к лемме 18.1. В этой лемме говорится о возможных зна-
чениях множителей в тройке s𝑖𝑗𝑖, s𝑖𝑘𝑖, s𝑗𝑘𝑗. Мы рассмотрели ситуации,
когда реализуются только возможности 1 и 2, а затем только 3. Этим
ситуациям соответствует определённое строение канонического вида
матриц множителей. Остался случай, когда может возникнуть любая
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из возможностей 1–3. Это равносильно тому, что в каноническом ви-
де данной матрицы множителей число блоков на главной диагонали
больше двух и есть блоки порядка больше единицы.

Как получить все кольца M(n, R, s), у которых канонический вид
матрицы множителей имеет подобное строение? Для n = 2 и n = 3
таких колец, конечно, нет. Доказательство теоремы 18.3 предостав-
ляет практический способ построения требуемых колец для n ¾ 4.
Именно, нужно брать, начиная с n= 3, кольца M(n, R, s) и применять
к ним конструкцию K4 из § 3. Перед этим надо применить некоторую
подстановку, чтобы перейти к кольцу M(n, R, s), у которого матрица
множителей имеет канонический вид. Из колец M(n, R, s) нужно ис-
ключить те, у которых матрицы множителей имеют канонический
вид, содержащий ровно два блока на главной диагонали. В результате
получим кольца M(n+1, R, s) с искомым видом матрицы множителей.
Затем применим всевозможные подстановки к этим кольцам. После
этого получим нужные кольца M(n+1, R, s). Отметим, что если блоки
матрицы множителей кольца M(n, R, s) имеют порядки k1, . . . , k𝑡, где
t ¾ 3, то блоки соответствующего кольца M(n + 1, R, s) будут иметь
порядки k1, . . . , k𝑡−1, k𝑡 + 1.

Проиллюстрируем изложенный способ построения для n= 4. Возь-
мём кольцо M(3, R, s), обозначенное выше через L0. Это кольцо имеет
матрицу множителей

�

1 s s
s 1 s
s s 1

�

.

Применяя конструкцию K4 к кольцу L0, получим кольцо M(4, R, s)
с матрицей множителей





1 s s s
s 1 s s
s s 1 1
s s 1 1



 ,

для которой s121= s131= s232= s141= s, s343= 1. Учитывая положение 1
выше главной диагонали, обозначим полученное кольцо через L34.
Применяя к кольцу L34 подстановки (3 1)(4 2), (1 3 4)(2), (1 3)(2)(4),
(2 3 4)(1) и (2 3)(1)(4), получим кольца L12, L13, L14, L23 и L24 соответ-
ственно. Выше главной диагонали матрицы множителей этих колец
имеют 1 в позициях (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3) и (2, 4) соответственно.

То же самое можно делать, начав с кольца L1 = M(3, R, s). В ре-
зультате получим кольца L′12, L′13, L′14, L′23, L′24 и L′34. Напомним, что
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кольцо L0 переводится в кольцо L1 некоторой подстановкой (напри-
мер, (1 4)(2 3)). Кольцо L34 переводится в кольцо L′34 подстановкой
(1 2)(3 4); это даёт частичный ответ на вопрос, сформулированный
в конце § 18. Таким образом, все 12 колец

L12, L13, L14, L23, L24, L34,

L′12, L′13, L′14, L′23, L′24, L′34

лежат в одной орбите. Кроме того, заметим, что L1 = L𝑡
0 и L′𝑖𝑗 = L𝑡

𝑖𝑗;
см. п. D из § 16.

Составленный выше список матриц множителей можем допол-
нить для n = 4 ещё одной орбитой:





1 1 s s
1 1 s s
s s 1 s
s s s 1



 ,





1 s 1 s
s 1 s s
1 s 1 s
s s s 1



 ,





1 s s 1
s 1 s s
s s 1 s
1 s s 1



 ,





1 s s s
s 1 1 s
s 1 1 s
s s s 1



 ,





1 s s s
s 1 s 1
s s 1 s
s 1 s 1



 ,





1 s s s
s 1 s s
s s 1 1
s s 1 1



 .

Соответствующая орбита колец содержит 12 колец вида L𝑖𝑗 и L′𝑖𝑗.
Остаётся неясным, есть ли в этой орбите другие кольца.

§ 20. Проблема изоморфизма

Следующий результат непосредственно выводится из леммы 4.5.

Лемма 20.1. Для любого кольца K формальных матриц над коль-
цом R верно равенство C(K)= {rE | r ∈ C(R)}.

В § 16 сформулирована проблема изоморфизма III. Сейчас мы рас-
смотрим её для таких колец формальных матриц M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}), что
при i 6= j и j 6= k каждый множитель s𝑖𝑗𝑘 равен s𝑚 для некоторого
m¾ 1, где s — фиксированный центральный элемент кольца R. Подоб-
ные кольца упоминались в начале § 18. Здесь мы обозначаем такие
кольца через M(n, R, s); не следует путать это обозначение с симво-
лом M(n, R, s) из § 18 и 19, где M(n, R, s) обозначает такое кольцо, что
s𝑖𝑗𝑘 = 1 или s𝑖𝑗𝑘 = s.

В дальнейшем M(n, R, 0) обозначает такое кольцо M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}),
что все множители s𝑖𝑗𝑘 равны нулю, за исключением s𝑖𝑖𝑘 и s𝑖𝑘𝑘. Да-
лее, T — некоторое кольцо, и M(n, T , {t𝑖𝑗𝑘}) — произвольное кольцо
формальных матриц над T .
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Напомним известное определение. Кольцо называется нормаль-
ным, если все его идемпотенты центральны.

Лемма 20.2. Пусть R — нормальное кольцо. Если

M(n, R, 0)∼= M(n, T , {t𝑖𝑗𝑘}),

то все множители t𝑖𝑗𝑘 равны нулю, за исключением случаев, когда i= j
или j = k.

Доказательство. Обозначим K1 =M(n, R, 0) и K2 =M(n, T , {t𝑖𝑗𝑘}).
Зафиксируем некоторый кольцевой изоморфизм f : K1→ K2. Пусть I
обозначает идеал (I𝑖𝑗) кольца K1, где I𝑖𝑖= 0 и I𝑖𝑗= R при i 6= j (см. пред-
ложение 17.3). Тогда I2 = 0, и, следовательно, ( f (I))2 = 0. Допустим,
что существует такой ненулевой множитель t𝑖𝑘𝑗, что i 6= k и k 6= j. Тогда
E𝑖𝑘E𝑘𝑗= t𝑖𝑘𝑗E𝑖𝑗 6=0, где E𝑖𝑗 — матричная единица (см. § 16). Следователь-
но, матрицы E𝑖𝑘 и E𝑘𝑗 не могут одновременно содержаться в f (I). Для
определённости пусть E𝑖𝑘 /∈ f (I). Тогда

E𝑖𝑖(E𝑖𝑖 + E𝑖𝑘)− (E𝑖𝑖 + E𝑖𝑘)E𝑖𝑖 = E𝑖𝑘 /∈ f (I).

Показано, что идемпотент (E𝑖𝑖+E𝑖𝑘)+ f (I) факторкольца K2/f (I) не яв-
ляется центральным в K2/f (I). Поэтому кольцо K2/f (I) не нормально.
С другой стороны, кольцо K2/f (I) нормально, поскольку

K2/f (I)∼= K1/I ∼= R⊕ . . .⊕ R

— конечное прямое произведение нормальных колец. Получено про-
тиворечие.

Пусть теперь s и t — два ненулевых центральных элемента коль-
ца R (по лемме 20.2 можно считать, что s 6=0 и t 6=0). Кроме того, пусть
s𝑘 6= s` для любых различных неотрицательных k и `. Далее, пусть
M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) и M(n, R, {t𝑖𝑗𝑘}) — такие кольца, как указано в начале
параграфа; а именно, каждый множитель s𝑖𝑗𝑘 является целой положи-
тельной степенью элемента s, а каждый множитель t𝑖𝑗𝑘 является целой
положительной степенью элемента t. Мы также предполагаем, что
хотя бы один из множителей s𝑖𝑗𝑘 равен s и хотя бы один из множите-
лей t𝑖𝑗𝑘 равен t. Кроме того, предполагается, что системы множителей
s𝑖𝑗𝑘 и t𝑖𝑗𝑘 являются «подобными» в следующем смысле:

s𝑖𝑗𝑘 = s𝑚 ⇔ t𝑖𝑗𝑘 = t𝑚

для всех множителей s𝑖𝑗𝑘 и t𝑖𝑗𝑘. В соответствии с нашим соглашением
мы обозначаем рассматриваемые кольца через M(n, R, s) и M(n, R, t)
соответственно.
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Напомним, что через J(R), U(R) и Z(R) обозначаются соответ-
ственно радикал Джекобсона, группа обратимых элементов и множе-
ство всех (левых или правых) делителей нуля кольца R.

Теорема 20.3. Пусть R — такое коммутативное кольцо, что

Z(R) ⊆ J(R).

Кольца M(n, R, s) и M(n, R, t) изоморфны в точности тогда, когда t =
=vα(s), где v — обратимый элемент в R и α— автоморфизм кольца R.

Доказательство. Обозначим K1=M(n, R, s) и K2=M(n, R, t). Пусть
дан кольцевой изоморфизм f : K1 → K2. Изоморфизм f индуцирует
изоморфизм C(K1)→ C(K2) центров этих колец. Рассмотрим действие
этого изоморфизма подробно. Возьмём произвольный элемент a ∈ R.
По лемме 20.1 имеем aE ∈C(K1). Следовательно, f (aE)∈C(K2). Далее,
f (aE) = bE для некоторого b ∈ R. Получаем, что f индуцирует такой
автоморфизм α кольца R, что α(a) = b. Итак, имеем f (aE) = α(a)E,
a ∈ R.

Теперь возьмём идеал

(sE)K1 =

�

sR . . . sR
. . . . . . . . . . . .
sR . . . sR

�

кольца K1. Его образом при действии f является идеал f ((sE)K1). Верны
равенства

f ((sE)K1)= f (sE)K2 = (α(s)E)K2 =

�

α(s)R . . . α(s)R
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α(s)R . . . α(s)R

�

.

Изоморфизм f индуцирует изоморфизм факторколец

K1/(sE)K1→ K2/(α(s)E)K2.

Первое факторкольцо есть кольцо матриц M(n, R/sR, 0); см. абзац
перед леммой 20.2, а второе есть кольцо матриц M(n, R/α(s)R, t ), где
t = t + α(s)R. Таким образом, множителями этого кольца являются
смежные классы t𝑖𝑗𝑘 + α(s)R. Применяя лемму 20.2, получаем, что
t = 0 или t ∈ α(s)R (надо учесть, что t является одним из t𝑖𝑗𝑘). Сле-
довательно, t = α(s)x для некоторого элемента x ∈ R. Взяв обратный
изоморфизм к f , получаем, что s = α−1(t) y, y ∈ R. Тогда имеем

t = α(s)x = tα( y)x, t(1−α( y)x)= 0.
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По условию получаем, что

1−α( y)x ∈ J(R), 1− (1−α( y)x)= α( y)x ∈ U(R).

Следовательно, x — обратимый элемент. Поэтому t = vα(s), где v —
обратимый элемент и α— автоморфизм кольца R.

Теперь предположим, что t = vα(s), где v — обратимый элемент
и α— автоморфизм кольца R. Покажем, что кольца K1 и K2 изоморф-
ны. Во-первых, в соответствии с п. B из § 16 имеем изоморфизм

M(n, R, s)∼= M(n, R,α(s)).

Система множителей второго кольца есть

{α(s𝑖𝑗𝑘) | i, j, k = 1, . . . , n}.

Мы можем считать, что α— тождественный автоморфизм. Возьмём
множество {v𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n}, где v𝑖𝑗𝑘 = v𝑚, если s𝑖𝑗𝑘 = s𝑚. Это
множество является системой множителей. Поэтому имеем кольцо
M(n, R, vs) с системой множителей {v𝑖𝑗𝑘s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n}. По п. C
из § 16 имеется изоморфизм M(n, R, vs) ∼= M(n, R, s). Из равенства
t = vs и соглашения о «подобии» систем множителей следует, что
t𝑖𝑗𝑘 = v𝑖𝑗𝑘s𝑖𝑗𝑘 для всех i, j, k. Поэтому

M(n, R, vs)= M(n, R, t) и M(n, R, s)∼= M(n, R, t).

Заметим, что Z(R) ⊆ J(R), если R — либо область, либо локальное
кольцо.

Следствие 20.4. Пусть R — коммутативное кольцо, являющееся
либо областью, либо локальным кольцом. Кольца M(n, R, s) и M(n, R, t)
изоморфны в точности тогда, когда t = vα(s), где v — обратимый
элемент, а α— автоморфизм кольца R.

В статьях Крылова [63] и Танга, Ли и Жу [96] доказаны некото-
рые теоремы изоморфизма для колец формальных матриц порядка 2
(в том числе следствие 20.5). Танг и Жу [97] доказали теорему 20.3
для колец, указанных в § 18. В этом случае ограничения на элементы s
и t, перечисленные перед теоремой 20.3, не нужны. Эти ограничения
также не нужны для n = 2 (как умножаются матрицы в таком кольце,
написано после предложения 16.2).

Следствие 20.5 [63]. Пусть R — коммутативное кольцо, и пусть s
и t — некоторые элементы этого кольца, причём хотя бы один из этих
элементов не является делителем нуля. Кольца M(2, R, s) и M(2, R, t)
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изоморфны в точности тогда, когда t = vα(s), где v — обратимый
элемент, а α— автоморфизм кольца R.

Абызов и Тапкин [3] изучают кольца M(3, R,Σ) с симметрически-
ми матрицами S1, S2 и S3, s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖 для всех i, j, k = 1, 2, 3 (см. конец
§ 16 о кольцах матриц порядка 3). В частности, авторы получили ряд
результатов по проблеме изоморфизма для таких колец; см. также
[108]. Кроме того, Абызов и Тапкин ввели системы множителей более
общего вида (по сравнению со случаем n = 3) следующим образом.
Пусть s1, . . . , s𝑛 — произвольные центральные элементы кольца R. Для
всех i, j, k = 1, . . . , n положим

s𝑖𝑗𝑘 =











1, если i = j или j = k;

s𝑗, если i, j, k попарно различны;

s𝑖s𝑗, если i = k, но i 6= j.

Непосредственно проверяется, что Σ= {s𝑖𝑗𝑘} является системой мно-
жителей, поскольку Σ удовлетворяет равенствам (1) § 16. Следова-
тельно, существует кольцо M(n, R,Σ). Далее Абызов и Тапкин [3] пе-
реносят результаты по проблеме изоморфизма, полученные для колец
M(3, R,Σ), на вышеупомянутые кольца M(n, R,Σ). Класс таких колец
M(n, R,Σ) содержит кольца Танга и Жу из начала § 18.

Если s и t — любые (без всяких ограничений) два обратимых эле-
мента, то любые два кольца M(n, R, s) и M(n, R, t), указанные в начале
параграфа, являются изоморфными по предложению 16.2. Поэтому
можно считать, что один из этих элементов (например, s) необратим.
В этом случае если R — область, то s𝑘 6= s` при k 6= `. Это реализуется
в следующих двух примерах. Поэтому в этих примерах предполагает-
ся, что соответствующие системы множителей {s𝑖𝑗𝑘} и {t𝑖𝑗𝑘} удовлетво-
ряют только двум условиям, сформулированным перед теоремой 20.3.

Пример 20.6. Пусть s, t ∈ Z. Изоморфизм M(n,Z, s) ∼= M(n,Z, t)
существует в точности тогда, когда t = ±s.

Доказательство. Прежде всего нужно учесть лемму 20.2 и замеча-
ние перед примером 20.6. Тогда утверждение следует из теоремы 20.3,
поскольку кольцо Z имеет только тождественный автоморфизм и
U(Z)= {1,−1}.

Пример 20.7. Пусть R — коммутативная область и i, j — нату-
ральные числа. Если

M(n, R[x], x𝑖)∼= M(n, R[x], x 𝑗)
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или
M(n, R[[x]], x𝑖)∼= M(n, R[[x]], x 𝑗),

то i = j.

Доказательство. Пусть V — одно из колец R[x], R[[x]]. Допустим,
что i< j. По теореме 20.3 имеем x𝑖=v(x)α(x 𝑗)=v(x)α(x) 𝑗, где v(x) —
обратимый элемент кольца V и α— автоморфизм кольца V. Далее,
имеем α(x)= x𝑘(a0 + a1 x + . . .), где k ¾ 0 и a0 6= 0. Тогда

x𝑖 = x 𝑗𝑘v(x)(a0 + a1 x + . . .) 𝑗.

Однако i< j. Поэтому k=0 и имеем равенство x𝑖=v(x)(a0+a1 x+ . . .) 𝑗.
Так как a0 6= 0, получаем, что v(x) делится на x, что невозможно.

§ 21. Определители формальных матриц

В этом и следующем параграфах R — коммутативное кольцо, а K
обозначает некоторое кольцо формальных матриц порядка n над коль-
цом R с системой множителей {s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k=1, . . . , n}, K=M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}).

Напомним правило умножения матриц в кольце K . Пусть A= (a𝑖𝑗),
B= (b𝑖𝑗), AB= (c𝑖𝑗). Тогда c𝑖𝑗 =

∑𝑛
𝑘=1 s𝑖𝑘𝑗a𝑖𝑘b𝑘𝑗. Мы будем несколько раз

использовать формулы из § 16, относящиеся к связям между множи-
телями s𝑖𝑗𝑘. Для удобства чтения мы частично повторим эти формулы.
Прежде всего это основные тождества (1):

s𝑖𝑖𝑘 = 1= s𝑖𝑘𝑘, s𝑖𝑗𝑘 · s𝑖𝑘` = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑘`.

Из этих тождеств вытекает ещё несколько тождеств:

s𝑖𝑗𝑖 = s𝑗𝑖𝑗, s𝑖𝑗𝑖 = s𝑖𝑗` · s𝑗𝑖` = s`𝑖𝑗 · s`𝑗𝑖.

Кроме того, для любых i, j = 1, . . . , n мы определили элемент t𝑖𝑗, рав-
ный s𝑖𝑗` для какого-то одного `= 1, . . . , n. Справедливы тождества

t𝑖𝑗 · t𝑗𝑖 = s𝑖𝑗𝑖, t𝑖𝑗 · t𝑗𝑘 = t𝑖𝑘 · s𝑖𝑗𝑘.

Теперь мы введём понятие определителя произвольной матрицы из K
и покажем, что такой определитель обладает свойствами, аналогич-
ными основным свойствам обычного определителя матриц из кольца
M(n, R). Свойства этого обычного определителя мы используем без
дополнительных пояснений.

В нескольких случаях определители матриц из кольца K встре-
чаются в статьях [3, 39, 40, 97, 98]. В работе [62] предложен общий
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подход к понятию определителя произвольной формальной матрицы
порядка 2.

Введём некоторые преобразования строк и столбцов матриц из K .
A. Строки матрицы A можно умножать на элементы из R. Поэтому

можно говорить об общих множителях элементов строк.
У нас есть гомоморфизм

ϕ𝑖𝑗𝑘 : R𝑖𝑗 ⊗𝑅𝑗
R𝑗𝑘→ R𝑖𝑘, ϕ𝑖𝑗𝑘(x ⊗ y)= s𝑖𝑗𝑘 xy = x ◦ y;

см. § 3 и 16. Символ ◦ можно рассматривать как операцию в R; однако
её результат зависит от индексов i, j и k. Чтобы подчеркнуть, что
элемент r кольца R используется как элемент из R𝑖𝑗, мы будем добав-
лять к этому элементу индексы i и j. Именно, полагаем r𝑖𝑗 = r. Пусть
A1, . . . , A𝑛 — строки матрицы A. Тогда r𝑖𝑗 ◦ A𝑗 обозначает вектор-стро-
ку (r𝑖𝑗 ◦ a𝑗1, . . . , r𝑖𝑗 ◦ a𝑗𝑛). На самом деле мы имеем дело с некоторым
R-модулем (R, . . . , R).

B. Можно умножить (в смысле операции ◦) j-ю строку матрицы A
на элемент r𝑖𝑗 и прибавить к i-й строке. Такое преобразование мы
кратко записываем как r𝑖𝑗 ◦ A𝑗 + A𝑖.

C. Можно заменить i-ю строку матрицы A на строку

1𝑖𝑗 ◦ A𝑗 = (s𝑖𝑗1a𝑗1, . . . , s𝑖𝑗𝑛a𝑗𝑛)

и также заменить j-ю строку матрицы A на строку

1𝑗𝑖 ◦ A𝑖 = (s𝑗𝑖1a𝑖1, . . . , s𝑗𝑖𝑛a𝑖𝑛).

Переход от матрицы A к полученной матрице назовём перестановкой
i-й строки и j-й строки матрицы A. Аналогичные преобразования
могут выполняться над столбцами матрицы A.

Будем говорить, что i-я строка и j-я строка матрицы A пропорцио-
нальны, если A𝑗 = r𝑗𝑖 ◦ A𝑖 или A𝑖 = r𝑖𝑗 ◦ A𝑗 для некоторых элементов
r𝑗𝑖, r𝑖𝑗 ∈ R.

Пусть η— один из гомоморфизмов

M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})→ M(n, R),

определённых перед предложением 16.2. Он действует по правилу
(a𝑖𝑗)→ (t𝑖𝑗a𝑖𝑗), где t𝑖𝑗 = s𝑖𝑗` для некоторого фиксированного `= 1, . . . , n.

Обычный определитель матрицы C ∈ M(n, R) обозначим через |C|.
Для любой матрицы A из кольца K обозначим d(A)= |ηA|. Мы называ-
ем элемент d(A) определителем матрицы A в кольце K , а отображение
d : K → R, A→ d(A), называется определителем кольца K.



142 Глава 3. Кольца формальных матриц над данным кольцом

Изложим эквивалентный способ введения определителей матриц
из K. Сначала вернёмся к операции ◦. Если x𝑖𝑗, x𝑗𝑘 ∈ R, то по нашей
договорённости x𝑖𝑗 ◦ x𝑗𝑘= s𝑖𝑗𝑘 x𝑖𝑗 x𝑗𝑘. Элементу x𝑖𝑗 x𝑗𝑘 будем приписывать
индексы i, k.

Теперь пусть даны элементы a𝑖1𝑖2
, . . . , a𝑖𝑘−1𝑖𝑘

кольца R. Выражение

a𝑖1𝑖2
◦ a𝑖2𝑖3

◦ . . . ◦ a𝑖𝑘−1𝑖𝑘
(1)

имеет точный смысл. Действительно, любая расстановка скобок в вы-
ражении (1) правомерна. При этом результат не зависит от расстанов-
ки скобок, т. е. ◦— ассоциативная операция. Это доказывается индук-
цией по числу элементов. При k=3 утверждение следует из основных
тождеств, указанных в начале параграфа.

Выражению (1) можно придать значение с помощью тензорного
произведения R𝑖1𝑖2

⊗𝑅 . . . ⊗𝑅 R𝑖𝑘−1𝑖𝑘
. Гомоморфизмы ϕ𝑖𝑗𝑘 индуцируют

гомоморфизм ϕ этого произведения в R. Тогда

a𝑖1𝑖2
◦ . . . ◦ a𝑖𝑘−1𝑖𝑘

= ϕ(a𝑖1𝑖2
⊗ . . .⊗ a𝑖𝑘−1𝑖𝑘

).

Ещё можно поступить следующим образом. Как и раньше, пусть E𝑖𝑗 —
матричная единица. Тогда E𝑖𝑗E𝑗𝑘 = s𝑖𝑗𝑘E𝑖𝑘. Если

(a𝑖1𝑖2
E𝑖1𝑖2

) · . . . · (a𝑖𝑘−1𝑖𝑘
E𝑖𝑘−1𝑖𝑘

)= cE𝑖1𝑖𝑘
, c ∈ R,

то a𝑖1𝑖2
◦ . . . ◦ a𝑖𝑘−1𝑖𝑘

= c.
Пусть ещё дан элемент a𝑖𝑘𝑖1

. Индексы элементов a𝑖1𝑖2
, . . . , a𝑖𝑘−1𝑖𝑘

, a𝑖𝑘𝑖1

образуют цикл; обозначим его σ. Запишем его, начиная с другого
элемента. В таком случае выражение a𝑖1𝑖2

◦ . . . ◦ a𝑖𝑘−1𝑖𝑘
◦ a𝑖𝑘𝑖1

будет рав-
но соответствующему выражению для другой записи цикла σ (надо
учесть равенство s𝑖𝑗𝑖 = s𝑗𝑖𝑗).

Теперь мы можем придать значение выражению a1𝑖1
◦ . . . ◦ a𝑛𝑖𝑛

при условии, что вторые индексы множителей образуют перестановку
чисел от 1 до n. Для этого запишем подстановку

τ=
�

1 2 . . . n
i1 i2 . . . i𝑛

�

в виде произведения независимых циклов σ1, . . . ,σ𝑚. Если c1, . . . , c𝑚 —
произведения (в смысле операции ◦) элементов, индексы которых
входят в циклы σ1, . . . ,σ𝑚 соответственно, то полагаем

a1𝑖1
◦ . . . ◦ a𝑛𝑖𝑛

= c1 · . . . · c𝑚.

Мы утверждаем, что

d(A)=
∑

𝑛!

(−1)𝑞a1𝑖1
◦ . . . ◦ a𝑛𝑖𝑛

,
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где q — число инверсий в перестановке i1, . . . , i𝑛. Так как

d(A)= |ηA|=
∑

𝑛!

(−1)𝑞t1𝑖1
a1𝑖1
· . . . · t𝑛𝑖𝑛

a𝑛𝑖𝑛
,

достаточно проверить, что соответствующие слагаемые двух сумм
равны между собой. Возьмём два таких слагаемых. Разложим под-
становку индексов множителей этих слагаемых в произведение неза-
висимых циклов. Покажем, что произведения элементов, индексы ко-
торых составляют какой-то цикл, равны между собой. Возьмём один
из циклов (i1i2 . . . i𝑘). Произведение a𝑖1𝑖2

◦ . . . ◦ a𝑖𝑘𝑖1
равно

s𝑖1𝑖2𝑖1
· s𝑖2𝑖3𝑖1

· . . . · s𝑖𝑘−1𝑖𝑘𝑖1
· a𝑖1𝑖2

· . . . · a𝑖𝑘𝑖1
.

Соответствующее произведение для определителя ηA есть

t𝑖1𝑖2
· . . . · t𝑖𝑘𝑖1

· a𝑖1𝑖2
· . . . · a𝑖𝑘𝑖1

.

Индукцией по длине цикла покажем, что

t𝑖1𝑖2
· . . . · t𝑖𝑘𝑖1

= s𝑖1𝑖2𝑖1
· . . . · s𝑖𝑘−1𝑖𝑘𝑖1

.

Если k= 2, то t𝑖1𝑖2
t𝑖2𝑖1
= s𝑖1𝑖2𝑖1

. Пусть k¾ 3. Имеем t𝑖𝑘−1𝑖𝑘
t𝑖𝑘𝑖1
= t𝑖𝑘−1𝑖1

s𝑖𝑘−1𝑖𝑘𝑖1
;

далее применяем предположение индукции. В итоге получаем соот-
ношение

d(A)=
∑

𝑛!

(−1)𝑞a1𝑖1
◦ . . . ◦ a𝑛𝑖𝑛

.

Можно сказать, что для определителя d(A) имеет место формула пол-
ного развёртывания. Как следствие, получаем, что первое определе-
ние определителя d(A) не зависит от выбора гомоморфизма η.

Запишем несколько основных свойств определителя d(A). Каждое
из них можно проверить исходя из первого либо второго определе-
ния определителя. Мы чаще используем первое определение, чтобы
не повторять общеизвестные рассуждения.

1. Справедливо равенство d(E)= 1.
2. Определитель d является полилинейной функцией строк мат-

рицы.
Свойство 2 вытекает из равенства d(A)=ηA и аналогичного свой-

ства обычного определителя.
3. Если матрица A′ получена из матрицы A перестановкой i-й

строки и j-й строки при i 6= j, то d(A′)= −s𝑖𝑗𝑖d(A).
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Доказательство. Рассмотрим матрицу A′, где i-я строка равна
1𝑖𝑗 ◦ A𝑗, а j-я строка равна 1𝑗𝑖 ◦ A𝑖. Рассмотрим матрицу η(A′), где i-я
строка равна (t𝑖1s𝑖𝑗1a𝑗1, . . . , t𝑖𝑛s𝑖𝑗𝑛a𝑗𝑛). Для каждого k теперь получаем,
что

t𝑖𝑘s𝑖𝑗𝑘 = s𝑖𝑘`s𝑖𝑗𝑘 = s𝑖𝑗`s𝑗𝑘` = s𝑖𝑗`t𝑗𝑘.

Можно проделать то же самое для j-й строки матрицы η(A′). Получа-
ем, что

|η(A′)|= s𝑖𝑗`s𝑗𝑖`|A′′|= s𝑖𝑗𝑖|A′′|,

где матрица A′′ получается из ηA перестановкой i-й строки и j-й
строки. Поэтому |A′′|= −|ηA|. Теперь получаем

d(A′)= |η(A′)|= s𝑖𝑗𝑖|A′′|= −s𝑖𝑗𝑖|ηA|= −s𝑖𝑗𝑖d(A).

4. Если некоторые две строки матрицы A пропорциональны, то
d(A)= 0.

Доказательство. Пусть j-я строка матрицы A равна r𝑗𝑖 ◦ A𝑖 для
некоторого r𝑗𝑖 ∈ R. По свойству 2 можно считать, что эта строка имеет
вид (s𝑗𝑖1a𝑖1, . . . , s𝑖𝑗𝑛a𝑖𝑛). Для матрицы ηA строка с номером i равна
(s𝑖1`a𝑖1, . . . , s𝑖𝑛`a𝑖𝑛) для некоторого `, а строка с номером j равна
(s𝑗1`s𝑗𝑖1a𝑖1, . . . , s𝑗𝑛`s𝑗𝑖𝑛a𝑖𝑛). Для каждого k=1, . . . , n имеем s𝑗𝑖𝑘s𝑗𝑘`= s𝑗𝑖`s𝑖𝑘`.
Теперь ясно, что i-я строка матрицы ηA пропорциональна её j-й стро-
ке. Следовательно, d(A)= |ηA|= 0.

5. Если умножить (в смысле операции ◦) j-ю строку матрицы A
на некоторый элемент r𝑖𝑗 ∈ R и прибавить произведение к i-й строке
матрицы A, то определитель полученной матрицы будет равен d(A).

Доказательство утверждения 5 использует стандартные рассужде-
ния, основанные на свойствах 2 и 4.

6. Для любых матриц A и B верно равенство d(AB)= d(A)d(B).

Доказательство. Ясно, что верны равенства

d(AB)= |η(AB)|= |η(A)η(B)|= |η(A)| · |η(B)|= d(A)d(B).

7. Если s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖 для всех i, j, k, то d(A) = d(A𝑡) для любой мат-
рицы A. Если все элементы s𝑖𝑗𝑖 не являются делителями нуля в R, то
верно и обратное.

Доказательство. Можно использовать гомоморфизм η или фор-
мулу полного развёртывания; это практически одно и то же. Будем
использовать первый способ. Верны равенства d(A)= |ηA| и d(A𝑡)=
= |η(A𝑡)|. Имеется известное соответствие между слагаемыми опреде-
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лителей |ηA| и |η(A𝑡)|. Возьмём некоторое слагаемое c определителя
|ηA|; пусть τ— подстановка индексов этого слагаемого. Верно равен-
ство τ = σ1 · . . . · σ𝑚, где σ𝑖 — попарно независимые циклы (в том
числе длины 1). Далее, пусть c𝑖 — произведение множителей, индексы
которых входят в σ𝑖, i = 1, . . . , m. Тогда c = c1 · . . . · c𝑚.

Пусть слагаемое d определителя |η(A𝑡)| соответствует c. Подста-
новка его индексов есть τ−1=σ−1

𝑚 · . . . ·σ−1
1 . Запишем соответствующее

представление d = d1 · . . . · d𝑚 элемента d. Проверим, что c1 = d1, . . . ,
c𝑚= d𝑚. С этой целью возьмём какой-то цикл σ= (i1i2 . . . i𝑘). Без огра-
ничения общности можно считать, что k¾ 2. Тогда σ−1= (i𝑘i𝑘−1 . . . i1).
Теперь достаточно проверить, что произведение t𝑖1𝑖2

t𝑖2𝑖3
· . . . · t𝑖𝑘−1𝑖𝑘

t𝑖𝑘𝑖1

равно произведению t𝑖𝑘𝑖𝑘−1
t𝑖𝑘−1𝑖𝑘−2

· . . . · t𝑖2𝑖1
t𝑖1𝑖𝑘

. Эти произведения равны

(t𝑖1𝑖2
t𝑖2𝑖3
· . . . · t𝑖𝑘−2𝑖𝑘−1

t𝑖𝑘−1𝑖1
)s𝑖𝑘−1𝑖𝑘𝑖1

и
(t𝑖2𝑖1

t𝑖3𝑖2
· . . . · t𝑖𝑘−1𝑖𝑘−2

t𝑖1𝑖𝑘−1
)s𝑖1𝑖𝑘𝑖𝑘−1

соответственно. Вид выражений в скобках подсказывает, что можно
провести индукцию по длине цикла σ. Случай k = 2 очевиден.

Теперь предположим, что все множители s𝑖𝑗𝑖 не являются делите-
лями нуля и d(A) = d(A𝑡) для каждой матрицы A. Если какие-то два
из трёх индексов i, j, k совпадают, то s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖. Поэтому считаем, что
индексы i, j, k попарно различны. Возьмём матрицу

A = E + E𝑖𝑘 + E𝑘𝑗 + E𝑗𝑖 − E𝑖𝑖 − E𝑘𝑘 − E𝑗𝑗.

Определитель d(A) равен

1𝑖𝑘 ◦ 1𝑘𝑗 ◦ 1𝑗𝑖 = s𝑖𝑘𝑗s𝑖𝑗𝑖,

определитель d(A𝑡) равен s𝑗𝑘𝑖s𝑗𝑖𝑗. Следовательно, s𝑖𝑘𝑗 = s𝑗𝑘𝑖.

Верна известная формула для определителя с углом, состоящим
из нулей.

8. Если матрица A имеет вид
�

𝐵 𝐷
0 𝐶

�

, где B и C — матрицы поряд-
ков m и n−m соответственно, то d(A)= d(B)d(C).

Доказательство. Сделаем некоторые пояснения. Матрица B име-
ет систему множителей {s𝑖𝑗𝑘 |1¶ i, j, k¶m}, а матрица C имеет систему
множителей {s𝑖𝑗𝑘 |m+ 1¶ i, j, k ¶ n} (все индексы можно уменьшить
на m). Для колец M(m, R, {s𝑖𝑗𝑘}) и M(n − m, R, {s𝑖𝑗𝑘}) считаем, что
соответствующие гомоморфизмы η являются ограничениями гомо-
морфизма η для кольца M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}). Имеется в виду, что матрица B
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отождествляется с матрицей
�

𝐵 0
0 0

�

, а матрица C отождествляется с мат-
рицей

�

0 0
0 𝐶

�

. Теперь можно записать равенства

d(A)= |ηA|= |ηB| · |ηC|= d(B)d(C).

Если среди множителей s𝑖𝑗𝑘 есть делители нуля, то это часто за-
трудняет работу с матрицами. Определим одно кольцо формальных
матриц, которое иногда помогает избегать этих трудностей. В одном
случае подобное кольцо введено в статье [97]; см. ниже.

Зафиксируем коммутативное кольцо R и целое число n ¾ 2. Пусть
X = {x𝑖𝑗𝑘}— множество из n(n2 − 1) переменных, где 1 ¶ i, j, k ¶ n,
i 6= j, j 6= k. Далее, пусть R[X] — кольцо многочленов от переменных
x𝑖𝑗𝑘 с коэффициентами в кольце R.

Пусть I — идеал кольца R[X], порождённый всеми разностями вида
x𝑖𝑗𝑘 x𝑖𝑘` − x𝑖𝑗`x𝑗𝑘`. Обозначим через R[X] факторкольцо R[X]/I. Отожде-
ствим элементы кольца R с их образами в R[X]. Для упрощения записи
смежный класс x𝑖𝑗𝑘+ I обозначим через x𝑖𝑗𝑘. В дальнейшем будет важно
то, что элементы x𝑖𝑗𝑘 не являются делителями нуля в R[X].

Полагаем x𝑖𝑖𝑘=1= x𝑖𝑘𝑘 для всех i, k=1, . . . , n. В кольце R[X] верны
равенства x𝑖𝑗𝑘 x𝑖𝑘`= x𝑖𝑗`x𝑗𝑘` для всех значений индексов. Поэтому суще-
ствует кольцо формальных матриц M(n, R[X], {x𝑖𝑗𝑘}). Обозначим это
кольцо через M(n, R[X], X). Имеется известный гомоморфизм

η: M(n, R[X], X)→ M(n, R[X]);

см. абзац перед предложением 16.2. Кроме того, ранее был определён
определитель d : M(n, R[X], X)→ R[X]. В некотором смысле кольцо
M(n, R[X], X) и определитель d являются коуниверсальным объектом
для колец формальных матриц порядка n над R и их определителей.
Придадим точный смысл этой фразе.

Пусть дано конкретное кольцо формальных матриц M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}).
В таком случае появляются несколько гомоморфизмов, которые мы
называем гомоморфизмами замены и обозначаем одной буквой θ .
Каждый такой гомоморфизм заменяет символ x𝑖𝑗𝑘 на элемент s𝑖𝑗𝑘.
Прежде всего это гомоморфизм θ : R[X]→ R. Поскольку R вклады-
вается в R[X], гомоморфизм θ расщепляется, т. е. R[X]= R⊕ Ker(θ).

Из основных тождеств (1) из § 16 вытекает включение I ⊆ Ker(θ).
После отождествления можно считать, что R[X]= R⊕ (Ker(θ))/I. Кро-
ме того, θ индуцирует гомоморфизм R[X]→ R; обозначим его той же
буквой θ .
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Более общим образом, имеется расщепляющийся гомоморфизм
замены θ : M(n, R[X])→ M(n, R), при котором θ применяется к каж-
дому элементу матрицы, и также имеется разложение

M(n, R[X])= M(n, R)⊕ Ker(θ).

Далее, θ индуцирует гомоморфизм замены

θ : M(n, R[X])→ M(n, R)

и разложение

M(n, R[X])= M(n, R)⊕ (Ker(θ)/M(n, I)). (∗)

Последний гомоморфизм θ будет также гомоморфизмом колец фор-
мальных матриц

M(n, R[X], X)→ M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}).

Замечания. 1. Разложение (∗) является только аддитивным.
2. Гомоморфизм θ сюръективен. Более точно, каждая матрица

(a𝑖𝑗)∈M(n, R) является образом матрицы (a𝑖𝑗) из M(n, R[X]) (мы отож-
дествляем матрицы (a𝑖𝑗) и (a𝑖𝑗 + I)).

Теперь можно записать две коммутативные диаграммы:

M(n, R[X], X)
η
//

θ

��

M(n, R[X])

θ

��

M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})
η
// M(n, R),

M(n, R[X]) det
//

θ

��

R[X]

θ

��

M(n, R) det
// R,

где det — обычный определитель. Коммутативность второй диаграм-
мы непосредственно проверяется с помощью формулы полного раз-
вёртывания определителя. Также имеем коммутативную диаграмму,
которая соединяет две предыдущие диаграммы:

M(n, R[X], X) 𝑑
//

θ

��

R[X]

θ

��

M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})
𝑑
// R.
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Мы имели в виду существование последней диаграммы, когда гово-
рили, что пара (M(n, R[X], X), d) коуниверсальна.

В одном важном случае можно упростить конструкцию кольца
M(n, R[X], X). Рассмотрим кольца формальных матриц M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}),
в которых все множители s𝑖𝑗𝑘 являются целой неотрицательной степе-
нью некоторого ненулевого элемента s. Обозначим через M(n, R, s)
некоторое такое кольцо. В § 18 и 19 мы подробно изучали такие
кольца M(n, R, s), что любой множитель s𝑖𝑗𝑘 равен 1 или s. В § 20 мы
считали, что s𝑖𝑗𝑘 = s𝑚, m ¾ 1, при i 6= j и j 6= k.

Относительно элемента s также предположим, что s𝑘 6= s` для лю-
бых различных неотрицательных k и `. Пусть x — переменная. Для
любых i, j, k обозначим x𝑖𝑗𝑘= x𝑚 при условии, что s𝑖𝑗𝑘= s𝑚. Множество
{x𝑖𝑗𝑘 | i, j, k = 1, . . . , n} является системой множителей в кольце мно-
гочленов R[x]. Следовательно, имеется кольцо формальных матриц
M(n, R[x], {x𝑖𝑗𝑘}); обозначим его M(n, R[x], x). Записанные выше три
диаграммы превращаются в диаграммы

M(n, R[x], x)
η
//

θ

��

M(n, R[x])

θ

��

M(n, R, s)
η

// M(n, R),

M(n, R[x], x) 𝑑
//

θ

��

R[x]

θ

��

M(n, R, s) 𝑑
// R.

В этих диаграммах d — определитель, а θ — гомоморфизм замены,
который заменяет букву x на букву s. Танг и Жу определили и исполь-
зовали кольцо M(n, R[x], x) в работе [97].

§ 22. Некоторые теоремы
о формальных матрицах

Сохраняются все обозначения из предыдущего параграфа. Мы
по-прежнему считаем, что дано некоторое кольцо формальных мат-
риц M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}), где R — коммутативное кольцо. Покажем, что вер-
ны аналоги теоремы Гамильтона — Кэли и одного известного крите-
рия обратимости матрицы.
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Напомним, что t𝑖𝑗 = s𝑖𝑗` для некоторого фиксированного `. Мы всё
время используем гомоморфизм

η: M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})→ M(n, R), (a𝑖𝑗)→ (t𝑖𝑗a𝑖𝑗);

см. § 16.
Пусть A= (a𝑖𝑗) — некоторая матрица. Обозначим через η(A)∗ при-

соединённую матрицу для ηA. Тогда

η(A)η(A)∗ = η(A)∗η(A)= |η(A)|E.

Далее запишем η(A)∗ = (A′𝑗𝑖), где A′𝑗𝑖 — алгебраическое дополнение
элемента t𝑗𝑖a𝑗𝑖. Напомним, что A′𝑗𝑖 — определитель матрицы, которая
получается из матрицы ηA заменой элемента t𝑗𝑖a𝑗𝑖 на 1 и заменой всех
остальных элементов j-й строки и i-го столбца на 0.

Временно будем считать, что все элементы s𝑖𝑗𝑘 — неделители нуля.
Сначала мы также предполагаем, что n ¾ 3. Возьмём произвольное
слагаемое определителя A′𝑗𝑖, где j 6= i. Это слагаемое обязательно содер-
жит множитель t𝑖𝑘a𝑖𝑘t𝑘𝑗a𝑘𝑗 для некоторого k 6= i, j. Так как t𝑖𝑘t𝑘𝑗= s𝑖𝑘𝑗t𝑖𝑗,
можно записать A′𝑗𝑖 = t𝑗𝑖 A𝑗𝑖, где A𝑗𝑖 — вполне определённый элемент
кольца R, получаемый из A′𝑗𝑖 каноническим способом. Если i= j, t𝑖𝑗=1
и A𝑗𝑖 = A′𝑗𝑖. Для n = 2 существование такого элемента t𝑖𝑗 доказывается
непосредственно.

Составим матрицу A∗ = (A𝑗𝑖). Для неё имеем η(A∗)= η(A)∗. Далее,

η(AA∗)= η(A)η(A∗)= η(A)η(A)∗ = |η(A)| · E = d(A)E = η(d(A)E);

аналогично имеем
η(A∗A)= η(d(A)E).

Так как все s𝑖𝑗𝑘 — неделители нуля, Ker(η) = 0 по предложению 16.2.
Следовательно, AA∗ = A∗A = d(A)E.

А как построить матрицу A∗, если не все элементы s𝑖𝑗𝑘 являют-
ся неделителями нуля? Для этой цели воспользуемся коммутативной
диаграммой из § 21:

M(n, R[X], X)
𝑑𝑋
//

θ

��

R[X]

θ

��

M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})
𝑑
// R

(1)

(в первой строке диаграммы мы поставили d𝑋 вместо d). Так как
все x𝑖𝑗𝑘 — неделители нуля, из изложенного выше следует, что име-
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ется такая однозначно определённая матрица A∗𝑋 ∈ M(n, R[X], X), что
AA∗𝑋 = A∗𝑋 A = d𝑋(A)E. Отсюда вытекает, что

θ(A)θ(A∗𝑋)= θ(A∗𝑋)θ(A)= θ(d𝑋(A)E),

или
Aθ(A∗𝑋)= θ(A∗𝑋)A = θ(d𝑋(A)E).

Из диаграммы вытекает, что θd𝑋(A)= dθ(A)= d(A), откуда

θ(d𝑋(A)E)= d(A)E.

В итоге получаем равенства

Aθ(A∗𝑋)= θ(A∗𝑋)A = d(A)E.

Остаётся обозначить A∗=θ(A∗𝑋). Если все элементы s𝑖𝑗𝑘 являются неде-
лителями нуля, то эта матрица A∗ совпадает с матрицей A∗, определён-
ной в тексте перед диаграммой. Если сравнить похожие процедуры
построения матрицы A∗ перед диаграммой (1) и матрицы A∗𝑋 , то ясно,
что A∗ = θ(A∗𝑋).

Мы завершаем первую часть § 22 следующими результатами.

Теорема 22.1. Пусть M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) — кольцо формальных мат-
риц, и пусть A — матрица из этого кольца. Тогда справедливые следу-
ющие утверждения:

1) AA∗ = AA∗ = d(A)E;
2) матрица A обратима в точности тогда, когда d(A) — обрати-

мый элемент кольца A;
3) если A — обратимая матрица, то A−1 = d(A)−1 A∗.

Для определителя d(A) верны аналоги разложения определителя
по элементам строки и свойство ортогональности строк и алгебраи-
ческих дополнений. Имеются в виду равенства

a𝑖1 ◦ A𝑖1 + a𝑖2 ◦ A𝑖2 + . . .+ a𝑖𝑛 ◦ A𝑖𝑛 = d(A),

a𝑖1 ◦ A𝑗1 + a𝑖2 ◦ A𝑗2 + . . .+ a𝑖𝑛 ◦ A𝑗𝑛 = 0, i 6= j,

вытекающие из равенства AA∗ = d(A)E.
Известная теорема Гамильтона — Кэли утверждает, что каждая мат-

рица является корнем своего характеристического многочлена. Распро-
страним эту теорему на матрицы из кольца матриц M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}).

Пусть x — переменная. Рассмотрим гомоморфизм

η: M(n, R[x], {s𝑖𝑗𝑘})→ M(n, R[x])
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из предложения 16.2, где M(n, R[x], {s𝑖𝑗𝑘}) — кольцо формальных мат-
риц. Этот гомоморфизм продолжает гомоморфизм

η: M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})→ M(n, R).

Теперь возьмём какой-нибудь символ λ. Пусть A — матрица из
кольца M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}). С помощью равенства f (λ)= d(λE − A) опреде-
лим характеристический многочлен f (λ) матрицы A (относительно
кольца M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})), где d(λE − A) — определитель матрицы λE − A
в кольце M(n, R[λ], {s𝑖𝑗𝑘}). Так как

d(λE − A)= |η(λE − A)|= |λE −ηA|,

многочлен f (λ) является характеристическим многочленом матрицы
ηA в кольце M(n, R). По теореме Гамильтона — Кэли имеем f (ηA)=0.
Используя равенство

f (λ)= λ𝑛 + a1λ
𝑛−1 + . . .+ a𝑛−1λ+ a𝑛, a𝑖 ∈ R,

получаем, что η( f A)= f (ηA)=0. Если η— инъективное отображение
(все s𝑖𝑗𝑘 — неделители нуля), то f (A)= 0, что и требуется.

Если отображение η не инъективно, то снова рассмотрим коль-
цо M(n, R[X], X) из § 21; для этого кольца соответствующий гомо-
морфизм η инъективен. Существует кольцо M(n, (R[X])[λ], X). Опи-
санный в § 21 гомоморфизм θ : R[X]→ R индуцирует гомоморфизм
θ : (R[X])[λ]→ R[λ], при котором θ применяется к коэффициентам
многочленов. Наконец, последний гомоморфизм θ индуцирует гомо-
морфизм

θ : M(n, (R[X])[λ], X)→ M(n, R[λ], {s𝑖𝑗𝑘}).

Также имеется следующая коммутативная диаграмма, аналогич-
ная диаграмме из § 21:

M(n, (R[X])[λ], X) 𝑑
//

θ

��

(R[X])[λ]

θ

��

M(n, R[λ], {s𝑖𝑗𝑘})
𝑑

// R[λ].

(2)

Вернёмся к характеристическому многочлену f (λ) матрицы A = (a𝑖𝑗).
Рассмотрим матрицу A = (a𝑖𝑗) из кольца M(n, R[X], X), для которой
θ(A)= A, где θ взято из диаграммы (1). Пусть F(λ) — характеристи-
ческий многочлен матрицы A, F(λ)= d(λE − A), где

λE − A ∈ M(n, (R[X])[λ], X).
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Тогда
θ(λE − A)= λE − A,

где θ взято из диаграммы (2). Из диаграммы (2) вытекает, что

θd(λE − A)= dθ(λE − A)= d(λE − A).

Иными словами, θ(F(λ))= f (λ), где

F(λ) ∈ (R[X])[λ], f (λ) ∈ R[λ], θ : (R[X])[λ]→ R[λ].

Представим многочлен F[λ] подробнее:

F(λ)= λ𝑛 + a1λ
𝑛−1 + . . .+ a𝑛−1λ+ a𝑛, a𝑖 ∈ R[X].

Затем вычислим

f (λ)= θ(F(λ))= λ𝑛 + a1λ
𝑛−1 + . . .+ a𝑛−1λ+ a𝑛.

Теперь из доказанного выше следует, что

F(A)= A𝑛 + a1 A𝑛−1 + . . .+ a𝑛−1 A+ a𝑛E = 0.

Поэтому

0= θ(F(A))= A𝑛 + a1 A𝑛−1 + . . .+ a𝑛−1 A+ a𝑛E = f (A).

Мы доказали следующий результат.

Теорема 22.2. Если A ∈ M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) и f (λ) — характеристиче-
ский многочлен матрицы A, то f (A)= 0.

Танг и Жу [97] доказали теорему 22.2 для своих колец формальных
матриц; см. начало § 18.

В заключение рассмотрим свойство единственности определителя.
Для обычного определителя матрицы некоторые комбинации свойств
1–8 из § 21 являются характеристическими. Мы имеем в виду, что
если некоторое отображение f : M(n, R)→ R обладает некоторым на-
бором из свойств 1–8, то f совпадает с определителем. Покажем,
что при некоторых ограничениях для введённого в § 21 определителя
свойства 1–3 являются характеристическими в указанном смысле.

Теорема 22.3. Пусть M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) — кольцо формальных мат-
риц, где кольцо R не имеет элементов аддитивного порядка 2 и все
множители s𝑖𝑗𝑘 не являются делителями нуля. Кроме того, пусть
f : M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘})→ R — такое отображение, что верны следующие
утверждения:

1) f (E)=1;
2) f — полилинейная функция строк матрицы;
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3) если поменять местами строки с номерами i и j в произвольной
матрице A ∈ M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}) и обозначить полученную матрицу через
A′, то f (A′)= −s𝑖𝑗𝑖 f (A).

Тогда f совпадает с определителем d кольца M(n, R, {s𝑖𝑗𝑘}).

Доказательство. Пусть A=(a𝑖𝑗) — произвольная матрица. Исполь-
зуя несколько раз полилинейность функции f , представим элемент
f (A) в виде суммы элементов вида f (C), где C — такая матрица, что
i-я строка матрицы C содержит элемент a𝑖𝑗 на позиции (i, j), а осталь-
ные элементы равны нулю. Далее из каждой строки матрицы C вы-
несем этот элемент a𝑖𝑗 за знак отображения f . Полученную матрицу
обозначим через D (в каждой строке матрицы D стоит 1 не более
чем в одной позиции, а на остальных позициях стоят нули). Учитывая
свойство 2, получаем, что f (C)= a1𝑗1 · . . . · a𝑛𝑗𝑛 f (D).

Покажем, что если среди индексов j1, . . . , j𝑛 есть совпадающие, то
f (D) = 0. Например, пусть 1 стоит в позициях (i, k) и ( j, k), i 6= j.
В матрице D переставим строки с номерами i и j; обозначим по-
лученную матрицу через D′. По свойству 3 имеем f (D′) = −s𝑖𝑗𝑖 f (D).
Из свойства 2 вытекает, что

f (D′)= s𝑖𝑗𝑘s𝑗𝑖𝑘 f (D)= s𝑖𝑗𝑖 f (D).

Поэтому имеем равенства

s𝑖𝑗𝑖 f (D)= −s𝑖𝑗𝑖 f (D), 2s𝑖𝑗𝑖 f (D)= 0, 2 f (D)= 0, f (D)= 0.

Итак, остались только такие элементы из f (C), что индексы эле-
ментов a1𝑗1

, . . . , a𝑛𝑗𝑛
образуют подстановку. Кроме того, если некото-

рая строка матрицы D состоит из нулей, то f (D) = 0 по свойству 2.
Поэтому мы считаем, что каждая строка любой матрицы D содержит
ровно один элемент, равный 1, а остальные элементы равны нулю;
это означает, что D — матрица подстановки. Пусть τ— подстановка
индексов ненулевых элементов матрицы D. Запишем τ= σ1 · . . . ·σ𝑚,
где σ𝑖 — попарно независимые циклы. Обозначим один из этих цик-
лов через σ; пусть σ = (i1i2 . . . i𝑘). Переставляя строки с номерами
i1, i2, . . . , i𝑘, сделаем так, что единицы из этих строк окажутся на глав-
ной диагонали. Как при этом изменится элемент f (D)? Мы выясним
это с помощью индукции по длине цикла σ.

Для m = 2 и m = 3 предположение индукции проверяется непо-
средственно. Предположим, что для любого цикла σ длины m, где
3¶m < k, верно равенство

f (D)= (−1)𝑚−1s𝑖1𝑖2𝑖3
s𝑖1𝑖3𝑖4

· . . . · s𝑖1𝑖𝑚−1𝑖𝑚
s𝑖1𝑖𝑚𝑖1

f (V).
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Матрица V отличается от D тем, что строки матрицы V с номерами
i1, . . . , i𝑚 имеют 1 на главной диагонали.

Пусть теперь σ имеет длину k. Переставим строки матрицы D с но-
мерами i1 и i2. Обозначим полученную матрицу через D′. Матрицы D
и D′ связаны соотношением f (D′)=−s𝑖1𝑖2𝑖1

f (D). В матрице D′ вынесем
за знак f элемент s𝑖1𝑖2𝑖3

из строки i1 и элемент s𝑖2𝑖1𝑖3
из строки i2.

Обозначим полученную матрицу через D′′. Имеет место равенство
f (D′) = s𝑖2𝑖1𝑖2

s𝑖1𝑖2𝑖3
f (D′′). Из двух последних равенств вытекает, что

f (D)=−s𝑖1𝑖2𝑖3
f (D′′). На позиции (i2, i2) матрицы D′′ стоит 1, а индексы

элементов (единиц) из оставшихся строк образуют цикл (i1i3 . . . i𝑘)
длины k− 1. По предположению индукции получаем равенство

f (D′′)= (−1)𝑘−2s𝑖1𝑖3𝑖4
s𝑖1𝑖4𝑖5

· . . . · s𝑖1𝑖𝑘−1𝑖𝑘
s𝑖1𝑖𝑘𝑖1

f (W),

где W — матрица, у которой в строках с номерами i1, . . . , i𝑘 на глав-
ной диагонали стоит 1, а остальные строки те же, что у матрицы D.
В итоге получаем равенство

f (D)= (−1)𝑘−1s𝑖1𝑖2𝑖3
s𝑖1𝑖3𝑖4

· . . . · s𝑖1𝑖𝑘−1𝑖𝑘
s𝑖1𝑖𝑘𝑖1

f (W).

Так как функция определителя d обладает свойствами 1–3, аналогич-
ное равенство верно для d.

Далее мы поступаем аналогично с остальными циклами σ𝑖 из раз-
ложения подстановки τ. В конечном итоге мы получим, что соот-
ветствующая матрица W совпадает с единичной матрицей. Поэтому
f (W)= d(W). Окончательно получаем, что

f (D)= d(D), f (C)= d(C), f (A)= d(A).

Замечания. 1. Матрица A=(a𝑖𝑗), не являющаяся обратимой в коль-
це M(n, R), может быть обратимой в кольце M(n, R,Σ), где Σ— неко-
торая система множителей. Сформулируем следующую задачу. Оха-
рактеризовать матрицы A, которые обратимы в некотором кольце
M(n, R,Σ). Учитывая существование гомоморфизма

η: M(n, R,Σ)→ M(n, R)

из § 16, можно придать иную форму этой задаче. Для каких матриц A
и систем множителей Σ= {s𝑖𝑗𝑘} матрица A′ = (s𝑖𝑗`a𝑖𝑗) обратима в коль-
це M(n, R) для некоторого числа `= 1, 2, . . . , n?

2. Можно определить и изучать перманент матрицы A в кольце
M(n, R,Σ). Стоит отметить, что для различных задач об определителе
и перманенте есть возможность для вариаций, связанная с существо-
ванием многих систем множителей Σ. Например, в случае известной
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проблемы Пойа о конвертации перманента и определителя можно
требовать, чтобы перманент матрицы A в кольце M(n, R,Σ) совпадал
с определителем какой-то другой матрицы в кольце M(n, R,Σ′) для
некоторой (в общем случае другой) системы множителей Σ′.

3. Пусть F — поле и Σ = {s𝑖𝑗𝑘}— некоторая система множителей
s𝑖𝑗𝑘 ∈ F. Если все s𝑖𝑗𝑘 не равны нулю, то по предложению 16.2 имеется
изоморфизм M(n, F,Σ) ∼= M(n, F). Этот случай не очень интересен.
Если же некоторые множители s𝑖𝑗𝑘 равны нулю, то свойства кольца
M(n, F,Σ) могут сильно отличаться от свойств кольца M(n, F). От-
метим частный случай, когда любой множитель s𝑖𝑗𝑘 равен 1 или 0.
Для соответствующих колец M(n, F,Σ) можно исследовать проблемы
I–III, сформулированные в § 16. Кроме того, можно рассматривать
представленные выше вопросы 1 и 2.





Глава 4

Группы Гротендика и Уайтхеда
колец формальных матриц

Развивается некоторый метод вычисления группы Гротендика K0
и группы Уайтхеда K1 колец формальных матриц через группы K0 и K1
исходных колец.

В § 23 определяются некоторые функторы между категориями ко-
нечно порождённых проективных K-модулей и (R × S)-модулей. Эти
функторы индуцируют гомоморфизмы между группами K𝑖(K) и K𝑖(R),
K𝑖(S), i = 0, 1, которые используются для вычисления групп K0(K)
и K1(K). В § 23 при некоторых ограничениях также устанавливает-
ся эквивалентность категорий конечно порождённых проективных
K-модулей и (R× S)-модулей.

Параграфы 24 и 25 посвящены группе K0 кольца формальных
матриц порядка 2.

В § 26 изучается группа K1 кольца формальных матриц порядка 2.
В § 27 кратко рассматриваются группы K0 и K1 кольца формаль-

ных матриц произвольного порядка.

§ 23. Эквивалентность двух категорий
проективных модулей

Пусть R — кольцо. Обозначим через P(R) категорию всех конечно
порождённых проективных R-модулей.

Группа Гротендика K0(R) кольца R — это факторгруппа F/H, где
F — свободная абелева группа, базис которой составляют классы изо-
морфных модулей из P(R), а H — подгруппа в F, порождённая всеми
элементами вида (X ⊕ Y ) − (X) − (Y ) для всех X , Y ∈ P(R), где (X)
обозначает класс модулей, изоморфных X . Пусть [X]=(X)+H∈K0(R).
Тогда [X ⊕ Y ]= [X]+ [Y ].

Пусть GL(n, R) — группа обратимых матриц порядка n над коль-
цом R. Считаем, что группа GL(n, R) вложена в группу GL(n + 1, R)
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с помощью мономорфизма A→
�

𝐴 0
0 1

�

. Обозначим через GL(R) объеди-
нение групп GL(n, R) для всех n ¾ 1. Далее, E(n, R) обозначает под-
группу в GL(n, R), порождённую всеми элементарными матрицами.
При вложении GL(n, R) в GL(n+ 1, R) подгруппа E(n, R) вкладывается
в E(n+ 1, R). Объединение всех E(n, R) обозначается E(R) и называ-
ется группой элементарных матриц. Эта группа совпадает с комму-
тантом группы GL(R). Группа Уайтхеда K1(R) кольца R есть абелева
группа GL(R)/E(R).

Для наших целей более полезно другое определение группы K1(R).
Возьмём категорию автоморфизмов в P(R). Её объекты — пары вида
(X ,α), где X ∈ P(R) и α— автоморфизм модуля X . Морфизмы опреде-
ляются обычным для подобных категорий образом. Пусть F — свобод-
ная абелева группа, у которой образующими являются пары (X ,α)
по одной для каждого класса пар, изоморфных в категории авто-
морфизмов. Группа K1(R) есть факторгруппа F/G, где подгруппа G
порождается элементами вида

(X ,αβ)− (X ,α)− (X , β) и (X ⊕ Y,αβ)− (X ,α)− (Y, β),

и подразумевается, что α действует тождественно на Y и β действует
тождественно на X . Смежный класс (X ,α) + G обозначается через
[(X ,α)].

Естественный изоморфизм между двумя группами K1(R) устанав-
ливается следующим образом; см. теорему 1.2 гл. 9 из книги [10]
и теорему 3.1.7 из книги [89]. Матрица A ∈ GL(n, R) определяет авто-
морфизм α модуля R𝑛. Элементу AE(R) группы GL(R)/E(R) сопостав-
ляется элемент [(R𝑛,α)] группы F/G. В данной книге используется
только второе определение группы K1(R).

Любой элемент группы K1(R) можно записать в виде [(X ,α)] для
некоторых X и α. Нулевым элементом является [(X , 1)] при всяком X .
Противоположным элементом к [(X ,α)] является [(X ,α−1)]. Автомор-
физм α несёт основную информацию об элементе [(X ,α)]. Поэтому
мы часто пишем [α] вместо [(X ,α)].

Для определения гомоморфизмов между группами K0 и K1 мы
будем использовать следующие факты.

Если R и S — два кольца, то каждый аддитивный функтор

F : P(R)→ P(S)

индуцирует групповой гомоморфизм

K0(F): K0(R)→ K0(S), [X]→ [FX]
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(так действует гомоморфизм на образующих группы K0(R)) и

K1(F): K1(R)→ K1(S), [(X ,α)]→ [(FX , Fα)].

В частности, кольцевой гомоморфизм i : R→ S индуцирует функтор

T(i)= S⊗𝑅 (−): P(R)→ P(S), X → S⊗𝑅 X .

Следовательно, имеются гомоморфизмы

K0(i): K0(R)→ K0(S), [X]→ [S⊗𝑅 X],

и
K1(i): K1(R)→ K1(S), [(X ,α)]→ [(S⊗𝑅 X , 1⊗α)].

Пусть теперь K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц с идеалами
следа I и J, определённое в § 1. Имеется коммутативная диаграмма
колец

R× S

𝑖

��

𝑘
// R/I × S/J

K
𝑗
// R/I × S/J,

(1)

в которой i — диагональное вложение, (r, s)→ ( 𝑟 0
0 𝑠 ), k — канониче-

ский эпиморфизм, j : ( 𝑟 𝑚
𝑛 𝑠 )→ (r + I, s + J). Далее, можно записать

диаграмму функторов

P(R× S)

𝑇(𝑖)
��

𝑇(𝑘)
// P(R/I × S/J)

P(K)
𝑇( 𝑗)

// P(R/I × S/J).

(2)

Действие этих функторов таково. Если X ⊕ Y — проективный модуль
над R× S, то

T(i)(X ⊕ Y )= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ),

т. е. T(i) — ограничение функтора T из § 7, и

T(k)(X ⊕ Y )= (R/I ⊗𝑅 X)⊕ (S/J ⊗𝑆 Y )∼= X/IX ⊕ Y/JY .

Далее, если (X , Y ) — проективный K-модуль, то

T( j)(X , Y )= X/MY ⊕ Y/NX ,

см. замечание перед следствием 12.2. Все три функтора переводят
гомоморфизмы в индуцированные гомоморфизмы. Можно проверить,
что функторы T( j)T(i) и T(k) естественно эквивалентны.
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Диаграммы (1) и (2) индуцируют коммутативную диаграмму групп
K0 и их гомоморфизмов

K0(R)⊕ K0(S)
𝐾0(𝑘)

//

𝐾0(𝑖)
��

K0(R/I)⊕ K0(S/J)

K0(K)
𝐾0( 𝑗)

// K0(R/I)⊕ K0(S/J).

(3)

Гомоморфизмы действуют следующим образом (мы задаём их только
на образующих элементах групп K0):

K0(i): [X]+ [Y ]→ [(X , T(X))]+ [(T(Y ), Y )].

Затем
K0(k): [X]+ [Y ]→ [X/IX]+ [Y/JY ].

Наконец,
K0( j): [(X , Y )]→ [X/MY ]+ [Y/NX].

Диаграммы (1) и (2) также индуцируют коммутативную диаграмму
групп K1 и их гомоморфизмов

K1(R)⊕ K1(S)
𝐾1(𝑘)

//

𝐾1(𝑖)
��

K1(R/I)⊕ K1(S/J)

K1(K)
𝐾1( 𝑗)

// K1(R/I)⊕ K1(S/J).

(4)

Для этой диаграммы имеем

K1(i): [α]+ [β]→ [(α, 1⊗α)]+ [(1⊗ β , β)].

Далее, можно записать

K1(k): [α]+ [β]→ [α]+ [β],

где α (соответственно β) — автоморфизм, индуцированный автомор-
физмом α (соответственно β) на X/IX (соответственно Y/JY ), а также
K1( j): [(α, β)]→ [α]+ [β], где α (соответственно β) — автоморфизм,
индуцированный автоморфизмом α (соответственно β) на X/MY (со-
ответственно Y/NX).

Сформулируем один результат об эквивалентности категорий про-
ективных модулей. Если L — идеал некоторого кольца T , то множе-
ство всех степеней идеала L образует базис окрестностей нуля так
называемой L-адической топологии кольца T .
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Теорема 23.1. Если I⊆ J(R), J ⊆ J(S), кольцо R полно в I-адической
топологии и кольцо S полно в J-адической топологии, то функтор T(i)
задаёт эквивалентность между категориями P(R× S) и P(K).

Доказательство. По теореме 4.1 ядро
�

𝐼 𝑀
𝑁 𝐽

�

гомоморфизма j ле-
жит в радикале J(K). Следовательно, функтор T(K) действует биек-
тивно, а функтор T( j) действует инъективно на соответствующих
классах изоморфных конечно порождённых проективных модулей;
см. предложение 2.12 гл. 3 из [10].

Пусть (P, Q) — некоторый конечно порождённый проективный
K-модуль. Существует такой конечно порождённый проективный
(R×S)-модуль X ⊕Y, что T(k)(X ⊕Y )∼= P/MQ⊕Q/NP. Далее, получаем

T(i)(X ⊕ Y )∼= (P, Q) или (P, Q)∼= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ).

Возьмём произвольные конечно порождённые проективные R-мо-
дули X1, X2 и S-модули Y1, Y2. Отображения

T(i): Hom𝑅(X1, X2)→ Hom𝐾

�

(X1, T(X1)), (X2, T(X2))
�

,

T(i): Hom𝑆(Y1, Y2)→ Hom𝐾

�

(T(Y1), Y1), (T(Y2), Y2)
�

являются изоморфизмами; см. лемму 7.2. Мы показали, что T(i) —
эквивалентность.

В процессе доказательства теоремы 23.1 мы установили следую-
щий факт (ср. с теоремой 13.3).

Следствие 23.2. В условиях теоремы 23.1 для любого конечно по-
рождённого проективного K-модуля (P, Q) существуют конечно порож-
дённый проективный R-модуль X и конечно порождённый проектив-
ный S-модуль Y, удовлетворяющие условию

(P, Q)∼= (X , T(X))⊕ (T(Y ), Y ).

Следствие 23.3. В условиях теоремы 23.1 справедливы изоморфиз-
мы K𝑖(K)∼= K𝑖(R)⊕ K𝑖(S), i = 0, 1.

Доказательство. В случае i = 0 утверждение следует из эквива-
лентности категорий P(R×S) и P(K). В случае i=1 утверждение следу-
ет из эквивалентности категорий автоморфизмов категорий P(R× S)
и P(K).

Замечание 23.4. Условиям теоремы 23.1 удовлетворяют кольца K
с нильпотентными идеалами следа I и J. Это так, например, для колец
формальных треугольных матриц, где M = 0 или N = 0.
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§ 24. Группа K0(A, B)

Рассмотрим более общие категории, чем категория P(R) конеч-
но порождённых проективных модулей. Пусть A — R-модуль. Прямые
слагаемые прямых сумм конечного числа копий модуля A называются
конечно A-проективными R-модулями [64, § 32]. Обозначим через
P(A) категорию конечно A-проективных R-модулей. Категории P(A)
и P(End𝑅 A) эквивалентны [64, теорема 32.1].

Категория P(A) аддитивна, и классы её изоморфных объектов
образуют множество. Следовательно, можно определить группу Гро-
тендика K0(P(A)) категории P(A), так, чтобы выполнялось равенство
K0(R) = K0(P(R)) [10, 89]. В силу указанной выше эквивалентности
имеет место групповой изоморфизм K0(P(A)) ∼= K0(End𝑅 A). Будем
использовать символ K0(A) вместо K0(P(A)).

Аналогично § 23 заметим, что группа K0(A) — это факторгруппа
F/H, где F — свободная абелева группа, базис которой составляют
классы изоморфных модулей из P(A), а H — подгруппа в F, порождён-
ная всеми элементами вида (X ⊕ Y )− (X)− (Y ) для всех X , Y ∈ P(A),
где (X) обозначает класс модулей, изоморфных X . Пусть

[X]= (X)+ H ∈ K0(A).

Тогда [X ⊕ Y ] = [X] + [Y ]. Если z ∈ K0(A), то z = [X] − [Y ] для неко-
торых X и Y из P(A). Этот полезный факт мы будем использовать без
дополнительного напоминания. Кроме того, отметим, что равенство
[X]=[Y ] в K0(A) равносильно тому, что X⊕ A𝑛∼=Y ⊕ A𝑛 для некоторого
натурального числа n. В таком случае говорят, что X и Y стабильно
изоморфны в P(A). В частности, модули X и Y из P(R) стабильно изо-
морфны, если X ⊕ R𝑛 ∼= Y ⊕ R𝑛 для некоторого натурального числа n.

Если A и C — два модуля, то любой аддитивный функтор

F : P(A)→ P(C)

индуцирует групповой гомоморфизм K0(A)→ K0(C), [X]→ [FX] (мы
указываем действие этого гомоморфизма только на образующих эле-
ментах группы K0(A)).

Отметим, что можно не различать категории P(A) и P(A𝑛), n ¾ 2.
Следовательно, K0(A)∼= K0(A𝑛).

Лемма 24.1. Пусть A и B — два модуля, причём A — конечно B-про-
ективный модуль. Тогда существует вложение категорий P(A)→P(B),
индуцирующее гомоморфизм K0(A)→ K0(B).
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Доказательство. Утверждение следует из того, что каждый ко-
нечно A-проективный модуль является конечно B-проективным мо-
дулем.

Пусть дано прямое разложение модулей A=B⊕C. Так как B и C —
конечно A-проективные модули, существуют гомоморфизмы K0(B)→
→ K0(A) и K0(C)→ K0(A) из леммы 24.1.

Предложение 24.2. Если A = B⊕ C, где C — конечно B-проектив-
ный модуль, то существует канонический изоморфизм K0(A)∼= K0(B).

Доказательство. Ясно, что A — конечно B-проективный модуль.
Имеется гомоморфизм K0(A) → K0(B) из леммы 24.1. Он является
обратным к гомоморфизму K0(B)→ K0(A), указанному перед пред-
ложением.

Как и раньше, пусть K =
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

— кольцо формальных матриц.
До конца параграфа считаем, что (A, B) —некоторый K-модуль, P(A)

и P(B) —определённые выше категории и P(A, B) — категория конечно
(A, B)-проективных K-модулей. Далее, K0(A) и K0(B) — группы, опреде-
лённые выше, и K0(A, B) —аналогичная группа для категории P(A, B).

Наша цель — выразить группу K0(A, B) через группы K0(A) и K0(B).
Приведём два простых результата общего характера.

Следствие 24.3. Для любого R-модуля X и каждого S-модуля Y
существуют изоморфизмы K0(X , T(X))∼= K0(X) и K0(T(Y ), Y )∼= K0(Y ).

Доказательство. По следствию 7.4 существуют канонические коль-
цевые изоморфизмы End𝐾(X , T(X))∼=End𝑅 X и End𝐾(T(Y ), Y )∼=End𝑆 Y.
Они индуцируют эквивалентность категорий P(X , T(X)) и P(X), эк-
вивалентность категорий P(T(Y ), Y ) и P(Y ), а также изоморфизмы
соответствующих групп K0.

Следствие 24.4. Пусть для кольца K имеет место ситуация экви-
валентности, т. е. I=R и J=S (см. § 14). Тогда K0(A)∼=K0(A, B)∼=K0(B).

Доказательство. По следствию 14.2 существуют модульные изо-
морфизмы

(A, T(A))∼= (A, B)∼= (T(B), B).

Теперь применяем следствие 24.3.

Введём краткие обозначения для элементов группы K0(A, B). Пусть
z= [(X1, Y1)]− [(X2, Y2)]∈ K0(A, B). Положим x = [X1]− [X2]∈ K0(A) и
y= [Y1]− [Y2]∈ K0(B). Элемент z будем записывать в виде пары [x, y].
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Верны соотношения

−[x, y]= [−x,−y], [x, y]+ [x′, y′]= [x + x′, y + y′].

Теперь определим некоторые функторы и гомоморфизмы между вве-
дёнными выше категориями и группами K0.

Если (X , Y ) ∈ P(A, B), то X ∈ P(A) и Y ∈ P(B). Можно определить
функтор F : P(A, B)→ P(A), считая, что F(X , Y )= X , а гомоморфизмы
переводятся в индуцированные гомоморфизмы. Обозначим также бук-
вой F аналогичный функтор P(A, B)→ P(B), (X , Y )→ Y. Эти функторы
являются ограничениями функторов (1, 0) и (0, 1) из § 7. Функторы F
индуцируют гомоморфизмы

µ1 : K0(A, B)→ K0(A), [x, y]→ x,

µ2 : K0(A, B)→ K0(B), [x, y]→ y.

Положим также

µ= µ1 +µ2 : K0(A, B)→ K0(A)⊕ K0(B), [x, y]→ x + y.

Ясно, что
Kerµ= Kerµ1 ∩ Kerµ2

и
x = 0= y ⇔ [x, y] ∈ Kerµ.

Сделаем одно предположение. Оно даст возможность задать гомо-
морфизм групп K0 в «противоположном» по сравнению с µ1 направ-
лении. Далее считаем, что (A, T(A)) — конечно (A, B)-проективный
K-модуль (напомним, что K-модуль (A, B) зафиксирован). В таком
случае K-модуль (X , T(X)) является конечно (A, B)-проективным для
всякого конечно A-проективного R-модуля X .

Определим функтор P(A)→P(A, B), X→(X , T(X)) (гомоморфизмы
переводятся в индуцированные гомоморфизмы, см. § 7). Этот функтор
является ограничением функтора (1, T𝑁) из § 7.

Введённый функтор индуцирует гомоморфизм

α1 : K0(A)→ K0(A, B),

[X1]− [X2]→ [(X1, T(X1))]− [(X2, T(X2))].

Пусть
σ = α1µ2 : K0(A)→ K0(B),

[X1]− [X2]→ [T(X1)]− [T(X2)].
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Если обозначить x = [X1] − [X2], то в соответствии с правилом за-
писи элементов группы K0(A, B) имеем равенство α1(x) = [x,σ(x)].
Поскольку α1µ1 = 1, получаем такое следствие.

Следствие 24.5. Существует прямое разложение

K0(A, B)= Imα1 ⊕ Kerµ1, где Imα1
∼= K0(A).

Запись элемента [x, y] относительно прямой суммы из следствия24.5
имеет вид

[x, y]= [x,σ(x)]+ [0, y −σ(x)].

Заметим, что соответствие α1 : x→ [x,σ(x)] является изоморфизмом
между K0(A) и Imα1. Определим подгруппу G группы K0(B), полагая
G = {y − σ(x) | [x, y] ∈ K0(A, B)}. Теперь можно выяснить строение
факторгруппы K0(A, B)/Kerµ.

Теорема 24.6. Существует изоморфизм

K0(A, B)/Kerµ∼= K0(A)⊕G, [x, y]+ Kerµ→ x + ( y −σ(x)).

Доказательство. Ядро гомоморфизма

K0(A, B)→ K0(A)⊕G, [x, y]→ x + ( y −σ(x)),

состоит из таких элементов [x, y], что x = 0= y. Таким образом, это
ядро равно Kerµ.

По-видимому, непросто выявить строение подгруппы Kerµ. Из ма-
териала § 27 следует, что эта подгруппа может быть не равной нулю.
Если z — ненулевой элемент из Kerµ и z= [(X1, Y1)]− [(X2, Y2)], то X1,
X2 стабильно изоморфны в P(A) и Y1, Y2 стабильно изоморфны в P(B),
но (X1, Y1) и (X2, Y2) не являются стабильно изоморфными в P(A, B).

Следствие 24.7. Следующие утверждения эквивалентны:
1) G = 0;
2) y = σ(x) для любого [x, y] ∈ K0(A, B);
3) K0(A, B)= Imα1 ⊕ Kerµ.

Доказательство. Эквивалентность утверждений 1 и 2 вытекает
из определения подгруппы G.

2)⇒ 3). В наших условиях Kerµ1 ⊆ Kerµ2 и Kerµ= Kerµ1. Теперь
можно использовать следствие 24.5.

3)⇒ 1). Снова получаем Kerµ1 ⊆ Kerµ2. Пусть [x, y] ∈ K0(A, B).
Тогда [x, y]− [x,σ(x)]= [0, y −σ(x)] ∈ Kerµ1. Следовательно,

[0, y −σ(x)] ∈ Kerµ2, y −σ(x)= 0 и G = 0.
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В следствии 24.5, теореме 24.6 и следствии 24.7 мы предполагали,
что (A, T(A)) — конечно (A, B)-проективный K-модуль. Теперь пусть
(T(B), B) — конечно (A, B)-проективный K-модуль. Конечно, будут вер-
ны утверждения, аналогичные приведённым выше. Имеем функтор
P(B)→ P(A, B), Y → (T(Y ), Y ), и индуцированный гомоморфизм

α2 : K0(B)→ K0(A, B), [Y1]− [Y2]→ [(T(Y1), Y1)]− [(T(Y2), Y2)].

Пусть

τ= α2µ1 : K0(B)→ K0(A), [Y1]− [Y2]→ [T(Y1)]− [T(Y2)].

Тогда α2( y) = [τ( y), y], где y = [Y1] − [Y2]. Также верно равенство
α2µ2 = 1 и справедливы аналоги следствия 24.5, теоремы 24.6 и след-
ствия 24.7. А именно, существует прямое разложение

K0(A, B)= Imα2 ⊕ Kerµ2, где Imα2
∼= K0(B).

Далее, существует изоморфизм

K0(A, B)/Kerµ∼= H ⊕ K0(B), [x, y]+ Kerµ→ (x −τ( y))+ y,

где H = {x −τ( y) | [x, y] ∈ K0(A, B)}— подгруппа группы K0(A).
Теперь предположим, что оба K-модуля (A, T(A)) и (T(B), B) явля-

ются конечно (A, B)-проективными. В таком случае στ и τσ— эндо-
морфизмы групп K0(A) и K0(B) соответственно. Обозначим также

α= α1 +α2 : K0(A)⊕ K0(B)→ K0(A, B).

Композиция αµ является эндоморфизмом группы K0(A)⊕ K0(B),

αµ(x + y)= (x +τ( y))+ (σ(x)+ y), x ∈ K0(A), y ∈ K0(B).

Относительно этой прямой суммы этот эндоморфизм представим мат-
рицей

�

1 τ
σ 1

�

.

Следствие 24.8. Если
�

1 τ
σ 1

�

— обратимая матрица, то

K0(A, B)= Imα1 ⊕ Imα2 ⊕ Kerµ

и имеет место изоморфизм

K0(A, B)∼= K0(A)⊕ K0(B)⊕ Kerµ.

Доказательство. В наших условиях αµ— автоморфизм группы
K0(A)⊕ K0(B). Следовательно, α(µξ)= 1 для некоторого автоморфиз-
ма ξ этой группы. Поэтому

K0(A, B)= Imα⊕ Kerµξ= Imα1 ⊕ Imα2 ⊕ Kerµ.
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Обратимость эндоморфизма 1 − στ группы K0(A) равносильна
обратимости эндоморфизма 1 − τσ группы K0(B). В таком случае
�

1 σ
τ 1

�

— обратимая матрица с обратной матрицей
�

1 −σ
−τ 1

�

.

Следствие 24.9. Если 1−στ— автоморфизм группы K0(A) (это
так, например, если эндоморфизм στ нильпотентен или лежит в ра-
дикале J(End K0(A))), то для группы K0(A, B) верно утверждение след-
ствия 24.8.

Следующий результат дополняет следствие 24.7.

Следствие 24.10. Если G = 0= H , то σ и τ — взаимно обратные
изоморфизмы и K0(A, B)∼= K0(A)⊕ Kerµ∼= K0(B)⊕ Kerµ.

Замечание 24.11. В заключение заметим, что верны равенства

G = (1−τσ)K0(B)+σ(H) и H = (1−στ)K0(A)+τ(G).

§ 25. Группа K0 кольца формальных матриц

Применим результаты § 24 к кольцу формальных матриц
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

.
Таким образом, берём K-модуль K в качестве модуля (A, B). Можно
записать этот модуль в виде ((R, M), (N , S)) или (R⊕M, N ⊕ S). В ряде
случаев вычислим группу K0(K) с помощью групп K0(R) и K0(S) (ино-
гда с точностью до подгруппы Kerµ).

Сначала приведём два характерных результата, относящихся к край-
ним ситуациям. Первый результат вытекает из следствия 23.3.

Следствие 25.1. Если идеалы следа I и J кольца K нильпотентны,
то K0(K)∼= K0(R)⊕ K0(S).

Если гомоморфизм ψ: N ⊗𝑅 M→ S из § 1 является эпиморфизмом,
то говорят, что K — полусюръективный контекст Мориты.

Следствие 25.2. 1 [10]. Если K — полусюръективный контекст
Мориты, то K0(K)∼= K0(R).

2. Если K — ситуация эквивалентности, т. е. I = R и J = S, то
K0(R)∼= K0(K)∼= K0(S) (ср. со следствием 24.4).

Доказательство. 1. Имеем

T(R⊕M)∼= (N ⊗𝑅 R)⊕ (N ⊗𝑅 M)∼= N ⊕ (N ⊗𝑅 M).

Отображение ψ будет изоморфизмом (см. § 14). Следовательно,

T(R⊕M)∼= N ⊕ S и K ∼= (R⊕M, T(R⊕M)).
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По следствию 24.3 имеем K0(K)∼=K0(R⊕M). Заметим, что R-модуль M
является конечно порождённым проективным R-модулем (см. § 14).
Из предложения 24.2 вытекает, что K0(R ⊕ M) ∼= K0(R). Стало быть,
K0(K)∼= K0(R).

2. Утверждение является частным случаем утверждения 1.

Возьмём функторы T𝑁=N⊗𝑅 (−): R-mod→S-mod, T𝑀=M⊗𝑆 (−): S-
mod → R-mod из § 7. Мы обычно будем обозначать их одной бук-
вой T . Ограничения этих функторов суть функторы T : P(R)→ P(N)
и T : P(S)→ P(M). Функторы T индуцируют гомоморфизмы

σ : K0(R)→ K0(N), [X1]− [X2]→ [T(X1)]− [T(X2)],

и
τ: K0(S)→ K0(M), [Y1]− [Y2]→ [T(Y1)]− [T(Y2)].

Из функторов (1, T𝑁): R-mod→K-mod и (T𝑀, 1): S-mod→K-mod из § 7
получаем функторы

P(R)→ P(K), X → (X , T(X))

и
P(S)→ P(K), Y → (T(Y ), Y ),

которые индуцируют гомоморфизмы

α1 : K0(R)→ K0(K), α2 : K0(S)→ K0(K).

Если использовать обозначения § 24 для элементов группы K0(K),
то можно записать выражения

α1(x)= [x,σ(x)], x ∈ K0(R)

и
α2( y)= [τ( y), y], y ∈ K0(S).

Теперь положим α= α1 +α2.
Гомоморфизмы σ, τ, α1, α2 аналогичны соответствующим гомо-

морфизмам из § 24.
Также имеем два функтора

F : P(K)→ P(R⊕M), F : P(K)→ P(N ⊕ S)

и соответствующие гомоморфизмы

µ1 : K0(K)→ K0(R⊕M), µ2 : K0(K)→ K0(N ⊕ S), µ= µ1 +µ2;

см. текст после следствия 24.4.
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Для кольца K формальных матриц мы имеем диаграмму (3) из § 23.
Ещё раз запишем её в виде

K0(R)⊕ K0(S) π
//

α

��

K0(R/I)⊕ K0(S/J)

K0(K)
ρ

// K0(R/I)⊕ K0(S/J),

где α= K0(i), π= K0(k) и ρ = K0( j). Представим действие этих гомо-
морфизмов в более компактной форме. Положим

x = [X1]− [X2] ∈ K0(R), y = [Y1]− [Y2] ∈ K0(S).

Тогда
α(x + y)= [x,σ(x)]+ [τ( y), y].

Затем обозначим [X1/IX1]− [X2/IX2] через x/Ix, а [Y1/JY1]− [Y2/JY2]
через y/Jy. Тогда π(x + y) = x/Ix + y/Jy. Если же [x, y] ∈ K0(K), где
x = [X1]− [X2] и y = [Y1]− [Y2], то пусть

x/My = [X1/MY1]− [X2/MY2], y/Nx = [Y1/NX1]− [Y2/NX2].

Тогда ρ([x, y])= x/My + y/Nx.
По следствию 23.3 имеем K0(K) ∼= K0(R) ⊕ K0(S), если идеалы

следа I и J кольца K нильпотентны. При этом гомоморфизм K0(i)
из диаграммы (3) из § 23 является изоморфизмом, и, следователь-
но, гомоморфизм α— изоморфизм. Ниже указано, как действуют эти
изоморфизмы.

Сейчас рассмотрим более общую ситуацию, когда I⊆ J(R) и J⊆ J(S).
Но сначала приведём один известный факт.

Пусть T — некоторое кольцо, L — идеал кольца T , лежащий в J(T),
и e : T → T/L — канонический эпиморфизм. Тогда ядро индуцирован-
ного гомоморфизма K0(e): K0(T)→ K0(T/L) равно нулю. (Если допол-
нительно предполагать, что кольцо T полно в L-адической топологии,
то K0(e) — изоморфизм по предложению 1.3 из гл. 9 книги [10].)

Вернёмся к кольцу формальных матриц K . Если I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S),
то ядро

�

𝐼 𝑀
𝑁 𝐽

�

гомоморфизма j из диаграммы (1) в § 23 лежит в ра-
дикале J(K) (это уже использовалось в доказательстве теоремы 23.1).
Следовательно, π, ρ и α являются мономорфизмами. После естествен-
ных отождествлений можно считать, что верны включения

K0(R)⊕ K0(S) ⊆ K0(K) ⊆ K0(R/I)⊕ K0(S/J).
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Теорема 25.3. Допустим, что I ⊆ J(R) и J ⊆ J(S). Равенство

K0(K)= K0(R)⊕ K0(S)

выполняется в точности тогда, когда Imρ = Imπ.

Доказательство. Теорема 25.3 вытекает из того, что равенство
Imρ= Imπ выполняется в точности тогда, когда α— изоморфизм.

Как действуют изоморфизмы α и α−1 (см. также следствие 23.3)?
Возьмём элемент [x, y] ∈ K0(K). Имеем

x/My = x′/Ix′ и y/Nx = y′/Jy′, где x′ ∈ K0(R), y′ ∈ K0(S),

причём x′ и y′ определяются единственным образом. Соответствие
[x, y]→ x′+ y′ задаёт изоморфизм α−1, а соответствие x′+ y′→ [x, y]
задаёт изоморфизм α. Далее получаем, что K0(K) = Imα1 ⊕ Imα2 и
[x, y]= [x′,σ(x′)]+ [τ( y′), y′] — запись элемента [x, y] относительно
этой прямой суммы.

В § 24 мы предполагали, что хотя бы один из K-модулей (A, T(A)),
(T(B), B) является конечно (A, B)-проективным. Допустим, что 𝑅M —
конечно порождённый проективный модуль. Тогда (R⊕M, T(R⊕M)) —
конечно порождённый проективный K-модуль по предложению 13.1,
т. е. указанное предположение выполняется для K-модуля K. В та-
ком случае если 𝑆Y — конечно порождённый проективный модуль,
то T(Y ) = M ⊗𝑆 Y — конечно порождённый проективный R-модуль.
А если (X , Y ) — конечно порождённый проективный K-модуль, то X —
конечно порождённый проективный R-модуль.

В такой ситуации можно уточнить функторы T , F и соответствую-
щие гомоморфизмы τ и µ1, определённые в § 24. Действительно, мы
получаем «новый» функтор T : P(S)→ P(R), Y→T(Y ), и «новый» гомо-
морфизм τ: K0(S)→ K0(R) вместо T : P(S)→ P(M) и τ: K0(S)→ K0(M)
соответственно. Далее, получаем «новый» функтор F : P(K)→ P(R),
(X , Y )→ X , и «новый» гомоморфизм µ1 : K0(K)→ K0(R), [x, y]→ x
вместо F : P(K)→ P(R⊕M) и µ1 : K0(K)→ K0(R⊕M) соответственно.

Так как α1µ1 = 1, выполняется следствие 25.4.

Следствие 25.4. Если M — конечно порождённый проективный
R-модуль, то существует прямое разложение

K0(K)= Imα1 ⊕ Kerµ1, где Imα1
∼= K0(R).

Если 𝑆N — конечно порождённый проективный модуль, то анало-
гичным образом можно получить «новые» функторы T : P(R)→ P(S)



§ 25. Группа K0 кольца формальных матриц 171

и F : P(K)→ P(S), (X , Y )→ Y, и «новые» гомоморфизмы

σ : K0(R)→ K0(S), [X1]− [X2]→ [T(X1)]− [T(X2)],

µ2 : K0(K)→ K0(S), [x, y]→ y.

При этом α2µ2 = 1. Следовательно, мы имеем прямое разложение
K0(K)= Imα2 ⊕ Kerµ2, где Imα2

∼= K0(S).
Теперь предположим, что оба модуля 𝑅M, 𝑆N являются конечно

порождёнными проективными модулями. В таком случае верны ана-
логи теоремы 24.6 и следствий 24.7–24.10, если в этих утверждениях
мы положим µ=µ1+µ2 и заменим K0(A, B) на K0(K), K0(A) на K0(R),
K0(B) на K0(S) соответственно. Мы сформулируем только аналог тео-
ремы 24.6. Сначала определим подгруппу G={y−σ(x) |[x, y]∈K0(K)}
группы K0(S) и подгруппу H = {x−τ( y) | [x, y]∈ K0(K)} группы K0(R).

Теорема 25.5. Предположим, что 𝑅M , 𝑆N — конечно порождённые
проективные модули. Существуют изоморфизмы

K0(K)/Kerµ∼= K0(R)⊕G, [x, y]+ Kerµ→ x + ( y −σ(x)),

K0(K)/Kerµ∼= H ⊕ K0(S), [x, y]+ Kerµ→ (x −τ( y))+ y.

Приведём один случай, когда выполнено предположение аналога
следствия 24.9.

Если задано кольцо формальных матриц K=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

и гомоморфизм
ϕ : M⊗𝑆 N→ R является мономорфизмом (см. § 1), то говорят, что K —
полуинъективный контекст Мориты (ср. со следствием 25.2(1)).

Следствие 25.6. Пусть выполнены условия теоремы 25.5, K —
полуинъективный контекст Мориты и идеал следа I нильпотентен.
Тогда имеется изоморфизм

K0(K)∼= K0(R)⊕ K0(S)⊕ Kerµ.

Доказательство. Пусть x = [X1]− [X2] ∈ K0(R). Тогда

στ(x)= [M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X1]− [M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X2].

Так как M⊗𝑆 N∼= I и проективные R-модули X1, X2 являются плоскими,
получаем канонические изоморфизмы

M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X1
∼= IX1, M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X2

∼= IX2

и равенство στ(x) = [IX1]− [IX2], x ∈ K0(R). Обозначим последнюю
разность через Ix. Итак, имеем равенство στ(x)= Ix, x∈K0(R). Далее,
индукцией по n получаем, что (στ)𝑛(x) = I𝑛 x для любого n > 1, где
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I𝑛 x обозначает [I𝑛 X1]− [I𝑛 X2]. Ясно, что (στ)𝑘 = 0 для некоторого k.
Остаётся применить следствие 24.9.

Мы по-прежнему считаем, что модули 𝑅M и 𝑆N являются конечно
порождёнными проективными модулями. Вернёмся к функтору (T , T)
из § 7. Напомним, что (T , T) — такой функтор K-mod→ K-mod, что

(X , Y )→ (T(Y ), T(X)), (α, β)→ (T(β), T(α)).

K-модуль (T , T)(K) является конечно порождённым проективным мо-
дулем. Поэтому (T(B), T(A)) — конечно порождённый проективный
K-модуль для любого конечно порождённого проективного K-модуля
(A, B). Значит, мы имеем аддитивный функтор (T , T): P(K)→ P(K).
Обозначим через [σ,τ] эндоморфизм группы K0(K), индуцированный
функтором (T , T). Итак, [σ,τ]([x, y])= [τ( y),σ(x)].

§ 26. Группа K1 кольца формальных матриц

Как и в предыдущем параграфе, в этом параграфе дано кольцо фор-
мальных матриц K=

�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

. При некоторых ограничениях мы выразим
группу Уайтхеда K1(K) через группы K1(R) и K1(S). В соответствую-
щих формулах иногда присутствует некоторая группа Kerπ с неясным
строением. Интересно, что результаты и рассуждения этого параграфа
похожи на соответствующие результаты и рассуждения из § 25.

Мы считаем, что 𝑅M и 𝑆N — конечно порождённые проективные
модули. Функторы T : P(R)→ P(S) и T : P(S)→ P(R) индуцируют го-
моморфизмы e : K1(R)→ K1(S) и h : K1(S)→ K1(R), где e : [α]→ [1⊗α]
и h : [β]→ [1⊗ β]; см. § 23 и 25. Следовательно, eh — эндоморфизм
группы K1(R), и he — эндоморфизм группы K1(S).

Мы обозначим через θ1 ограничение гомоморфизма K1(i) из диа-
граммы (4), приведённой в § 23, на группу K1(R); ограничение K1(i)
на K1(S) обозначается через θ2. Таким образом,

θ1 : K1(R)→ K1(K), [α]→ [(α, 1⊗α)],

θ2 : K1(S)→ K1(K), [β]→ [(1⊗ β , β)].

Функторы F : P(K)→ P(R) и F : P(K)→ P(S) из § 25 приводят к го-
моморфизмам

π1 : K1(K)→ K1(R), [(α, β)]→ [α],

π2 : K1(K)→ K1(S), [(α, β)]→ [β].

Положим π= π1 +π2. Ясно, что Kerπ= Kerπ1 ∩ Kerπ2.
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Верны равенства θ1π1 = 1 и θ2π2 = 1.
Если только дано, что 𝑅M — конечно порождённый проективный

модуль, то всё равно π1 существует и θ1π1 = 1. Поэтому имеет место
следующее утверждение.

Следствие 26.1. Если 𝑅M — конечно порождённый проективный
модуль, то существует прямое разложение

K1(K)= Im θ1 ⊕ Kerπ1, где Im θ1
∼= K1(R).

Относительно этой прямой суммы элемент [(α, β)] записывается
в виде

[(α, β)]= [(α, 1⊗α)]+ [(1, β(1⊗α)−1)].

До конца параграфа будем считать, что оба модуля 𝑅M и 𝑆N явля-
ются конечно порождёнными проективными модулями.

Тогда также имеем

K1(K)= Im θ2 ⊕ Kerπ2, где Im θ2
∼= K1(S).

Для группы K1(K) верны аналоги теоремы 24.6 и теоремы 25.5.
В этих теоремах присутствуют подгруппы G и H. Для разнообразия
определим соответствующие подгруппы для группы K1(K) более со-
держательным способом.

Рассмотрим имеющиеся прямые разложения

K1(K)= Im θ1 ⊕ Kerπ1 = Im θ2 ⊕ Kerπ2.

Ограничение проекции K1(K)→ Im θ2 на Kerπ1 имеет ядро, равное
Kerπ. Пусть B′ — образ этого ограничения. Обозначим через B образ
подгруппы B′ при изоморфизме

Im θ2→ K1(S), [(1⊗ β , β)]→ [β].

Итак, B — подгруппа в K1(S). Найдём вид её элементов. Выше указано
представление элемента [(α, β)] группы K1(K) относительно первого
разложения. Представление этого элемента относительно второго раз-
ложения есть

[(α, β)]= [(1⊗ β , β)]+ [(α(1⊗ β)−1, 1)].

Теперь ясно, что

B =
�

[β(1⊗α)−1] | [(α, β)] ∈ K1(K)
	

.

Аналогично определим подгруппу A группы K1(R), полагая

A =
�

[α(1⊗ β)−1] | [(α, β)] ∈ K1(K)
	

.
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Заметим, что

[β(1⊗α)−1]= [β]− e([α]), [α(1⊗ β)−1]= [α]− h([β]).

Сформулируем один результат общего характера.

Теорема 26.2. Существуют изоморфизмы

K1(K)/Kerπ∼= K1(R)⊕ B, [(α, β)]+ Kerπ→ [α]+ [β(1⊗α)−1],

K1(K)/Kerπ∼= A⊕ K1(S), [(α, β)]+ Kerπ→ [α(1⊗ β)−1]+ [β],

где B и A — подгруппы в K1(S) и K1(R), определённые выше.

Что касается подгруппы Kerπ, то первый возникающий вопрос
следующий. Может ли подгруппа Kerπ быть ненулевой? Ответ содер-
жится в § 27.

Некоторые части групп B и A можно точно указать.

Лемма 26.3. Справедливы включения

(1− he)K1(S) ⊆ B, (1− eh)K1(R) ⊆ A.

Доказательство. Для элемента [β] ∈ K1(S) верны равенства

(1− he)([β])= [β]− [1⊗ 1⊗ β]= [β(1⊗ 1⊗ β)−1].

Так как [(1⊗β , β)] ∈ K1(K), имеем [β(1⊗ 1⊗β)−1] ∈ B. Второе вклю-
чение проверяется аналогично.

В одной достаточно понятной ситуации теорему 26.2 можно уточ-
нить.

Следствие 26.4. Если 1− eh — автоморфизм группы K1(R) (напри-
мер, если эндоморфизм eh нильпотентен или eh ∈ J(End K1(R))), то
справедливо равенство K1(K) = Im θ1 ⊕ Im θ2 ⊕ Kerπ и имеет место
изоморфизм K1(K)∼= K1(R)⊕ K1(S)⊕ Kerπ.

Доказательство. Положим θ = θ1 + θ2. Композиция θπ является
эндоморфизмом группы K1(R)⊕ K1(S),

[α]+[β]→([α]+[1⊗β])+([1⊗α]+[β])=([α]+h([β]))+(e([α])+[β]).

Относительно данной прямой суммы эндоморфизм θπ представляет-
ся матрицей

�

1 𝑒
ℎ 1

�

. Обратимость элемента 1− eh кольца End K1(R) рав-
носильна обратимости элемента 1− he кольца End K1(S). В этом слу-
чае

�

1 𝑒
ℎ 1

�

— обратимая матрица с обратной матрицей
�

1 −𝑒
−ℎ 1

�

. Получа-
ем, что θπ— автоморфизм группы K1(R)⊕ K1(S). Поэтому θ(πω)= 1
для некоторого автоморфизма ω группы K1(R)⊕K1(S). Следовательно,

K1(K)= Im θ ⊕ Kerπω= Im θ1 ⊕ Im θ2 ⊕ Kerπ.
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Приведём один случай, когда выполнены предположения след-
ствия 26.4.

Следствие 26.5. Пусть K — полуинъективный контекст Мориты
(см. следствие 25.6). Если I — нильпотентный идеал, то

K1(K)∼= K1(R)⊕ K1(S)⊕ Kerπ.

Доказательство. Имеем (eh)([(X ,α)])= [(M⊗𝑆 N⊗𝑅 X , 1⊗1⊗α)].
Так как M ⊗𝑆 N ∼= I и проективный R-модуль X является плоским, по-
лучаем канонический изоморфизм M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X ∼= IX , затем получаем
равенство [(M ⊗𝑆 N ⊗𝑅 X , 1 ⊗ 1 ⊗ α)] = [(IX ,α)], где α — сужение α
на IX . Далее, имеем (eh)𝑛([(X ,α)])= [(I𝑛 X ,α)] для n>1. Понятно, что
(eh)𝑘 = 0 для некоторого k. Остаётся применить следствие 26.4.

Отметим один важный частный случай теоремы 26.2, когда одна
из подгрупп B или A равна нулю.

Следствие 26.6. 1. Следующие утверждения эквивалентны:
a) B = 0;
b) [β]= [1⊗α]= e([α]) для любого элемента [(α, β)] ∈ K1(K);
c) K1(K)= Im θ1 ⊕ Kerπ∼= K1(R)⊕ Kerπ.
2. Если B = 0 = A, то e и h — взаимно обратные изоморфизмы

и K1(K)∼= K1(R)⊕ Kerπ∼= K1(S)⊕ Kerπ.

Доказательство. 1. Эквивалентность a)⇔ b) вытекает из опре-
деления подгруппы B.

b)⇒ c). Имеем B = 0. Следовательно, Kerπ1 ⊆ Kerπ2 и K1(K) =
= Im θ1 ⊕ Kerπ, где Im θ1

∼= K1(R).
c)⇒ a). Снова получаем Kerπ1 ⊆ Kerπ2, откуда B = 0.
2. Утверждение вытекает из п. 1.

Следствие 26.7 (ср. со следствием 25.2). Если кольцо K есть си-
туация эквивалентности, то K1(R)∼= K1(K)∼= K1(S).

Доказательство. В наших условиях верно утверждение b) след-
ствия 26.6. Кроме того, Kerπ= 0. Достаточно также указать, что кате-
гории P(K), P(R) и P(S) попарно эквивалентны, см. теорему 14.5.

Замечание 26.8. Как и для группы K0 (см. конец § 25), функтор
(T , T) индуцирует эндоморфизм группы K1(K). Обозначим этот эндо-
морфизм через [e, h]. Можно записать равенство

[e, h]([(α, β)])= [(1⊗ β , 1⊗α)], [(α, β)] ∈ K1(K).
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§ 27. Группы K0 и K1 колец матриц порядка n ¾ 2

В этом параграфе мы получим некоторую информацию о группах
K0 и K1 колец формальных матриц произвольного порядка n. При
этом можно действовать по аналогии с ситуацией для n = 2. Иногда
можно использовать рассмотренный случай n=2, представляя кольцо
формальных матриц порядка n > 2 в виде кольца формальных блоч-
ных матриц порядка 2.

Пусть

K =







R1 M12 . . . M1𝑛

M21 R2 . . . M2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M𝑛1 M𝑛2 . . . R𝑛







— кольцо формальных матриц порядка n с идеалами следа I1, . . . , I𝑛
(см. § 3). Запишем коммутативную диаграмму колец

R1 × . . .× R𝑛

𝑖
��

𝑘
// R1/I1 × . . .× R𝑛/I𝑛

K
𝑗

// R1/I1 × . . .× R𝑛/I𝑛,

(1)

где i — диагональное вложение, k — канонический эпиморфизм,

j :





r1 a12 . . . a1𝑛
a21 r2 . . . a2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a𝑛1 a𝑛2 . . . r𝑛



→ (r1 + I1, . . . , r𝑛 + I𝑛).

Далее, можно записать диаграмму функторов

P(R1 × . . .× R𝑛)

𝑇(𝑖)
��

𝑇(𝑘)
// P(R1/I1 × . . .× R𝑛/I𝑛)

P(K)
𝑇( 𝑗)

// P(R1/I1 × . . .× R𝑛/I𝑛).

(2)

Действие функторов вида T(i) и т. п. указано в § 23.
Диаграмма (2) индуцирует коммутативную диаграмму групп K0

и их гомоморфизмов

K0(R1)⊕ . . .⊕ K0(R𝑛)

𝐾0(𝑖)
��

𝐾0(𝑘)
// K0(R1/I1)⊕ . . .⊕ K0(R𝑛/I𝑛)

K0(K)
𝐾0( 𝑗)

// K0(R1/I1)⊕ . . .⊕ K0(R𝑛/I𝑛)

(3)
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и такую же диаграмму, где индекс 0 заменён на индекс 1. Действие
гомоморфизмов вида K0(i), K1(i) и т. п. указано в § 23. Напомним, что
в конце § 7 содержится некоторая информация о строении и свойствах
модулей над кольцом формальных матриц порядка n.

Теорема 27.1. Пусть дано кольцо K формальных матриц поряд-
ка n и I1, . . . , I𝑛 — его идеалы следа. Если I𝑘 ⊆ J(R𝑘) и кольцо R𝑘 полно
в I𝑘-адической топологии для каждого k = 1, . . . , n, то

1) функтор T(i) является эквивалентностью;
2) имеется групповой изоморфизм K𝑖(K) ∼= K𝑖(R1) ⊕ . . . ⊕ K𝑖(R𝑛),

i = 0, 1.

Доказательство. 1. Ядро гомоморфизма j равно






I1 M12 . . . M1𝑛

M21 I2 . . . M2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M𝑛1 M𝑛2 . . . I𝑛







и по теореме 4.3 лежит в радикале J(K). На соответствующих классах
изоморфных конечно порождённых проективных модулей функтор
T(k) действует биективно, а функтор T( j) действует инъективно.

Далее можно в целом повторить рассуждения из доказательства
теоремы 23.1.

2. Утверждение непосредственно следует из п. 1.

Кольцо K с нильпотентными идеалами следа удовлетворяет усло-
виям теоремы 27.1. Допустим, что только даны включения I1 ⊆ J(R1),
. . . , I𝑛⊆ J(R𝑛). Аналогично случаю n=2 (см. абзац перед теоремой 25.3)
можно после отождествления считать, что имеются включения

K0(R1)⊕ . . .⊕ K0(R𝑛) ⊆ K0(K) ⊆ K0(R1/I1)⊕ . . .⊕ K0(R𝑛/I𝑛).

Применим теорему 27.1 к кольцам формальных матриц над коль-
цом R, которые были определены в § 16. Пусть K=M(n, R,Σ) — кольцо
формальных матриц порядка n¾2 над R, гдеΣ={s𝑖𝑗𝑘 | i, j, k=1, . . . , n}—
система множителей кольца K.

Прежде всего заметим, что если все множители s𝑖𝑗𝑘 являются об-
ратимыми элементами, то K0(K) ∼= K0(R) и K1(K) ∼= K1(R). Действи-
тельно, по предложению 16.2 имеет место изоморфизм K ∼= M(n, R).
Следовательно, K𝑖(K)∼= K𝑖(M(n, R))∼= K𝑖(R) (см. следствие 25.2 и след-
ствие 26.7).

Можно точно указать идеалы следа кольца K. Именно, верно ра-
венство I𝑘 =

∑

𝑖 6=𝑘 s𝑘𝑖𝑘R для всех k = 1, . . . , n. Мы не будем записывать
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следствия из теоремы 27.1 для произвольного кольца K . Возьмём такое
кольцо K, что каждый множитель s𝑖𝑗𝑖, i 6= j, равен s𝑚 для какого-то
m ¾ 1, где s — некоторый центральный элемент кольца R. Приме-
ры таких колец K есть в § 19. Любое такое кольцо обозначим через
M(n, R, s).

Следствие 27.2. Пусть K — определённое выше кольцо M(n, R, s).
1. Если s — обратимый элемент, то K𝑖(M(n, R, s))∼= K𝑖(R), i = 0, 1.
2. Если s — нильпотентный элемент, то K𝑖(M(n, R, s)) ∼= K𝑖(R)𝑛,

i = 0, 1.
3. Если s ∈ J(R), то верны включения K0(R)𝑛 ⊆ K0(K) ⊆ K0(R/sR)𝑛.

Более подробно рассмотрим случай кольца формальных матриц
M(2, R, s) порядка 2 над кольцом R. Первоначальные сведения о та-
ких кольцах и их модулях приведены в конце § 16. Сначала запишем
частный случай следствия 27.2.

Следствие 27.3. Для кольца K=M(2, R, s) верны утверждения 1–3
следствия 27.2 при n = 2.

Далее считаем, что K — кольцо вида M(2, R, s). Получим некоторые
сведения о группах K0(K) и K1(K).

Начнём с группы K0(K). Гомоморфизмы σ и τ групп K0, опре-
делённые в § 25, являются тождественными автоморфизмами в рас-
сматриваемой ситуации. Определённый в конце § 25 эндоморфизм
[σ,τ] принимает вид [1, 1] и действует по правилу [x, y]→ [ y, x],
[x, y] ∈ K0(K). Следовательно, [1, 1] — инволюция. Она изоморфно
отображает Imα1 на Imα2 и Kerµ1 на Kerµ2 (см. § 24 и 25 о гомомор-
физмах α𝑖 и µ𝑖).

Возьмём гомоморфизмыα1,α2 : K0(R)→K0(K), где α1(x)=[x,σ(x)]
и α2(x)=[τ(x), x], x∈K0(R) (можно было бы обозначить [x, x]′=α1(x)
и [x, x]′′ = α2(x)). Теперь положим d = α1 − α2 и D = Im d. Имеем
изоморфизм K0(R)/Ker d ∼= D, где Ker d = {x ∈ K0(R) | α1(x) = α2(x)}.
Для нас важно, что D ⊆ Kerµ.

Предположим, что множитель s лежит в радикале J(R). Тогда отоб-
ражение α=(α1,α2): K0(R)⊕K0(R)→K0(K) является мономорфизмом
(см. абзац перед теоремой 25.3). Понятно, что d также мономорфизм
и D ∼= K0(R). В частности, Kerµ 6= 0 (см. текст перед следствием 24.7).

Пусть по-прежнему s ∈ J(R), и будем дополнительно считать, что
кольцо R полно в sR-адической топологии (это будет так, если s —
нильпотентный элемент). При таких предположениях имеем соотно-
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шения K0(K)= Imα1⊕ Imα2
∼= K0(R)⊕ K0(R) (см. следствие 23.3, след-

ствие 25.1 и теорему 25.3). Ясно, что также верны равенства K0(K)=
= Imα𝑖⊕D, i=1, 2. Из соотношений D⊆Kerµ=Kerµ1∩Kerµ2 и K0(K)=
= Imα𝑖⊕Kerµ𝑖, i=1, 2 (см. следствие 24.5 и следствие 25.4), получаем,
что D=Kerµ. Применяя следствие 24.7, также получаем, что G=0=H
(см. § 24 и 25 о подгруппах G и H).

Перейдём к группе K1(K). Эндоморфизм [e, h] группы K1(K) из
§ 26 имеет вид [1, 1]. Итак, [1, 1]: [(α, β)]→ [(β ,α)], [(α, β)] ∈ K1(K).
Следовательно, [1, 1] — инволюция, которая изоморфно отображает
Im θ1 и Kerπ1 на Im θ2 и Kerπ2 соответственно; гомоморфизмы θ𝑖 и π𝑖,
i = 1, 2, определены в § 26. В данной ситуации θ1 и θ2 — это гомомор-
физмы K1(R)→K1(K), где θ1([α])= [(α, 1⊗α)] и θ2([α])= [(1⊗α,α)],
[α] ∈ K1(R). Запишем более точные равенства

θ1([(X ,α)])= [((X , T(X)), (α, 1⊗α))]

и
θ2([(X ,α)])= [((T(X), X), (1⊗α,α))].

Учитывая далее отождествления и обозначения § 23 и 26, получаем
равенства

θ1([α])= [((X , X)′, (α,α))] и θ2([α])= [((X , X)′′, (α,α))].

Можно было бы обозначитьθ1([α]) и θ2([α]) через [(α,α)]′ и [(α,α)]′′

соответственно. Обозначим

c = θ1 − θ2 : K1(R)→ K1(K) и C = Im c.

Тогда K1(R)/ Ker c ∼= C, где

Ker c =
�

[α] ∈ K1(R) | θ1([α])= θ2([α])
	

.

Так как
θ1([α])− θ2([α])= [(αα−1,αα−1)]= [(1, 1)],

получаем, что C ⊆ Kerπ.
Как и в случае группы K0, теперь предположим, что s∈ J(R) и коль-

цо R полно в sR-адической топологии. Тогда верны соотношения

K1(K)= Im θ1 ⊕ Im θ2
∼= K1(R)⊕ K1(R);

см. теорему 23.1 и следствие 23.3. Далее находим

K1(K)= Im θ𝑖 ⊕ C, i = 1, 2, и C = Kerπ.
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Поэтому Kerπ 6= 0, а это даёт ответ на вопрос, поставленный после
теоремы 26.2. Наконец, выводим из следствия 26.6, что B= 0= A, где
подгруппы B и A определены перед теоремой 26.2.

В заключение мы укажем на некоторые возможные направления
будущих исследований колец формальных матриц (эти кольца также
называются кольцами обобщённых матриц). Несколько таких направ-
лений представлено в конце § 22.

1. В данной книге основная информация о группах K𝑖(K), где K =
=
�

𝑅 𝑀
𝑁 𝑆

�

, предоставляется группами K𝑖(R), K𝑖(S) и их гомоморфными
образами Imα𝑖, Im θ𝑖, i = 1, 2. Интересно найти какие-нибудь подгруп-
пы в K𝑖(K), отличные от Imα𝑖 и Im θ𝑖. В частности, очень желательно
выяснить строение подгрупп Kerµ, Kerπ, Kerµ𝑖 и Kerπ𝑖, i = 1, 2.

2. Обширная содержательная область исследований — это описа-
ние различных (линейных) отображений между кольцами формаль-
ных матриц и описание отображений из колец формальных матриц
в различные другие кольца. Сюда относится изучение обычных изо-
морфизмов, лиевых изоморфизмов и дифференцирований колец фор-
мальных матриц; см., например, [12, 15, 59, 63] и статьи из списков
литературы этих работ. В [73, вопрос 4.4] авторы поставили вопрос
об общей форме автоморфизмов формальных матриц порядка 2.

В серии интересных статей [11, 73, 74, 103, 104] изучаются комму-
тирующие и централизующие отображения, коммутирующие и цен-
трализующие следы и другие отображения алгебр формальных мат-
риц порядка 2; много источников содержится в списках литературы
этих статей. Одним из достоинств этих работ являются обстоятель-
ные и информативные введения. Авторы также формулируют ряд
конкретных проблем и тем для дальнейших исследований. Обзор [17]
посвящён коммутирующим отображениям.

Представляется перспективным рассматривать перечисленные и
другие отображения (прежде всего линейные отображения) для колец
формальных матриц любого порядка n. В первую очередь следует
рассмотреть кольца формальных матриц M(n, R,Σ) над кольцом R.
Помимо прочего, здесь можно исследовать зависимость свойств отоб-
ражений от систем множителей Σ.
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[12] Benkovĭc D. Lie derivations on triangular matrices // Linear and
Multilinear Algebra. 2007. Vol. 55. P. 619–626.

[13] Birkenmeier G. F., Park J. K., Rizvi S. T. Generalized triangular ma-
trix rings and the fully invariant extending property // Rocky Moun-
tain J. Math. 2002. Vol. 32, № 4. P. 1299–1319.

[14] Blecher D. P., Le Merdy Ch. Operator Algebras and their Modules.
Oxford: Oxford University Press, 2004.



182 Литература
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