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ОДНОГО ВЕЩЕСТВЕННО ЗАМКНУТОГО ПОЛЯ

Рассматривается конструкция вещественно замкнутого подполя H поля
ограниченных формальных степенных рядов, [[ , ]] [[ , ]]G H G +β ⊂ ⊂ βR R .

Доказывается замкнутость относительно усечений полей , ( )H H x +β
.

Доказывается, что конфинальность симметричных сечений поля H, произво-
димых элементами из ( ) \H x H+β

, равна +β . Используются классификации

сечений по Пестову (симметричные, алгебраические, трансцендентные) и по
Шелаху (симметричные, алгебраические), рассматривается связь между
этими понятиями. Принимается ОКГ.

Ключевые слова: вещественно замкнутое поле, поле ограниченных фор-
мальных степенных рядов, симметричное сечение, конфинальность сечения,
замкнутое относительно усечений поле.

1. Основные понятия

В данной статье исследуются вещественно замкнутые подполя поля ограни-
ченных формальных степенных рядов методами теории сечений.

Здесь N  – множество натуральных чисел, R  – поле вещественных чисел. Да-
лее все поля в данной статье линейно упорядоченные и неархимедовы. Поле F на-
зывается неархимедовым, если a F +∃ ∈  такое, что n∀ ∈ N  a n> . Элементы

, \{0}a b F∈  упорядоченного поля F называются архимедовски эквивалентными,
если существует такое натуральное число n , что | | | |n a b>  и | | | |n b a> . Фактор-
группа GF мультипликативной группы \{0}F  упорядоченного поля F  по отно-
шению архимедовской эквивалентности называется группой архимедовых классов
поля F [1].

Поле называется вещественно замкнутым, если 1−  не представляется в нём в
виде суммы квадратов, но в каждом его собственном алгебраическом расширении

1−  можно представить в виде суммы квадратов. Каждое вещественно замкнутое
поле можно единственным образом упорядочить [2−4].

Как известно (Kaplansky, [2]), каждое вещественно замкнутое поле F вклады-
вается с сохранением порядка в поле формальных степенных рядов [[ ]]FGR , эле-
менты которого имеют вид 

F

g
g G

x r g
∈

= ∑ , где gr ∈ R , и носитель ряда
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supp( ) { | 0}F gx g G r= ∈ ≠  – вполне антиупорядоченное (каждое непустое под-
множество имеет наибольший элемент) подмножество группы архимедовых клас-
сов FG  поля F . Полагаем 

0 00 0, max(supp( ))gx r g x> ⇔ > = [1]. В дальнейшем,

говоря об F  как о подполе поля [[ ]]FGR , мы имеем в виду вложение
: [[ ]]FF Gϕ → R , такое, что каждый архимедов класс поля [[ ]]FGR  содержит

элемент из ( )Fϕ [2].
Пусть G  – линейно упорядоченная мультипликативная абелева группа, β –

кардинал, 0 | |Gℵ < β ≤ . Через [[ , ]]G βR  обозначается поле таких формальных
степенных рядов x , что | supp( ) |x < β . Это поле называется полем ограниченных
формальных степенных рядов. Группы архимедовых классов упорядоченных по-
лей [[ ]]GR  и [[ , ]]G βR  изоморфны G  [2]. Будем отождествлять группы архиме-
довых классов полей [[ ]]GR  и [[ , ]]G βR  с группой G . При изоморфном вложе-
нии вещественно замкнутого поля F  в поле [[ ]]FGR  будем отождествлять  груп-
пу архимедовых классов поля [[ ]]FGR с группой FG .

Мультипликативная группа G  называется делимой, если для любого g G∈  и

любого натурального n  существует решение уравнения nh g= . Известно
(S. MacLane, [2]), что если группа G  делимая, то поля [[ ]]GR , [[ , ]]G βR  вещест-
венно замкнуты.

Пара непустых подмножеств A  и B  упорядоченного поля F  называется се-
чением поля F , если A B<  и A B F∪ = . В этом случае сечение обозначим
( , )A B .

В данной статье будем использовать понятия симметричного и трансцендент-
ного сечений из классификации, разработанной Г.Г. Пестовым [5−8], а также
классификацию сечений Шелаха (S. Shelah, [9]).

Сечение ( , )A B  упорядоченного поля F  называется симметричным (по Пес-
тову), если для каждого a A∈ существует такое 1a A∈ , что 1 1( ( ))a a a B+ − ∈  и
для каждого b B∈ существует такое 1b B∈ , что 1 1( ( ))b b b A− − ∈  [5−8].

Пусть A  – упорядоченное множество, X A⊂ . Говорят, что X  конфинально
(коинициально) A , если для каждого x A∈ существует y X∈ такое, что x y≤
( x y≥ ). Наименьшая мощность среди мощностей всех множеств, конфинальных
(коинициальных) A , называется конфинальностью (коинициальностью) A  и обо-
значается ( )cf A  и ( )coi A  соответственно [2].

Замечание 1.1. Если сечение симметрично по Пестову, то ( ) ( )cf A coi B= .
Конфинальностью симметричного сечения (A, B) называется cf (A) [8].

Сечение ( , )A B  упорядоченного поля F  называется симметричным (по Шела-
ху), если ( ) ( )cf A coi B=  [9].

Замечание 1.2. Каждое сечение, симметричное по Пестову, симметрично и по
Шелаху, обратное неверно, как показывает пример из [10]. Далее в этой статье
будем рассматривать симметричность только по Пестову.

Пусть F  – упорядоченное расширение поля K . Будем говорить, что элемент
\x F K∈  порождает сечение ( , )A B в упорядоченном поле K, если A x B< <  [8, 9].
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Говорят, что многочлен ( )f x  меняет знак на сечении ( , )A B  упорядоченного
поля F , если существуют такие ,a A b B∈ ∈ , что на множестве [ , ]A a b∩  много-
член строго положителен (отрицателен), а на множестве [ , ]B a b∩ строго отрица-
телен (положителен). Если существует многочлен из [ ]F x , меняющий знак на се-
чении, то это сечение будем называть алгебраическим (по Пестову). В противном
случае сечение называется трансцендентным [5−8].

Замечание 1.3. Каждое сечение, производимое элементом самого поля, явля-
ется несимметричным (по Пестову и по Шелаху) и трансцендентным.

Будем называть сечение ( , )A B  упорядоченного поля K алгебраическим (по
Шелаху), если существуют упорядоченное расширение F поля K и элемент

\x F K∈ , порождающий данное сечение ( , )A B , причем x  является алгебраиче-
ским элементом над K . В противном случае говорят, что сечение не является ал-
гебраическим (по Шелаху) [9].

Через K  будем обозначать вещественное замыкание поля K  (максимальное
вещественно замкнутое поле, содержащее K).

Замечание 1.4. Если поле K  вещественно замкнуто, то K K= . Вещественное
замыкание единственно с точностью до изоморфизма [3, 4, 11].

Лемма 1.5. Если сечение ( , )A B  упорядоченного поля K  алгебраическое по
Пестову, то оно алгебраическое и по Шелаху.

Доказательство. Пусть ( , )A B  – алгебраическое по Пестову сечение упоря-
доченного поля K . Тогда существует многочлен ( ) [ ]f x K x∈ , который меняет
знак на сечении ( , )A B . То есть существуют , ,a A b B∈ ∈  такие, что на множестве

[ , ]A a b∩  многочлен ( )f x  строго положителен (для определённости), а на мно-
жестве [ , ]B a b∩  строго отрицателен. В частности, ( ) ( ) 0f a f b < , поэтому в веще-

ственном замыкании K  поля K  найдётся элемент c , такой, что a c b< <  и
( ) 0f c = . Докажем, что A c B< < .
Допустим, что между A  и B  нет корней многочлена ( )f x . При этом может

оказаться, что
1). Существует 1c K∈  – наибольший корень многочлена ( )f x , такой, что

1a c B< < , существует 2c K∈  – наименьший корень ( )f x , такой, что 2A c b< < .
Так как алгебраическое сечение не производится никаким элементом из K , най-
дутся 1 1 1 1 1 2, ,a A b B c a b c∈ ∈ < < < , причём 1 1( ) ( ) 0f a f b < . Тогда между 1a  и

1b  найдётся корень ( )f x  из K . Противоречие.

2). В K  нет корней ( )f x , лежащих между a  и B , но существует 2c  – наи-
меньший корень ( )f x , такой, что 2A c b< < . Тогда найдётся 1 1 2,b B b c∈ < ,
причём 1( ) ( ) 0f a f b < . Поэтому между a  и 1b  есть корень многочлена ( )f x  из

K . Но 2c  был между A  и b  наименьшим корнем. Противоречие. Случай, когда

в K  нет корней ( )f x , лежащих между A  и b , но существует 1c  – наибольший
корень ( )f x , такой, что 1a c B< < , рассматривается аналогично.
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Итак, A c B< < . Таким образом, c K∈ , являясь алгебраическим над K , по-
рождает сечение ( , )A B . Значит, сечение ( , )A B  алгебраическое по Шелаху. 

2. Свойства упорядоченных полей, связанные с сечениями

Строение сечений в упорядоченном поле несёт существенную информацию о
свойствах самого поля. Для исследования полей формальных степенных рядов
получим некоторые следствия из теорем теории упорядоченных полей.

Через ( )F x  будем обозначать простое расширение поля F  (наименьшее поле,
содержащее F  и x ).

Теорема 2.1 [6]. Если сечение ( , )A B  поля F  трансцендентно, x  принадлежит
некоторому упорядоченному расширению поля F  и A x B< < , то порядок из F
единственным образом продолжается на поле ( )F x , полученное заполнением

этого сечения, и далее на вещественное замыкание ( )F x .
Теорема 2.2 [5]. Упорядоченное поле F  вещественно замкнуто тогда и только

тогда, когда все сечения F  трансцендентны.
Следствие 2.3. Пусть ( , )A B  – сечение вещественно замкнутого поля F , по-

рождённое элементом [[ ]] \Fx G F∈ R , A x B< < . Если [[ ]] \Fy G F∈ R ,

A y B< < , то ( )F x  и ( )F y  упорядоченно изоморфны.
Доказательство. По теореме 2.2 в вещественно замкнутом поле F  все сече-

ния трансцендентны, далее применяем теорему 2.1 (см. также [11]). 
Теорема 2.4 [7]. Пусть ( , )A B  – сечение упорядоченного поля K , ( ) [ ]f x K x∈ .

Если сам многочлен и все его производные не меняют знак на сечении ( , )A B , то
найдутся такие a A∈  и b B∈ , что для каждого упорядоченного расширения F
поля K  выполняется:

1) ( ) 0f x >  всюду на отрезке [ , ]Fa b  поля F  или ( ) 0f x <  всюду на отрезке
[ , ]Fa b  поля F ;

2) ( )f x  строго монотонно на [ , ]Fa b .
Следствие 2.5. Пусть ( , )A B  – трансцендентное сечение упорядоченного поля

K . Если F  есть упорядоченное расширение поля K  и элемент t F∈  таков, что
A t B< < , то элемент t  трансцендентен над K .

Доказательство. Если t  – алгебраический над K  элемент, то найдётся мно-
гочлен ( ) [ ]f x K x∈ , такой, что ( ) 0f t = . Так как сечение ( , )A B  трансцендентное,
то ( )f x и его производные не меняют знак на ( , )A B . По теореме 2.4 ( )f x  не ме-
няет знак всюду на некотором отрезке [ , ]Fa b  поля F , где a A∈  и b B∈ ,
A t B< < . Значит, ( ) 0f t ≠ . Получаем противоречие. 

Следствие 2.6. Пусть ( , )A B  – сечение вещественно замкнутого поля K . Если
F  есть упорядоченное расширение поля K  и элемент t F∈  таков, что A t B< < ,
то элемент t  трансцендентен над K .

Доказательство. По теореме 2.2 сечение ( , )A B  трансцендентно. Далее при-
меняем следствие 2.5. 
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Таким образом, если поле вещественно замкнуто, то между берегами каждо-
го его сечения в любом его упорядоченном расширении нет алгебраических над
этим полем элементов.

Лемма 2.7. Пусть ( , )A B  – трансцендентное (т.е. не являющееся алгебраиче-
ским по Пестову) сечение упорядоченного поля K . Тогда ( , )A B  не является ал-
гебраическим и по Шелаху.

Доказательство. Если ( , )A B  алгебраическое (по Шелаху), то, по определе-
нию, существуют упорядоченное расширение F  поля K  и элемент \t F K∈ , по-
рождающий данное сечение ( , )A B , причем t  является алгебраическим элемен-
том над K . Однако по следствию 2.5 элемент t  трансцендентен над K . Проти-
воречие.

Таким образом, для упорядоченного поля понятия «сечение, алгебраическое по
Пестову» и «сечение, алгебраическое по Шелаху» совпадают.

Следствие 2.8. Сечение упорядоченного поля алгебраическое по Пестову то-
гда и только тогда, когда оно алгебраическое по Шелаху.

Доказательство. По лемме 1.5 и лемме 2.7.
Из результатов [9] следует
Теорема 2.9 [9]. Пусть ( ) \x F x F∈  порождает сечение ( , )x xA B  в поле F .

Тогда для каждого сечения ( , )y yA B  в F , порождённого некоторым ( ) \y F x F∈

и не являющегося алгебраическим по Шелаху, имеют место равенства
( ) ( ),x ycf A cf A=  ( ) ( )x ycoi B coi B= .

Следствие 2.10. Пусть F  – вещественно замкнутое поле и ( ) \x F x F∈  поро-
ждает сечение ( , )x xA B  в поле F . Тогда для каждого сечения ( , )y yA B  в F , по-

рождённого некоторым ( ) \y F x F∈ , имеют место равенства ( ) ( ),x ycf A cf A=

( ) ( )x ycoi B coi B= .
Доказательство. Применяем лемму 2.7 и теорему 2.9. 
Теорема 2.11 [12]. Пусть G  – линейно упорядоченная делимая абелева груп-

па. Пусть β  – кардинал, 0 | |Gℵ < β ≤ . Тогда конфинальность каждого симмет-
ричного сечения поля [[ , ]]G βR  равна ( )cf β . В частности, если β  – регулярный
кардинал, то конфинальность каждого симметричного сечения [[ , ]]G βR  равна β .

Теорема 2.12 [6]. Пусть вещественно замкнутые поля 1 2,F F  таковы, что

1 2 0| | | |F F= = α > ℵ  и конфинальность каждого симметричного сечения в обоих
полях равна α . Тогда для того чтобы 1 2,F F  были упорядоченно изоморфны, не-
обходимо и достаточно, чтобы группы архимедовых классов этих полей были
изоморфны.

Следствие 2.13 (ОКГ) [13]. Пусть G  – линейно упорядоченная делимая абе-
лева группа, β  – регулярный кардинал, 0 ( ) | |cf G Gℵ < β = = . Тогда каждое веще-
ственно замкнутое поле F  мощности β  с группой архимедовых классов G , в ко-
тором каждое симметричное сечение имеет конфинальность β , упорядоченно
изоморфно полю [[ , ]]G βR .
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Теорема 2.14 [13]. Пусть вещественно замкнутое поле F  имеет группу архи-
медовых классов FG . Сечение ( , )A B  поля F  симметрично тогда и только тогда,
когда существует элемент [[ ]] \Fx G F∈ R , такой, что A x B< < .

Пусть G  – линейно упорядоченная  абелева группа, [[ ]]x G∈ R . Усечением
(начальным отрезком) ряда g

g G
x r g

∈
= ∑ называется ряд вида 

supp( ),
g

g x g g
r g

∈ >
∑  для

некоторого supp( ), max supp( )g x g x∈ < . Поле [[ ]]F G⊂ R  называется замкну-
тым относительно усечений, если усечение каждого ряда из поля F  принадле-
жит F  [14, 15]. Например, поле ограниченных формальных степенных рядов
замкнуто относительно усечений.

Далее будем использовать более общие результаты из [15] для нашего частно-
го случая формальных степенных рядов с вещественными коэффициентами.

Теорема 2.15 ([15], лемма 3.4, с. 644). Пусть G  – линейно упорядоченная
абелева группа, F  – замкнутое относительно усечений подполе поля [[ ]]GR  и

[[ ]]x G∈ R  – такой элемент, что все его усечения принадлежат полю F . Тогда
( )F x  тоже замкнуто относительно усечений.
Теорема 2.16 (F. Delon, [15], лемма 3.5, с. 644). Пусть F  – замкнутое относи-

тельно усечений подполе [[ ]]FGR . Тогда F  тоже замкнуто относительно усечений.

3. Простые расширения полей ограниченных
формальных степенных рядов

В [13] вводится конструкция вещественно замкнутого поля H , имеющего
симметричное сечение заданной конфинальности. Применим эту конструкцию
для полей ограниченных формальных степенных рядов. Будем принимать обоб-
щённую континуум-гипотезу.

Пусть G  – линейно упорядоченная делимая абелева группа, β  – регулярный

кардинал, 0 ( ) | |cf G G+ℵ < β < β = = . При ОКГ имеем

| || [[ , ]] | | [[ , ]] | | | | [[ ]] | 2 2GG G G G
++ + ββ = β = = β < = =R R R [2, 16].

Так как ( )cf G+β = , найдётся { }g +γ γ∈β
Γ =  – подмножество группы G , такое,

что отображение gγγ  задаёт инверсное подобие кардинала +β  и множества Г.

Зададим ряд: 1
g

x g+β
∈Γ

= ∑ , [[ ]] \ [[ , ]]x G G+
+

β
∈ βR R . По теоремам 2.11 и 2.14 ряд

x +β
 порождает в поле [[ , ]]G +βR  симметричное сечение конфинальности +β , обо-

значим его ( , )A B .

Для каждого γ , +β ≤ γ < β , через xγ  обозначим усечение 1gδ
δ<γ
∑  ряда x +β

. Так

как мощность supp( )xγ  равна β , каждый ряд xγ  принадлежит полю [[ , ]]G +βR .

Возрастающая последовательность { }x +γ β≤γ<β
 конфинальна A . По трансфинит-

ной рекурсии строим последовательность вещественно замкнутых полей
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{ }K +γ β≤γ<β
. Первое поле в этой последовательности [[ , ]]( )K G xβ β= βR  – вещест-

венное замыкание простого трансцендентного расширения поля [[ , ]]G βR . Если

γ  – непредельный ординал, то полагаем 1( )K K xγ γ− γ= . Заметим, что если

1x Kγ γ−∈ , то 1K Kγ γ−= . Если γ  – предельный ординал, то полагаем

( )K K xγ δ γ
β≤δ<γ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ . Полагаем также H K

+
γ

β≤γ<β

= ∪ . В [13] доказано, что элемент

x +β
 порождает в поле H  симметричное сечение конфинальности +β . Заметим,

что при этом [[ , ]] [[ , ]]G H G +β ⊂ ⊂ βR R  и x +β
 в поле [[ , ]]G βR  порождает сим-

метричное сечение конфинальности β , а в поле [[ , ]]G +βR  порождает симмет-

ричное сечение конфинальности +β .
Сечение ( , )A B  упорядоченного поля F  называется фундаментальным (сече-

нием Скотта), если , , | |F a A b B b a+∀ε ∈ ∃ ∈ ∃ ∈ − < ε  [2, 5, 9].
Если носитель supp( )x +β

Γ =  коинициален G , то сечение ( , )A B  фундамен-

тально и не производится элементом самого поля; такие сечения всегда имеют
конфинальность, равную ( )cf G [12]. Если Γ  не коинициально G  (группу, имею-
щую такие подмножества, можно построить [10]), то сечение ( , )A B  не является
фундаментальным [17]. Если в поле H  все симметричные сечения фундамен-
тальны, то H  упорядоченно изоморфно [[ , ]]G +βR . Действительно, по следствию
2.13 из теоремы 2.12 об изоморфизме каждое вещественно замкнутое поле мощ-
ности +β  с группой архимедовых классов G , в котором каждое симметричное

сечение имеет конфинальность +β , упорядоченно изоморфно полю [[ , ]]G +βR .
И если в поле H  все симметричные сечения фундаментальны, то по [12] они бу-
дут иметь конфинальность, равную ( )cf G += β .

Утверждение 3.1. Поле H  – наименьшее по включению вещественно замкну-
тое подполе поля [[ , ]]G +βR , содержащее поле [[ , ]]G βR  и все усечения ряда x +β

.

Доказательство. Пусть 1H  – наименьшее по включению вещественно замк-

нутое подполе поля [[ , ]]G +βR , содержащее поле [[ , ]]G βR  и все усечения ряда
x +β

. Очевидно, что 1H H⊂ . Обратное включение докажем по трансфинитной

индукции. Имеем 1[[ , ]]( )K G x Hβ β= β ⊂R . Далее, пусть для всех δ , таких,

что β ≤ δ < γ , выполняется 1K Hδ ⊂ . Если γ  – непредельный ординал, то

1 1( )K x K Hγ− γ γ= ⊂ . Если γ  – предельный ординал, то 1K Hδ
β≤δ<γ

⊂∪  и

1( )K K x Hγ δ γ
β≤δ<γ

⎛ ⎞
= ⊂⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ . Следовательно, 1H K H

+
γ

β≤γ<β

= ⊂∪ . 
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Утверждение 3.2. Поле H замкнуто относительно усечений.
Доказательство. По трансфинитной индукции.
База индукции: [[ , ]]( )K G xβ β= βR  замкнуто относительно усечений. Действи-

тельно, мощность носителя каждого усечения ряда xβ  строго меньше β , поэтому

[[ , ]]( )G xββR  по теореме 2.15 замкнуто относительно усечений и по теореме 2.16

поле [[ , ]]( )G xββR  замкнуто относительно усечений.

Пусть теперь для всех δ , таких, что β ≤ δ < γ , поле Kδ  замкнуто относитель-

но усечений. Если γ  – непредельный ординал, то 1( )K x Kγ− γ γ=  замкнуто относи-
тельно усечений по теоремам 2.15, 2.16. Если γ  – предельный ординал, то по по-
строению Kδ

β≤δ<γ
∪  есть объединение расширяющихся полей, замкнутых относи-

тельно усечений. Поэтому само объединение также замкнуто относительно усече-

ний. К полю ( )K K xγ δ γ
β≤δ<γ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  применяем теоремы 2.15, 2.16. Поле H  есть

объединение вложенных расширяющихся полей Kγ , замкнутых относительно
усечений, поэтому H  замкнуто относительно усечений.

Утверждение 3.3. Поле ( )H x +β
 замкнуто относительно усечений.

Доказательство. По утверждению 3.2 поле H  замкнуто относительно усече-
ний. Далее применяем теоремы 2.15, 2.16. 

Теорема 3.4.
1) [[ , ]]( )G x H

+
γ

β≤γ<β

β ⊂R∪  и каждое поле из объединения упорядоченно изо-

морфно полю [[ , ]]( )G xββR .

2) Если для каждого предельного ординала γ , +β ≤ γ < β , поле [[ , ]]( )G xγβR

замкнуто относительно усечений, то [[ , ]]( )G x H
+

γ
β≤γ<β

β =R∪ .

Доказательство.
1) [[ , ]]G Hβ ⊂R  и для каждого γ , +β ≤ γ < β , имеем x Hγ ∈ . Тогда

[[ , ]]( )G x Hγβ ⊂R , и так как H  вещественно замкнуто, [[ , ]]( )G x Hγβ ⊂R , поэто-

му [[ , ]]( )G x H
+

γ
β≤γ<β

β ⊂R∪ .

Рассмотрим теперь вещественно замкнутые поля [[ , ]]( )G xββR  и [[ , ]]( )G xγβR ,

где +β ≤ γ ≤ β . Ряды xβ  и xγ  порождают в [[ , ]]G βR  то же самое сечение ( , )A B ,

что и ряд x +β
, то есть A x x x B+β γ β

< ≤ ≤ < . Тогда по следствию 2.3 [[ , ]]( )G xββR

и [[ , ]]( )G xγβR  упорядоченно изоморфны.
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2) Докажем по трансфинитной индукции, что [[ , ]]( )K G xγ γ= βR  для всех
+β ≤ γ < β . Имеем [[ , ]]( )K G xβ β= βR . Далее, пусть для всех δ , таких, что

+β ≤ δ < γ < β , выполняется [[ , ]]( )K G xδ δ= βR . Докажем, что [[ , ]]( )K G xγ γ= βR .
2А) Пусть γ  – непредельный ординал, тогда, с одной стороны,

1 1[[ , ]]( ) [[ , ]]( )( ) ( )G x G x x K x Kγ γ− γ γ− γ γβ ⊂ β = =R R . С другой – 11x gγ γ−− =

1 [[ , ]]( )x G xγ− γ= ∈ βR , следовательно, 1[[ , ]]( ) [[ , ]]( )G x G xγ− γβ ⊂ βR R  и, далее,

1[[ , ]]( )( ) [[ , ]]( )K G x x G xγ γ− γ γ= β ⊂ βR R . Получаем [[ , ]]( )K G xγ γ= βR .
2Б) Пусть γ  – предельный ординал по построению и индукционному предпо-

ложению: ( ) [[ , ]]( ) ( )K K x G x xγ δ γ δ γ
β≤δ<γ β≤δ<γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = β⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
R∪ ∪ . С одной стороны,

[[ , ]]( ) [[ , ]]( ) ( )G x K G x xγ γ δ γ
β≤δ<γ

⎛ ⎞
β ⊂ = β⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪R R . С другой – по условию [[ , ]]( )G xγβR

замкнуто относительно усечений, поэтому [[ , ]]( )x G xδ γ∈ βR  для всех β ≤ δ < γ  и

[[ , ]]( ) [[ , ]]( )G x G xδ γβ ⊂ βR R . Значит, [[ , ]]( ) [[ , ]]( )G x G xδ γ
β≤δ<γ

β ⊂ βR R∪ , и наконец,

[[ , ]]( ) ( ) [[ , ]]( )K G x x G xγ δ γ γ
β≤δ<γ

⎛ ⎞
= β ⊂ β⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
R R∪ .

Теорема 3.5. ( ) \H x H+β
≠ ∅  и каждый элемент разности ( ) \H x H+β  

порож-

дает в поле H  симметричное сечение конфинальности +β .

Доказательство. [[ , ]]H G +⊂ βR , поэтому x H+β
∉ . Значит, уже

( ) \H x H+β
≠ ∅ . Ряд x +β

 порождает в H  симметричное и трансцендентное сече-

ние конфинальности +β . Если ( ) \t H x H+β
∈ , то t  порождает в H  симметричное

(по теореме 2.14) и трансцендентное сечение. Далее применяем следствие 2.10. 
Замечание 3.6. Если 

0
[[ , ]]( )H G xγ= βR для некоторого 0γ , 0

+β ≤ γ < β , то H

упорядоченно изоморфно [[ , ]]( )G xββR . В этом случае поля H  и [[ , ]]G +βR  упо-

рядоченно изоморфны тогда и только тогда, когда [[ , ]]G +βR  упорядоченно изо-

морфно своему подполю [[ , ]]( )G xββR .

Замечание 3.7. Если H  не изоморфно (упорядоченно) полю [[ , ]]G +βR , то в

поле H не все симметричные сечения будут иметь конфинальность +β . Действи-

тельно, если бы все симметричные сечения в H  имели конфинальность +β , то

H  было бы изоморфно полю [[ , ]]G +βR  по следствию 2.13. Таким образом, в
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этом случае H  будет примером упорядоченного поля с симметричными сече-
ниями разной конфинальности.

Остаются открытыми вопросы: будет ли H  равно (изоморфно) [[ , ]]G +βR ;
существует ли упорядоченное поле с симметричными сечениями разной конфи-
нальности? Будут ли упорядоченно изоморфны поля [[ , ]]( )G x +β

βR  и

[[ , ]]( )G x +
+

β
βR ?
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