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Преломление электромагнитных волн на плоской поверхности раздела двух однородных 

изотропных прозрачных сред, которые различаются не только абсолютными значениями 

диэлектрической и магнитной проницаемостей, но и их знаками, называется отрицательным 

преломлением. От обычного (положительного) преломления оно отличается тем, что падающий и 

преломлённый лучи располагаются по одну сторону от линии нормали к поверхности раздела. 

Отрицательное преломление сопровождается изменением типа волны: от прямой волны к 

обратной волне (у прямой волны направления волнового вектора и вектора Умова–Пойнтинга 

совпадают, тогда как у обратной волны они противоположны). Положительное преломление 

подчиняется закону Снеллиуса (закону синусов). Эквивалентность закона Снеллиуса принципу 

кратчайшего времени, который провозгласил в 1662 г. Ферма [1, 2], подтвердил в 1744 г. 

Мопертюи [3]. Он исходил из корпускулярной теории света (по этой причине в полученном им 

выражении следует заменить скорость волны в среде на обратную величину [4]). Оригинальное 

решение Мопертюи (как минимум оптической длины пути) до сих пор воспроизводится во многих 

пособиях по оптике. Аналогичным образом рассматривалось и отрицательное преломление [5–8], 

однако были сделаны противоречивые выводы относительно вида экстремума оптической длины 

пути. Впервые о том, что при отрицательном преломлении «…нельзя априорно утверждать, что 

реальный путь света соответствует именно максимуму или именно минимуму оптического пути», 

заявлено было в статье Веселаго [9]. По этой причине здесь применяется иной подход к проблеме 

отрицательного преломления на плоской поверхности раздела двух сред. Ранее он был предложен 

для доказательства эквивалентности принципа наименьшего времени и положительного закона 

Снеллиуса только лишь средствами алгебры, без использования операции дифференцирования 

[10]. Этот приём близок методически и по постановке работе самого Ферма [1], но является более 

ясным и кратким. 

Примем для определённости, что падающий луч распространяется от точки 1Q  со скоростью 

1v  в среде с показателем преломления 1n , а преломлённый луч распространяется в среде с 

меньшей скоростью 2 1v v  и с бо́льшим значением показателя преломления 2 1n n . Следуя 

Ферма, и без потери общности, расстояния, проходимые лучом в средах, примем равными: 

1 2Q R RQ r   (Рис. 1). В данном методе применяется доказательство «от противного»: 

предполагается, что луч проходит через границу сред в точке R , соответствующей кратчайшему 

времени    1 1
1 2t R r v v   , но закон Снеллиуса не выполняется для этой точки. На границе сред 

в малой окрестности точки R  выбирается точка R  такая, что для неё отклонение от закона 

Снеллиуса уменьшается. Против ожидания, время прохождения луча  t R  по трассе, проходящей 

через точку R , как показывают оценки, уменьшается, а не возрастает. Достигнутое противоречие 

означает, что в точке R  закон преломления неизбежно выполняется. 

Прежде чем приступить к доказательству, следует правильно записать закон отрицательного 

преломления. Пусть   – угол падения, а   – угол преломления. Закон Снеллиуса гласит: 

                                                      
1 Работа выполнена по Программе ВИУ, НИР 8.2.48, 2015 г. 
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где положительному преломлению соответствует условие 

   sin sin 0   , а отрицательному преломлению – условие 

   sin sin 0   . Если на Рис. 1 угол падения   принять 

положительным, то тогда угол преломления   следует считать 

отрицательным. В этом случае правая часть формулы (1) тоже 

становится отрицательной, что дало основание Веселаго ввести 

новое понятие «отрицательный показатель преломления» [11]. При 

отрицательном преломлении формулу (1) следует переписать в 

виде 

 
 

1 2

2 1

sin

sin

v n

v n


 


,  (2) 

       Рис. 1. Геометрия задачи 

сохраняя положительное значение показателя преломления 2n  (каким оно и является по 

определению как величина модуля вектора рефракции). Угол   указывает на точку 2Q  – на 

направление вектора фазовой скорости, волнового вектора и вектора рефракции преломлённой 

(обратной) волны, которое прямо противоположно вектору плотности потока энергии. Расстояния 

2RQ  и 2RQ  преломлённый луч проходит за одно и то же время 2r v . Обозначим отрезки 

1 1 1Q H h , 2 2 2 2 2Q H Q H h   , 1 1RH x , 2 2 2RH RH x  . Выбирая положение точки R  на 

отрезке между точками R  и 2H  , а также предполагая, что в R  справедливо неравенство 

  1 2sin sin v v   , имеем цепочку неравенств    1 2 1 2 1 2x x x x v v    . Строгое 

равенство наступает при значении    1 1 1 1
2 2 1 1 1 20 0x v x v v v          . Вычислим разницу во 

времени, которое требуется для прохождения всей трассы через точки R  и R : 
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. (3) 

Выражение в правой части формулы (3) можно оценить, используя неравенство вида 

b a a b a    для всяких 0a   и 0b a   [9]. Например, для оценки числителя в первом 

слагаемом из (3) получим:    2 2 2 2 2
1 1 1 12 2x h r x r r x r             . Оказывается, что 
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Из формулы (4) стало очевидно, что если взять настолько малое приращение расстояния  , что 

02   , то оказывается 0  . Достигнутое противоречие (ожидалось положительное 

приращение времени  ) означает, что в точке R  должно быть   1 2sin sin v v   . 

Предположим теперь, что в точке R  имеет место противоположное неравенство 

  1 2sin sin v v   , а также неравенство 1 2 1 2 x x v v . Точку R  следует поместить между 

точками 2H  и R . Формулы (3) и (4) не изменятся, но приращения   и 0  теперь принимают 

отрицательные значения. Если взять настолько малое приращение, что 02   , то вновь 

приходим к противоречию: приращение во времени   оказывается отрицательным. Значит, в 

точке R  возможно только строгое равенство (2). 



 Принцип наименьшего времени и отрицательное преломление 3 

Резюмируя, принцип наименьшего времени, так же как и принцип минимума оптической 

длины, согласуется с законом Снеллиуса в его положительном и отрицательном вариантах. 

Показатели преломления прозрачных сред всегда принимаются положительными величинами, а 

траектория луча определяется в зависимости от типа нормальных волн (прямая, обратная волна) в 

обеих средах. 
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THE PRINCIPLE OF LEAST TIME AND A NEGATIVE REFRACTION 
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