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К ОБОБЩЕНИЮ ТЕОРЕМ ВЛОЖЕНИЯ НА СЛУЧАИ 
ВЕКТОРНОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИИ

А. А. БОКК, 3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ

Основная цель настоящей статьи—указать один из возможных 
способов обобщения известных теорем вложения С. Л. Соболева на 
случай векторнозначных функций. Впервые подобное обобщение дано 
Соболевым [1], а впоследствии и в других работах [2], [3]. Наше

работ; оно связано с нашими заметками 
(4J, [oj. Краткое сообщение по поводу настоящей работы сделано 
ранее одним из авторов [6]. Мы рассм'атриваем функции со значе
ниями в абстрактном Д’Л-пространствэ А" (см., например, [7]). К этому 
классу пространств принадлежат, в частности, пространства / число
вых последовательностей, сум.чируемых в д-й степени, а также лебе- 
говские пр^транстиа L̂ ,, рл\.  Далее рассматриваются пространства 
Lp{lJ, ij, \1-, X)  функций со значениями в /CS-пространстве X ,  из.мери- 
мых относительно а-алгебры Е борелевских множеств л-мерного эв- 
клидова пространства R„, суммируемых в р-й степени (р>\)  относи
тельно лебеговой меры р в области DciR„. Интегрируемость пони
мается в смысле Бсхнера.

Затем, следуя С. М. Никольскому [8], определяется обобщенная 
производная df/dt, для функции / ,  заданной в области D. Мы гово
рим, что функция /  имеет обобщенную производную dfidti в области D, 
если значения функции f  {t) можно видоиз.менить на множестве ну
левой меры так, что после этог̂ > /  для почти всех допустимых 
VI,••■1 ^/-1, î+t,•■■,(„) будет абсолютно непрерывной относительно 
Функция d/ldti трактуется как производная Радона-Никодима, су

ществование которой доказано в [4]. Производные ----- —  для

 ̂ / >  1 определяются по индукции. После этого определяется прост
ранство (D) как множество всех функций / ,  принадлежащих вместе 
со своими обобщенными производными порядка I пространству 
Lpi^D, Е, [J, Х)\ норма в U '̂ (̂D) вводится обычным образом.

Далее изложение ведется по аналогии с известной теорией для 
скалярных функций, при этом мы следуем Л. В. Канторовичу [9J; 
этот путь нам кажется кратчайшим для достижения основной цели— 
формулировки теоре.м вложения. Аналогия' оказывается настолько 
полной, что большинство формулировок и утверждений дословно пе
реносятся со скалярного случая на рассматриваемый нами абстракт
ный случай. Однако следует иметь в виду, что если в цитируемой 
работе [9], которой мы следуем, теоремы вложения доказываются

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



А А. Бокк. 3. И. Клементьев

сначала для непрерьивно дифференцируемых функций, то в нашей 
работе доказывается возможность формулировки этих теорем с ис
пользованием только понятия обобщенной производной. Большей 
частью мы ограничиваемся формулировками тео'рем, опуская npoiBepKy 
их справедливости, поскольку такая проверка аналогична скалярному 
случаю и останавливаемся только на некоторых моментах, специфич
ных для рассматриваемого нами абстрактного случая. Так, например, 
леммы 1—4 и теорема 1 к § 4, используемые далее, существенно опи
раются на понятия и факты, выходящие за рамки скалярного случая.

§ 1. Предварительные сведения и предложения

В этом параграфе перечисляются обозначения, понятия и факты,, 
используемые в дальнейшем.

Г. Через Rn обозначается я-мерное эвклидово пространство, 
точки которого обозначаются через t s =  (s,,...,s„) и т. д.
Через £ будем обозначать о-алгебру борелевских множеств в R„, 
через р—лебеговскую меру на 2, через D—я-мерную область в R„ 
которую будем предполагать ограниченной.

2°. Мы будем рассматривать интегрируемые функции со значе
ниями в - просранстве X =  W - Интегрируемость функции f ( t )  
на множестве понимается в смысле Бохнера. Это означает, что
е сл и /(О  счетнозначная функция, то есть если существует счетное 
число непересекающихся множеств £'кб2 , на каждом из которых /  (t) 
принимает постоянное значение ЯкбХ и f ( t )  =  0, О 6 А' при

ОО

t b D - U E ^ ,K-I
то по определению

СО

J f { t ) d t =  j f i t )
E E K=l

при ЭТОМ предполагается, что вещественная функция ||/(Ol|x интег
рируема.

Если f i t )  — произвольная измеримая функция, то она называется 
интегрируемой по Бохнеру на Е, если существует последователь
ность счетнозначных функций /„(О, сходящихся почти всюду к /  (О» 
такая, что

иш / Ш О - / ( О М ^ = о ,

причем по определению,
^fit)dt=^\\m j ' / „ (0 dt.

Пространство всех интегрируемых на D  функций f i t )  со значениями 
в X  обозначается через /.(D , 2 , р, X)  или просто через Z-, где ||/||i 
определяется равенством

D
Как обычно, эквивалентные функции отождествляются. Аналогично 
определится пространство LpiD, 2, р, X) или кратко Lpip^X).
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к  обобщению теорем вложения

Функция fi^Lp называется простой, если она принимает конечное 
число значений J t i , и такова, что

=  i(:D, f { t )  =  xi} eS, i = l ,  2,...,n.
Известно, что множество простых функций плотно в Z.̂ , ([10], стр. 140).

3°. Пусть f { t )  функция со значениями в /Cfi-пространстве Q, 
определенная, например, на промежутке [0, 1J вещественной пря
мой /(Z ), называется абсолютно непрерывной, если для произвольного

П
S >  о найдется 8 >  О такое, что из 2 1 ^ / ~   ̂ следует

где [Z/ Z / '] — система попарно непересекающихся промежутков. 
Известно, что f  (t) ^  f^(t) -  где fi(t) и / , ( 0  — неубывающие аб
солютно непрерывные функции. Будем поэтому в дальнейщем счи
тать f\t) неубывающей. Пусть Р =  {Е} совокупность всех подмножеств 
^■С [О, 1] вида Е — [О, d\ или Е =  [с, d)], U <  с <  d <  1, 
и пусть

v ([0, r f ] ) = / ( d ) - / ( 0), v([c, d \ ) = f { d ) - f { c ) .
Обозначим через R алгебру, элементами которой являются всевоз
можные конечные объединения элементов из Р. Тогда функция v 
может быть продолжена единственным образом на алгебру R, а за
тем на с-алгебру S, порожденную алгеброй R, то есть на все боре- 
левские множества из [О, 1]. Подробное изложение такого продолже
ния проделано в нашей заметке [5].

Можно показать, что существует функция / i ( 0  6Z.([0, l] ,2 ,fi, €) 
такая, что для любого множества имеет место равенство

dt.

Последнее утверждение естественно назвать обобщенной теоремой Ра- 
дона-Никодима для рассматриваемого нами случая, а функцию/,(П — 
производной Радона-Пикодима. Подробное доказательство дано в [4J.

4°. Пусть теперь D — указанная выше «-мерная область 
и / 6 Z-p П, Е, (J, б). Мы будем говорить, что функция /  имеет обоб
щенную производную d/jdtf (Z =  1, 2,...,«) в области D, если значения 
функции /  можно видоизменить на множестве нулевой меры так, 
что после этого функция /  для почти всех допустимых (Z,, .., 
Zi+i,..., Z„) будет абсолютно непрерывной относительно Z,-. Производная 

дЧ
^  ^  Д . ... »я’ “1 +  “а +••• ‘Ь “ я =  ^I * * П

определяется по индукции. Заметим, что из нашего определения вы
текает, что если существуют все производные порядка /, то сущест
вуют и все производные порядка к < /.

Обозначим, как обычно, следуя С. Л. Соболеву, через 
W^^(D)^^^p множество всех функций/, принадлежащих вместе со 
своими обсбшенными производными порядка Z, пространству 

£, р, 6). Введем в норму, полагая
\чр

т к = [ m i  +  у  щ щ  Г
Р рРttj-f ...-{-а

(2)
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Можно показать, что пространство относительно указанной нормы 
является нормированным, сепарабельным, полным пространством 
и что норма (2) эквивалентна каждой из следующих норм:

+  S lI D i f l I v
а, + ... + а =1 п

11/11 =  max llD'flli +  ll/lk
а,+ ...+« ^

Л

(3)

(4)

(5>11/11=( Я  2 1 1 / и и Г ‘« У ' + ^ | ,
D а, + ..,+о ‘ I £) ,л

5°. Функция f { t )  называется непрерывной в D, если при t^D
\\f(t +  -z)—f(t ) l lx-^0  при т -> 0.

Здесь t и -с — д-мерные вектора. Аналогично определяется равно
мерная непрерывность в D.  Покажем, что множество непрерывных 
функций плотно в Lp. Как уже указано, в пункте 2 множество прос
тых функций плотно в Lp, поэтому достаточно убедиться, что всякую 
простую функцию можно аппроксимировать ъ Lp с любой точностью 
непрерывной функцией, для чего, в свою очередь, достаточно дока
зать возможность такой аппроксимации для функции /о  вида

/ о (0  =
Xq, если t( Ê,
О, если t(:E.

Докажем последнее. Существуют множества /^i6 2, /̂ 26  ̂ такие, что 
F'iCZE, T^CZE' =  Rn — Ew

где и соответственно замыкания множеств и F2  и Е' — 
дополнение множества Е до /?„. По известной теореме Урысона 
ществует вещественная функция <р (П такая, что tp ( )̂ =  1 для t^F, .  
<f{t) =  0 для Положим / (О  =<f(t)Xg. Тогда

\\f - f o \\Lp=[ \h{ t ) x , - f o i Udt J^  =
/?п

=  ll̂ oll [ j  1? (О  -  +  ll^oll [ f  <Цд:о||.2е,
EIF, E ' - F ,

что доказывает утверждение.

§ 2. Условия компактности множеств в в Lp{D,  2, t>, X)

Г . Функции из L„(D, 2, [i. А') будем считать распространенными 
на все пространство И„, полагая их равными О, ОбАГ вне области D  
Пусть

... f 1, если Е <Л
«>а( )̂ =  ^  . . .I О, если $ > л
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к  обобщению теорем вложения

—обычное вещественное ядро усреднения. Пусть G(s) /г-мерная сфера 
радиуса Л с центром в точке s. Положим для /tZ-^

Лд *0(5) »
Функция /д называется усреднением функции / .

2°. При любом Л > 0  усреднение/й(s) непрерывно, при этом
|1Л(5)1|х<(К,)-''^||л^. (2)

Заметим, что для произвольного е>0 найдется 8>0 так, что
В

|1/л (s) — fh (s')ll <  —  ( +  1) ll/llip, если |s — s'l <  5.
1/. (3)

3°. Если f ( t )  равномерно непрерывна в R„, то при Л^О средние 
функции /л(5) равномерно в R„ сходятся к / .

4‘". Сопоставляя элементу f^Lp  среднюю функцию /* , мы полу
чим оператор U Легко устанавлива_ется, что является линейным 
непрерывным оператороА^и^Ар в C(D), где С (7J) — пространство не
прерывных функций на D  (D—замыкание области D), при этом

|1Л|1с(Щ =  sup ||/а (s)j|x <
SV> { V n y l P

откуда

Если Z/ft рассматривать как оператор из Lp в Lp, то
< 1  (Л >  0). ' (4)

5°. Если Л—>-0, то /ft—»•/ в метрике Lp.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть fLiLp и е > 0  произвольное число. Как 
указано в пункте 5°, § 1, множество равномерно непрерывных в R„ 
функций плотно в Lp. Следовательно, найдется равномерно непре
рывная функция / i  такая, что

|К— /i!lip < ^ /2. (5)
Согласно пункту 3 этого параграфа при достаточно малом Л>0 бу
дем иметь

( 6 )

и из (5) и (6)
| (/-Л Ц гр<^ .

что доказывает утверждение.
6°. В заключение докажем теоремы, аналогичные теоремам 

А. Н. Колмогорова и М. Рисса о компактности множеств в лебегов- 
ских пространствах скалярных функций.

Т е о р е м а .  (А. Н. Колмогоров) Для компактности множества Е 
в Lp ("), Е,р, X) необходимо и достаточно, чтобы

1) Е было ограниченным,
2) средние функции для / 6f  при А-^0 сходились бы равномерно 

на £  в метрике пространства Lp.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы опускаем доказательство необходимости 

условий. Оно дословно проводится так же, как и в скалярном слу. 
чае ([у], стр. 272).
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Докажем достаточность. Пусть £■, множество элементов вида t/* /, 
где f ^ E ,  Согласно пункту 2 функции из непрерывны в D. а из 
неравенств (2) и (3) указанного пункта видно, что множество ог
раничено и равностепенно непрерывно в метрике C{D). Отсюда сле
дует, Как и в скалярном случае, что £/, компактно в метрике C(D) 
и, следовательно, компактно в Lj,. Из условия 2) в теореме далее 

ьпекает, что £^ образует компактную е-сеть в Lp для множества £  
и, стало быть, £  компактно.

Т е о р е м а  (М. Рисе). Для компактности множества Е в Lp не
обходимо и достаточно, чтобы

1) £  было ограниченным,
2) +  при -c-vO

Ъ
равномерно относительно / f £ .  {t и т — точки из /?«).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и в предыдущей теореме, доказатель
ство необходимости опускаем. Докажем достаточность. Имеем

U J { s ) - f { s ) =  ^  { < » A \ s - t \ ) f W d t - f ( s )  =
V̂a(s)Ĵ

л( )̂

^ h J J
0 (0)

1
( f l / «  +  0
D 0 (0)

dt.

Применяя к внутреннему интегралу неравенство Гельдера, получаем

\\UJ-fWl =(Vn)~'’[ U d . f ' ’ '\\\\f(t +  .) -f{ t )\fdr  ]df =
Р Ъ 0 (0) 0 (0)

=  ( v̂ a) - 'J  lWf{ t^ -z ) - f { t )\\pd^dt .
D 0 ((i)

Меняя порядок интегрирования, получим

l \ w  +  ^ ) - m \ f d t d . .  (6)
0 (0) D '

Пусть е > 0 .  Согласно второму условию теоремы найдется такое 
Ао >  О, что при h^fig  величина внутреннего интеграла в (6) меньшее 
при любом / € £  и, следовательно.

Таким образом выполнено условие 2) в предыдущей теореме и, сле
довательно, £  компактно.

§ 3. Теоремы об интегральных операторах

Пусть D и D' области с конечной мерой соответственно я-мер 
ного и /я-мерного эвклидова пространства. Без умаления общности 
предполагается, что \>D =  1. Пусть K { s , t )  измеримая функция в об
ласти Dx D' .  Справедливы следующие теоремы.
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к  обобщению теорем вложения

Т е о р е м а  1. Если выполнены условия:

1) [J|/<(s, ( r > 0)
D

для почти всех s^D';

2) [Г r < Q (= > > 0 )
D'

ДЛЯ ПОЧТИ всех t^D;

3) q>P, q><3. 1 --------/ ; ' < г
q )

то интегральный оператор
g = ^ A  g(s)  =  f  K ( s , t ) f { t ) d t ,

(p.  9 > I ,  7 + 7 - '  )•

( 1)
где f^LpiD,!!,  [). X)  представляет собой линейный непрерывный опе
ратор из L„{D,  £, р., X)  в £, v, ^ ), где v — лебеговская мера
в R„,  причем

w \ \ < c ,  " С И
в предположении, что pD =  1.

Доказательство этой теоремы переносится дословно с доказа
тельства в [<], где рассматривается скалярный случай.

Те ор , ема  2. Интегральный оператор (I) представляет собой 
вполне непрерывный оператор из Lp{D, Е, р, л) в Z,, (D ', Е, v, V̂), если 
ее ядро суммируемо в, DyiD' со степенью г', где г =  min {p,q), то 
есть если

[ J J 1Д (S, ОГ' ds dt ] <  С <  оо,
D D'

при ЭТОМ

где можно полагать

(2)

(3)

л =  [vD'J ,
В доказательстве используется следующая
Лемма.  Если ядро в (1) непрерывно в области DXD',  то опе

ратор ( 1) является вполне непрерывным из Lp в Lq.
Докажем лемму. Пусть f c z  ограниченное множество: (|/|| </С, 

Нужно доказать, что множество U {Е) =  {g\g =JJf,fi:E } ком
пактно в Lq. Для gtU {Е) имеем

(4)

iIU (S  +  )̂ -  g-(S) IIJ J II J  [k (s +  X, t ) - К is, t ) ] f i t ) d t  ||jJds <
D' D‘ 6

<  max IK (s -b X, )̂ -  K(s,  t) |? J | j  / ( / )  dt Ц.? ds.

Применяя к внутреннему интегралу справа неравенство Гельдера, 
находим

(5>f f i t )  dt |1_̂ <  J \\fit)b dt =  (pD)'/p' K.

Из (4) и (5) получаем

I I llg i s +  r ) - g  is)llx <  max |/C -f- x. 0  -  УС (s, t)\ v-D'^K. (6)
D*
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10 А. А. Бокк, 3. И. Клементьев

Правая часть стремится к нулю при т—>0 независимо от f^ E .  Так 
как множество L{E),  очевидно, ограничено, то по теореме Рисса § 2 
оно компактно и, таким образом, оператор U вполне непрерывен.

Остальные утверждения теоремы доказываются аналогично ска
лярному случаю (см. [9], стр. 327—328).

З а м е ч а н и е  1. Линейность оператора U сохраняется и тогда, 
если 9 <  о. Кроме того, если не выполнено условие q'^p,  то опера
тор V ш  Lp в Lq остается линейным, если

И - 1 < г .  
р

(6' )

в частности, (6') выполняется, если о > -1, г > 1.
З а м е ч а н и е  2. В предельном случае р = 1  для линейности 

оператора U достаточно, чтобы выполнялось условие
г л Т t ; ̂
f j | A ' ( s , 0 |’ ds
D'

(3')

для почти всех t^D, при этом
З а м е ч а н и е  3. В случае q =■ оо оператор (1) является непре

рывным оператором из Lp(D) в пространство Л1 (D') существенно огра
ниченных функций, если выполнено условие 1) при некотором г ^ р ' ,  
причем ||б/|1 <  С,.

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1, 
а условие 3) выполнено в усиленной форме:

q>p,  q>° , 1 - ^ р' <  г. (7)

Тогда интегральный оператор (1) является вполне непрерывным опе
ратором из Lp в Lq.

Доказательство аналогично доказательству соответствующей тео
ремы в |9] (стр. 328).

Ядро К (s, t) называется почти равномерно непрерывным в по 
параметру х относительно s и если для любых е > 0, Л> 0  их су
ществуют 8 > 0  и множество E{s)  такие, йто

j/C.(s,0  —
как только |х — х^|<8, t ( :E{s) ,  причем fi(£ ')<A .

Т е о р е м а  4. Пусть ядро интегрального оператора почти равно
мерно по параметру х при х =  х и для каждого х удовлетворяет ус
ловиям теоремы 3, причем постоянные, входящие в 4ормулировку 
этой теоремы, не зависят от х. Тогда интегральный оператор

переводящий Lp в Lq, непрерывно зависит от х, то есть
Ит II и ,  -  и 4  =  0.

Доказательство происходит так же, как и в [9] (стр. 322).
Будем теперь считать области D в D' лежащими в одном про

странстве. Пусть
а > 0 .  (8>

IS -  1̂»
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к  обобщению теорем вложении 11

где S (5, 0 —скалярная ограниченная непрерывная при s  ̂ функ
ция. Такие ядра называются ядрами типа потенциала. Чтобы были 
выполнены условия 1) и 2) теоремы 1, достаточно, чтобы а г ^ п  
и а о ^ т .  Условия 3) запишутся при этом в виде

т
Я >Р ,  Я >  — , 1 -

т
ад

/ ^Р <  —а
Из замечания к теореме 1 вытекает, что условия

Ж -
тр п — {п — а) р (9)(п — а)р

достаточны для непрерывности оператора (1) с ядром вида (8). Так 
как при этом выполнено и условие (7), то из (9) следует полная не
прерывность оператора U. В частности, при а =  я — 1 условия (9)при
нимают вид

Я <  , т > п — р. (10)
п — р

Если рассматривать оператор с ядром /6(s-j-As, t) как функ
цию параметра Д5, то согласно таореме 4 будем иметь

^ 11̂ 0, если Д5 -> 0.
Сказанное формулируется в следующей теореме.

Т е о р е м а  5. Если выполнено условие (9), то интегральный опе
ратор с ядром вида (8) представляет собой линейный вполне непре
рывный оператор, отображающий Lp[D) в Lg(D', 2, (i, X),  где 
Ь —и-мерная область эвклидова пространства, Ь '—/л-мерное много
образие в нем. При этом если D' непрерывно зависит от параметра, 
то и ^(s) = U f  будет непрерывной по параметру.

В частности.
=  0. (И)

З а м е ч а н и е .  Теорема верна и при 
няются условием

(п — а ) р > п .

д = о о .  Условия (9) заме-

( 12)

о.
а соотношение ( 11) перейдет в соотношение

8ир||й-(5 +  Д5) — ^(5))(х-^0 при Д5
что означает непрерывность функции g  (s).

Таким образом, оператор 0  в этом случае переводит простран
ство Lp{D, 2, }1, А") в пространство loo (O', 2. у, А") и, следовательно, 
в C (D '), то есть имеет место

Т е о р е м а  6. Если выполнено условие (12), то интегральный опе
ратор с ядром типа (8) является вполне непрерывным оператором из 
1 р ( 0 ) ъ С ф ) ' .

§ 4. Теоремы вложения

что / 6  W'p (D) и об-Везде в этом параграфе предполагается, 
ласть D выпукла.

Л е м м а  1. Пусть I направленная прямая, проходящая через 
точку S6D. Тогда функция /  индуцирует на о-алгебре Be =  {Е} всех 
борелевских подмножеств этой прямой функцию у^(Я) со значениями 
в АГ, абсолютно непрерывную относительно лебеговской меры на прямой.
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12 А. А. Бокк, 3. И. Клементьев

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты письма будем считать D 
двумерной областью, п =  2. Букву /  в обозначении будем опус
кать. Для л'юбого отрезка [s, t) =  [ ( s , а̂)) на прямой е положим

Заметим, что
f ( t ) - f { s )  =  [/(^1, Sa)—/(s , ,  s,)] - f  [f{tu  S2)]. ( 1 )

Так как/ 6U^J,(D), то из (!)  видим, что v«([s, ^)) есть абсолютно не
прерывная функция промежутка (s, t) на прямой е и, согласно пунк
ту 3, § 1, может быть продолжена до абсолютно непрерывной функ
ции множества на Be.

Л е м м а  2. Если через обозначить производную Радона-Ни-
кодима для функции v'(£'), то почти всюду относительно имеет 
место равенство

df t.) df \—  =  - -- =  -^ c o s(/!,, e) -h - ^ c o s  (/2, e).
de de dt, ' "  ' ^  Qt-, ( 2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть p(s,^)—расстояние между точками s 
и t. Известно, что почти всюду на е

1
de «-<■< р (s, t) de P(s. О

(3)
[s.t)

(См., например, [10], стр. 237). Согласно равенству (1)
f - ( i ) - f i s ) f(t,,  S; ) -  f(Su S2)

X (̂ 2 — S2 )
1

Г2 — «2

f i t i ,  So) — /(SbSa) cos(^i,e) +

+ cos (/‘a, /). (4)

p(s, t) ti — ŝ

2̂ So
Переходя в (4) к пределу при s -^t ,  получаем, согласно (3), равенство (2)- 

Л е м м а  3. Пусть s6D —фиксированная точка, /--направленный 
луч, исходящий из точки S, /? ( /)  =  р (S,/) — расстояние от точки s до 
точки t. Тогда функции

/? '-> ( / ) / ( / ) ,  /?"-Ч О К
de

dl = /?«-> I"
де

dl

[■s.O
суть интегрируемые функции на промежутке изменения R от нуля до 
d{l), гд е^ ( ) — длина луча от точки s до точки пересечения луча 
с границей области D.

Утверждение леммы очевидно. Заметим, что последняя функция 
абсолютно непрерывна, как функция от R.

Ле м ма  4. Пусть ш =  |а}—единичная сфера с центром в точке 
5, / —луч, исходящий из точки S и пересекающий сферу в точке 
збш. Тогда интегралы

d( l )  d(t)  R

f { t ) R ' ‘ -^{t )dR{t )  и R'^-^dR ^J,i .
dl
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к обобщению теорем вложения 13

которые существуют по предыдущей лемме и представляют собой 
функции точки обш, интегрируемы относительно поверхностной меры 
на 10. Обозначим эти интегралы соответственно через

d (1) d (О RJ rfu) J f ( t )  R' -̂  ̂rf;? и J d (О J dR f dl.
Ш 0 u> 0 0

Доказательство утверждения леммы, то есть существование двух 
последних интегралов, проводится обычным в этих случаях путем. 
Оно основано на самом определении интеграла Бохнера.

Т е о р е м а  1. Справедливо тождество

V-D J ft_i J dtk
(5)

где 6 ft (s, t), ft =  1, 2, . . . ,  « —ограниченные, вещественные, непрерыв
ные при s ф t функции, такие, что

|6ft(S,0l<
8"

ярО
(6)

где 8—диаметр области D,
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что существование интегралов, 

используемых далее в доказательстве, обосновано в предыдущих 
леммах. Очевидно, что
* ^

dl
d l = f { t )

Отсюда

/ ( S )

1̂. о
d(l)d d(l) d(i)

p
R'‘- 'dR  = f(t)R»-'

J0 JU J0

dl •

df
dl

dl.

Меняя в последнем интеграле порядок интегрирования, получаем
dw d(l) d(l) dU)

"  df 'f { s )  j R ^ - ' d R ^   ̂ f ( t )  R' -̂  ̂dR — dR dl  =
0 9 R0

dil) d (/)

=  i f{t)R'‘- ^ d R -  1 I L
J  J , dl

(7)

Перемена порядка интегрирования законна на основании теоре
мы Фубини ([10], гл. III). Заменяя в последнем интеграле в (7) пе
ременную интегрирования I на R и проинтегрировав по ш, получим

d̂ U) d (О

• /(S) j'deo I =  Jdu)
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14 А, А. Бокк, 3. И. Клементьев

</(/)

или
,1 J n R -' dl

/ , . ) , D = l  n t u t - y ^ f a t .

( 8)

(9)

Мы не останавливаемся на доказательстве равенства соответственно 
обоих интегралов справа в (8) и (9), так как это доказательство про
водится по обычной в этих случаях схеме. Воспользовавшись равен- ' 
ством (2) к лемме 2, деля обе части равенства (9) на \̂ D и полагая

Bk^s, t) =  ^ cos (/, tk) == В {s, t) cos {tk, 1), 
\iD-n

( 10)

d" — Rгде B{s , t )  = ----------",  получим равенство (5). Из (10) очевидны не-
n\iD

прерывность функций B*(s, О при s Ф t м оценка (6).
Т е о р е м а  2 (Неравенство Соболева). Пусть

q <
пр

п—р
Тогда справедливо неравенство

W f - m  =  { j l l / lO  — /и(/)11.х dt <  A II grad/||i^,
D

где
I " df  1 Г

b
и Л—постоянное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 1 имеем

(И)

( 12)

11/-я г /| | х =  2
1 Bk(s,t)
J | s-(| «- ‘ dtk 1 <

<  Г lgrad/(()|cf(. (13)

Так как при условии (1Р интегральная операция U в (Р ), как 
показано в предыдущем параграфе, представляет собой непрерывную 
операцию из Lp{D) в Lg{D), то

ll/-/«(/);i^ ,<ll^lM lgrad/|U ^.
Полагая А — (|(У||, получаем утверждение теоремы.

З а м е ч а н и е .  Неравенство (12) эквивалентно неравенству
, < М  [|lgrad/||i +  \\т (/)/(,] =  М Ц/|| .̂, D̂). (14)

Доказывается на основании неравенства Минковского и определения
нор.мы в в пункте 4, § 1.

L
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к  обобщению теорем вложения 1S

Т е о р е м а  3. (Соболев—Кондрашев). При условии (10) оператор 
вложения, сопоставляющий элементу из V^p{D) его же, рассматри
ваемого как элемент из L, (D, Е, р, х), вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Неравенство (14) означает непрерывность 
оператора вложения. Вполне непрерывность следует из того, что эле-г
менты -—  принадлежат пространству (D), а интегральный оператор

С/1>'
Д*(«, t) и оператор m{f )  вполне непрерывны.с ядром

Is — 1\’'-
Т е о р е м а  4. Операция вложения, сопоставляющая элементу из 

Wp{D) его же, рассматриваемого как элемент пространства Ц  (D', Е, ji. х),  
где D'—m-иерная поверхность в D вполне непрерывна при условиях

тр
Ж п—р

п — р. (15)

Причем элемент /  непрерывно зависит от сдвига поверхности ГУ, 
то есть

lim [ j  ||/(s  +  ^s) — /(s)llf ds] =  0 . (16)
Дл->0 D'

Доказательство получается на основании теоремы 4 предыдуще
го параграфа.

Т е о р е м а  5. При условии п<^р операция вложения из W4D)  
в C(D) вполне непрерывна.

Доказательство получается на основании теоремы 6 предыдуще
го параграфа.

Сформулируем теоремы, аналогичные теоремы 3 и 4 примени
тельно к пространствам V̂ ‘p(D) при / >  1.

Т е о р е м а  6. Оператор вложения пространства W‘̂ (D) в прост
ранство Lp(D) будет вполне непрерывным при условии

Ж
пр

(17)п — 1р

Т е о р е м а  7. Оператор вложения (D) в (D'), где D '-те-м ер- 
ная поверхность в D при условиях

тр
Ж п 1р

п — 1р (18)

представляет собой вполне непрерывный оператор. Про этом при не
прерывной деформации поверхности D' в зависимости от параметра 
этот оператор непрерывно зависит от параметра.

Доказательство, и.меющееся в [9] для скалярного случая, пере
носится и на рассматриваемый нами случай векторнозначной функции.
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ТРУДЫ томского ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 198 Серия механико-математическая

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ, Г. С. ШАХНОВИЧ

В работе исследуются линейные подпространства пространства i' 
всех локально суммируемых функций, заданных на полуоси [О, о с ) .  
Для пространств числовых последовательностей аналогичное иссле
дование проделано в работе [1]. Особенности, которые имеются 
в надей работе, обусловлены прежде всего сравнительно слабым 
требованием локальной суммируемости рассматриваемых функций

§ 1. Линейные функциональные пространства и слабая 
сходимость в них

Пусть 5 —множество всех вещественных, измеримых по Лебегу 
локально суммируемых функций, заданных на полуоси |0, ос). Будем 
рассматривать i  как линейное множество, определяя сумму двух 
функций и умножение на вещественное число обычным образом. 
Функции эквивалентные относительно меры Лебега будем отождест
влять. Линейным функциональным пространством X будем называть 
любое линейное подмножество из S.

Через Ф буде.м обозначать множество всех финитных пррстых 
функций. Очевидно, Ф—линейное пространство.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть А'—линейное пространство. Множест
во X*  С всех функций y(t)  из S таких, что

ои
I j <  оо ( 1)

при любом JC6A’, где интеграл понимается в смысле Лебега, будем 
называть пространством дуальным для X  (или относительно X). X*,  
очевидно, также линейное пространство. Значение интеграла (1) бу
дем обозначать кратко через ху =  ух.

Т е о р е м а  1. Пространство Х "  =  (А'*)* содержит X, то есть X  С Х*\
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x fА'. Так как |л:у1 <  ос для любого 

ytA”*, то хбА'“ , чем теорема доказана.
Т е о р е м а  2. Всегда Х*" =  Х*.'
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение непосредственно следует из 

определения 1 и теоремы ( 1).
Определение 2. Пространство X  называется совершенным, 

если А"* =  X.
Т е о р е м а  3. Совершенное пространство содержит пространство Ф

2. Заказ 3358
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Пусть лг̂ Ф. Так как любая убХ* локально 
суммируема, то Следовательно, — X.

Т е о р е м а  4. Если Z С то Z* 3 А"* и Z С X**. Справедливость 
утверждения очевидна.

З а ме ч а н и е .  Так как X** по теореме 2 совершенно, то оно со
держит Ф. Из теоремы (4) вытекает, что Х"* есть наименьшее совер
шенное пространство, содержащее X.

О п р е д е л е н и е  3. Последозательность {л:„} точек из простран
ства X называется слабо фундаментальной, если существует Итудг* 
при всяком убХ’*. Точка х(;Х называется слабым пределом последо
вательности {хп} С X, если Итул:„ =  ул: при любом убА". Простран
ство А называется слабо полным, если в нем всякая слабо фунда
ментальная последова^льность имеет предел.

Обозначим через X  совокупность всех элементов вида:

* . ( / ) = "р"
10 при ^ > а , где л'бА' и а > 0.

Элементы х„ будем naabiBajb отрезками точки х. Очевидно, X  также 
линейное пространство и 5>-А ', каково бы ни было пространство X.

Т е о р е м а  5. Если х^Х  и его отрезки, то для любого убА"* 
имеет место равенство limyxa„ =  yx.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть убА* произвольная точка. Имеем
оо

|ух —  уХа„|< j  при д > А ( е ) .
“л

Отсюда в силу произвольности е >  О получаем
11т  уха„ =  ух.

Т е о р е м а  6. Если А  1) Ф и слабо полно, то А   ̂ А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хбА  и х» — отрезок х. Найдется 

последовательность 1рлбФ такая, что (fn-^Xa в метрике пространства 
/ i ( 3,a), Тогда Итусрл=уХа для любого убХ*, то есть последователь
ность {срл) слабо фундаментальна; в силу слабой полноты элемент х» 
и будет ее слабым пределом.

Т е о р е м а  7. Если А  слабо пол'но и содержит А “ , то оно со- 
верщенно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 3 и замечания к теореме 4 
следует, что X* содержит Ф. Пусть теперь х: б А** — пр >извольная 
точка. Тогда по теореме 5 11т у х „  =  ух для любого у б А*’*, где 

— отрезки точки л. Так как А*”  =  А*, то limyx„ =  yx для любого 
убА*. По условию х „ б А  и А,— полное пространство, следовате.тьно, 
ос б X и, следовательно,А‘* d  АЛ Так как по теореме 1 имеет место 
обратное включение, то А =  А**.

С л е д с т в и е .  Если А  слабо полное и содержит S, то оно со 
вершенно.

Т е о р е м а  8. А ] ) Ф  и слабо полно, то оно совершенно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хбА* '  и х „ е г о  отрезки. Найдется 

последовательность 9„бФ  такая, что (р„-*Ха в метрике пространства 
1,(0, а). Тогда lim yf„ =  у.х* для любого у б А*. Отсюда в силу сла
бой полноты пространства А вытекает, что х „бА . Следовательно, 
А   ̂ S и согласно следствию А — совершенное пространство.
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О п р е д е л е н и е  4. Пространство X  называется нормальным, 
если из |г(<Н  следует, что zi^X. |г|< |дг| означает, что
|г(01< к  (0 | п(?чтн всюду).

Т е о р е м а  9. Совершенное пространство А' нормально.
, Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть л: 6 .Y =  Л"* — произвольная точка и 
|2|< \х\. Тогда |у( 1д;| <  ос и |г| |у| <  ос для всякого у е Х ' ;  следова
тельно, г б ^  =

Замечание. Не всякое нормальное пространство является совер
шенным. Приведем два примера таких пространств.

.1 Пусть Сд совокупность тех ограниченных функций из S 
для которых 1шх( / )  =  0. Очевидно, Сц — линейное нормальное про
странство. Легко видеть, что С* состоит из всех суммируемых функ
ций из о. Действительно, очевидно, что для всякой суммируемой 
функции y e s  имеем

00

1у =  I Г х (/)у  <  ос

при любом Xе Сд. Если y e S  не суммируема, то легко построить 
х еСд  так, что |ух| =  ос. Очевидно, далее, что С‘* содержит ьсе ог
раниченные функции из 5. Таким образом, Сд*ФСд.'

2. Определим множество Хд следующим образом. Пусть x e S  
и пусть '

£N{x) =  {t: х(Г)ФО,  te {0 ,N ) ,
то есть — совокупность тех точек из интервала (О, Л̂ ), в которых 
значение х (t) отлично от нуля. Если

llm = 0 .
/V-нх) N

где аи£'л' ( х ) — мера множества то, по определению, хеХд .
Очевидно, А'о — линейное нормальное пространство и А’* ;) S. Пока
жем что Хд =  S. Предположим напротив, что имеется убХ*  и 
Пусть °

fn =  { t : y { t ) ¥=0 ,  t e { n , n + l ) } ,  « =  1,2.....
Найдется, как не трудно видеть, последовательность множеств F„ и 
последовательность чисел 8«>0  такие, что

=  rn{i: \y{t)]>o^, te{n^,  n^+i) }>0,  / с = 1,2....

Очевидно, можно считать, что
СО

" г [ о , х ) П ( и  /"„ЛUrn
N-*■00

Пусть далее
Л 0.

если teF„^,

если teE,Пк

если feEg^ 

если FПк'
2*
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Нетрудно видеть, что
«+1

|у| к 1 =  ]\х (t) у (01 dt =  ^  I  1̂  (0  y(t)\dt =  '^
mF,ПК

и
=  оо.

Пк

Последнее противоречит тому прэдположению, что у б - Ĵ и уб5 .  
Следовательно, ^о =  5. Но, очевидно, Х “* содержит любую функцию 
j c ( 0 = C ,  которая, очевидно, не принадлежит Х .̂ Таким образом, 
^ 0. будучи нормальным пространством, не является совершенным.

Т е о р е м а  Ю. Всякое совершенное пространство X  слабо ;

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно, что пространство Z-, (а, р) 0< а < ^  
слабо полно и, как замечено ранее, все его элементы принадлежат 
X.  Пусть {х„} С — слабо фундаментальная последовательность. 
Положим

если ^6 [/п ,/и ,+ 1)
"  I о. если 16 \т, т

Очевидно, последовательность x l T ' и = 1 ,  2,...будет слабо фунда
ментальной при*любом т. Пусть хИ-'«+D — ее слабый предел. Поло
жим

хЦ)  =  xt'”- '”+'>(0 .
если т-\-\), m =  О, 1, 2.....  Докажем, что х есть слабый пре
дел последовательности Буде.м доказывать от противного. Пред

положим напротив, что имеется у^Х*  такой, что ух =  f  yxdt  несу-
А

ществует. Не теряя общности, можно считать, что ух =  -f °о и что 
y { i ) x ( t ) ' ^  О почти для всех Действительно, иначе можно_было бы
взять функцию Г ( / ) =  |y(/)!sign>f (/). для которой, очевидно, у х = + о о .
Заметим, что убХ*, поскольку — всегда нормально. Так как

00  ̂
ух — 1" xydt =  -1- оо,

то найдется v4]>0 такое, что
А,
j' ху dt~> С 0.

Поскольку, далее последовательность {Хл'̂ '’ }, где

" 1 О, ^6[0, Л,],
слабо сходится в пространстве Z-i (О, Л,) и элементу x^*''[t) ~  х  Ц) 
при ^ е[0, Л1], то найдется натуральное число vV, такое, что при 

л,
будем иметь  ̂ x „ y d t > C .  Возьмем Тогда

А,
j  ух„, d t >  с.
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Выберем теперь Л г > Л 1 столь большим, чтобы
00

J \yxn\dtc.z.
А,

Пусть Лгк-2, Агк-и Агк, iV*, х„  ̂ уже выбраны. Поскольку
ооJ x y d t + o o .
’ 2/с

выбираем Лгк+i >  Лгк таким, чтобы
2̂к+1J xydt >  С.

А2к

Затем выбираем Nk+i > N k такое, чтобы при п':^ Nk+\
’ 2>г+1
J x^ydt >  С.

Возьмем Пк+\':̂  Nk+\. Тогда
2̂/f + l

■̂2к
После этого выбираем Лгк+2 столь большим, чтобы

00

J |л:у|^^<е и т. д.
-^2/с+2

Таким образом будут определены последовательности чисел 
Л  =  0 <  Л, < Л 2< . . „

и последовательность элементов из {дг„}. Положим
_ | У ( 0 . ^б[Л2к-2, Л2Я-1]

О, ^€[Л2к_2, Лгк-i].
Заметим, что в силу нормальности пространства X*. Нетруд
но видеть, что

Уо(0

<JU
lim ( ya{t)x^^{t)dt =  00.
к-~кх> J

Последнее противоречит тому, что последовательность по условию 
слабо фундаментальная. Теорема доказана.

§ 2. Слабо непрерывные линейные функционалы
О п р е д е л е н и е  5. Линейный функционал /^(д:), определенный 

на линейном пространстве X, называется слабо непрерывным, если 
из того, что Л' есть слабый предел последовательности {дг„}, следует

11т  f  (д:„) =/^(д:).
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Множество рсех линейных слабо непрерывных функционалов на X  
будем обозначать X ' .

Т е о р е м а  J1. Если пространство X  содержит Ф и нормально^
то функционал F определяемых на X  равенством

Fy {х) =  ух,
где у^Х' ,  является линейным слабо непрерывным функционалом. 
Наоборот, для всякого линейного слабо непрерывного функционала 
F, заданного на X ,  найдется единственный элемент у б Х *  такой 
что

F (х) — ух
при любом х в Х .  Кратко: X* =  X ' .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а). Очевидно, что равенство Fy (л:) =  ух  оп
ределяет слабо непрерывный, линейный функционал; б). Наоборот, 
пусть F^X' .  Так как F  можно рассматривать как линейный непре
рывный функционал на /^ (л — 1, л), то, как известно, найдется су
щественно ограниченная функция у„ (0  (равная нулю вне промежут
ка [л, л — 1)) такая, что для прозвольного € /., (л — 1, л) (.х„ (/‘) =  О 
вне [л,л — 1) имеет место равенство

F ( ,x , )^ ^ \ \ t ) y A t )d t .

Положим ) i ( t ) =y i ( t ) - { - y2  (t) + Тогда

Е-(х„) =  l lmf  (x i -Ь ...-Ь х„) =  l i mV Г х t̂) у {t) dt =  {t) у {t) dt.
Л-^ОО Л - > С Х З ^ " , ^tc- 1  к—1 о

Теорема доказана.
Пусть Y — линейное пространство такое, что У С Т о г д а  мож

но говорить о слабой фундаментальности, слабом пределе и слабой 
полноге пространства X  относительно У, так что в частном случае 
будем иметь определение 3.

Т е о р е м а  12. Если Ф С У С X  )  Ф и слабо полно относитель
но У, то X  совершенно и X =  У*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пу:ть х^Х'*  и х» — его отрезок. Заметим, 
что х„бХ**. Найдется последовательность tp„f(D такая, что ср„ ^  х„ 
в метрике пространства Z.) (Э, а). Тогда для любого у(:У  будем 
иметь limy'f„ =  yx„, откуда в силу полноты пространства X  отно
сительно У вытекает х^^Х.  Так как далее существует

limyxa„ =  ух.

относительно
t

у 6У, то опять, в силу полноты пространства X  
будем иметь х ^ Х ,  то есть X  совершенно.
Очевидно, У* D X** =  X.
С другой стороны, пусть 2 6 У*. Тогда [гу К  оо для любого убУ”  С 2£̂ *. 
Следовательно, г 6 У, то есть У* С 2̂ **, откуда следует, что Y" =  X.

Следующие две теоремы мы только сформулируем, опуская до
казательства ввиду очевидности.

Т е о р е м а  13. Если У нормально и содержит Ф, то У* полно 
относительно У.

Т е о р е м а  14. Если Ф С У С Е/ С -У* и, кроме того, У и U — нормаль
ны и X  полно относительно У, то оно полно и относительно U. 
В частности, из относительной слабой полноты пространствах следу
ет его слабая полнота.
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§ 3. Сильная сходимость и метризуемость

О п р е д е л е н и е  1. Множество £" С А', где А '— линейное прост
ранство, называется ограниченным, если для каждого у е А'* сущест
вует положительное число л(у) такое, что

1̂ У\ <  г (у)
для каждого х^Е.
Т е о р е м а  15. Множество Е ограничено тогда и только тогда, если 
для каждого убАГ* найдется г (у) такое, что

1у1 ki < '• (}')
для любого хбА".

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если существует г (у) такое, что 
\у1 при любом х ^Е ,  то, очевидно, и |ух| <  г(у) при любом
x f f .  Пусть теперь Д--ограниченное множество. Допустим, вопреки 
утверждению, что имеется элемент yot-A" таксй, что sup |у | |г|= оо, 
где sup берется по всем х^Е.  Тогда найдется последовательность 

С Е такая, что
|Уи| k«i >  22". ( 1 )

в  силу ограниченности множества Е имеем
1iim

2п
УХп =  О

для любого у САГ*. Последовательность/—
1,2" х„\ можно рассматривать

как сходящуюся к нулю последовательность регулярных функцио
налов на пространстве X*. При этом регулярны.м функционалом мы 
называем функционал, мажорируемый положительным функционалом

В рассматриваемом нами случае ~  х„ мажорируется функционалом

Но тогда, как известно, последовательность чисел ^  |у| \хп 
2"

X  кп12"

ограничена при любом у б А "  (см. [2], стр. 267—269). В частности, 
эта последова1ельность ограничена при у =  Уо- Последнее противо
речит соотношению 1, согласно которому

к«| >  2".

О п р е д е л е н и е  5. Множество С А" называется вполне огра
ниченным, если для каж; ого ограниченного .множества U С X'  су
ществует такое положительное число г(Ь),  что

при любом X  ̂Е н у (■ и.
Т е о р е м а  16. Множество E Q X  

ограничено, если оно ограничено.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Очевидно, любое 

множество функций про.то ограничено.
Пусть теперь Д С А  — ограниченное множество. Предположим, 

вопреки утверждению теоремы, что Е не вполне ограничено. Тогда 
найдется ограниченное множество UQX*  такое, что

sup |у j:| =  4- CXD,

тогда и только тогда вполне

вполне ограниченное
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24 3. И. Клементьев, Г. С. Шахнович

где sup берется по всем х^ Е  \\ всем y^U.  Положим 
г (у) =  sup \ух\, S (л:) =  sup |ул:|.

xiE xiU
Выберем Xi^E  и y i^ U  так, что

|у, АГ.1 >  2
и натуральное число >  О так, что «(л:,) <  2’‘‘ - 1. Указанный выбор 
элементов Xi и ух возможен в силу соотношения (1) и ограниченно- 
ности множеств Е ч U, Далее выберем элементы Х2^Е, так,
что '

—  1У2^̂2| > ''(У 1) +  2*2 
2''*

и натуральное число «2 >  'fi так, что
«(лгз) <  2''>-2.

Далее аналогично выбираем х^, у» и натуральное число Кз> так.
что

|Уз з̂| >  г (Vi) +  (Уз) +  2.3.
Вообще, если элементы д:,, х„-\, yi,...,yn-i и натуральные числа
к, >  К2...>/Сп-1 уже выбраны, то выбираем элементы х^^Е и Уп^и  
так, что t

и натуральное число Кп >  «n-i так, что
s{x„)

Положим,

=  ......

где «о считаем равным нулю. Покажем, что последовательность у„ 
слабо фундаментальная. Пусть х(;Х'* — произвольный элемент. Имеем ^

Д^Ул+т — ДСУп1 -  I 2  2*л -1
л -  1 ■“  'л +1

1 1 supljcyl <  е

при n^N(e . ) ,  где sup берется по всем у^ U, что означает слабую 
фундаментальность последовательности ул. В силу слабой полноты 
пространства Х ‘ существует слабый предел у этой последовательности. 
Поэтому

я 1 “ 1
уд: =  Иш у„ д: =  Ит V  у̂ х =  V  9^  

Пусть теперь х =  х„. Тогда

Но
Л — 1 Л — I

i-Л̂ -l
Я —12 <1 ST < 2 2—

(2)

(3)
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И

I 2  2г-я + 1 / — nil
\У1 Хп\ < 2«п-1 S(jfn) <  И. (4)

Из соотношений (1), (2), (3), (4) следует, что
1 П 1 J

1 "̂у \> —  1̂ ” «̂1 “  2  —  ' ' - п > 2 п  — п ^ п .

Последнее неравенство противоречит условию ограниченности мно
жества Е.  Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  6. Множество Е называется нормальной обо
лочкой ограниченного множества EQX,  если оно состоит из всех
точек x ^ S  таких, что |х(П|<|л:(0 | почти всюду, где х^Е.

Т е о р е м а  17. Если А' нормально, то нормальная оболочка ог
раниченного множества Е также ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение теоремы очевидным образом 
следует из теоремы 9.

О п р е д е л е н и е  7. Последовательность {х„}СА!' будем называть 
сильно фундаментальной, если для прэизвэльного числае> 0  и каж
дого ограниченного множества U С Х'  существует натуральное число 
N  (е, U) такое, что

|У (Хр -  <  S
при р, q~^N и любом y^U.  Соответственно определяется сильный 
предел и сильная полнота.

Т е о р е м а  18. Всякое слабо полное пространство X  будет и 
сильно полным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если последовательность {л:„} С А' сильно 
фундаментальна, то, очевидно, она будет и слабо фундаментальной 
и, следовательно, по условию будет иметь слабый предел х.  Пусть 
S>  О—произвольное число и С — произвольное ограниченное 
множество. Имеем

\У {Хр -  I =  |у \{Хр -  х ) -  (х, -  х)] I >  |(у (Хр -  х)\ — |у(х,, -  х)|| (*)
при любом у в и.  Пусть N {е, U) такое, что левая часть в (*) мень
ше е при p.q>-N.  Тогда нетрудно видеть, что |у — л:)| <  е при 
р >  М (е, 77). Действительно, допущение, что при некотором Уо 6 7̂ 
имеет место соотношение

|Уо (Хр  -  л :)| >  е

противоречит неравенству
ЦУо (Хр -  л:)| -  |уо (х, — х)11 <  е,

вытекающему из (*), поскольку q произвольно. Теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  8. Совершенное пространство называется нор

мируемым, если в нем можно ввести норму так, что сходимость по 
этой норме эквивалентна сильной сходимости.

Т е о р е м а  19. Совершенное пространство X  тогда и только 
тогда нормируемо, есди в дуальном пространстве А* существует та
кое ограниченное множество U, что для всякого другого ограничен
ного множества N СХ'  существует г такое, что N  С rU, где

г и  =  {г «}, t i^U.
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а. Пусть множество U QX',  удовлетворяю-.^ 
щее условиям теоремы, существует. Введем в X  норму, полагая 
для всякого х ^ Х ,

\ух\.X  II =  sup
yiu

Легко проверяется, что эта норма удовлетворяет аксиомам норми
рованного пространства. Убедимся, что сходимость последователь
ности по этой норме эквивалентна сильной сходимости. Пусть после- 
довательнссть {Хп) сильно сходится к х, V — произвольное ограни
ченное множество, такое, что V QrU и е > 0  произвольно. Тогда

sup 1 у (X -  л:„)1 <  sup 1у {X -  Хп)\ =  г sup \у {х -  х„)\ =  г \х -  х„| <  s,
ŷ V yirU yiU

Если п достаточно велико /г >  УУ(£) — то есть 
{Хп\ сходится к X по норме. Пусть, наоборот,
{Хя} сходится к X относительно введенной нормы 
произвольное ограниченное множество. Тогда

x„)l =  rsup|y (X

последовательность 
последовательность 
и пусть V' С. —

Isuplу „ ( х -  x„)l<sup ly (x
yirU Л«)| Г X — х„ о .

что и означает сильную сходимость последовательности.
б. Пусть X  — нормированное пространство с некоторой нормой 

Jx|| и сходимость по этой норме эквивалентна сильной сходимости. 
Покажем сначала, что ограниченность множества M Q X  по норме 
равносильна её ограниченности. Пусть Л1—ограниченное множество 
по норме, то есть ||х|^С<С°'̂  ири любом х^ М . Если допустить, 
что М неограничено, то нашлась бы точка у 6 А'* и последователь
ность {х„} такие, что

||ух„|>
откуда

 ̂ > /г , /г =  1,2,...У — Хп
п

Йо, так как последовательность-^ х„.
II

по норме, а, стало быть, сильно сходится к нулю, то последнее не
равенство невозможно. Таким образо.м, М есть ограниченное мно
жество. Пусть, наоборот, множество M Q X  есть ограниченное мно
жество. Допустим, напротив, что оно не ограничено по норме. Тогда 
найдется последовательность {Хл) такая, что последователь

ность {— х„ 
п
1 I тоже неограничена по норме. Пусть V С произ;

вольное ограниченное множество. Так как ограниченное множество М 
сильно ограничено, то

зир|уХл|</С< оо.
следовательно.

sup 1
п

ХпУ
К<  — , /1= 1,2,...,
п

то есть последовательность — Хл сильно сходится к нулю и, сле

очевидно, сходится к нулю ^

довательно, сходится к нулю по норме. Полученное противоречие 
показывает, что М ограничено по норме. Покажем теперь, что в ка
честве множества, существование которого утверждается, в теореме.
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МОЖНО взять множество U =  \у\ Q X* точек, удовлетворяющих соот
ношению

sup |ух1 <  1,
где sup берется по множеству Е точек х ^ Х , удовлетворяющих ус
ловию ||дс]̂ |. Как показано выше, Е — ограниченное множество. 
Множество и  тоже ограничено, так как

|ух|<г (л:),
Xесли г столь велико, что — < 1 . Пусть теперь 7V С — произволь-
г

ное ограниченное множество. Так как Е, будучи ограниченным, 
является и вполне ограниченным, то

sup 1ух( <  г (£■), х^Е , y^N .
Отсюда

sup
1

1
— У г к 1 < 1 ,

следовательно,— y^U , или y^ rV  при y^N , то есть N QrU 
г

и теорема полностью доказана.
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ТРУДЫ т о м с к о г о  ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 198 Серия механико-математическая

ОБ ОПЕРАТОРАХ В ПОДПРОСТРАНСТВАХ ПРОСТРАНСТВА 
ЛОКАЛЬНО СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ и Г. С. ШАХНОВИЧ

Эта статья является продолжением нашей статьи, публикуемой 
в этом сборнике |1]. Здесь исследуются кольца операторов в под
пространствах пространства локально суммируемых функций, рас
смотренных в [1], Аналогичное исследование проведено в работе [2] 
для пространств числовых последовательностей. Мы пользуемся тер
минологией статьи |1] без специальных ссылок.

Пусть X  — линейное функциональное пространство и K{t,  s) — из
меримая функция, определенная на RJK R, где /? =  [О, о с ) . Если су
ществует для почти всех ^€[0, о с ) t^A,  мера Л =  0,

К х =  j  К (t, s )x { s )  ds

для любого элемента х ^ Х  и если функция z (t) — Кх является снова 
элементом из X,  то будем говорить, что функция K ( t , s )  (ядро) или 
оператор К принадлежит пространству X.

Ядро К {(, s), принадлежащее пространству X,  будем называть 
положительным, если оно всякий положительный элемент x t  А пере
водит в неотрицательный элемент Ах 6 А.

В дальнейшем мы будем предполагать, что функции К (t, s) ло
кально суммируемы на R X R и что К представляется в виде

К = К г - К 2  ( 1)
разности положительных ядер, принадлежащих пространству А. Со
вокупность всех таких операторов будем обозначать через 21(A). 

Т е о р е м а  1. Если А  — нормальное пространство, -хбА, то
00

|а: 1х =  j‘ \K{t, s )\ x ( s ) ds ex .  
о

Другими словами, если А б21(^). то и 1К1б21("^)-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно имеет место неравенство

|/C(s. ^ ) l < A i ( A  s) - 1- A 2(^ ,s).
в силу чего существует

Z (О =  j  IК (А S) 11 X (S) 1 rfs <  J  [Ах (А S) +  Аз (t, S)] 1 A (s) 1 ds (2)
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для ПОЧТИ всех [О, сю). Так как правая часть в (2) является функ
цией из X,  то в силу нормальности пространства X, z(t)(^X.  Далее 
при любом х е Х  очевидно

|г(ОИ | s )k (s ) f l 's | < 2(0

при почти всех ^6 [0, ос) и в силу нормальности пространства X,  
z { t ) ^ X ,  то есть |/<t6 2j('^). '1™ и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е .  Ядро К  будем называть регулярным, если оно мо
жет быть представлено в виде разности (2) положительных ядер. 
Как мы только что показали, если ядро К регулярно, то |К|б2('^)- 
Верно и обратное, то есть если |K|(rV(^)^ то / ( — регулярное ядро. 
Заметим также, что если К+ и К -  соответственно положительные 
и отрицательные части ядра К, то \К \ =  К+ +  К - и из принадлежно
сти одного из этих ядер, совокупности ^ ( Х ) ,  вытекает принадлеж
ность этой совокупности двух других ядер.

Т е о р е м а  2. Если Л'— нормальное пространство и K(i'^(X),  то 
почти все „5-сечения“ К (t, s), s t  [О, ос), суть элементы из А" и „тран- 
спонированное“ ядро

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно предыдущей теореме 1/С|б^(А'). 
Следовательно, существует двойной интеграл, и по теореме Фубини

СО о о  ооi [I ̂  (/, s) X (s) rfs j y { t ) d t  — К (/, s )x  (s) у (t)dsdt =
U 0 0

00 o o1 [j * ,0 9 *
для любых x ^ X  и yC‘ X*. Последнее означает, что почти при всяком 
фиксированном s , K ( t , s ) ^ X  и K(s , t ) ( :X* ,  что и требовалось до
казать.

Т е о р е м а  3. Для всякой функции а [t) б X  найдется ядро /С б 2  (^)
такое, что а (О является некоторым сечением K( t , s )  этого ядра.

п п L' I* (^ (/) . если л :б(«—S, s-f-й).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /и (г, s) =  {
[О в остальных точках,

г д е 3 > 0 ,  произвольно. Очевидно, K{ t , s )  =  a{i). Нетрудно видеть 
также, что К.ъ^^(Х) .  Действительно,

00 5  +  5 .  5  +  0

J Ki(t ,  s ) x { s )ds  =   ̂ a { t ) x  (s)ds =  a{t) J x { s ) d s ^ X
5  —  5 5  —  5

для любого x ^ X .  Теорема доказана. _
Т е о р е м а  4. Если А" ;) Ф, то почти всякое сечение K{ t , s )  ядра 

А ' б Х ( ^ )  ®еть точка из X*.  Наоборот,_для всякой точки у б А"* най
дется ядро / ( 6 S( A)  и сечение K(t , s )  этого ядра такое, что 
y ( s ) = K { f , s ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а. Так как почти при всяком г
<JU

I j / ( ( / ,  s )x (s ) ds <  ос

для любого хбА ', то функция y{s) — K{t,  s)( :X*  почти при всяком t.
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6. Наоборот, пусть у 6 А"*. Положим
'y(s), ^е[о. 1] 
о, / е [ о ,  1 ].

s) =

Тогда при любом х ^ Х  имеем

j y ( s ) x { s )ds ,  t e  [О, 1],

° О, /€ [0 , 1].
Очевидно, далее, что С ^  при любом t. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Множество R =  {К, А, б ,...} С 2 (^ )  операто
ров называется кольцом, если из A^R,  B ^ R  следует:

оо

а) J л {t, х) В (х, s) di  
о

'Существует при почти всех (t, s) 6 [О, оо; О, оо);
б) сумма А-\-В W произведение АВ принадлежит R\
в) если выполнен ассоциативный закон для умножения и дистри

бутивный закон.
З а м е ч а н и е .  Множество I  (А’) не для всякого Л' ]) Ф является 

•кольцом. Рассмотрим соответствующий пример.
Пусть 0 = {х} — совокупность всех таких функций, каждая из ко

торых имеет вид x( t )  — C +  f {t ) ,  где С — постоянная и /  — сущест
венно ограниченная финитная функция. Очевидно, 0 )  Ф 0* со-

ОО

стоит из всех функций y(s)  таких, что J |y(s)| ds < о о  и 0 ** есть мно-
0

жество всех существенно ограниченны)? функций. Таким образом, 
0  ф в**.

Пусть теперь

, если  ̂е 10, 1], S е [я — 1, «),
А {t, s) — W"

О в остальных точках,
а оператор B{t , s )  определен следующим образом.

B{t  2) =   ̂  ̂6 [л — 1, п), S б [я — 1, п)
если t С [я — 1, я), 5б [я, п 4- 1),

я =  1, 2, ... . Нетрудно видеть, что Л и 5  принадлежат S (0 ). Дей
ствительно, если х б 0 ,  то Ах  представляет собой сумму числового 
сходящегося ряда, следовательно Ах б 0. Аналогично

ОО ОО Л

В х =  в  {t, s) X {s)ds =  J B { t , s ) x { s ) d s
о л-1  л —I

представляет собой ступенчатую финитную функцию, следовательно, 
Вх^  0. Однако пусть х* { t ) =  1. Тогда л* б 0 и

ОО ОО

(ЛВ) (j:) =  А {Вх) =  I* Л ( ,̂ х) 1̂ j  В (х, s) х* (s) ds j dx =
6 о

со 00

Л {t, s )B (x , s)dx Ids.
0 0
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Но
UU

s )d ' . = ( п -
+  -  =  1

о ( n - i f
при п =  и 2 , . . . .  Теперь легко видеть, что (АВ) х =  (А (Вх) =  оо, то 
есть /1 5 б Х (9 ) и, таким образом, 1 (9 )  не является кольцом.

Т е о р е м а  5. Если А '— совершенное пространство, то 1 (Х) пред
ставляет собой кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л и В из S(A') произвольны. Так 
как X  нормально, то по теореме 2 почти при всяком s функция 
B ( z , s ) ^ X  н по теореме 4 при всяком  ̂ функция A{t,'i)(^X*, следова-

СО

тельно, I j Л (^, т) В (т, s ) d z  I <  почти при всех { t ,  s) 6 [О, оо; О, оо). 
о

Далее, если .х6 А", то, воспользовавшись теоре.мами 2 и 4 и теоремой 
Фубнни, убеждаемся, что (АВ) х  = ВА {х),  т. е. что АВ =ВЛбЁ( А' ) .  
Остальные требования в определении кольца, очевидно, также вы
полняются.

З а м е ч а н и е .  Как видно из доказательства, для того чтобы S(A') 
представляла собой кольцо, достаточно требования нор.мальности про
странства X.

Т е о р е м а  6. Если А” — созэршенное пространство, S(A*)  то сов
падает с совокупностью S' (X)  всех операторов, „транспонированных* 
к операторам из 2 (А").

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Фубнни и теореме 1 для лю
бых х ^ Х  и у б А* имеем

ОО ОО

л (t, s) л: (s) j I у (^) I =  J‘ ll" I Л (/, s)y (t) | | л: (s) | ds.
0 0

откуда и следует утверждение теоремы.
Т е о р е м а  7. Пусть А  )  Ф и Р(Л)  совокупность всех тех опе

раторов из S(A), для которых при люЗых х ^ Х  и у 6 А* имеет место 
равенство у (Ад:) =  (уЛ)х,*то есть

ОО ОО о о  оо

J [ j  л (t, S) X  (s) flfs] у (() d t =  f [J Л (t, s) у (t) dt] x(s) ds.
0 0 0 0|

Тогда Я (A) представляет собой кольцо, у которого совокупность 
s-сечений представляет собой А  и совокупность ^-сечений претстав- 
ляет собой А*. При э/ом Р( Х)  есть пересечение S (А) и S(X**).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у(Л х)= (уЛ |х для любых х^_Х и 
У  б А*, то уА =  V   ̂X*, то есть транспонированный оператор Л' отоб
ражает X* в себя. Следовательно, оператор (Л '/, как виано из тео- 
ре.мы 6, преобразует пространство А'* в себя, то есть Р(Х)  С S(A) .  
Пусть теперь Л £ £ ( А )  и Л бЕ(А**). Так как А** совершенно, то по 
теореме 5 SfA)  есть кольцо. Если х ^ Х ,  у б А*, то эти точки принад
лежат соответственно А** и А***, следовательно, у (Лх) =  (уЛ) jc, то 
есть Лб Я( А)  и, таки.м образом, Я(А) есть указанное в теореме пе
ресечение.

кольцо. Так как Я(Х)  входит в S (А**) 
и А  * совершенно, то как и при доказательстве теорем 5 и б убедим
ся, что если ЛбЯ,  Зе Я. то ЛуЗ б Я.

Наконец столь же просто убедимся, что совокупность всех s-ce- 
чеиий представляет собой А  и совокупность всех ^-сечений пред
ставляет собой А*.
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О п р е д е л е н и е  3. Линейный оператор, отображающий прост
ранство X  в себя, называется слабо непрерывным, если из слабой 
сходимости последовательности С X  следует Ит Лд:„ =  Л (Пт Х„).

Легко доказывается.
Т е о р е м а  8. Если X  совершенно, то каждый оператор Л б 2 (- ’'̂ ) 

представляет собой слабонепрерывный оператор.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  и yf -A* — произвольный эле

мент. Имеем Пт уЛдг„ =  уЛл:, то есть \imAx„ =  Ax,  что и утверж
дается в теореме.

Т е о р е м а  9. Если A'cz^S нормально, то оператор К б 2  (А') пе
реводит всякое ограниченное множество Е С X  в ограниченное мно
жество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для каждого x fE  на основании теоремы 1 
имеем

СО  0 0

1у Ц/('.х К | х |1/('1 (1у1) =  jlx (s)| [j|/((s, t ) y { t ) \ d t ] d s .

где через К' обозначается транспонированное ядро. Согласно теоре
ме 2 элемент \К' (\у\) >г X*. Следовательно, 1 у (Кх) j <  г (у) для лю
бого X (: Е в силу ограниченности множества Е, что требовалось 
доказать.

Т е о р е м а  Ю. Если А’ )  Ф нормально, то оператор 
всякую сильно сходящуюся последовательность переводит в сильно 
сходя щуюся.

Доказательство опускаем.
О п р е д е л е н и е  4. Пространства А", и А’г называются гомеоморф- 

ными, если существуют слабонепрерывные отображения Т и
Т е о р е м а  11. Гомеоморфизм г =  Тх пространств X  =  {х} и 2 =  {z} 

индуцирует сопряженный гомоморфизм у =  T*v дуальных пространств 
X* =  {у} и Z* — {V}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим оператор 7'*'у =  у равенством
(7'*г;) X =  v (Тх).

Нетрудно проверить, что оператор Т* осуществляет гомеоморф- 
ное отображение пространств А"* и Z* друг на друга. Мы, однако, 
опускаем подробности доказательства.

Т е о р е м а  12. Если гомеоморфизм пространств X и Z осуществ
ляется ядрами к  и К” ', то гомеоморфизм пространств Z* и X*  осу
ществляется ядрами К* и причем К* = К' и (/(*)“ ' =  {К~^У.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению имеем
оо ос со 00

(К*1»)д: =  j  v( t )  [ j  K(t,  s).X(s)^ ^ s j =  f^ (s ) [ j  K{ t , s ) x ( t ) d t j ds ,
0 0 0 0

что означает К* =  К' и, следовательно, .
С л е д с т в и е .  Ядра К и Д' осуществляют также гомеоморфизм 

пространств Z** н X**.
Действительно, {К*)* =  (К')* =  {К')' =  К. _
Аналогично | ( ^  •
Т е о р е м а  13. Если нормальные пространства X  )  Ф и Z Ф го- 

меоморфны, Z — K{X) ,  X  = A"MZ), то кольца 2 (^ )  изоморф
ны и Д - ’ 2 (2 )Д =  =  К ^ )-

Утверждение теоремы, если Д — ядро, доказывается без труда.
Т е о р е м а  14. Если из двух гомеоморфных пространств X  3 Ф, 

Z  Ф одно совершенно, то и другое совершенно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  совершенно. Если Г— гомеомор
физм указанных пространств и {г„} С Z слабо фундаментальная пос
ледовательность, то псс.^едовательность х „ =  Tz„, л = 1 ,2 , . . . ,  тоже 
слабо фундаментальна. Следовательно, в силу полноты пространст
ва X  существует x=lim  Ит Г - Е с л и  теперь z=Tx,  то z=^Tx= 
=  lim Т'Хд =  limг„. Таким образом, Z  — слабополное пространство и, 
следовательно, совершенное пространство. Теорема доказана.

Легко доказывается также
Т е о р е м а  15. Если нормальные пространства Л" D Ф и Z )  Ф 

гомеоморфны, то они гомеоморфны также относительно сильной 
сходимости.

Доказательство опускаем.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 198 Серия механико-математическая

ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
В ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЯХ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ 
УРАВНЕНИЯМ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Р. М. МАЛАХОВСКАЯ

Настоящая работа посвящена применению операционного метода, 
основанного на понятии и свойствах обобщенных функций, к линей
ным дифференциальным уравнениям с переменными коэффициентами. 
Обобщенные функции, рассматриваемые здесь, суть линейные непре
рывные функционалы, заданные на пространстве финитных бесконечно 
дифференцируемых функций. Носители функционалов предполагаются 
ограниченными с одной и той же стороны, в данном случае слева. 
Основные сведения об обобщенных функциях заимствованы из [1].

1. Рассмотрим однородное уравнение
Z.y =  y'")(x) — ----------- ^„_|(л:)у(л:) =  0, л: > 0  (1)

при следующих начальных данных Коши:
yW(0) = 0, к =  0, 1, 2,..., га- 2  I 

. у (« -» (0) =  1 Г
Предположим сначала, что коэффициенты й'к(х), /с=0, 1,..., п—1 — 

бесконечно дифференцируемые на всей оси х,  функции. Известно, 
что (см., например, [1|, стр. 5В) уравнение (I), рассматриваемое как 
уравнение в обобщенных функциях, в классе обобщенных функций 
в этом случае не имеет иных решений, кроме классических.

Будем рассматривать у в уравнении (1) как обобщенную функ
цию с носителем на полуоси [0, ос|. Введем следующие обозначения: 
через S будем обозначать обобщенную производную от дельта-функ
ции о(х), так что s =  o '(x ); через / *  §■ — свертку обобщенных функ
ций f u g .  Множество всех обобщенных функций с ограниченными 
слева носителями условимся обозначать через К+, а простознство всех 
финитных бесконечно дифференцируемых функций (л) — через УС. 
Множество К+ образует кольцо без делителей нуля с обычной опе
рацией сложения обобщенных функций и операцией умножения — 
сверткой. Единицей кольца служит дельта-функция 8 (х),

Пусть Т — оператор, определенный на пространстве /С+, ставя- 
«щий в соответствие всякой обобщенной функции / 6 УС+ обобщенную 
функцию

ту  =  [go (Jf) +  gi  (Jf) -I--------h g n -i  (Jf) 8 (.«)] /,
значение которой на любой функции срб/С определяется равенством

(7 ’/ ,  ср) =  ( / ,  2  1 [ g n -  К-. (X)  ср (X ) ] ). (3)
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тор'^ой ф’орм^Г^ условиеми (2) запишется в следующей опера-
{ s » - T ) y = b ( x ) ,  (4)

откуда решение у получим в виде

у —   ̂

1 \у =  -  +  -  * \т
S "  S "  [

+  -  *  
S "

+  -  ♦ Т / -  *
5" (s'» U" / . 1] +••• +

который кратко запишем в виде

3 , , ,здесь 1 =  о (л:).

0б0би.ен„ыл
ФУНКЦ-.Й. в  сам ом  д е л е , и м еем  о ч ев и д н ы е p a B e ^ J c T a tf'^ '^ ^ ''""" ''" ' ™

1___л:"-'
5 '> ~ (Т :г г Л ’ - ^ > 0' (7)

1
S "  ̂ С")] ( « -  1)1 * ^ -f ••• f  '̂^J =

где

. (  ( X -  t ) " - ^  Г ( x ~ t ) n - l

J ( « - 0 !  J V - 1 ) !О '

Вообще,

ХР
Р\ (8)

1 \« 1 _* 'р ' *
S "

1 Г ( х — Л"-!
S« ~  J ~ -----ГГ7~ (0 dt,( « -  1) ! (9)

где

F k ( х )  =

ЛГЛ л~1
к - .  (0  2

п Р - 0

” ' / \(х — )̂Рg p ( x ) ^ ^ /  dt, А-=  2, 3,....
р~ Р\ ( 10)

-»-ь..аетс, „е-
равенст (7,-(10)! !р„„вт '!„д ' <«■ ' У ™ "

у -  I V  г (л:- / ) « - !  ^
1) !  , 4 , 1 1 ^ - : г 7 7 г ^ ' о - ( 11)

.3*
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Покажем что этот ряд абсолютно сходится для всех л: > 0 ;  тем 
самым будет’ доказана ею  сходимость и в пространстве обобщенных 
функций. Пусть хе[0, а], где а -л ю б о е  положительное число. Из ра
венств (9) и (10) при любом к имеем

L * r V -
ys" I S" 

( \ + N )  (1 + N )

<
J ( « - > ) !

<

(2 4- N) ( K - l + N ) t-n + K—l

к (tt +  К — 1)!
( 12>

где
M =  max ( I g o W b \ S ' n - >  W \ ) ’

JTtlU, fl] (13)

TV =  1 + « - { -  — + • +
тП—l

Отсюда сразу следует схолимость ряда (П) как в пространстве обоб
щенных функций, так и абюлютная сходимость на всей полуоси [0, ^ ] .  
Е Г т Г о  очевидно, что члены ряда ( 11), в предположении о бес
конечной дифференцируемости коэффициентов уравнения ^к(-«). также 
являются бесконечно дифференцируемыми функциями в каждой точ- являются оес^^^ (И) можно почленно дифференцировать в рас-
с^трГв.емой области любое число раз. Непосредственной проверкой ; 
нетрудно убедиться, что функция у, определенная формулой (11), ■ 
мловлетвс ряет уравнению (1) и начальным условиям (2) „ . =
 ̂ 2 Пусть теперь имеем задачу Коши для неоднородного уравнения ;

Ly =  y in ) { x ) -go {x )/ ' ' - ' 4x ) ------------g n - ^ И y { x ) = f i x ) ,  х > 0 ,  (14) ;

при начальных условиях (2,

Решение этого уравнения в операторной форме в данном случае оу
дет иметь вид ,

+  ___ . • (15)V = _  Г ' S” -  Т

Как и в предыдущем случае равенство (15) запишем в виде ряда

>■ л Д ,»  )  s ' ;й \ а " /  а

или, более подробно, в виде ряда

к-1 J

(16)

vn—\
У = [п — 1)

; + ( ц - 1 ) !
FAt)dt

J ( « - ! ) !  ''“V
( x - t ) |П-1

( « - 1)1
G« {t) dt, {\7}i
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где Fi, F k ( x ) ,  к  — 2 , 3 , ,  определяются соответственно равенства
ми (8; и ( 10), а Gk{x), к — 1, 2,... имеют вид:

Gk {x)
/> Л — 1

у  « - 0
g p ( x )

-  QP GK-\{t)dt, к = 2 ,  3 ,...,

G i(x )=
J р—о

(18)

(19)

Сходимость ряда

+11 <2»'
устанавливается аналогично тому, как это делалось для ряда (П ), при 
этом имеют место неравенства: (к = 1, 2,...)

(х —
(я -  1)!

G,,{t)dt ^ ^ ^ . . ( И - А 'И 2 +  М - к  +  Л )̂Д:- :̂ ( „ )  
(К  - f  1 )  I ( а  -ь к )  I

где М, N  имеют значения из (13), А =  max | /"(х)!.
дг€[0. о] "

Таким образом, в правой части равенстка (17) ряд (11) препстав- 
ляет собой решение однородного уравнения, удовлетворяющее на
чальным условиям (2), а ряд (20) суть частное решение неоднород
ного уравнения (14), удовлетворяющее нулевым начальным условиям

3. Пусть теперь коэффициенты ^«(х), к = 0, 1,... , «  — 1, уравне
ний (1) и (14) и правая часть / ( х )  — непрерывные на полуоси [0, оо) 
функции. Как известно, [2]. в этом случае при любых начальных дан
ных существует единственное непрерывное и п раз дифференцируе
мое решение во всем открытом интервале, в котором коэффициенты 
и правая часть уравнения непрерывны. Нетрудно убедиться, что ря
ды (II) и (17) и являются такими решениями соответственно уравне
ний (1) и (14) при начальных условиях (2). Для доказател'ьства суще
ствования непрерывных производных до п-го порядка включительно 
для функций (11) и (17) достаточно построить неравенства, аналогич
ные неравенствам (12) и (21), соответствующие рядам, полученным 
фор11альным дифференцированием рядов (li)  и (20).

З а м е ч а н и е  1. Выбор н1чальных услов )й в виде (2), очевидно, 
не нарушает общности, поскольку дифференциальное уравнение

Lu =  F(x)  (22)

при условиях и<''>(0) =  Ик, «  =  0, 1, ... , я — 1, с помощью замены
у  =  и { х ) — р{х),  где,

/•п- 2

Р  ( х )  —  « о  - f-  U jX  -ф  • • • - f-  U n - 2
(П -  2)!

{ U n - l  —  1)
(-Л —1

( я - 1)!

приводится к уравнению L y = f ( x ) ,  то есть к уравнению вида (14) 
К начальными условиями (2); при этом f { x )  имеет вид

f { x )  =  F { x ) -  Lp{x).
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Полагая у {х) =  и{х) — р (х), где
Л —I

к -О

придем к уравнению Ly =  f  с нулевыми начальными условиями. 
З а м е ч а н и е  2. Иногда для получения решения уравнения

Ly ~  (х)  — 2  S'* W  (Jc) = f ( x )  (23>
к-О

оператор L удобнее представить в виде суммы
L =  S(s) +  T,

где S{s) — дифференциальный оператор с постоянными коэффициен-i 
тами п-го порядка, Т — дифференциальный оператор с переменными 
коэффициентами: при этом наибольший порядок производной, входя
щей в Т, не превосходит га— 1. Тогда решение уравнения (23), на
пример, при нулевых начальных условиях, может быть получено из 
отношения

У =   ̂ ■ (24)
S(s) +  T

В обобщенных функциях решение (24) можно записать в виде
1 .  ^ /

к-О S(s)
* Y

S(s)
(25)

Если через Si, «з. --. обозначим нули многочлена S (s), то обоб
щенная функция -777-7 реализуется обычной функцией вида

S{s)
1

S(s)
=  * ■ (26>

С помощью последнего равенства ряд (25) реализуется в виде ряда 
по обычным функциям. Если коэффициенты уравнения (23) — непре
рывные функции на (О, о], то ряд (25) абсолютно и равномерно схо
дится на [О, а].

4. П р и м е р ы .  1. Уравнение
и" (х) -)- Ьхи' (х) +  си (л:) =  0, Ь,с — const (27W

при условиях и (о) — «о, и' (0) =  приведем к виду 
у" (х) i - Ьху'(х) +  су (х) == f  (х)  

с начальными условиями у(0) =  0, у '(0 ) =  1. Здесь
f  (х) —  Л Х  CL ^  — (^) -[- с) (Wi — 1), Р =  — C U q ,

у =  и(х)  — Uo — {Uj,— 1 )х.

Из (17) для уравнения (27) получим
у (1 + » И 3 7 + г с ) (5 у + 4 .) . . .| (2 » -1 ) , -и г « -г )^ 1 ^ „ . ,^ _

(2к +  1) I
/ С - 1

 ̂ 2  Р ( 2 т  +  ( 4 т  4- Зс) • • • [2 к т  -!- (2 к  — 1) с] ĵ 2k+ i ^  ^j

K-i (2 к -ф 2) !
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•2к1

Подставив значения а, получим 

и =  Мо
л —1

y j b  +  с) { 2,Ь +  с)- ■ -\(2 к -  \  ̂Ь +  с]

l '_ j_  - у  с ( 2 Ь +  с)-- ■ \(2 к — 2 )Ь-\-с\х
(2« ) ! +

+  «1
(2/с 4- 1)!

При соответствующих значениях б и с  получим решения уравне
ний 2.39 -  2.44, 2.46, 2.52 в [3], стр. 544-547. Например, при 6 =  1, 
с ~  — 1 бу^ем иметь

_ х ^  X  Р

И (jc) =  м.лс +  [ е 2 -|_ д: I  ].

2. Для уравнения
и" — ахР и' — ЬхР-^«  =  О, /? >  О,

с условиями
и (0) =  Мо I

которое с помощью замены у {х) =  и [х)-п- — и^х приведем к урав
нению '

у"  — ахРу' — ЬхР~̂  у  =  f { x ) ,  
где

f { x )  =  (a-f- 6) UiXP +  щ bxP-\

с нулевыми начальными условиями, по формуле (20) получим реше
ние в виде ^

и =  и, +  щ х  +  и Л  _____ 6 [ g ( ; ; -H )  +  61f2a( ; 7+l )  +  61--- '
;?Го(/' +  1)''+Чк +  1)!уО(2/о +  1; • . . ( ( « +  l)/7-i-Kj

_______ • • • [ка(р 4- 1) -f Ь] (/'+П

4- 1Л+* (к 4 - 1 )  ! р  (2 / ;  4 -1 )•  • • [(«  +  1)/? 4 - к] 

( g - f  6) \(̂ 2 р + 3) g 4- б| • • •

4-

лТо ( /^ 4 - ! ) ' '+ '{ « + l)I(iP4-2)(2/7 +  3)---I(K 4 - l)i»4 -K 4 -2] 
________________ • • • fXjO 4- к 4- 1) g 4- 6] х<'̂ +п (p+d+i

(p 4-l)"+'(K  Н 1) 1(Р +  2;(2/; +  3)- . . ( (к 4-1)р 4-к 4 - 2 Г  '
Отсюда при соответствующем выборе значений д, Ь, />, получим ре
шения уравнений 2.56, 2.59, 2.60 из [3], стр. 549. Например, полагая 
р =  2, g =  1, б-= — 1, получим

— (1
g (х) =  g iX4-go[ ез — xj* 7сз d/j.

3. Рассмотрим уравнение

при условиях
и" (х) а'[х)  4- с -2* g (л:) =  о

g (0) =  uq

и' (0) =  g,

(28)

(29)
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Задача (28) — (29) эквивалентна задаче
у" +  / + е - 2' у  =  / ( х )  

у(0) = 0
У ' (0) =  о

где
у(д:) =  u{x) — û  — UxX,

(30)
(31)

(32)
f { x )  =  -  [Ml +  (Mo +  Mi-̂ )

В обобщенных функциях задача (30) — (31) может быть записана в виде
Ly =  {S (s) +  T) y = / ( х ) ,

где 5 (s) =  S (S +  1), "Г =  решение которой имеет вид (25). Ряд (25) 
в данном случае реализуется в виде
у =  в (х) * е-'*/(4 с) — в  (х) * е—' * б'®-* *e~^-^/(j£’) +  • • • 4

+  ( - 1)«в (х )»е-^*е-= ^*е-з-^ * ••• *е-(2'‘+ » '»е -* '^ ^ /(х ) +  •••• (33)
Здесь

1, х > 0 ,
X <  о

и Q{x)*e~^ суть реализация обобщенной функции
1 1 

S (s) S (s +  1)
по формуле (26). Подставив в (33) выражение у (х) и f  (х) из (32), 
после простых преобразований получим решение задачи (28) — (29) 
в виде •

M =  MoCOs(l— e--^) +  MiSin(l— е ■*).
З а м е ч а н и е  3. В том случае, когда интегралы, входящие в фор

мулу для решения, не выражаются в элементарных функциях, или 
вычисление их связано с громоздкими выкладками, бывает целесооб
разнее пользоваться приближенным решением. В качестве приближен
ного решения задачи (14) — (2) можно рассматривать функцию

Ут(>=) =

+  2К-1

(Я -  1)1 

' (х —

+
Г (х — П"~'
J ( я - 1)!

- f { t ) d t  -4

( м - 1 ) !
■\pK{t)^GAt)]dt.

Погрешность этого приближенного решения нетрудно определить, 
используя неравенства (12), (21). Для реализации этого приближен
ного мгтода на ЭВМ процесс построения последовательных прибли
жений (например, для однородного уравнения) удобнее записать в виде

—1
Уо (■«) = ( я -  1)!

X

у^(х) =  Уо(х) +  |уо(х-?)Г[у™_1(01й^^, Я7, =  1, 2,
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п I

p̂ Q

/,11̂  ( X )  =  у Г  ( X )  +  f /о’‘  ̂{ x - t ) T  [у„,_, (t)] dt,
о

к =  1 , 2 ,..., п — 1; т =  \, 2,....
Отсюда для численного приближенного решения задачи получим 
следующую итерационную формулу:

г!
Ут i ĵ) =  Уо ( Xj )  +  j ’ Уо (Xj  ~ t ) T  [уп1 -\ (О] dt, 

У̂ш̂ { Xj )  =  у̂ "̂  (л:̂ .) +  j  V '  { X j  - t ) T  [у„.., (t)] dt.

(34)

(35)

х Г '1, 2,..., я — 1; яг= I, 2,..., Уп’Х}) =  т-^
П -  1

(я -  1)Г

Т [ym̂ Xj)] =^ g n - X - p {X j )  y)^\xj),
Р~\)

Xj=Jh,  J =  0, 1, 2,..., No,
a

Т-Д e fi — постоянный шаг, я =  —•. Для приближенного вычисления ин-
Nq

тегралов в (34) и (35) могут быть использованы формулы численного 
интегрирования. Погрешность полученного численного приближенного 
решения задачи ( 1) — (2), в конечном счете, определяется точностью 
используемой формулы численного интегрирования.

Аналогичная итерационная формула имеет место и в случае не
однородного уравнения.

ЛИТЕРАТУРА

1. и. М. г  е л ь ф а н д, Г. Е. Ш и л о в. Обобщенные функции и действия над 
ними. Вып. 1. 1958.

2. В. В. С т е п а н о в .  Курс дифференциальных уравнений. М.-Л., 1950.
3. Э: Ка мк е .  Справочник по обыкновенны.^ дифференциальным уравнениям. 

ИЛ. М., 1950.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Той 198 Серия механико-математическая

Л-ОПЕРАТОР И ЗНАЧЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ ФУНКЦИИ В НУЛЕ

Г. В. СИБИРЯКОВ

Умножение обычных функций одного переменного, заданных 
на оси (— 0 0 , 00), на функцию Х(о.оо), равную единице на (О, оо) и ну
лю вне (О, оо), обладает следующими свойствами:

1. Для любых чисел а и р и функций <р (х) и (х) справедливо 
равенство

Х(0.оо) I* т  (^ )  -h Р Ф (л:)] =  ах(0,о.,) ( х )  Рх(о.оо) ф (Jc).

2. Функция Х(о.оо) tp (х:) равна <р(х) на (О, ос) и нулю вне (О, оо).
3. Если функция tp(x) абсолютно И1̂ тегрируема на Ж П (О, оо), 

где Ж С (— 00, 00), то функция Xw,co)f(x) абсолютна интегрируема 
на всем множестве Ж.

4. Если функция ср(х) непрерывна всюду, кроме точки нуль, 
имеет в нуле разрыв первого рода и обладает кусочно-непрерывной 
производной tp'(x), то функция Х(0.оо)'р (Jf), Х(0,оо)'r'(-’f) локально интег
рируемы и соответствующие им регулярные обобщенные функции 
(в смысле [I]) удовлетворяют равенству

dx
Х(0,оо) ? ( Х )  ~  Х(0,оо)

d Ф(х) 
dx

(lim^Cx)] S(x) .
дг->-нО

При рассмотрении разностных уравнений в пространстве обоб
щенных функций одного переменного К ' К \  необходимо распрост
ранить операцию умножения на функцию Х(0,оо), которую можно счи
тать определенной для регулярных функционалов из К[, на произ
вольные обобщенные функции Зтому вопросу посвящены статья (5J 
и данная заметка. В [5] доказано существование А-оператора, т. е. ли
нейного оператора А, отображающего пространство К'  ̂ в себя и об
ладающего свойствами:

I. Образ А / любой .обобщенной функции равен /  на (О, ос)
и сосредоточен на (О, ос).

II. Если обобщенная функция /  регулярна в G )  (О, ос) ,  где мно
жество G С {— о с , о о )  открыто, то ее образ A f  регулярен в G.

Таким образом, Д-оператор является расширением операции ум
ножения на Х(0,оо), при котором продолжают выполняться свойства, 
аналогичные свойствам 1. — 3.

В данной заметке доказано существование Д-оператора, обладаю
щего свойством, аналогичным свойству 4:
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Ш. Для ВСЯКОЙ обобщенной функции /  из К\ справедливо ра
венство

~ A f — A ^  =а . Ь{ х ) ,  а* =  const, 
dx dx

причем, если обобщенная функция /  имеет в нуле значение / ( 0), 
например, в смысле определения Лоясевича (см. [3|), то константа 
равна / ( 0).

Свойство III позволяет ввести понятие правого и левого значения 
обобщенной функции в нуле относительно Л-оператора А, обладаю
щего этим свойством.

Терминология из теории обобщенных функций и теории частично 
упорядоченных множеств заимствована соответственно из [ 1] и [41.

Г е о р е .м а 1. Существует Л-оператор Л такой, что для любой 
обобщенной функции f^K\  выполняется равенство

—  Л /— А f  ^  аЛ{х),  Uf =  const, 
dx dx

причем, если /  и.меет в нуле значение /(0 )  в смысле Лоясевича, то 
это значение совпадает с константой а̂ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через совокупность тех
и только тех обобщенных функций /  из /С,, для которых существуют 
числа е =  е ( / )  >  о и регулярные обобщенные функции g  — g if)  
из К\ такие, что f  =  g ( f )  в интервале (0, е(/)>. Для каждой /  из 
число е ( / ) > 0  может быть сделано как угодно малым. Поэтому для 
двух обобщенных функций f  и h т М мы можем положить е (/)  =  е(Л) 
и тогда линейная комбинация а /л -^ h  этих обобщенных функций 
( а и р  — числовые множители) совпадает в интервале

( О, в ( / ) ) = ( 0,е(/0 )
с регулярной обобщенной функцией “ ^ ( /> - f  Pg'(^). Таким образом, 
Mf является линейным подмножеством пространства К\.

Определим числа (Apf,'i) для основных функций ®^ATi, обра
щающихся в нуль вне полуоси ( J, о с ), условием

( ' ^ г / . ' Р ) = т ( / . ' Р ) ,  ( I )

а для основных функций ср из Ки равных нулю вне полуоси 
(— oo,s(y)), условием

('^р/. 9) =  (X(^oo)g(Лт) =  'j g { f ) { x ) i f { x )dx . . (2)

где Х(п,оо) — характеристическая функция множества (0, о с )  Если<р =  0 
как вне (0, о о ), так и вне (— оо, s ( /) ) ,  то равенства ( 1) и (2) дают од
но и то же значение для (/4р/, ср), поскольку для такой основной 
функции ср мы можем записать

ОО ОО

(.f, ?̂) =  ig{f),^?) =  f g( f )^? { x )dx  =  ^^g{f) ’f { x ) d x .
— ОО о

Таким образом, функционал A^f  определен однозначно и в области 
своего определения, он, очевидно, линеен и непрерывен по ср. Соглас
но [1|, стр. 185, в /([ имеется единственная обобщенная функция, 
совпадающая с функционалом A^f  на тех основных функциях фб/Сь 
для которых он определен. Эту обобщенную функцию мы также бу
дем обозначать через A^f. Докажем, что она определяется однознач-
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НО элементом Для этого возьмем какие-нибудь другие Si^/)>Q
и регулярную обобщенную функцию (/), совпадающую с /  в ин
тервале (О, е(;)). Оообщенные функции

(Ар/) (3 (/), g ( f ) )  и (4р/ )  (е ,(Д  (3)
в силу (1) совпадают на (О, с») с функционалом /  и на полуоси 
(— оо , 0), в силу (2), — с нулем. Следовательно, разность Д обоб
щенных функций (3) сосредоточена в нуле. Из (2) следует регуляр
ность обобщенных функций (3) в окрестности нуля, следовательно, 
и их разность Д также регулярна в окрестности нуля. Последнее, 
вместе с тем фактом, что разность Д сосредоточена в нуле, озна
чает Д =  о, и этим самым доказана единственность Лр/ для заданной 
обобщенной функции /  из Л1р.

Оператор ЛрГ Мд - *К[ ,  определенный таким образом, линеен 
и в области своего определения обладает свойством I.

Если далее /  входит в Мр вместе с производной / ' ,  то f  =  g{ f ' )  
в некотором интервале ( ),е (/) . Функционал gi f ' )  регулярен, значит 
соответствующая ему функция gi f ' ) { x )  локально интегрируема и по
этому функция

g i Л i ^ ) = U ( Л i i ) d t  +  C (4)

абсолютно непрерывна и при определенном С регулярный функцио
нал g ' / ) ,  порожденный функцией (4), совпадает в интервале (0, е (/)) 
с функционалом /  Обобщенные функции Лр/' и (Лр/)' совпадают 
на полуоси (О, ос) с функционалом / ' ,  а следовательно, и между со
бой. Отсюда разность Л р / — (Лр/)' сосредоточена на полуоси {—оо,0). 
На полуоси (— оо,е(/)|, используя равенство (2) и (4), получаем

d
dx

^  (5C(tf.oo) g i f ) ) -  Х(0,оо) g i f )dx dx

d
dx

- X ( 0 ,o o ) ( j C )  ^ C / ' )  =J‘ X (0 ,J (0 5 '( / ')  C-X(0,oo)(jC)

=  X(0,oo) g i f )  +  C-b (x) — X(0,oo) g i f )  =  Co (x).
Если при этом обобщенная функция /  имеет в нуле значение / (0 )  
в смысле Поясевича, то в силу равенства f  =  g i f )  на интервале 
(0, £ (/))  и непрерывности функции это значение равно значению 
функции g  ij)  в нуле. Из (4) тогда получаем

fiO) = gi f )iO) =  C.
Таким образо.м, оператор Лр обладает в области своего определения 
свойством 111.

Рассмотрим теперь семейство U''=  (ю) всех пар и) =  (УИш,Лт), где 
ЛТш — линейное расширение в пространстве К\ множества Жр, содер
жащее в себе вместе с какой-нибудь обобщенной функцией f  К\ 
все ее первообразные, и оператор Лш.- М^-^К[  является линейным 
расширением оператора Лр с множества Л4р на Мш, обладающим 
в области своего определения свойствами 1 и 111. Семейство W не пус
то, ибо, очевидно, р =  (УИр, Лр)б11̂ .

Введем в семействе W отношение порядка считая ес
ли М,  С Ж . и Au>f =  A x f  при всех f ^M^.

Пусть Wo — линейно упорядоченное подсемейство частично упо
рядоченного семейства (W Обозначим через объединение
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A-оператор и значение обобщенной функции 45

всех тех М,.,,'для который В силу соответствующих свойств
множеств множество УИ, является линейным расширением в прост
ранстве К\ множества и вместе с любым своим элементом /  со
держит все его первообразные j / c ’x. Если f  ̂  , то может быть,
что /  содержится в двух различных множествах и Жх(»>, >-6 Wq). 
Тогда мы можем считать, ввиду линейной упорядоченности подсемейст
ва №о, что и, следовательно, A ^ f = A x f .  Вследствие этого су
ществует единственное расширение Л„: M , —*Ki всех операторов 
Лш, ше с их областей определения М,  на множество УИ,. Из 
соответствующих свойств операторов Аи, и линейной упорядоченности 
подсемейства U  ̂ следует, что оператоо линеен на линейном мно
жестве М,,  является расширением на М,  оператора Лр с множества 
и, кроме того, обладает в области (.всего определения свойства
ми 1 и 111.

Таким образом, пара о =  (УИ,, А'а) содержится в семействе w 
и мажорирует подсемейство Wo. По лемме Цорна [1] частично упо
рядоченное семейство ( W, < )  обладает максимальным 'Элементом 
fj =  ( ,  Лр,).

Допустим, что УИр=5̂ а;'. Тогда
Рассмотрим два случая.
С л у ч а й  1: В ЛJ\̂ существует обобщенная функция / ,  имеющая 

в нуле значение f  и) в смысле Лоясевича, производная / ' ,  которой 
не принадлежит М ,.. Обозначим через Мь линейную оболочку мно
жества Каждая обобщенная функция h из множества Ж,
однозначно представима в виде

Л =  г (Л)- f (Л)/' , г (Л) 6 УИр, -г (Л) =  const. (5)

Множество М,  линейно, содержит в себе множество М, ,  а следова
тельно, и множество Жр. Какова бы ни была обобщенная функция Л 
из Жг, все ее первообразные

j  Л dx =  j  г (Л) -[- 7 (Л) /

принадлежит множеству Жа (а значит и Жо) в силу свойств множеств 
Ж„, uiglT } и того, что / ( гЖр,  /■ (Л) t Жр .

Определим оператор As : Ms ->• Kj по формуле

ЛбЛ =  АрГ(Л) +  — Т (Уг)/(0)Чл^) •
ах

(6)

Этот опепятор, очевидно, является расширением оператора Лр с мно
жества Ж  ̂ на множество Ms.  Из линейности оператора Лр легко 
следует линейность оператора As:

ЛЦаЛ, -f  рЛг) -= As {а г (Ai) +  Р (^ г) -Е
-  И  (А.) +  h  (Л,)] Л  =  Лр [аг(Л.) -Е рг (Л,)] -Е

+  [ат (Л.)-ЕРТ (̂ 2)1 ~  A ^ f -  И  (Л,) -1- РТ (Й2)1 / ( 0 )  5 (X) =
- flfx

=  а [ Лр /- (Л,) -Е Т (' î) “Г  A^f  — 7 (^i)/(0)  ̂(• )̂] -Е 
ах

р ( Л р Г ( Л 2 )  -Е 7 ( ^ 2 )  — Л р / -  
ах

{h2)f{0)o{x)  =  oiAshi + р Л г Й 2 .
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Поскольку оператор обладает свойством I, из определения (6) 
вытекает, что на полуоси { — оо , 0)

Abh =  Q-{-i (h)- -^ О - т / ( 0)-0 =  0 . 
dx

Аналогично на полуоси (О, оо) имеем

Ла Л = г (Л) + Т (/О у -  -  Т (Л)/(0) -0 = г (Л) + т )(Л)/' = h . dx
Таким образом, оператор А  ̂ обладает в области своего определения 
свойством 1. Докажем, что он обладает также и свойством 111. Пусть 
обобщенная функция h входит в Мь вместе со своей производной h'. 
Тогда

• А' г (Л') +  -г {h ' ) f ,  г (А') е М|̂ , 7 (А') =  const.
Отсюда

Следовательно,
А =  J А' =  |г{Л') dx +  4 {h' ) f^M^.

(5)

(7)

Ла А =  Ли,Л .

Теперь, используя определение (6), имеем

Л а А' =  Л^г (А') +  7 [h') ^ A ^ f - 4  (А')/(0 )  8 {х) ==
dx

(8)

Поскольку оператор Л̂  обладает в области своего определения свойст
вом 111 и то

A^±i^^r {h ' )dx ]  =  -^-^A,(^r{h')dx^ ~

Из (8) и o ') в силу линейности операторов Л̂  и —  имеей
dx

A , i ' =  Ц х) +

-  Т (*')/(0) 5 (*; = £  (J '• (Л') Л  + 1 (4')/) -

— (^^(A')djr-f 7 (Л ') /(0))о(д:).

Отсюда, используя равенство (7), получаем

где «л =  «|,(„-,^^+т(А ')/(0),

Если обобщенная функция А имеет в нуле значение А (0) в смысле 
Лоясевича, то из (7) следует, что первообразная J r(h' )dx  в нуле
также имеет значение в смысле Лоясевича (ибо / ( 0) в смысле Лоясе
вича существует по предположению). Из (9) и свойства 111, которым
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Обладает оператор Л,,, вытекает равенство ( f  г (А') dx) (0)
Отсюда в силу (7)

и свойство III для оператора Ла полностью доказано. Следовательно, 
пара о — (УИа, Ла) входит в семейство W и строго мажорирует эле
мент р., чего не может быть в силу максимальности р.

С л у ч а й  2: В не существует обобщенной функции, имеющей 
в нуле значение в смысле Лоясевича и такой, что ее производная 
не содержится в M^l. Однако в УИц существует обобщенная функ
ция / ,  производная которой не содеркится в Л4 ^.

В самом деле, множество /С, \  Mv-, по предположению, не пусто. 
Пусть/| 6 /Cj \  уМр. и а{х)  — бесконечно дифференцируемая функция, 
равная нулю гши |л:| 1 и единице при \х\ ^  2. Тогда обобщенная
функция a ( x ) f i  равна нулю в интервале (— 1, 1) и поэтому принад
лежит ТИр С Л!]!. Отсюда обобщенная функция

[1 - а ( х ) ] / ,  = f i - a ( x ) f ^ e M ^

(ибо в противном случае / )  и сосредоточена на сегменте [—2, 21.
Согласно [2] (стр. 146) всякая финитная, т. е. сосредоточенная на ог
раниченном множестве, обобщенная функция пространства К, являет
ся производной конечного порядка от регулярной обобщенной функ
ции. Следовательно, функционал [ 1—а(х)]/|  также является производ
ной некоторого порядка от /2 6 . Тогда среди производных обобщен
ной функции /2 (включая самое /■,) найдется такая обобщенная функ
ция / 6  41р., производная / '  которой уже не содержится в Mi.

Линейная оболочка в К[ множества тИр w { / '}  содержит Afp 
и, следовательно, М. Каждый элемент AfM^  однозначно предста
вим в виде (5'). Определим оператор А^: формулой

Л5А =  ЛрГ(А) +  -г(А) ~  A^f .
dx ( 10)

Как и в первом случае, оператор Л* является линейным расширением 
оператора Лр- с множества Afp на Мб и обладает в области определе
ния свойством I. Докажем для него свойство 1П. Пусть Л и Л' вхо
дят в М ;. Тогда имеют место представления Сз') и (7). Используй 
(б), (7), (10) и свойство III для оператора Лр, получаем

Лг — А = ЛрГ (Л') -f 
dx dx

= Л„
' dx\i(|г(А')^х)-Т-|-Лр(т(А')/) =

d[\r{h' )dx]  ^ А р (т (Л ') /)  =

= Л,х А 
dx

a„ =  arr{h^]dx  .
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Если обобщенная функция h имеет в нуле значение h (0), в смыс
ле Лоясевича, то h' в силу предположения и поэтому

(Л') =  о , к' =  г {к' ) , Л =  j  /■ {к') (1х , Л (0) =  (j  г { //)  dx  ̂(0).

По свойству 3 для оператора

и, следовательно, к{0) =  а,,. Таким образом, свойство III для опера
тора Аь доказано, Ьо тогда пара 5 =  (Л^г, Л{) снова принадлежит се
мейству W" и стро'о мажорирует в его максимальный элемент

В обоих случаях мы приходим к противоречию, следовательно, 
наше предположение, что К[ не соответствует истине. Но ес
ли то оператор К[ ->К[  является Л-оператором и об
ладает свойством 111, ч. т. д.

З а м е ч а н и е .  В данной теореме речь шла о значении обобщен
ной функции в нуле в смысле определения Лоясевича. Однако тео
рема остается справедливой, если принять какое-нибудь иное опреде
ление значения обобщенной функции в нуле, лишь бы выполнялись 
следующие свойства:

1. Если функционал /  регулярен и соответствует непрерывной 
функции tf(x), 10 значение / ( 0) определено и равно (р{0).

2. Если / ( j )  и Л(0) определены для двух обобщенных функций /  
и Л из Kj и а, р — числа, то обобщенная функция a /-j-p k  также 
имеет и притом равное а / ( " ) -1- Р Л (0) значение в нуле.

3 Если обобщенные функции /  и Л совпадают в интервале (0, е) 
при каком-н}.будь е >  и и значения /(0), к (0) определены, то /(0 ) =  Л(0).

О п р е д е л е н и е .  Пусть задан некоторый Л-оператор Л, обла
дающий свойством III. Г равым значением / ( - f  O) в нуле обобщенной 
функции относительно этого оператора Л мы будем называть
число / ( - h 0) = a y ,  однозначно определяемое согласно свойству 111 
при помощи равенства

а^8(х) =  ~ А / - А
dx dx

Левое значение / f — С) в нуле обобщен той функции /бК\ относи
тельно оператора Л совпадает, по определению, с правым значением 
в нуле относительно Л, функционала U* f  =  f { — х), определяемого 
формулой

(i;* / ,  ср (X)) =  ( / ( -  X', ср (X)) =  (/(X ), ср ( -  X)).
Нетрудно показать, что правое значение в нуле обобщенных 

функций f  относительно Л-оператора, Л обладает свойствами 1 3.
Для любой обобщенной функции /  из К\ функционал

A , f = . f - A f - U * A U * f  (11)
в силу свойства I оператора Л сосредоточен в нуле. Этот функционал 
можно назвать сингулярной частью функционала /  в нуле. Такое 
название оправдывается следующим утверждением.

Если функционал fkK\  представим в виде суммы регулярного 
в окрестности нуля функционала г из /Cj с функционалом А, сосре
доточенным в нуле, то Ло/ =  Д. ли* f

В самом деле, согласно свойству II функционалы Aj к и Аи / ,  
регулярны в окрестности (— £, е) нуля. По свойству I функционал Л / 
равен /  в (о, оо) и нулю в ( — оо ,0). Из этого же свойства следует, что
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функционал и *  AU* f  равен /  на интервале ( — оо,0)  и нулю в (О, оо). 
Стало быть функционал

A o f - ^  =  { f — ^) — A f - U * A U *  f
регулярен в окрестности нуля и сосредоточен в нуле. Эти два факта 
совместимы лишь для нулевого функционала, и наше утверждение 
доказано.

Пусть функция /  непрерывна всюду за исключением нуля, имеет 
в нуле разрыв первого рода со скачком

h --- lim f { x )  — lim f { x )

и обладает кусочно непрерывной производной f ix ' ) .  Известно ([2], 
стр. 38), что в этом случае производная от регулярного функциона
ла, определяемого функцией f { x ) ,  равна сумме регулярного функ
ционала, соответствующего функции f  [х) z сингулярным функциона
лом hb'X). Этому факту аналогично следующее утверждение.

Сингулярная часть производной функционала /  равна сумме 
производной от сингулярной части этого функционала с сингулярным 
функционалом

Л3(х) =  [ / ( + 0) - / ( - 0) ] 8(х).
Иначе говоря, справедлива^ формула *

ах ах
Действительно, используя очевидные равенства

и*Ь[х)==Ь{х) ,l , . d f  • d U* f
dx dx

свойство III для оператора А и определение (11), получаем

dx dx
A ^ - U *  A W - ^  

dx dx
df  d f  dAf
dx dx dx dx dx

+  f i + 0 )b{x)^-

+

dA f
+  [ / ( + 0 ) - / ( - о ) ) 3 ( д : ) =  +  [ / ( + 0 ) - / ( - 0 ) ] 3 ( x ) .

dx
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ТРУДЫ т о м с к о г о  ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 198 Серия механико-математическая

ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ 
ОПЕРАЦИЙ В НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ

В монографии Л. В. Канторовича, Б. 3 Вулиха и Г. А. Пинске- : 
ра [1] установлен общий вид линейных операций в абстрактных ' 
функциональных пространствах (гл. 8). Там же указаны и ; налнти- 
ческие представления операций для некоторых конкретных прост- i 
ран^тв; в настоящей заметке дается обобщение этих представлений 
на случай, когда элементами пространств являются функции, задан
ные на абстрактных измеримых пространствах с мерой. В изложении 
мы следуем монографии [Ij; однако формулируемые нами теоремы 
и их доказательства содержат элементы нового, обусловленные ука
занным выше' обобщением. В терминологии и обозначениях относи
тельно понятий теории полуупорядоченных пространств и теории ме
ры мы придерживаемся соответственно моногра {зий [1| и [2].

Через (А", 5) обозначается измеримое пространство, то есть абст
рактное множество X  с заданным з-кольцом подмножеств из Х\ бу
дем предполагать, что A 'fS . Пусть р (£) — конечная мера на (A' ,S)i 
и да (£) — аддитивная функция множества Ef-S со значениями в КВ-\ 
пространстве У\ аддитивность функции да(Е) означает, что если] 
JJ (£, г\ Е,) =  О, то 1

да(£, W £j) =  д а ( £ , ) « у  (£з). '
Функцию да(£) будем называть абсолютно (^-непрерывной относи-

(0
тельно меры {а, если из i i (^ )^ 0 , г-^ос следует да(£,)-*0. Заметим, 

в К8 -пространстве (^-сходимость равносильна (А)-сходимости,что
то есть сходимости по норме. Элемент

да* =  sup ^|да (£,•)),

где sup берется по всем конечным разбиениям пространства X  на не- 
пересекающиеся множества £гб5, X — [ jEi ,  называется полной ва
риацией функции да; если элемент да* конечен, то да называется 
функцией ограниченной вариации. Аналогично определяется полная 
вариация да*(£) функции да на произвольном множестве £  Г 8̂; при 
этом, как обычно, показывается, что да* (£, =  да,. ( £ ) - ) -да. (£i, где 
да+(£) и да_ (£| — соответственно поаожительная и отрицательная 
части функции да(£) и функции да*(£|, да+(£). да_ (£) суть аддитив
ные функции ограниченной вариации и абсолютно (^)-непрерывные, 
если да(£j абсолютно (^)-непрерывна. Будем писать да >  О, если да(£) > о
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Об аналитическом представлении линейных операций б1

для E^S  и тФО.  Через М, L, Lp,... будем обозначать пространст
ва (1-измеримых функций, связанные с мерой ц, аналогичные обыч
ным пространствам, связанным с мерой Лебега в эвклидовых прост
ранствах.

Пусть х(^) — почти всюду ограниченная измеримая функция точ
ки t(;X,  заданная на измеримом пространстве {X,S)  с мерой р.. Бу
дем рассматривать суммы вида ^

/1-1 "
, (1)

j-U

где El =  : /г <  х (0  <  /i+ i}, К <1\ <1г <  — <Jn =  7, / о <  X (t) < 1  поч
ти всюду. Предел сумм (1) относительно(^)-сходимости при условии, 
что >.->0, где X =  max (//+1 — /J / =  0,1,..., л — 1, будем обозначать 
через

I = ^ x { t ) d w .  (2)

Другими словами, I ^ Y  такой элемент, что для произвольного е > 0
II /  -  сМ1 <  е ,

если X ^ 8(е).
Существование интеграла (2) доказывается аналогично обычному 

случаю. Если х (^) >-0 — неограниченная функция, то по определению

I X (t) dw — lim . \ X/\;{t) dw^ — lim \ xj\/(t)dw-.
где

X s  ( 0 '

Л-КЗО ’

x ( 0 , если x { t ) ^ N  
N  если X ( t ) >  N

и где предполагается существование пределов; если x{t)  = х +  {t) —x^{t) 
— произвольная измеримая функция, то по определению

J x { t )  dw =  J х+ {t) dw —- j" x_  {t)dw,

гдех+(^)  и x - ( t ) ,  — соответственно положительная и отрицательная 
части функции x{t ) .  Интеграл по произвольному множеству £ 6 5 
определяется равенством

^ x ( t ) d w  =   ̂Хе (О (О dw.

где Xf (О ~  характеристическая функция. Аддитивность интеграла 
и как функции множества Е, и как функции от х  {t), устанавливаются 
как обычно.

Обозначим через М =  (л:) К — пространство всех существенно 
ограниченных функций на X  ([1], стр. 214).

Т е о р е м а  1. Общий Вид операции y = U { x )  класса Щ,  отобра
жающей М  в произвольное КВ — пространство У, дается интегралом 
вида (2);

y =  U { x ) = = \ x ( t ) d w ,  (3)
где W (Е) — абсолютно, (г?)-непрерывна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что интеграл (3) представляет 
операцию класса //JJ. Как указано выше, интеграл (3) существует для 
каждого х ^М  и является аддитивной операцией. Проверим ее (ОО)-не- 
преаывность. Пусть Это означает, что x„ ( t )  по мере на А'
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И ПОЧТИ всюду |л:„(^)КС при всех п. В силу абсолютной непрерыв
ности функции w [E), следовательно, и w ' {Е), для е > 0  найдется 6>0 
такое, что Ц ■zei* ( f )  || <  е, если [а{ £ ) < 8, а так как то при
л > Л / ( 8)

(.(£„) =  < 8-
Поэтому при л>Л^

Х-Вп
ч <Се+е|7е^*| =  е(С + H®*| 

что в силу произвольности е> 0  означает

\x„ { t )dw (О
О при «->- С Х).

Таким образом, для операции U, выраженной интегралом (3), имеем: 
U ^ H ' i и, как видно из построения доказательства, также где

и* (E) =  j x  (О dw*.

Так как L/*— положительная операция, то U*^H% ([1], стр. 249), 
а тогда и 6 HI.

Пусть, обратно, дана операция отображающая М в/СВ-про-
странство У. Тогда существует операция Пусть Х£(0 — ха
рактеристическая функция множества £t-S . Положим для E^S

w(E) =  UU e). (4)
Очевидно, w{E)  в (4) есть аддитивная функция; кроме того, если 

(£■,)-> О, то хя/-^0 и
U{xB,) =  w (E y n o ,

то есть w{E) — абсолютно (О — непрерывная функция и, следователь
но, функция ограниченной вариации. Поэтому интеграл (3) для функ
ции Ш|£) существует при всяком x h M  и, как доказано выше, изо
бражает операцию класса H q. Но равенство

(д:) =  j  ж {t) dw,

как нетрудно видеть, верно для простых (конечнозначных) функций 
и, так как множество простых функций, плотно в М смыслов (О)-схо- 
димости, то равенство (3) имеет место для любого х ^ М .  Теорема 
доказана.

1 е о р е м а  2. Общий вид операции у =  U{x)  класса Н\—Н1=Н1 
отображающей L в / (£ -пространство V, дается интегралом вида

у =  U ( x ) =  ^ x ( t )dw,  (5)

где w{E)  удовлетворяет „условию Липшица*:
|ze;(£ )K C ii(^ ); (6)

если в (6) С — наименьшая возможная постоянная, то | =  С.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что интеграл (5) является опера

цией, указанной в формулировке теоремы. Пусть сначала x{t )  почти 
всюду ограничена и пусть*

E i =  { t : l i ^ x ( t ) < h , . i ] ,  i =  0, 1, ... , л -  1.
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Тогда ПО теореме о среднем

^ 1

где l / ^ ’u ^ li+ i  и интеграл следует понимать как интеграл Лебега- 
Стильтьеса относительно меры р, и

л-1 я -1

/-0 Х-̂  Е[
ПО) (  Р л  я— I

2  (7)
' 1 ~ 0  El

Из неравенства (7) следует его справедливость также и для произ
вольного л: 6 7. и принадлежность интеграла к указанному в теореме 
классу операций.

Пусть, обратно, дана операция U QH%. Так ка'к из в про
странстве М. следует х^ - ^х  в пространстве L, то U можно рассма
тривать и как операцию класса HI в Ж, и тогда U выражается 
по теореме 1 интегралом (5), где w{E) =  U (х )̂\ так как, далее-; для 
Х^бТ- имеем

Л77(Хя)| (8)

то функция w{E)  удовлетворяет условию Липшица и по доказанному 
интеграл (5) представляет операцию класса HI в L. Пусть jc 6 7- — 
произвольный элемент и последовательность х „ ^М,  п =  1, 2, ..., такая.
что Х п ^ х  в L. Тогда U { X n ) ^ U { x )  и в силу непрерывности инте
грала (5)

/ и  (х„) =   ̂х„ (t) dw~y J  X (7) dw =  U{x).
Из неравенства (8) вытекает, что наименьшее возможное С в нера
венстве (6) равно Теорема доказана.

Пусть

множество всех обобщенных конечных действительных мер, задан
ных в (X, S). Если линеаризовать множество V обычным образом 
и полагать v > X  при условии v ( £ ) > X ( £ )  для всякого E(-S,  v ^  X, то 
V  становится К — пространством. Если, далее, ввести в V  норму, по
лагая

l h l = i l 4 i  =  l 4 W ,
где |vj — полная вариация обобщенной меры v, то V  будет одновре
менно /(^-пространством. Заметим’, что | v |, рассматриваемый как элемент 
Kfi-пространства V, совпадает с абсолютным значением элемента м.

Т е о р е м а  3. Общий вид операции у =  U{x)  класса Н\=Н1=Н1, 
отображающей L в V, дается формулой

U{x)  =  y{F)  =  l K E { t ) x { t ) d t ,  (9)
где F 6 S, /(/=•(/) — ограниченная измеримая относительно меры 
функция точки t при любом фиксированном F такая, что если 

=  где Fi[\Fj — 0, i=Fj,  то

\KyiFi{t)dt='^\KEi{, t )dt
Е i IE
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ПОЧТИ для всех t( :X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U^Hl.  По теореме 2 

у =  L^(x) =  (О dw,
где w ( E ) =  U{x^)^V  и удовлетворяет условию Липшица;

(10)

(11)

очевидно, что ze/ff) — аддитивная функция. Значение w(E)  на мно
жестве F^S  будем обозначать через wf (E). Пусть сначала >  0. 
Тогда w(E)  есть положительный элемент из V, то есть мера. Так как 
в силу f7 >  о и ( 11)

Wf ( E ) ^ W x {E) - |ау(Д)|1<1^/|*р(Д), (12)

=  J aV (0 л ,

то Wf (E) при фиксированном F есть счетно-аддитивная функция мно
жества Е, то есть мера, при этом абсолютно непрерывная относитель
но меры р. Следовательно, по теореме Радо^1а-Никодима

(13)

где — измеримая (относительно у) существенно ограниченная
функция точки t; ограниченность вытекает из соотношения (12). Если 
теперь

E i = { t :  l o < x { t ) < l n ,
почти всюду на Ei, то по теореме о среднем

j / ( f (0  dt =  ^i{F)ii(E,),

где а /<?/(/=■)< «i+i, / =  о, 1, ... , л — 1. ТогдаЛ— 1
у{Е) =  и  {х) ( Е ) =  f (0  dwF =  lim 2 1  (^/) =

л — X Л — 1

— lim ^ T / f K f ( 0 ^ ^= lln i2 liP i(O t^ (fi)=  I  x(t )KF{()  dt.X-*0 „̂1 £“ -̂>0/_o
Так как Wf {E) — счетно-аддитивная функция множества F, то из (13) 
имеем, что если F =  \J Fi, где Ei попарно не пересекаются, то

'W[jf {̂E) =  j  K[)F̂  (О dt =  ' ^ wf. (E) =  2 . [
I F. ' i i t

Очевидно,
Л

\Кп \t)dt =  l '^KFAt)dt ,
E U fi  £  i - l

n
UE,\J* £

И поскольку это равенство и.меет место при любом E^S,  то K^’‘  ̂ (0  =  
— ^ K f (t) почти для всех t ^ X .  Так как, далее, согласно (12) >

i- l ‘
\ K x { t ) d t < W W i E )

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Об аналитическом представлении линейных операций 55

при любом E(:S,  то
vrai^max I Кл-(О К 11 I (14)

Справедливость представления (9) и соотношения (14) для произ
вольной операции L =  Н\ =  Hi  получается на основании равенства

V { x ) = U ^ { x ) - U - ( x ) ,
где и.,, и — положительная и отрицательная части операции U. 
Переход к случаю неограниченного х — обычный.

Наоборот, пусть рассматриваемая операция задана формулой (9), 
где hp{t)  удов/етворяет условиям, указанным в теореме. Тогда, 
очевидно, U(x) [F)  есть обобщенная мера и

<  J  \ K x { t ) x ( t ) l  d ^ ^ v r a i m a x l / ( x ( O l i x j j ,

откуда следует, что U ̂  Hl =  Н% я

llt/lle<vrai^max|/CA(01- • (IS)

Из (14) и (15) получаем равенство
I и\в =  vrai^max 1 Кх {t) 1,

чем завершается доказательство теоремы.
З а м е ч а н и е .  Для того, чтобы интеграл (9) представлял опе

рацию класса Hl =  h\ — Hl, значения которого принадлежат под
пространству /4 С Н обобщенных мер, абсолютно непрерывных отно
сительно меры [1, необходимо и достаточно, чтобы кроме условий 
теоремы 3 было выполнено условие: интеграл

j  KF{t)dt (16)

представляет обобщенную меру, то есть счетно-аддитивную функцию 
множества при любо.м £ б 5 ,  абсолютно непрерывную относи
тельно меры fi.

Необходимость следует из того, что

dt=^U(xE) i n -

Обратно, если интеграл (16) есть абсолютно непрерывная функ
ция, то интеграл (9) будет, очевидно, абсолютно непрерывной функ
цией при любой простой функции_х(^). Но всякий элемент x(^L есть 
предел в L последовательности {х„} простых функций, а тогда U(x^) 
сходится по норме к U (х) в пространстве V и, следовательно, U(x) ^A.  
(См., также [1], стр. 305).

Заметим еще, что в силу изоморфности пространств Z. и Л, (ко
торая устанавливается аналогично случаю, рассмотренному в [1|, 
стр. 221) общий вид операции у =  U {х) класса П  =  Н%=- Hi, отобра
жающей L в L дается формулой

y(s) =  ■^KF{t )x{ t )  dt.
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где Krii)  удовлетворяет условию теоремы 3 и дополнительному ус
ловию абсолютной непрерывности интеграла (16), —  означает произ-

йр.
водную Радона-Никодима.

Если в S имеется счетный базис В =  {£;}, X ^ R ,  то есть такая 
счетная система множеств Eif^S, что наименьшее а =  — кольцо, по
рожденное этой системой, совпадает с S, то пространство (X, S) на
зывается сепарабельным.

Т е о р е м а  4. Если {X, S) — сепарабельное пространство, то общий 
вид операции у =  U (х) класса Н\=^Н1 — Hi, отображающей L в Lp, 
р > \ ,  дается формулой

(17)y(s) =  | дс(07С(5, t)dt.

где K{s,  )̂ — измеримая функция в декартовом произведении (АГ X  
S X  5) с мерой р. X  V, (р. =  V), и

(18)С =  vrai max JI /C(s, t)\^ds <  bo,

при этом I U\, =  C P .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пользуясь известным неравенством (см. на

пример, [1], стр. 307) для элемента у, определяемого равенством (17), 
получаем

=  151J^(®’ dt\p ds ]p  ^
j_ _i_ i .  J_

< j[J |K (s , d t ^ C P  [ \ \ x ( t ) \ Pd t ] p ^ CP l x \  (19)
jî

И , следовательно, U ' ^ H l ,  ^
Обратно, пусть дана операция и ^ Щ = И 1 .  Тогда, согласно 

теореме 2, U определяется формулой

у =  и  (х) =  f  х ( 0  dw (В),
где tti(Z;) удовлетворяет условию Липшица:

||«;(В)К||В|,(г(В), (20)
и где значения 'йу(В) принадлежат пространству V'. Таким образом, 
® (В) представляется в виде функции De {s), причем:

а) De {s)^L'’ при любом В б5 ,
б) I  lDf(s)|Pas<||B||p[p(B)]^

Отсюда для любого подразделения Т =  \Е] пространства X  па ко
нечное число непересекающихся множеств B i6 7?(S),*> 7 =  1, 2, . . . ,  л,

С "  I D e ( s ) \р "
J 2  *  <1 у I ' I  f (й) = I (A-). (21)

Покажем, что при каждом фиксированном s все суммы v (s), 
стоящие под интегралом в (20), ограничены в совокупности по всем 
указанным подразделениям, за исключением может быть s 6 B„, где 
(хВо =  0. Назовем подразделение Tj входящим в Гз, 7' i < 7'2, если

*) R( B)  — кольцо, порожденное системой В.
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каждое представляется в виде суммы множеств из Т̂ . Так как
множество всех подразделений счетно, то (как нетрудно видеть) 
существует последовательность

Т , < Т , < . . .  (22)
такая, что всякое Т при к ^ К ( Т ) .  Очевидно, что для соответст
вующей последовательности сумм, имеем

. (23)
Если теперь предположить, что указанного множества Е„ не сущест
вует, то нашлось бы множество А, р.Л>0, что на каждом 
суммы {t»(s)!, а следозательно, и суммы в (23), не были бы огра
ничены в совокупности, тогда

lim ] Vk ( s ) ds  =  oo ,

что противоречит (21).
Далее, в силу предполагаемой сепарабельности пространства, 

суммы v ( s )  ограничены в совокупности при любом разбиении \JEi =  X ,

E i QS, s 6 ffl, то есть De{ s)^ V\ когда s не принадлежит множеству Eg. 
Можно показать (аналогично тому, как это сделано в [Ij, стр, 223) 
что для того, чтобы £)£(s)glA ', необходимо и достаточно, чтобы

DE(s) =  j K ( s ,  t )dt .
d

где /((s , t) =  — De [s)^Lp-, нетрудно видеть что К is, t) является
ар.

измеримой функцией в пространстве Х х Х .  По теореме Фубини

J  [ J I (S, О \Pdf ] t/s =  J  [J| /((S, t)jPds ] dt,
откуда в силу (19)

J|/C(S, О N s  1̂1 С/iP
почти для всех /, то есть

С = vrai max|/((s, /) K||f/|. (24)

Докажем теперь равенство (17). Пусть сначала х (О почти всюду 
ограничена. По формуле (5) y(s) — U{ic) представляется в виде ин
теграла, как (7)-предел интегральных сумм, следовательно, найдется 
подпоследовательность интегральных сумм такая, что

у (5) = (У (х) = (0) — lim У  y w  ( E l )  =
X—>0 ^

=  (0) - - lim 2  v De . (S) =  (0) -  П т У  Ti f К (s, t) dt -  

=  (0) -  lim 2  (s) \̂ =  \x(f)K (s, t) dt
^  X->0 I ^

для почти всех s. Справедливость равенства (17) для любого x ^L  
вытекает из того, что множество ограниченных функций плотно в L, 
и из того, Что как U, так и интеграл принадлежат HI.  Наконец, из

_ 1 _

сопоставления (19) и (24), получаем равенство |ji/() =  С .
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ПРОГРАММА АВТОМАТИЧЕСКОГО ТРАНСКОДИРОВАНИЯ 
ИНТЕРПРЕТИРУЮЩЕГО ТИПА

М. А. ТЫНКЕВИЧ

В последние годы, когда многие вычислительные центры работа
ют на базе нескольких вычислительных машин разных типов, оказы
вается целесообразным по многим причинам создание программ-по
средников между машинами, позволяющих исполнять в машине про
грамму, составленную и, быть может, отлаженную для другой машины.

В настоящей статье мы рассмотрим такую программу, в дальней
шем называемую ПАТИТ („программа автоматического транскодиро
вания интерпретирующего типа“ ), которая позволяет исполнять в ма
шине М-кО программу, составленную для двухадресной машины 
„Минск-1 “ с оперативной памятью (МОЗУ) емкостью 2048 31-раз
рядных ячеек.

§ 1. Описание ПАТИТ
ПАТИТ работает на принципе полной интерпретации команд ЭЦВМ 

,Минск-1“ . Исполнение приказа происходит здесь в следующей по
следовательности.

Выбирается адрес очередного приказа и формируется обращение 
к т. н. таблице характеристик (ТХ). Для операций с модификациями 
(арифметических, логических и сдвигов) из ТХ осуществляется обра
щение к блоку проверки типа модификаций, который выбирает инфор
мацию для исполнения приказа и формирует команды записи резуль
тата в соответствии с указанной модификацией, после чего происходит 
обращение к группе команд, интерпретирующих данный приказ (такая 
группа обычно называется а н а л о г о м ) .  Для операций без модифи
каций из ТХ управление передается на периферийные блоки устано
вления типа операции и лишь затем к аналогу. (Бессистемность в но
мерах этих операций значительно удлиняет программу и увеличивает 
расход машинного времени).

Стремление к сокращению затрат машинного времени (даже за счет 
компактности программы) обусловило ряд несущественных ограниче
ний на приказы рабочей программы.

Исключена из рассмотрения операция подвода магнитной лен
ты ( —04). Отрицательный ноль вырабатывается только при сложении 
и вычитании:

(— а) я) = — о,
{— а) ' ' - {— а) =  — о,
( _ 0) + (+ 0) = - 0,
( _ 0) - ( ± 0) = - 0.
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Операция +27 работает как останов по + 3 7 , операции +57, +67, 
+77 исполняются как останов по +47.

Не включены в рассмотрение операции умножения с удвоенным 
числом разрядов произведения и деления с сохранением остатка, 
хотя для них оставлены строки ТХ и место для записи аналогов. 
Операции ±14, ±64, ±74, ±35, ±45, ±55, ±65, ±75, —44, не пре
дусмотренные системой команд, вызывают „авост“ .

Все остальные операции системы команд „Минск-1“ расшифровы
ваются согласно [1].

§ 2. Практическая работа с ПАТИТ

Приведенный ниже вариант ПАТИТ размещается в МОЗУ в ячей
ках с 7300 до 7674. В качестве рабочих используются ячейки с 7770 
до 7777. Если рабочая программа предусматривает работу с магнит
ной лентой, то к работе привлекаются нулевой магнитный барабан 
и нулевой магнитофоц. Ячейки МОЗУ с 0001 до 3777 отведены 
для хранения рабочей программы.

Команды и восьмеричные числа ЭЦВМ „Минск-1“ , имеющие вид
±  PlP2?3p4.

при использовании ПАТИТ записываются на бланках и перфорируют-* 
ся в форме 45 — разрядного двоичного кода: ,

-f- ±  — 00 OOjtjIt̂  «4320(301̂
Десятичные числа вида

±  Т1Т2Т3Т4Т5ТЛ7Т8
перфорируются в форме

— ±  — 00 ТПзТз bicte 17Ш
Для решения задачи необходимо поставить на ЧУ перфокарту 

с кодами вида
о 10 7300 0С02 0000 
о 56 0000 7610 0000,

за которой следуют перфокарты с ПАТИТ и рабочей программой. 
Каждая группа кодов рабочей программы должна быть снабжена 
адресным кодом. В конце всей программы и в конце каждой группы 
кодов, вводимой в процессе работы, должен находиться код конт
рольной суммы, определяющий конец ввода.

В ячейку 7777 по второму адресу должен быть записан адрес 
начального приказа рабочей программы. Кроме того, на первом ре
гистре пульта управления должен быть набран код вида

ОСО УЧ 0000 0000,

где УЧ, равное 0100 или 0500, определяет режим десятичной или 
восьмеричной печати. Печатаемая информация имеет ту же форму, 
что и вводимый материал.

О получении „авоста* сигнализируют „авосты“, естественные 
для команд М-20, и останов вида

777 7777 7777 7777.

Заметим, что в ячейке 7777 всегда находится адрес следующего 
приказа и ячейка 7776 выступает в роли сумматора.

Программны!^ останов производится в ячейке 7627 и имеет вид
077 7774 7775 0000.
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§ 3. Программа
730Э 72 0000 7777 0000

1 4 55 ОООО 7? 54 7770
2 34 7362 7770 7771
3 4 55 0000 7355 7772
4 41 7362 7772 7774
5 4 55 0000 7356 7773
6 4 72 0001 7774 7777
7 2 Ш 7300 0000 7413

7310 16 7630 7330 7327
1 16 7444 7330 7327
2 16 0000 7446 ОООО
3
4

16 0000 7504 0000

5
6 16 7437 7330 7.327
7 16 7373 7330 7327

7320 16 7414 733 ) 7327
1 \ 16 7426 7330 7327
2 16 7422 7330 7327
3 16 0000 7504 0000
4 16 0000 7446 0000
5 16 7442 7330 7327
6 16 0000 7603 0000
7 00 0000 0000 0000

7330 34 7670 7773 7773
1 72 0000 77 3 0000
2 2 56 0000 7333 0000
3 72 00,0 7771 СООО
4 4 00 СООО 0000 7776
5 4 72 000.) 7770 7411
6 4 56 0000 7327 7775
7 72 о;оо 7771 ОСОО

7340 4 00 0000 ОСОО 7776
1 72 0000 7770 7411
2 4 56 0000 7327 7775
3 72 0000 7771 0000
4 4 72 0000 7770 7411
5 4 56 0000 7327 7775
6 1 00 0077 7777 7777
7 72 0000 7/77 74' 1

7350 4 56 0(00 7320 7775
1 00 0100 01,00 ОООО
2 2 00 0000 0000 0000
3 16 7656 7333 7413
4 00 0000 3777 3777
5 3 00 0007 0000 а'ОО
6 00 0070 0000 0„00
7 72 0000 7771 0000

7360 4 55 0000 734 т 7776
1 56 0000 7370 0000
2 1 14 0000 7317 0000
3 16 7652 7343 7413
4 00 0077 7777 7777
5 1 06 7700 0000 0001
6 1 00 0000 0000 0000
7 55 7776 7316 7776

7370 72 0000 7770 7411
I 4 55 0 00 7346 7775
2 56 0000 7327 0000

3 41 7776 7775 7774
4 55 7772 7352 0000
5 76 0000 7403 0000

000 СООО а р
000 о р 0000 
Выделение л, 
Формирование a-j-̂  
Выделение я,
Увеличение (КРА) на 1. 
ПУ

ьгS
Е-иSо.ынbS<о.<
X

<
S
из<f-

— я,
— я,
— я,
— я,
— я,
— я,
— я, 
i  ’'i 
+ ’ll 
+ ’ll 
+ ’ll 
+ ’'i 
+  "i 
+  ’'i 
+  ’'i

■* “ r;f*
Сдвиг
Логич. слож.

Умн. 2 
Дел. 2 
Сравнение 

О Слож. и цикл слож. 
Вычитание 
Деление 
Умножение

Логич. умн.
Ввод и остановы

Обращение к аналогу команды.

Проверка типа модификации.

Я| = 1

я, =  2

TCj =  3 

7Г| =  4

7̂1 — 5

П, =: 6
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7400

7410

7420

6
7

7430
1
2
3
4
5

7
7440

1

2
3

4
5

6 
7

7450
1
2
3

4
5
6 
7

7460
1
2
3
4

55 7774 7351 0000
76 0000 7655 0000
55 7774 7364 0000
36 ООЭО 7671 0000
56 7774 7411 7776
55 7774 7351 0000
36 0J00 7406 0000
13 7774 7465 7776
55 7776 7304 0^00
70 0000 7411 0000
00 7с66 OOOJ 7776

00 0000 00.0 000)
1 00 7776 0000 0000

00 0000 OOjO 0000

42 7776 7775 7774
65 7774 7351 0000
76 0000 7655 0000
55 7774 7364 ОООО
36 0000 7671 00, ,0
56 7774 7ч И 7776

34 7365 77'5 7775
65 7776 7775 7776
75 7776 7366 7776
56 0000 7411 0000

24 7776 7775 7774
30 0000 7655 0000
34 7/74 7774 7774
34 7300 7774 7774
36 7366 7411 7776 -
55 7774 7436 7776
75 7776 7366 777 6
56 ОООО 7411 0000-

2 ОО 0077 7777 7777

15 7776 7775 7776
75 7776 7366 7776
56 0000 7411 0000

55 7776 7775 7776
55 0000 7411 00:)0

75 7776 7775 7776
56 0000 7411 0000

15 7773 0000 0000
76 0000 7454 0000

72 0000 7770 0000
4 00 0000 0000 7776

72 ОООО 7771 СООО
1 56 7776 7300 0000

15 7773 7500 00 Ю
36 0000 7461 0000
35 7773 7477 0000
72 0000 7770 0000

4 00 0000 ОООО 7770
01 7776 0000 7775
34 7457 7775 7776
55 7776 7436 777й
75 7776 7366 7776

Сложение
±0

Циклическое сложение

р или 0000-►'ЯЛ 
ПУ —7300, печать, 
интервал

Вычитание
± 0

Умножение

Деление

/
Сравнение

Логич. умнож. 

Логич. слож.

Передача Д;05

НоомализацИя 
± 1 5  и ± 2 5
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5 72 ОЭОО 7771 0000
6 1 00 7776 4000 0001
7 26 7365 7775 7775

7470 34 7460 77/5 7775
1 55 7775 7476 7775
2 1 36 6366 7300 0000
3 33 7475 7775 7775
4 1 56 7775 7300 0000

5 3 00 0000 0000 0100
6 00 ОСОО 0030 0077
7 со 0010 01Ю0 0000

7500 00 0020 0000 0000
1 со 0030 0000 0000
2 00 0J40 0000 0000

3 00 С050 0000 0000

4 15 7773 7500 0030
5 76 0000 7511 0000
6 72 0000 7771 0000
7 1 00 7776 0000 0000

7510 56 7770 7300 7777
1 15 7773 7.501 0000
2 36 0(Н)0 7517 ОООО
3 15 7773 7503 0000
4 76 ОСОО 7522 0000
5 55 7776 7364 0000
6 36 0000 7300 0000
7 55 7776 7352 0000

7520 36 7770 7300 7777
1 56 7771 7300 7777

2 75 7772 7773 7774
3 15 7774 7.555 0000
4 36 00.30 7560 0000

.35 7774 7554 0000

6 ,30 0414 0001 3777
7 7П 0601 7530 ОООО

7530 72 0000 7770 0000
1 2 50 0420 0000 3777
2 70 00О1 7533 ОООО
3 72 ОоОО 7777 0000
4 4 55 0000 7557 7774
5 35 7774 7554 0300
6 4 55 0000 7354 7774
7 34 7556 7774 7775

7540 33 7774 7775 7775
1 13 7553 7775 7543
2 4 72 0001 7771 7777
3 03 00 0 0000 0000
4 4 70 0000 75)5 0000
5 72 0000 7770 0030
6 2 50 0421 0000 3777
7 70 0.Ю1 7.550 0300

7550 50 0410 0001 3777
1 70 0001 7552 0003
2 56 0000 7300 00 0
2 1 50 0410 ОООО 0000
4 1 00 0034 0000 0000
С 1 СО 0044 0000 0000
е 64 0000 0000 0037
7 3 00 0077 ОООО 0000

756f 5С 0414 0001 3777
70 0001 7562 0000

БПУ ± 2 4

ПУ ± 5 4  

ПУ ± 3 4

Выделение ± ’ 1̂П;

МО ЗУ -  НМЛ 
±04

НМЛ -  МОЗУ 
±44
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2 72 0000 7770 0000
3 2 50 0420 0000 3777
4 70 0001 7565 001Ю
5 72 0000 7777 0000
6 4 55 0000 7557 7774
7 35 7774 7555 0000

7570 4 55 0000 7354 7774
1 34 7556 7774 7775
2 33 7774 7775 7775
3 13 7602 7775 7575
4 4 72 0001 7771 7777
5 00 0000 ГООО 0000
6 4 70 0000 7577 0000
7 50 0410 0001 3777

7600 70 0001 7601 0000
1 5 5 0000 7300 0000
2 1 50 2014 0000 0000

3 15 7773 7477 0000
4 36 0000 7610 00 ;0
5 15 7773 0000 (ООО
6 76 0000 7621 0000
7 72 0000 7770 0000

7610 4 00 0000 7611 0000
1 52 0000 0000 0000
2 4 55 0001 7620 0000
3 36 ОООО 7616 00 0
4 3 34 7607 OOOI 0001
5 3 15 7620 0001 0001
6 1 12 3776 7612 0001
7 1 56 0(КХ) 7300 0000

7620 4 00 0000 0000 0000

1 55 7773 7502 01 юо
7622 36 7776 7625 7775

3 72 00)0 7771 0000
4 4 00 0000 0000 7775
5 72 0000 7770 0000
6 4 00 0000 0000 7774
7 77 7774 7775 0000

7630 55 7776 7352 7774
1 74 7670 7; 74 7774
2 П 7774 7776 7774
3 55 7775 7556 7773
4 55 7775 7352 0000
5 76 0000 7640 0000
6 13 7475 7773 7773
7 56 0000 76И 0000

7640 33 7475 /773 7773
1 74 7651 7773 7773
2 74 7773 7774 7774
3 55 7774 7346 7776
4 55 7774 7351 0000
5 36 0000 7647 0000
6 75 7352 7776 7776
7 75 7366 /776 7776

7650 56 0000 7411 0000
1 1 44 0000 0000 0000

2 50 0100 0777 7655
3 70 7655 7651 0000
4 16 0000 730) оооо
5 7 77 7/77 7777 7777

6 20 0001 0000 7775
7 13 7667 7775 7662

Блок операций ввода с преобра
зованием десятичной информации

Блок остановов

Сдвиг

Интервал 
Код ,авоста“
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7660 15 7351 7775 0000
1 36 7776 7665 7774
2 00 0000 0000 0000
3 70 7774 7664 0000
А 56 0000 7300 ои оо
5 34 7365 7776 7774
6 56 0000 7662 0000
7 50 0000 0777 7774

7670 63 0000 0000 0000

1 55 7776 7352 0000
2 30 7366 7411 7776
3 56 7674 7411 7776
4 3 00 0000 0000 0000

Блок печати

Блок выработки 
при сложении и вычитании

Контрольная сумма.

§ 4. Замечания

Использование ПАТИТ, естественно, ведет к увеличению расхода 
машинного времени по сравнению со временем решения задачи 
в машине „Минск-1 что хорошо видно из следующей таблицы 
(время исполнения дано для операний без печати)

Название операции В| емя в мксек для 
ЭЦВМ ,Минск-1‘

Время в мксск для 
ЭцВМ 20

Сложение 250 580—730
Вычитание 270 540-640
Умножение 1408 580-680
Деление 1695 670-840
Логические операции 200 480-620
Сдвиг 200 - 250 800-900
Операции управления 200 320—460

При решении задач арифметического характера расход машинного  ̂
времени возрастает в 2 — 3 раза, сначительго можно было бы сокра
тить время и длину ГАТИТ, если отказаться от использования в ра
бочих программах, исполняемых с ПАТИТ, отрицательного или поло
жительного нуля (до 120 мюек).

Заметим, что построение программы-посредника с компиляцией 
представляет значительно больп ие трудности. Такая программа ока
зывается целесообразной лишь в случае работы с нормализованными 
числами и не будет универсальной. Рабочие программы, обрабаты
ваемые такой программой, могут составляться только по весьма жест
ким правилам, например, с помошью liH.

В заключение считаю своим долгом выразить благодарность 
Г. В. Сибирякову за ряд пенных идей, позволивших значительно 
сократить время работы и размеры некоторых блоков ПАТИТ.
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ПРИМЕНЕНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ 
МАШИН В МАТЕМАТИКЕ. I—II.

г. В. СИБИРЯКОВ ч

Введение

В данной работе предлагается один способ формализации 
математического • аппарата, связанного с преобразованием аналити
ческих выражений по известным правилам. Прежде всего опреде
ляются формулы как конечные последовательности а ,. . .  о„ некоторых 
символов с еликственным условием, чтобы встречающиеся в них 
скобки были попарно согласованы. А именно, требуется, чтобы во 
всей формуле раскрывающих скобок было столько же, сколько 
и закрывающих, причем в любой последовательности вида

первых должно быть не меньше, чем вторых. Если не
сколько видоизменить обозначения степени, производной, интеграла, 
предела и т. д., то большинство аналитических выражений превра
тятся в формулы описанного вида. В этой же части вводятся поня
тия главной связи формулы, пары соответствующих скобок, вхожде
ния одной формулы в другую и т. п. Во второй части определяются 
понятия простой и обобшенной подстановок в одну формулу по дру
гой. На примере дифференцирования элементарных функций показы
вается, что преобразования аналитических выражений по известным 
правилам есть не что иное, как обобщенные подстановки. В следу
ющей статье будут приведены алгоритмы простой и обобщенной под
становок, нормализации формул и др.

Используемая в работе терминология из теории частично упоря
доченных множеств и бинарных отношений заимствована из книги 
А. Г. Куроша „Лекции по общей алгебре", Фнзматгиз, М., 1962. Вы
ражения

,{ ( } '.  »а =  {“ , »“ = ) “ и т. п.
соответственно означают: „множество, состоящее из одной раскры
вающей скобки", „множество, состоящее из двух элементов: раскры
вающей и закрывающей скобок", „символ а является раскрывающей 
скобкой", „символ а является закрывающей скобкой" и т. д.

1.
1. Ф о р м у л ы . Пусть даны три попарно непересекающиеся 

множества И, 2 и Ф символов, причем в первом множестве содер
жатся круглые раскрывающая и закрывающая скобки. Элементы этих 
трех множеств называются соответственно связями, постоянными 
и переменными символами. Допустим, что множество 
вполне упорядочено некоторым отношением порядка ^  так, что его

5. Заказ 3358
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66 г. в. Сибиряков

первым и вторым элементзми являются раскрывэющая и закрыва* 
ющая скобки и каждая связь слабее любого постоянного или пере
менного элемента. Пусть, наконец, во множестве выделены два 
подмножества и элементы которых называются соответственно 
ассоциативными и коммутативными связями.

Элементы множества S будем обозначать малыми греческими 
буквами, а последовательности этих элементов — заглавными буквами 
латинского ал.|)авита. В начале и в конце любой конечной после
довательности элементов множества 3 будем ставить символ назы
ваемый граничным. При этом предполагается, что ДгЗ. Если, далее, 
последовательность обозначена через В, то всегда под вы
ражением

Да,ос,.. .акВ7,72. •

понимается последовательность
ДЯ|а2.. .йк?|р2• ■ -РшТПг* • • Тп̂ -

Конечная последовательность
А =  Дя1а2. . .а„Д

символов из 3 называется формулой класса 5  [̂ 1 или просто фор
мулой, если в ней число раскрывающих скобок равно числу закры
вающих, а в любой ее подпоследовательности вида Да,я2...а^Д, 

раскрывающих скобок не меньше, чем закрывающих.
Обозначим через Г+\А] и Г_ [Д] соответственно число раскры

вающих и число закрывающих скобок в последовательности А.  
Если А — формула, то

Г+ [А ]= Г - [Л ] ,  Г + [Д и ]> Г -[Д „1 , Г4- [Д ы ]< Г _  [Д(„], (1)

где Ард =  Дâ ,â ,+,.. ,а,Д (/? <  ^) и i =  1, 2, , . . ,  п.
Формула А может быть и пустой. В этом случае мы пишем

Л =  ДД.

Класс [3] можно линейно упорядочить отношением порядка <  
считая

Да,а2. . .а„Д <
если справедливо одно из утверждений:.

а) я <  /га и а, =  fij 'ДЛЯ всех 1 =  1, 2, . . .  , га;
Р) а, <  Ру для некоторого у, у ^  п, J ^  т, и для всех

» =  К 2....... у -  1.
При таком отношении порядка минимальным элементом класса 

^  [3] является пустая формула.
Приведем пример, иллюстрирующий понятие формулы. Рассмот

рим множества:
2“ =  {(, ), + .  Ит, S, J , 1 , t  , ± ,  :},

20 =  {ос, О, 1 , . . . ,  9 , . . . ,  arccos,.. . ,  m od ,.. . ,  t g , . . .} ,
ф о =  {а, р , . . . .  О), а, Ь , . . . ,  Z}.

Отношение порядка <  в Е» =  So^Qo^d)® зададим порядком 
перечисления его элементов. Так, Связи и .
коммутативны и ассоциативны. Связь =  коммутативна, но не ассо
циативна. Остальные связи не коммутативны и не ассоциативны.
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( 2)

Установим соответствие между некоторыми обычными анали
тическими выражениями и некоторыми формулами класса ^  IS°J 
следующим индуктивным путем.

1. Обычной формуле А ,  состоящей только из одного сим
вола сопоставим формулу Ая,Д класса

2. Если обычным формулам А, В, С, D  соответствуют форму
лы А , В', С' и D' класса то формулам

А =  В, А +  В, А - В ,  -  В, Пт С, ^  D, j  AdB,
! ~  A-t-B A -В

1 ^dB, А : В, А 'В , Ав, Ав,с, ^в.с.о, А^, -----
с dB

А{В) ,  А {В, С). А{В,  С, D)
■сопоставим соответственно следующие формулы из J IS ”):

Д(А') =  (5 ')А , Д(Л') +  (В')А, А - (Л ')+ - (б ')Д ,
A - ( S ') A ,  Д(Л') i (5 ')  lim(C') Д. Д(Л') i (S ') ; (С ')Е (0 ')Д ,
Д (5 ')| (Л ')Д , ^{B') : (С ')| (Л ')Д , Д (Л ') :(5 )Д ,

Д (Л ').(5 ')Д , Д (Л ')| (в ')Д , ^ ( A ' ) i { B ' ) l  (С')А,
^(Л')ЦВ' )  i ( С )  I (D')A, Д (Л ')|(5 ')Д . Д (5 ')1 (Л ')Д ,
Д(4 )°(S ')A , Д (Л ')° (8') i (С')Д, Д (Л ')°(8 ') = (С') : (0')Д.
Таким образом, выражениям

cos- л: - f  sin- JC =  I, —  Г f dx  =  /  
dx J

■соответствуют формул ы
A =  A((((cos) ° ( a:)) t (2)) +  (((sin)°(д:)) | (2))) =  (1)A, (3)

5 = Д((Д?)±((х)|(Л))-(/)А. (i)

2. Па р ы с к о б о к .  Пусть дана формула Л =  A«i. .a„A и в ней 
«г и Я/ суть соответственно раскрывающая и закрывающая скобки. 
Будем гов рить, что эти скобки образуют в Л пару (соответству
ющих) скобок [/, У|, если i < у  и последовательность Л;+1.у_1 =  
=  Д1/+1. . является формулой.

В формуле (.), например, имеются следующие пары скобок: 
[1, 15], [2, 4], [6, 14],Л7, 9], [11, 13] и [17, 19].

Из соотношений (I) вытекает, что каждая скобка в формуле вхо
дит в одну и только одну пару скобок.

Заметим, что смысл выражения \̂i, J] есть пара скобок в Л* 
зависит от выбора вполне упорядоченного индексного множества 
для нумерации членов Л. До сих пор под таковым подразумевался 
отрезок [I, «] множества натуральных чисел с естественным отно
шением пооя.тка. В дальнейше.м, однако, эта „естественная” нумера
ция членов последовательностей не всегда будет самой удобной. 
В частности, при рассмотрении формулы Л вместе с ее подпосле
довательностями иногда выгоднее сохранить, за членами последних 
те номера, которые эти члены имели в формуле Л. Такую нуме-
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рацию членов подпоследовательностей данной формулы мы будем 
называть .старой" нумерацией.

Две пары скобок [/, j\ и [к, /) в формуле А по определению 
различны, если i ф к или J Ф I.

Непосредственно из определений следуют две леммы.
Д е м м а  1. Если \i, J\ и [к, /] суть две различные пары скобок 

в формуле А, то спратедливо одно из соотношений
i < J < K < l ,  i < K < l < j ,  K < i < J < l ,  K < l < i < j .  (5)

Л е м м а  2.  Если [t, у ] — пара скобок в формуле Л =Да,..  ,а„Д,. 
то последовательность [г, у] Л,

[г, /] Л = Да, .. .a/_ia,+, . . .ay_iay+, . . .  а„Д (6)
также является формулой. Если, кроме того, [к, /] есть пара ско
бок в Л, отличная от пары |t, у], то она является парой скобок 
и в формуле (6) (в смысле старой нумерации).

3 . Г л а в н ы е  с в я з и .  Если Л =  Да,. . .  а„Д — формула, то через
U [Л) обозначается множество тех и только тех элементов а«, 1 п,
которые принадлежат £ \ { ( , ) }  и удовлетворяют условию

[Л1,к_1] = Г _ [ Л 1,* i]. (7)
В этом определении равенство (7) можно заменить любым из ра

венств:
Г+ [Л 1,к] =  Г— [Л 1,к], Г+ [Лк,л] =  Г_ [Лк,л], Г+ [Лк+1,л] =  Г - [Лк+1,л|'

Минимальный элемент множества II [/1| называется главной связью 
формулы Л и обозначается через о[Л[. Если множество U[/4[ пусто, 
то в качестве главной связи формулы Л мы будем условно брать 
символ СХ2, предполагая, что этот символ сильнее любой связи 
и не сильнее никакого постоянного или переменного символа.

Главными связями формул (3) и (4), например, служит знак ра
венства. Главная связь пустой формулы ДД равна оо.

Допуская некоторую вольность речи, можно сказать, что главная 
связь формулы класса 5  ®̂ ть знак операции, выполняемой в по
следнюю очередь. Часто главная связь отражается в названии фор
мулы: сумма Да-фйД, интеграл Дх j / o  хД, функция Дсоз о хД и т. д.

4. В х о ж д е н и я .  Пусть дана формула Л. Мы говорим, что спра
ведливо высказывание 91[Л,1,у[, если выполняются условия:

1. Члены а, и a.j последовательности Л таковы, что следующий 
за оу член расположен в Л не левее члена а,. В случае естественной 
нумерации членов формулы

Л =  Да,а2... а„Д
это условие равносильно условию

1 ^  i -Ь 1 ^  л -|- 1;
при этом, если J — О, то а̂- =  Д, если t =  л 1, то а, =  Д.

2. Подпоследовательность Aa ĉtj+j... ЯуА формулы Л, содержащая 
все члены ак формулы Л, расположенные в Л не левее и не 
правее «у, пустая в том случае, когда член оу расположен левее чле
на а,- является формулой. Ее главную связь мы обозначим через 
3 =  0 [Да,а2...а„Д].

3. Если а, не есть первый член Л, то его предыдущий член а' 
не сильнее о (следовательно, является связью) и отличен от закры
вающей скобки.
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4. Если яу не есть последний член А, то его последующий член 
отличен от раскрывающей скобки и Р' <  о. Кроме того, р' ф о, если 
связь о не ассоциативна.

Высказывание 91 [Л, i, J\ называется вхождением формулы 
Да,а/+1... а,.Д в формулу Л. Если это высказывание справедливэ, то 
будем говорить, что формула Да.а +̂1... Д входит в формулу Л или 
является частью Л.

Отметим, что смысл высказывания 9i[-4,/,y] также зависит от 
конкретного выбора индексного упорядоченного множества для ну
мерации членов формулы Л.

Если [ г , / ] — пара скобок в формуле Л с естественной нумера
цией, то $Я[Л,/-Е 1 , / — 1] исгннно. Для формулы (3), например, при 
ecfecTBe ной нумерации членов справедлины утверждения 91[/4,4,Ь], 
9J [/4,5,5] и др. Вхождения 91 [Л 8, 10] и 9̂  [-4,24,26] одной и той 

' же формулы Д(х)Д считаются различными. В формуле Л=Дл: : у : гД 
из вхождений 94[Л, 1,3] и 91[/4,3,5] в силу условия 4) истинно 
только второе. Для пустой формулы истинно только одно высказы
вание 93 [ДА, 1,0].

Множество всех (истинных) вхождений в формулу Л можно 
вполне упорядочить отношением порядка < ,  считая

<94 [Л,/с,/],
если член а/ формулы Л расположен левее а«, либо если i =  к 
и член Зу расположен не правее â . '

5. У с т р а н и м ы е  пары с к о б о к .  Пара скобок [т,/] в фор
муле Л называется устранимой, если между скобками а, и Зу в Л 
заключена возможно пустая подпоследовательность Да,(,...,а,Д 
и истинно вхождение 94 [[г,у| Л,/с,/], где через \i,J\ А обозначена 
формула, полученная из Л удалением скобок и а,- (см. лемму 2) 
и наделенная старой нумерацией (т. е нумерацией принятой в фор
муле Л). Если в Л принята естественная нумерация, то в этом 
определении /c =  i - f l ,  / =  / — 1.

Переход от формулы Л к формуле [ i . j ]A называется устране
нием устранимой пары скобок [i,J\ в Л или просто упрощением 
формулы Л.

Пусть ® [-4] — множество всех устранимых пар скобок в форму
ле Л. Отношение \i,j\ -  [к ,/], о.феделенное в 93 [Л] и означающее 
[г,у] Л =  [«■,/] Л, рефлексивно, транзитивно и симметрично, т. е. яв
ляется отношением эквивалентности. Устранимые пары скобок ]/,у] 
и [« ,/]  в этом случае называются эквивалентными.

Приме р .  В формуле (1) не устранима только одна пара ско
бок [6, 14]. Все устранимые пары скобок в (4) попарно не эквива
лентны друг другу. В формуле Д( ( ( а+ Ь))) ^ все пары скобок устра
нимы и попарно эквивалентны. В формуле Аа( )-(а ф Ь) +  ( ) (  )Д 
устранимых пар скобок нет.

Л е м ма  3. Пусть [t.y] и \к,1] суть две неэквивалентные друг 
другу устранимые пары скобок в формуле Л. Тогда в \ij\ А устра
нима (в смысле старой нумерации) пара [к ,/[, а в [к ,/] Л устранима 
пара [»,у]. При этом справедливо равенство

[i,A [/f, /] А =  [л;, /] [ i j ]  Л.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не уменьшая общности, можем считать, 

что формула Л =  Да,а.,... а„Д наделена естественной нумерацией. Нам 
придется рассматривать наряду с этой формулой некоторые ее под
последовательности. Все эти подпоследовательности мы наделяем
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старой нумерацией. По-прежнему через
будет обозначаться под последовательность Aa ,̂ap+i... 

пустая в случае р =  <?-f 1. Поскольку \ij\ и \к,1\ суть различные 
устранимые пары скобок в Л, то справедливы утьерждения:

(а) Если / — 1 >  1, то а/_1 6 2 \  { )  }, Oi_i <  о [Л^+|, _̂1].
(Р) Если к — 1 >  1, то а«-1 6 S \  { ) }, a«_i <  о [Â +i, ;_i].
(f) Если У +  1 <  я, то cij+i 6 S \  { ( }, а; + 1  <  о [Л̂ +l, ■̂_l] и в случае

о (Л̂ +l, •̂_,] 6 Sa еще ау+, ^  о [Л,+1,у_,].
(5) Если / -ь 1 <  я, то о,+1 б S \  { ( ), аг+1 <  а [Л* и, /-i] и в случае 

о [Л к+ 1 , /_ 1 1  б 2 а , кроме того, a,+ i ф  о [Л к + ьг-Л .

(£) Л(+1, /_ 1—формула (возможно пустая); Г + 1Л/+1,у_]] =  Г_[Лг+1, ;_ 1].
(С) Г+(Л<+1,i] Г-[Л/+1,i], S =  г 1, . . . ,  У— 1.
(т|) Лк+1, /_1—формула (возможно пустая); Г+[Лк+1, ;_i) =  Г_[ Лк+1,/_1)_ 
(̂ )̂ [ Лд.ч-1, s] ^  Г"— [^к+1, j ] , s  — !•
(i) [f,y] Л =  Д а, ... а^_1 ai+i ... ay_i a j + i ... а„ Д =  Л], j_i Л/ + 1, 7_ 1Лу+1,

(х) [к,/] Л =  Да, ...ак_1 ак+ 1  ...a/_in,+i ... а„Д =  Л],«_) Лк+i, _̂lЛ̂ +l, „.
Рассмотрим различные случаи взаимного расположения скобок i 

«/, « у ,  «к и а ,. :
С л у ч а й  1 .У < « :. Если У +  1 =  я, то ay+i =  а,с является раскры- | 

«ающей скобкой, что противоречит утверждению (7). Следовательно, j 
У < к — 1. Согласно определению устранимой пары скобок лишь чле- ' 
ны между а»_1 и а/+1 (включая a«_i и a/+i) обуславливают устрани- : 
мость пары [/с,/] в Л. Но между a^-i и a/ + i в lf,y) Л расположены 
те же самые члены и в том же самом порядке, как и в Л. Поэтому 
из устранимости пары (к,/] в Л следует устранимость этой пары 
в [/, Л Л.

С л у ч а й  2. / < / .  Этот случай аналогичен первому.
С л у ч а й  3. / =  к — 1, / < /  — 1. Согласно утверждению (S),

aj+i6 2 \ {  ( }. Если допустить, что a;+i есть закрывающая скобка, то 
это вместе с утверждением (tj) даст неравенство

[■ '̂ i + l,/ + l] “  /+Л Г'— 1-̂ к, i + л “  Г— [Лл-1,/ + |],

которое противоречит, в силу — 1,, неравенствам (С). Следо-
вател но, a/+i б 2, Ф ^  )■ Поэтому о/+] б U [Л^.у-Л, так как 
из утверждения (oj) следует равенство 1\  [Ak. iI = 1 '- [Л к,;]. Но тогда 
из утверждений (а) и (о) вытекает

а/-1 ^  а [̂ 1+\, 7-Л == ° \̂ к, 7-Л ^  “ +̂1 ^  ° \̂ к+\, 1-Л •
Отсюда и из утверждений (а), {Ь) и (oj) получаем истинность вхож
дения 91 [[к,/] [ЛУ] Л, « - f - l ,  I — 1] формулы Лк+1,/_1 в формулу

[«■, Л |ЛУ1 А =  ■̂“1 ...ai_i а«+1... 0-1-1 о;+1 ...oy_iay+i ...а„Д.
Последнее эквивалентно устранимости пары \к,1] в \iJ\A.

С л у ч а й  4. i <  к -f- 1 и l + \ = J .  Этот случай аналогичен пре
дыдущему.

С л у ч а й 5. t <  к 4- 1 и / - f  1 <  /. Этот случай аналогичен пер
вому случаю.
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С л у ч а й  6. к < /  и у +  1 < Л  Ак+1, 1 - 1  является формулой, стало 
быть, по лемме 2 последовательность

1̂ >У1 ^ к+1, г-1 =   ̂ ••• “ г-1 “ г+1 “; - i  “я-i ••• “г-i Д
также есть формула, Допустим, что

*/•+1 С U [Лк+1. /_]]. ( ’̂ •)
Тогда

1\ = Г -  [Л.+ьу].
Отсюда, поскольку а, и «у суть раскрывающая и закрывающая скобки 
и справедливо равенство (5), получаем

Г+ [Лк-(.1,;_1] =  Г - [Л,с+1, /_ 1]. (8)
Используя это равенство, можно показать, что

Цг,У] Лк+1, i_i] = i6 ['̂ к+ь г-|]̂ 16 [Л/+1,у_1]. (9)
В самом'деле, пусть

С16 [[i,y] Лк+1, г-i]. ( 10)
Тогда

“. б £ \ { ( , ) } .  (И)
Если г с + 1 < 5 < / — 1, то из (10), креме того, следует

Г+[Л«^,,,_.] =  Г _ [ Л « + , (12) 
Это равенство вместе с включением (И) обеспечивает

(13)
Если i +  l < s < y  — 1, то из (10) следует

Г + (Л,с+1,г-1 Л/+1,i_i} =  Г_ [Лк+1,i_i Лл-1, j_i].
Отсюда в силу (8)

Г+ [Л/+1,^_1] =  Г_ [Л;+1,5_1], 
что в месте с (И ) означает

616 [Аг+1, y-ij.
Если, наконец, у +  1 ^  ^ 1, то из (10) получаем

Г + [Лк+1,/_1 Л;+1,у_1 ЛуЧ1,4_1] =- Г - [Л« .̂1,/_1 Л/ + 1,у_1 Лу+1,^_1].
Поскольку [г , / ]— пара скобок, то отсюда снова получаем равен
ство (12), а вместе с ним и включение (13). Таким образом,

lli.y] Лк+ьг-il [Лк+1, /_ 1] 16 [ЛгтЬу-]]-
Обратное включение доказывается аналогично.

Из равенства (9) вытекает
о [[i,y] Лк+1л - 1] =  min {о [Лк+1,г_1] о [Лг+ьу-)]}.

С ’’ ругой стороны, из определения главной связи предположения (*) 
относительно oy+i и утверждения (-() следует

о [Лк+,,/_1] =  min 16 [Лк+|, i_i] <яу+1 < 0  [Ai+\j-i\.
Поэтому

® [[^у1 Лх+1,i-i] =  ® [Лк+1,i_i]. (14)
Пусть теперь предположение относительно «y+i неверно, т. е.

ау+1 6 ̂  [Лк+1, z-i]. (15)
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Согласно определению множества это  означает, что либо
a ; + , e S \ { ( ,  )},

либо
Г + [t̂ k+i,/] ¥= Г_ [Лк+1,у]. (16)

В первом варианте ay+i может быть в силу утверждения ( 7) только 
закрывающей скобкой. Из неравенств (&) (ибо к +  1 < у  +  1 < /■ — 1) 
имеем

Г + [Ак+1, |] ^  Г_ [Лк + 1, у4-|].
откуда в силу Г + [ay+i] <  Г_ [ay+i] (ибо oy+i — закрывающа'я скобка) 
вытекает неравенство

)/!«+,,yj >  Г - [.4^+1,у]. (17)
Во втором варианте, т. е. если имеет место неравенство (16), нера
венство (17) получается непосредственно из утверждений (11) при 
S =  у. Таким образом, из (15) следует (17). Неравенство (17) влечет 
равенство

[[^У1-^<+1. i-i] =  ['^K+i-г-i]
точно такое, как равенство (8) влечет равенство (9). Поэтому и здесь 
справедливо (14),

Рассмотрим теперь утверждения
91 ['4i,к_1 Лк+1,г-Мг+|,п, т̂  +  1, I —  1], (18)

91 \А\,к-\ [су] Ак+и 1 - 1  Ai+i,„, р, I — 1], (19)
где р =  к +  1, если к + 1< /  и р — к-{-2 =  1 + 1 ,  если /с-f 1 =  г. 
Согласно предположению у ' < / — 1, поэтому в формуле

А\к-\ [с /] Ак+\.1-\ ^t+i, п
имеются члены а̂ , и сц-\.

Утверждение (18) верно, ибо [к:,/ ] — устранимая пара скобок 
в формуле А. В силу равенства (14) (верного при любом предполо
жении относительно ay+i) условия 3) и 4) в определении вхожде
ния (п.4) для утверждений (18) и (19) совпадают. Для первого они 
выполняются, следовательно, выполняются и для второго. Условия 
1) и 2) в определении вхождения для утверждения (19i очевидны. 
Стало быть, высказывание (19) истинно. В силу (/) формула Л z+i, y+i 
не пуста, а значит не пуста и формула \i I\Ak+\,i-\ . Так что вы- 
высказывание (19) влечет устранимость пары [лг,/| в формуле

 ̂ \^J] =  Auk-IO-k \i,j\ 4к + 1, ;_ 1а,Лг + 1,„.
С л у ч а й  7 ./с<1  — 1 , у < / .  Этот случай аналогичен предыдущему. 
Покажем, что иных случаев нет. По лемме 1 может быть i < J  <. 

<Ск <  I, либо к <i I <  i <  j\ либо i к <, I <  j ,  либо к <.i < J  <.1. 
Первые две возможности рассмотрены соответственно в случаях 1 и 2. 
Третья возможность охватывается случаями 3, 4 и 5 (поскольку 
i = K — 1 и у’ = / 4-1 одновременно быть не может в силу не экви
валентности устранимых пар скобок [г,у] и [к ,/]). Последняя воз
можность / с < / < У  < /  рассмотрена в случаях 6 и 7 (за исключением 
того варианта, в котором i =  к +  I и у =  / — 1. Этот вариант, однако, 
также противоречит неэквивалентности пар [г,у] и [к,/]).

Итак, пара |/с, /] устранима в [ i j ]  А. Аналогично пара [г,у] 
устранима в \к,1\А. Равенство

\ij\ [к,1] А =  \к,1] \ij'\ А 
очевидна, и лемма 3 доказана.
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6. Н о р м а л ь н ы е  ф о р м у л ы .  Формула А называется нормаль
ной, если пусто множество ®[Л ], т. е. если в ней нет устранимых 
пар скобок.

I Приме р .  Формулы (3) и (4) не являются нормальными. Фор
мулы. Дх: у ; г Д, Д(х:у) : гД,  Д х ( 4-)Д нормальны.

Т е о р е м а  1. Какова бы ни была формула А из класса 31^], 
последовательность формул Л ,,Л г,..., где Л, =  Л и Л̂  + , получается’ 
из Ag (S =  1,2,...) устранением в ней какой-нибудь устранимой пары 
скобок, всегда конечна и ее последний член, не имеющий устрани
мых пар скобок, зависит только от выбора формулы Л.

Этот последний член является, следовательно, нормальной фор
мулой и называется нормальным видом формулы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку каждая формула состоит из ко
нечного числа символов и содержит лишь конечное число пар ско
бок. первая часть теоремы три иальна. Докажем вторую часть 
(единственность). Будем для краткости обозначать устранимые пары 
скобок буквами а и 6 с различными индексами. Допустим что нор
мальны формулы

■ам^А, А 2 =  b^bn-i- • -b.biA,
где

Л1 — ш — 1 ■ ■

«кбЗЗ [а«_г

( 20)

а>а^А], Ьк(:Ъ[Ь^- 1 -- -b.fiiA]

‘ €L2̂ \Aj ЬцЬк, \̂‘ • •bib^A
и формулы

суть соответствующие упрощения формул
ак-\- ■ -а^а^А, Ьк-\- • ^b,b^A.

По лемме 3 найдется такое число i, 1 что
0 -1 • -Ь^А], а, не эквивалентно Ьк, к =  1, • • -,1 — 1

а, 6 ® \bi-\-- ■ Ь,Л], â  ~  bi.
В самом деле, если это нзвэриэ, то по той же лемме получаем 
«I 1'5’л-• что противрречит нормальности форм л̂ (23) Заме
няя в выражении Ьп---Ь,А устранимую пару bi на эквивалентную ей 
пару и применяя конечное число раз послетнее утверждение лем
мы 3, получаем А. — Ьл- • -bi^\bi-\- • •b̂ 2 Â. Продолжая такой процесс, 
в конце концов получим А., — Ь' -̂■ • ■-а^А или, точнее,
^ 2  =  о „ - •-UiA — Ау, поскольку Ъ\а^- • ■â A\ пусто в силу нормаль
ности формулы Л. Теорема доказана.

Приме р .  Из формулы (3) и (4) получаются нормальные фор
мулы

Д cos о X t 2 - f  sin о X I 2 =  1Д, Дх J_ (х j / j  =  /Л.
В дальнейшем будем считать, что в определении закона соответ

ствия между обычными формулами и формулами класса ^  [̂ °1 фор
мулы (2) соответственно заменены их нормальными видами.

II. 7. Ин в е р с и и .  Будем говорить, что вхождение 9i['4 ,/,y j 
формулы В в фармулу Л образует в поелейней инверсию, если фор
мула В представима в виде В,г,В-,, где Bi и В, суть формулы, из 
которых первая (строго) сильнее второй (в смысле отношения по
рядка < , введенного в п. 1 для класса и коммутативная ассо
циативная связь о (строго) слабее главных связей о [В | и ojBj] фор
мул В, и В,. В этом случае формула Л имеет вид A'BfiB.A". Пере
ход от формулы Л к фармуле А'В^^В^А" называется устранением 
указанной инверсии в формуле Л.
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Т е о р е м а  2. Какова бы ни была формула А, последовательность 
5 = 1, 2, . . . ,  где =  и / 1̂ +1 при s = l , 2, ... получается из 

формулы As устранением в ней какой-нибудь инверсии, всегда ко
нечна и ее последний член, не имеющий инверсий, однозначно опре
деляется выбором формулы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для пустой формулы теорема очевидна. 
Пусть она справедлива для ьсех формул, число членов которых не 
превышает некоторого п, и пусть формула А содержит п -|- 1 член. 
Если о [Л] =  ос, то теорема очевидна. В самом деле, тогда в фор
муле А нет связей вообще и, следователь! о, нет инверсий, либо 
в ней связи есть, и тогда она, в соответствии с определением глав
ной связи имеет вид

Л =  Да, • • • «ЛС) Р, • • • «/, Р; €
Здесь последовательность С является формулой, содержащей не бо
лее л — 1 чл1енов, и все возможные в формуле Л инверсии являются 
одновременно инверсиями формулы С. Устранение инверсии в Л есть 
одновременное устранение иньерсии в С и наоборот. Х1ля формулы С 
теорема справедлива. Значит, она справедлива и для формулы А.

Пусть теперь о | Л ]= о :^ оо . Тогда формула Л в соответствии 
с определением главной связи имеет вид

А =  Л,ЗЛ,8..-оЛ,„,
где Л,., / =  1 , , /л суть формулы, главные связи которых сильнее 
связи *8. Рассмотрим последовательность {CJ формул такую, что 
С, =  А и при любом натуральном s формула Ci+i получается из 
формулы Cj устранением в ней некоторой инверсии г,. Поскольку 
класс 51^1 линейно упорядочен отношением <  и система формул
t л л \    . .  гк . 4 м У к у - т  I/-/-V/-4 О и т ' г с  11 11 С7 f \гг'гг\ЯиаакАяаИ ,AJ\ конечна, найдеюя такое s, что инверсия устраняемая
1фи переходе от формулы С,, к формуле Cs+\, содержится в одной ■ 
из формул A^{i^  1,...,от). Таким образом, при переходе от С, к Ci+i 
устраняется одна из инверсий в одной из формул Л,-. Поскольку 
каждая формула Л, содержит не более п члене в, согласно предпо
ложению, при некотором, достаточно большом у формула Су примет 
вид

С ,=  Л°8Л“ 8 . . .8Л“ ,

где {/1, . . . ,  r j = { l , 2 ...... т) и при г =  1....... т формула Л“ является
единственной 4 ормулой без инверсий, получаюггейся по предполо
жению из формулы Лг последовательным устранением в ней конеч
ного числа инверсий. Но из формулы Cj конечным числом устране
ний инверсий вида A°ZA°^, где Л“^< Л°̂ , получается единственная 
формула, свободная от инверсий, и теорема доказана.

Если в исходной формуле Л нет устранимых пар скобок, то 
после устранения в Л какой-нибудь инверсии результат также не 
содержит ни одной устранимой пары скобок.

п. 8. Н о р м а л и з о в а н н ы й  вид ф о р м у л ы .
Формула, получающаяся после устранения в нормальном виде 

формулы Л всех инверсий (такая формула существует и единственна 
в силу последней теоремы) называется нормализованным видом фор
мулы Л.

Нормализованная формула нормальна.
П р и м е  ры. Формулы класса 5  1̂ °1

Д(6-30-1- -a -2 0 )- (a -1 5 - f  -3 -а )Д , Д (coso (й -f а ) ) Д
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после нормализации (приведения к нормализованному виду) имеют 
вид

Д(— 20-а +  30-^)-(— 3-а +  15-а) Д, ^coso{a +  b)^.
Пустая формула и фопмулы ДаД, a fS w d ) нормализованы. Формулы 
Да =  рл и др =  аД из 5  [ °̂1 обе нормализованы, ибо связь =  комму
тативна, но не ассоциативна.

II.
п. 9. Р а в е н с т в а .  Допустим, что множество S содержит знак 

равенства = .  Формула вица
А — Дя)... Од =  Pi... Р„,Д

называется равенством, если подпоследовательности 
Л - =  Да I... а„Д, Л+=ДР1...Ря,Д

суть формулы, главные связи которых удовлетворяют условиям 
а [Л“ ] >  = ,  а 1-4 + ] >  = .  Л~ и Л+ называются, соответственно, левой 
и правой частями равенства А.

П р и м е р ы  В классе ^  [3°] формулы
Дсозо X t 2 +  з1пол: t 2 =  1Д, Д sin ■> (2-х) =  coso д: | 2 Н-----sinox t 2Д

являются равенствами. Не являются равенствами такие формулы, как 
Д cos о х t 2Д, Д (а 6 =  с) Д, Да i (к =  /) Д и т. д.

В каждом равенстве левая и правая части единственны, 
п. Ю. П р о с т ы е  п о д с т а н о в к и  по с и с т е м е  р а в е н с т в .  
Пусть A f , ..., Л - и Л+,... ,Л+ суть соответственно (непустые) 

левые и правые части равенств Л ь...,Л ,. Произвольная формула 
В =  ДР| ... рпД единственным образом представима в виде

Б =  др,...р..Л-р,...р«„,Л-р,,„...р„\
где Кр, Гр, ip(p — \,... ,т) определяются тем, что вхождения /?[Д ,К р+1, 
ip — 1| формулы А~ в формулу В истинно и является первым эле
ментом множества 33̂ , всех истинных вхождений /? [В ,г ,/] формул Л^, 
/ = ! , . . . ,  S в В, удовлетворяющих условию ip-\ или, в случае 
р — \, условию / > 1, и т таково, что множество 33m+i пусто. 

Нормализованный вид формулы

называется простой подстановкой в формулу В по системе равенств 
Л|,...,Л^ и обозначается через Я |В; Л | , ; Л ]̂. Для однозначности 
простой подстановки Я [В;Л, ,..., Л̂ ] необходимо, чтобы левые части 
ЛГ, ••• < Л7равенств Ль ... ,Л, были попарно различными.

Пр и ме р ы.  Простой подстановкой в формулу
^aA-a +  a-{■a +  a -\ -b-\ -bA -a^a^c^  

по системе равенств
Да4- а  =  2-аД, Lb -\- b=2-bt^,  Дс =  а +  М

является формула , .
Д2-а-f 2 -а -f 2-г>-Ь а -f а -(а -1- >̂) Д.

Простой подстановкой в формулу
Д cos а X I 2 Н-----sin о X I 2Д

по одному равенству
Д cos о X I 2 -i-----sin о X t 2 =  1Д

является формула Д1Д.
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п. 11. С л е д с т в и я .  Следствием формулы называется любая 
простая подстановка в нее по системе равенств вида

=  ...... = (21)

где суть попарно различные переменные символы (т. е. эле
менты множества Ф).

Следствием формулы
Д а -ь 6) -(аН-----Ь) =  а ]  2 -----

является, например, формула
Д (cos о д: -f- sino л:)-(— sin о д: -f cos° д;) =  — sin о д; f 2 -f- cos о jc f 2Д.

п. 12. О б о б щ е н н ы е  в х о ж д е н и я .  Пусть в формулу В из 
всех формул вида Д;Д, $6 Ф, входят формулы ..., Д$уД, причем 
для любых i и у, 1 ^ г < / ^ 5, первое вхождение формулы Д̂ ,-Д 
строго предшествует первому вхождению формулы ДЕ̂ А. Будем го
ворить, что имеет место обобщенное вхождение R \А. IJ-, В; Ai, ..., А̂ ] 
формулы В в формулу А, если /?[/1,г.у] есть истинное вхождение 
в формулу А следствия формулы В, полученного с помощью простой 
подстановки в нее по системе равенств (21).

Истинные обобщенные вхождения данной формулы В в данную 
формулу А можно вполне упорядочить отношением

R [А, I, /; 5 ; Л ,. ..., ЛJ <  /? [Л, к, /; В; А[ , ..., Л̂ ],
означающим, по определению, справедливость одного из утверждений

а) I <  лг;
б) i =  л:, Л1 =  л ; ...... Лу_1 =  Л)_,, Л̂  <  A'j

при некотором у =  1, 2, ..., s — 1, s;
в) I =  к. Л, =  л ; , ..., А, =  л;.
П р и м е р ы .  Рассмотрим формулы

Л =  Д In о ДС J_ (cos о In о д; -f- sin о In о X +  tgo дс) Д, (22)
В =  Аде J_ (у -f 2) Д.

Для этих формул справедливы следующие утверждения:
/? [Л, 1,21; В;Д1подсА, Дс08°1псДсА, Д sin ° In о д:-|-tg о д;А], 

/ ? [ Л ,1 ,2 1 ;В ;  AIn° хА, Д cos° In ° X -р sin ° In о хА, Д tg охА];
при этом первое предшествует второму.

п. 13. О б о б щ е н н ы е  п о д с т а н о в к и .  Пусть формула Л яв
ляется равенством, в котором А~ и Л"*" суть соответственно левая 
и правая части. Пусть из всех формул вида Д̂ А, 5^Ф, в А~ входят 
лишь формулы Д;;А, t =  l , . . . ,s  гфичем первое вхождение формулы 
Д;,А строго предшествует первому вхождению Д?уА, если i < / .  Про
извольная формула В =  др,Р2... РяА единственным образом представима 
в виде

ДР, ... Ря, Р [А-, Д$, =  Л1 Д,..., Де, -  Л]Д] Рг. ...

-  Р И - ;  - .  Д̂ . =  ^?Д] Р/. -  РЛ
где формулы Л> и числа Кр, ip (у? =  1 ,2 ,..., т) определяются тем, 
что обобщенное вхождение

R \ B , K p + \ ,  А-,АР, . . . ,АР\
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формулы А~ в формулу в  истинно и является первым элементом 
(в смысле отношения < ,  определенного в п. 12) множества всех 
истинных обобщенных вхождений

R [В, t, /; А~; А ,......Л,] (23)
формулы А~ в формулу В, удовлетворяющих условию i'>ip-\  или, 
если р =  \, условию t > l  и т таково, что множество пусто.
Обобщенной подстановкой в формулу В по равенству Л =  ДЛ“ =Л+Д 
называется нормализованный вид формулы

ДР. (Я [л + ; ASi =  л 1Д,... , Д;, =  Л>Д]

. • • Рх. ( Р =  ^Г.Д. - .  =  ^ГД]) Р/т -  Р"Д-
Обобщенная подстановка в формулу В по равенству Л обозначается 
через Ро [В; А].

При ме р .  Обобщенной подстановкой в формулу (22) по равенству 
Д-* J- (у +  z) =  дс ,1 у +  JC ±  дД ■

является формула
Д 1п о д: J_ cos oln°x-|-lnoJC_L (sin ° In ° л +  tg ° д:) Д.

Обобщенная подстановка в формулу В по формуле Л при усло
вии а |?1........ Ej] определяется точно так же, как обобщенная под
становка Яц [В; Л], но от элементов (23) множеств;! ЗЗр дополнительно 
требуется, чтобы были истинными утверждения ст|Л,,..., Л ]̂. 

Пр и м е р .  Обобщенной подстановкой в формулу
Дд: _L cos о а -f д: j_ cos о х -ф у J_ дсД

по равенству Ддс _L у =  ОД при условии, что формула ДдД не входит 
■в формулу ДуД, является формула

ДО -I- О -ь дс _Ucos о дД.
Большинство преобразований аналитических выражений по из

вестным правилам можно формализовать при помощи операции обоб
щенной подстановки (при условии) в одну формулу по другой, вы
ражающей в общем виде данное правило. Приведем в качестве при
мера алгоритм дифференцирования элементарных функций. В этом 
алгоритме используются следующие формулы, представляющие собой 
известные правила дифференцирования:

\. Bi =  Ах ± ' { / + g) =  х ± f + X ± g \
2. В ^^А х  J _ i f - g ) = f - x ± g - \ - g - x ± f A ,
3. B3 =  A x ± ( f : g )  =  { - f - x ± g  +  g - x _ Lf ) :  g  f 2Д,
4. B̂  =  Ax ± c  =  0Д,
5. Я5 =  Дд J_ Д =  1Д,
6. Яв =  Дл: J_( / t  ^) =  ^ -/U g - +  -  l ) -x ± /  + f t  g-^nof-x ± g A ,
7. Вт =  Ax =  X J_d d ±_fo dA,
8. Z?8 =  J -  In о Д =  1 : д:Д,

9. Bg =  Дд JL sin о д =  cos о дД,
10. В,о =  Дд _L coso д =  — s^noлД,
11. В,, Дд j_ tgo д =  1 : coso д t 2Д,
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12. В,2 =  Дд: ±  d g o x  =  — 1 : s in°x I 2Д,
13. Б,з =  Д.Х _L arc sin о X =  (1 Н----- л: I 2) | ( — 1 :2) Д,
14. В|4 =  Дд: _L arc cos o x — — (1 Н----- д: f 2) .f (— 1 : 2) Д,
15. Si5 =  Ддс _L arctg ° x =  1 : (1 +  д; t 2) Д,
16. i5,B = b.x J_arcctgo JC =  — 1 : (1 +  ДС t 2) Д.
Алгоритм дифференцирования элементарной функции 5 =  »?(■*) 

имеет следующий вид:
№ 1. Образовать формулу Л =  Дх ±  (5) Д и нормализовать ее. 
№ 2. Положить / = I.
№ 3. Найти Ро \А, Bj\ при условии, что ДдсД в ДсД не входит 

и ДдсД не совпадает с Дс̂ Д.
№ 4. Если А — \А, В,], то перейти к № 6, иначе к № 5.
№ 5. Положить А =  Ра [А, В,] и перейти к № 2. ,
№ 6. Если i =  16, то перейти к № 8, иначе к № 7.
№ 7. Положить t =  г +  1 (увеличить I на единицу) и перейти к № 3. 
№ 8. Оформить результат.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Тем 198 Серия механико-математическаа

К ВОПРОСУ ВЫЧИСЛЕНИЯ е-ЭНТРОПИИ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН ПРИ МАЛЫХ е

ю. н. линьков

Будем рассматривать л-мерные случайные величины S =  ( ? , , . . . ,  Е„). 
принимающие значения в л-мерном эвклидовом пространстве X.  
С некоторыми ограничениями на плотность распределения вероятно
стей случайной величины Ч в работах [Ij и [2] получены асимптоти
ческие выражения е-энтропии при ? 0 .  Целью данной заметки
является получение аналогичных выражений е-энтропии /V, (S) для 
случайных величин S =  (Si,. . . .  $„), удовлетворяющих условию ,
к =  1, л.

В этой заметке мы будем придерживаться терминологии и обо
значений, принятых в [2].

Т е о р е м а .  Пусть S =  ( ;,........$„) — л-мерная случайная величина
со значениями в л-мерном эвклидовом пространстве X, распределение 
вероятностей которого задается плотностью р^(х), и |/г(Ц|<оо 
и DIk < oo, к — \,п.  Пусть функция потерь р(дс, у) является неот
рицательной измеримой функцией, определенной на пространстве 
/V X и  удовлетворяет условиям:

1) p(JC. у) =  ?(х — у),
2) р(д:) =  0 лищь только при |х1 =  0 и существует такое число 

V >  о, что
Ит I X Цф (х) <  оо,

1*1-0
3) р(х) > - (I I), где ф(-) — такая функция одного переменного,

что ф ( и ) ^ 0, ф{0) = 0, если 0 < й ,  < « 2.
4) существуют интегралы

[ р’* (х) j  IX р
X X

Тогда при е->0
ЯЦЦ =  log [а (е )е -'И 0 ] -|_ л ( ; ) -|-о (1),

где л(е) и й (г ) суть рещение системы уравнений

а I =  1,

а I  р(х) (*)dx =  е.
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всегда имеющей единственное решение, причем функции а ( е )  и frfe) 
являются монотонными непрерывными и дифференцируемыми функ
циями.

Для доказательства этой теоремы необходимо доказать следую
щую лемму (ср. с [2], лемма 3).

Ле мма .  Пусть ($, л) — пара «-мерных случайных величин со 
значениями в пространстве Х ' х Х ,  удовлетворяющая условию

Мр{ ^ ,  т,) =  е.
Если ? =  £„) — фиксированная «-мерная случайная величина,
удовлетворяющая условиям теоремы, а т] — «-мерная случайная ве
личина, задаваемая плотностью условного распределения

р-^ {у1х) =  а (е) е~’’ Р
то _

Ит л (tj) =  л (S).
е->0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства достаточно показать, 
что I Л ( )̂ — Л (S) I о при S 0. Для этого разность h v̂j) — Л (S) пред
ставим в виде

Л(^) — й( £ ) =  j  [/?e(j;)logP5(x )— /7-(х) \ogp-{x)\dx-^
“г

-Н f [р̂  (X) logp^ (X)- р -  (х) log/?- (х)] dx  =  Г  -1- 
"/•

где г — произвольное положительное число. / '  — интеграл по сфере 
и,,  а /"  — интеграл по дополнительной области. В работе [2] (см. лем
му 3) доказано, что |/'|->0 при е ->0 для любого фиксированного К 
Интеграл 1" можно оценить так:

/ / " К |  j/?E(x)log/?a{x)r/x I 4-[J ’ p;i(At)log/?-(x)rfx|,

где каждое слагаемое в силу конечности дифференциальной энтропии 
Л(П и h(f\) можно сделать сколь угодно малььм равномерно по 
е6[0, 1], выбрав г достаточно большим. Конечность дифференциаль
ной энтропии Л(т]) следует из таких оценок:

Л 5)<A(7))!og]/(27rg)|5|,
где I В )—определитель корреляционной матрицы вектора =  • • •»'Чч)-
Здесь определитель |Б| конечен в силу условия 4 теоремы. Справед
ливость этих оценок следует из известных свойств дифференциаль
ной энтропии (СМ., например, [3], стр. 296—30(j ). Этим самым лемма 
полностью доказана.

Доказательство теоремы дословно повторяет доказательство тео
ремы в работе [2], и поэтому здесь приводиться не будет.

Следствия 1 и 2, указанные в работе [2], здесь также справед
ливы.
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ГРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В, КУЙБЫШЕВА

Том 198 Серия механико-матемагическая

О ФОРМУЛАХ ВЫЧЕТОВ ДЛЯ ФУНКЦИЙ п КОМПЛЕКСНЫХ
ПЕРЕМЕННЫХ

Е. Н. АРАВИЙСКАЯ

Пусть Z" — комплексное аналитическое однородное связное много
образие п комплексных измерений со счетной базой и полным атла
сом карт [Ui, '1'/). Известно [1], что по заданному покрытию 
многообразия Z" можно построить открытое покрытие \Ui] этого 
многообразия, удовлетворяющее следующим условиям : 1) \Ui\ под
чинено покрытию {U,}, т. е. замыкание Ui заключено в одном из i/д.,
2) покрытие {Ui} локально конечно, т. е. любое компактное множе 
ство на Z" пересекается только с конечным числом множеств Uk,
3) замыкание Ui любого заключено в области определения одной 
системы локальных координат. Покажем, что можно построить 
и такое покрытие {(7,), чтобы оно, кроме условий 1), 2>, 3), удовлет
воряло бы и четвертому условию. А именно; каждое С; было бы 
гомеоморфно аналитическому полиэдру в пространстве С" (пространст
во л комплексных переменных z ,̂ г._„. . . ,  г„). Так как Z" имеет счет
ную базу открытых множеств, то из покрытия {t/,.} можно выделить 
счетное покрытие. Будем считать само {б/,} счетным покрытием. Для 
любой точки р на Z" можно взять такое открытое множество и'эр, 
принадлежащее области одной системы локальных координат, что 
U' принадлежит одному из б/,- и гомеоморфно л-мерному параллеле
пипеду R в С", R =  {Лд <  АГд <  б»д, Сд <  Уд <  й?д, Zk =  Хк +  1ук, к =  
1, 2, . . .л} ,  R — частный случай аналитического полиэдра. Построенное 
таким образом покрытие удовлетворяет условиям 1) и 3). Если оно 
не удовлетворяет условию 2), то, используя построение де Рама [1] 
и несколько дополняя его, получим новое покрытие, удовлетворя
ющее условиям 1), 2), 3). Сначала строим последовательность 
компактных множеств Ки К2 , ■ ■ ■ ■ Полагаем Ki~U[ .  Берем наи-

'fa г
меньшее положительное число Ка > )  так, чтобы U !) TCi,

«■j —,
7̂ 2 =  и З а т е м  берем наименьшее целое положительное число

Кз >  к, так, чтобы \JUk ') Кг, =  U 6У« и т. д. Очевидно, Кт-\ лежит
д -1 д-1

внутри Кт, и любое компактное множество на Z" заключено в К „, 
если т достаточно велико. Строим теперь множества Gi, 7=1 , 2 , . . .  
следующим образом; Gi =  Ui, если Gi = U Q K m - \ ,  если
K„<i<^Km + i т >  I, СКт-\ есть дополнение множества Кт-\. Мно-
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жества (7;, г = 1, 2 . . .  образуют покрытие многообразия Ẑ ,̂ так как

IjGi =  и  при всяком т. Покрытие удовлетворяет условиям 1), 2), 3).
К=1 К**)
Строим, наконец, покрытие {G,}, удовлетворяющее всем четырем ус
ловиям. Обозначим через р„ положительное расстояние между двумя 
компактами дКт-\ и дКт, т =  2, 3 , . . . ,  не имеющими общих точек. 
дКт — граница множества Параллелепипед Rt (образ Gi в С ’) 
Кт <   ̂ + гиперилоскостями, парэллельными координатным, разо
бьем на закрытые параллелепипеды диаметра меньше р̂ - Пусть 
Он, . . . а^ — те из частичных параллелепипедов, которые имеют не
пустые пересечения с замыканием Gir^K^. Каждому

0̂ 1 —  {Ок/л ^Kis, <̂Kis ^  ^  dKis, S —  1 , 2, . . .  П}

ставим в соответствие открытый параллелепипед
=  {а"и -  <  X, <  bTis -Ь c7ts -  <  у, <  dZs +  в ,̂ s = ^ \ , 2 , . . . n ,

О <  £ „ <  Pm)-

Обозначим через Cki пересечение прообраза С  с Oi,
Полагаем Gi =  G'i, G^ î-s равно прообразу 3", s = 1, 2

<.Кт + \. Полученное счетное покрытие {GJ удовлетворяет всем 
четырем условиям.

Существование счетного открытого покрытия {G,} многообразия Z" 
обеспечивает существование локально конечного разбиения единицы, 
подчиненного покрытию {GJ [ 1],

Пусть это разбиение единицы составляет семейство функций 
<?к, к; = 1, 2....... В силу вышесказанного интеграл от замкнутой внеш
ней дифференциальной формы а по многообразию Z" определится 
равенством

(I)

Каждое слагаемое этой суммы сводится‘к интегралу по одному 
из множеств oĵ .. Изменив нумерацию полиэдров 3,>, будем в дальней
шем их обозначать через s =  1, 2........Каждый полиэдр зада
ется своими определяющими функциями, т. е.

д;={|/]^>/<|, к-= I, 2 ,...y v ,}. (2)

функции голоморфны в Д̂ . Возьмем один из таких полиэдров
А =  (|Л-|<1. =  1. 2, /к голоморфны в Д.

Пусть X " —некоторое комплексное д-мерное аналитическое ком
пактное подмногообразие многообразия Z". Пусть 5,-, i = \ .
2, . . .  V, заданные на Z"v комплексных аналитических подмногообразий
коразмерности 1. Будем называть множества 5, поверхностями.
Пусть поверхности Si в окрестности каждой своей точки Zq задаются 
в локальных координатах неприводимыми уравнениями 
5, =  { z 6 Z", cp,(z'Zo) =  0} z =  (г ,,. . .г „ ) ,  где cp(z/r„) -  голоморфная 
функция в одном из полиэдров Д. Предположим, что поверхности Si 
не имеют особых точек, находятся в общем положении (2] и в пере
сечении с границей компакта А'" образуют конечное множество не- 
пересекающихся между собой гладких 2п — 3 мерных циклов Г к" =  
=  {5кП<52с'"], — граница A"", к - \ ,  2 , . . .N.
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Для каждого из циклов построим соответствующее ему'
многообразие где о — оператор Лерэ [2]. Построение много-

состоит из обыкновенных
•2п-3

обргзия * возможно, так как 2 / 1 - 3

точек и топологические размерности дХ" ц Гк ' отличаются на две
единицы. С Х ”у 8 ,  где 5  =  IJS, является циклом топологической|»-1
размерности 2п — 2, ориентацию которого можно поставить в соот
ветствие с ориентацией цикла

Пусть а — замкнутая дифференциальная форма, голоморфная на 
Х " / Ь ,  имеющая S ,, 8 2 , своими полярными многообразия.ми соот
ветственно порядков Pi, Р2 , . . .р^  [3]. Булем рассматривать интегралы 
от а по циклам вида В силу теоремы де Рама достаточно
рассмотреть интегралы, взятые по циклам специального вида, лежа
щим на границах аналитических полиэдров Д,-, 1, 2........Для про
стоты записи ограничимся в дальнейшем случаем п =  2. Пусть ана- 
литичес кий полиэдр Д =  {1/к (г,, к =  1, 2, . . .  Л̂ } принадлежит
области одной системы локальных координат z ,̂ f  =  5П^Д состоит 
из конечного множества непересекающихся одномерных цикловV *V
т =  Uf'<; fK =  [ j f r ,v  =  {\fi (г,, Z2 )\ =  \, tp,c(2:,, 2.,) =  С}. Каждому циклу т,сК “ I 1
ставим в соответствие цикл 3 — оператор Лерэ.

i - l
V

Подчиним множество S =  U-5/ полярных поверхностей формы а
следующим условиям; а) каждая из поверхностей 5,- пересекает 
границу Д только по одной грани и пересечение всех 8i с границей Д 
представляет собой конечное множество непересекающихся простых 
гладких одномерных циклов; б) поверхности из S не имеют особых 
точек, находятся в общем положении, и любая из поверхностей S 
может пересекаться с другой поверхностью из 3’ только во внутрен
них точках 1 олиэдра Д; в) множество точек внутри Д, принадлежа
щих более, че.м одной поверхности из 5, конечно. Пусть это будут 
точки

0 „  0 2 , . . .  о^а;  (3)
ф Q в любой ИЗ точек (3) для любых к = 1 ,  2,. . . N,

d(Zi, г.)
I =  1, 2, . . .  V.

Построим около каждой точки О,- гипершар с центром О,- до
статочно малого радиуса, чтобы все 2 /, / = 1, . . . ? “ находились 
внутри Д и не пересекались. Обозначим через а[ значение функции 
/к ( - 1> 2̂ ) в точке О,. При наших условиях многообразия -р: =  {|/к| =  1, 
J ср/( =  е) будут двумерными циклами, лежащими на границе Д. Рас
смотрим одномерный цикл Тк =  {1Л 1 =  Ь ?,• =  0}.

Множество /̂ 1 =  {|//с1<1, ? / = 0 } П Д  является куском поверхно
сти 5г, натянутым на Очевидно, и Fk могут иметь общими 
только точки (3). Рассмотрим семейство одномерных контуров -yi/ =  
=  {,/<(г,, Z.,) -  taU =  1 — (̂1 — S,), 0 < ^ <  1, ^,{Zi ,Z 2 ) =  0}ПД. При 
достаточно малом е, >  0 цикл С =  {|/<с(2,, z^)—
— йк|=е,, 'f/(Z|, г -,)= 0 }. Если Si проходит через О̂ , то, выбрав е, 
достаточно малым, можно цикл поместить в произвольно малую 
окрестность точки О̂ . Если на Fk имелась единственная точка из (3),
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ТО ЦИКЛ ifKi будет гомологичен циклу у» в A /S . А так как индекс 
зацепления 1 [4], то двумерный цикл 8ук будет гомо
логичен циклу SfKi = {|/«(г,, Z2 ) — a%\ =  в̂ , |<Pi(z,, Z2)| =  e}, и, в силу 
условия г), отображение

[Л (г ,, г2) - а ^  =  г „

22) = Z 2
будет биголоморфным в достаточно малом гипершаре 2J. Отобра
жение (t) переведет цикл Sŷ i в остов бицилиндра {|Z|| == е, |г, I = е}. 
Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть S, является единствен
ной полярной поверхностью 1-го порядка для замкнутой диф()ерен- 
циальной формы а =■ / ( 2,, z■̂ dẑ ,/\ dz,, голоморфной b A /S ,.  Пусть 5, 
пересекает тольо к-ую грань полиэдра А. Интегральное представле
ние функции / ( г , ,  2.,) в полиэдре А, =  ||/к (г,, г ) 1 <  1, I tp (2,, ẑ ) I >  е} 
дает возможность форму а представить следующим образом [5J:

а =  / ( 2 , ,  Z-i) dz^ f \ d z - i = ^  (2 ,, 2а) flf2, /\ dz^ - f  ~  ^
^  (2b г2) ?
дг̂

где Ф (2,, z.,), 60(2 . 2Гг) голоморфны в А. Тогда

j* а =  2ж 1 Г f c . (2 ., г , )
dtp
d2,

( 2ь 22)
d z -2 —  2м res [9 res [а]

Jr~0
^ .(2,, 2.)

( I d

dZi
(2„  2.)

dz~

-форма-вычет Лерэ [2].
Пусть форма а имеет в А две полярные поверхности и S-> 1-го 

порядка, пересекающиеся в единственной точке внутри А. Тогда
, ф(2 , 2..) dZ| Л dz.,в локальных координатах 2,, 2, форма а = --------- -̂--------------  , где

<11(2,, z.,)- ,̂(z,, Z.)
ф(2|, 2з) голоморфна в А. в  этом случае цикл 6у будет состоять из 
двух непересекающихся циклов

П 1 = { 1/к (2ь Z2) l ==l ,  |tpi(2,, 22) 1=  1} и 8та= {l/'*(2i, 22)1 = 1,
|СР2(2„  22)1 =  1},

и [6]
ф^2|, 2.)

а =  2 ‘î i

7̂ dzi Та
dz2 2тгг
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