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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫХОДЯЩЕГО ПОТОКА ЗАЯВОК 
В СИСТЕМЕ С ПРОГУЛКАМИ ПРИБОРА 

А. А. Н а за р о в , С. В . П а ул ь
Национальный исследовательский Томский государственный университет

Современные телекоммуникационные системы, математическими мо­
делями которых могут являться однолинейные системы массового обслу­
живания с «прогулками» обслуживающего прибора, достаточно часто 
встречаются на практике. В реальных системах под «прогулкой» понима­
ется временное прекращение обслуживания для выполнения либо других 
работ прибором, либо его поломкой, либо его ремонтом.

Данная работа посвящена изучению потока обслуженных заявок в та­
кой системе. Исследованию выходящих потоков [1] в настоящее время 
уделяется недостаточно внимания, так как не существует общих подходов 
к их исследованию, хотя информация об их характеристиках представляет 
большой практический интерес. Поэтому достаточно актуальной является 
проблема разработки новых и модификация имеющихся методов исследо­
вания выходящих потоков.

Рассмотрим систему массового обслуживания с одним обслужи­
вающим прибором и очередью с неограниченным числом мест для 
ожидания [2]. В систему поступает простейший поток заявок [3] с ин­
тенсивностью ^. Режим работы прибора состоит из последовательности 
интервалов. В течение первого интервала заявки потока обслуживаются 
на приборе случайное время, распределенное по экспоненциальному 
закону с параметром ц. Если заявок в очереди нет к моменту начала



этого интервала или прибор обслужил все заявки, которые на этом ин­
тервале находились в очереди, то прибор остается в этом режиме, ожи­
дая прихода заявок. От момента окончания этого интервала прибор 
уходит на «прогулку». Во время прогулки (второго интервала) при­
шедшие в систему, заявки накапливаются в очереди и ждут, когда при­
бор вернется на обслуживание.

Продолжительности этих интервалов распределены по экспоненци­
альному закону с параметрами ai и а2 соответственно. Будем рассматри­
вать системы с дообслуживанием заявок. Целью исследования является 
выходящий поток заявок, обслуженных в системе за время t.

Обозначим:
m(t) -  число заявок, обслуженных в системе за время t;
i(t) -  число заявок, находящихся в системе в момент времени t;
k(t) -  состояние прибора: 1 -  прибор в рабочем состоянии, 2  -  прибор 

на «прогулке».
Рассмотрим марковский процесс {m(t), i(t), k(t)} и для распределения 

вероятностей
Pk(m, i, t) = P{m(t) = m, i(t) = i, k(t) = k} 

составим прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова:

дР̂  (m, i, t) / . ч „ ,  . ,
— -̂"д------- = -  (Л + ^  jPJ (m, i, t) +

+ PJ (m, i - 1 ,  t) Л + PJ (m - 1 ,  i +1, t) ̂  + P2 (m, i, t) a2’

^ ,0 ^ ) _ -  ЛД + a j ) pj (m, 0, t) + PJ (m - 1,1, t)^  + P2 (m , 0, t) a
dt

dP2 (m, i, t) 

dt
_ -  (Л + a2) P2 (m , i, t) + P2 (m , i - 1, t )Я + PJ (m , i, t )a j,

dP2 (m ,0, t) 

dt
= -  (Л + a 2 )P 2 (m ,0, t) + PJ (m ,0, t)aj. ( 1 )

Введем частичные характеристические функции [4] 

H к {и, i, t) = Е  e P k (m, i, t), для которых систему дифференциальных урав-
m=0

нений Колмогорова перепишем в виде



5Я, (м,0, t ) = _ Vh , (u,0, t) + Я , (u,1, t) + a 2 H 2 (u, 0, t ),
dt

^ ^ ) = _  ^  +  a ,  ) ) i  (u, i, t) +

+ X  H ,  (u, i _ 1, t) + ^  e j  H ,  (u, i +1, t) + a 2 H 2 (u, i, t), (2 )

д Н 2 (u,°, ?) = _ + a 2) H 2 (u, 0, t) + a, H, (u, 0, t),
dt

д Н 2 { u j j )  _ _  + a 2 \ h 2 ( u , i, t) + AH2 (u, i _ 1, t) + a,H , (u, i, t).
dt

В системе (2) сделаем замены исходя из того, что среднее число зая­
вок, обслуженных системой за время t, равно Xt\

Hk(u, i, t) = Gxp{/uXt}Hk(2̂ (u, i, t),

ан12) (u,o, t)
dt

— —(a,+0-1 + juk!^lH (̂u,0, t ) ^ ( u , 1 ,  t)+ o2H1 (̂u,0, t)

dHi (u; i, t) — - +ц+а^ + ju k ) ) ^ 2 (u, i, t)
dt

+

+ AHJ'2) (u, i -1, t )+ Hj'22 (u, i +1, t)+ a 2 H^2) (u, i, t), 

а я 2 >(u,°,t) —- (k + a2 + j u k ) ) 2* (u,0, t)+ а |Я ;2)(u,0, t).
dt

дЯ22* (u, i, t)
dt

— —(a+ a 2 + ju A)H2,2* (u, i, t) + AH^2* (u, i -1, t) + a 1H (2* (u, i, t).

(3)

Систему (3) будем решать методом асимптотического анализа в усло­
виях растущего времени наблюдения за входящим потоком [5]. Введем па­
раметр N ^  да, обозначим

2 1 2 (2)
8 = —, Т = 8 t, u = 8W, ) (u, t) = Fk(w , T, 8),

N

получим систему



2 dFi (w ,Q,r, £) = 

дт
= -  (Л + + j£wA (w ,0,T , £) + ^ e w (w,1,T, £) + a2F2 (w,Q,T, £),

2 dFi ( w, i ,т, £ )
дт

= -  (A + ^  + a  ̂ + j £  wA )F  ̂(w, i ,т , £) +

+ A ( w, i - 1 ,  т , £ ) + ^ e w F̂  ( w, i +1, т , £ ) + a 2 F2 ( w, i , т , £ ),

^^2 ( д̂’0 Т’£) = -  (A + a2 + j£w A  )F 2 (w ,0 ,т , £) + â F̂  (w ,0 ,т , £),

dF2 (w, i ,т , £) _  

дт
_ -  (A + a2 + j £  wA )F 2 (w, i ,т , £) + A F2 (w, i -  1,т, £) + a  ̂F̂  (w, i ,т , £).

Решение данной системы будем искать в виде
Fk (w , i , т , ^ ) = Ф (w , т ) R  к ( i) + O ).

Устремим 8 ^  0:
(а + aj )R1 (о) + (l) + а  2 R2 (0 ) = 0 ,
(а + ц + а^ )Rj (i) + ARj (i — l) + ^Rj (i + 1) + a 2 R2 (i) = 0 ,
(a + a  2 )R2 (0 ) + ajRj (0 ) = 0 ,
(a + a  2 )R2 (i) + AR2 (i — l) + ajRj (i) = 0.

Введем производящие функции
да ^

F (z ) = X  z'Rl (i). F2 (z) = X  z 'R2 0 )•
i=0 i=0

Получим
- (a + Ц + a  j )zF1 (z) + ^zRj (0) + Az2Fj (z) +

+ a  2zF2 (z) + h[f i (z) -  Ri (o)] = °,
- (a + a 2 )zF2 (z) + Az2F2 (z) + ajzFj (z) = 0.

Решение данной системы имеет вид
F  (z) = ________ (a 2 -A(z -  l))_________ ^ a 2 -A(a i + a 2 )

A(Az -  ̂ )(.z - 1) -  (Az -  Ц)a 2 -  ajAz (a 2 + a j )

F  (z) =  a i ^ a 2 -A (a i + a 2 )

Ri (0) =

A(Az -  Ц)(.z - 1) -  (Az -  ̂ )a 2 -  a 1Az (a 2 + a 1)
^ a 2 -  A(a1 + a 2)

^(a 2 + a 1 )

(6)



С другой стороны, просуммируем уравнения системы (6), получим 
равенство

Fj (z )[ŷ z -  ц] + F2 (z )ŷ z + (0) = 0. (7)
В систему (5) подставим следующее разложение

Fk( S) = ф ( T)(( k (i) + jSw/k (i)) + O (s2) , (8)
имеем

o(e2) = -(>̂  + aj + jzwX ')R1 (0) -  (>̂ + aj (0) + ц(1 + ]гм )̂К1 (1) +
+ И/ew/i (1) + a  2 (^2 (0) + j^w f, (0)),
o(e2 )= -(^  + ц + а 1 + jzwX )R1 )i) -  (>̂ + ц + a j )jew/l (i) + ц(1 + jew)R1 )i + 1) 
+ Hjewfi (i + 1) + a  2 (^2 (i) + jew f, (i)) + R{Ri (i - 1) + jewfj (i - 1)), 

o(e2 )= -(^  + a  2 + jewX )R2 (0) -  (>̂ + a  j)jewf2 (0) + a  j (Rj (0) + jewf1 (0)), 

o(e2 )= -(^  + a  2 + jewX )R2 (i) -  (>̂ + a j )jewf2 (i) +
+ a! (Rj (i) + jewfj (i))+ ^(R2 (i - 1) + jew f, (i - 1)).

Устремим 8 ^  0:
[ -  X R i  (0) +  ^ R i  (1) -  ( X  +  a i  (0) +  И /;  (1) +  a  2 f 2 (0) =  0 ,

■ \ R ;  ( i )  +  ^ R ;  ( i  + 1) +  F f ;  ( i  — 1) — Ц +  a ;  (i ) +

+  ^ f ; ( i  +  1) +  a  2f 2 ( i )  =  °, (9)
— X R 2 (0) — ( (  +  a  2 ) f 2 (0) +  a ; f ;  (0) =  0 ,

- 1 R 2 (i ) +  l f 2 (i  — Г) — ( l  +  a  2 ) f 2 (i ) +  a ; f ; (i ) =  0.
Просуммируем уравнения системы, полученное уравнение просумми­

руем по i :
й(д, -  R, (0 )) = Х. ( 1 0 )

В системе (9) обозначим

Fk (z) = s  z' Rk (i). Gk (z) = s  z zf k )’
i=0 i=0

-  (z) + h[f i (z) -  Ri (O)] +
+ Xz 2G1 (z) -  (>̂ + Ц + a 1 )zG1 (z) + pz/l (o) + ̂ (G1 (z) -  f 1 (o)) + a  2 zG2 (z) = 0,

■ XzF2 (z ) + Xz 2G2 (z) -  (X + a  2 )zG2 (z) + a 1 zG1 (z) = 0,
Просуммируем уравнения последней системы, учитывая (7), получим

[Xz -  Ц ]Gj (z) + XzG2 (z) + ^f i  (o)= 0 .
Учитывая, что Gk (1) = 1, k = 1,2, имеем

[ x  -  ^ ] f i  +  X / 2 +  ц/ i ( o)  =  ( o) -  f i  ) + X { f 2 +  f i )  =  0
или

oCfi -  fi  (o))-^C/; + fi ) = 0 . ( 1 1 )

+



В систему (5) подставим разложение (8), экспоненту разложим в ряд, 
сложим уравнения системы, полученное равенство просуммируем по i, 
разделим на е и устремим 8^ 0 , учитывая равенство ( 1 1 ), имеем:

дФ(^’ = ф ( W,т ) [ ц ( Д ,  - й,(0))+ 2v.(fi -  fi(0 )) -2X(fi + / 2 )
дт

0 (w, т) = exp

2

2
[p((i -  Ri (0)) + 2pCfi -  f i  (0)) -  2^Cfi + / 2)

exp (/wZ
2

[p((, -  R, (0)Z exp C/wZ
2

^т

Сделаем обратные замены:

h{u) = H  (и, t) = F (w, T, s)+ O(s) = exp • ^  ( jw f r, juXt + ———Xx
2

+ O(s)^

exp juXt + Z
2

Xt

Получили, что распределение числа заявок, наступивших в выходя­
щем потоке за время t в системе с «прогулками» прибора является асим­
птотически нормальным [6]. Математическое ожидание и дисперсия полу­
ченного распределения совпадают и равны Xt. Такие потоки будем назы­
вать квазипуассоновскими потоками.

Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Мини­
стерства образования и науки Российской Федерации № 1.511.2014/К.
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