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Аннотация
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Цель работы – показать, как с помощью системыMathematica [1]
можно решать типичные задачи математического анализа. К таким
задачам можно отнести [2]:
∙ нахождение пределов и предельных множеств;
∙ полные и частные производные различных порядков, в общем

случае, от функций нескольких переменных;
∙ вычисление первообразных;
∙ численное и символьное интегрирование, в том числе нахожде-

ние кратных интегралов и вычисление с их помощью площадей
и объемов;

∙ изучение сумм Римана;
∙ нахождение критических точек и локальных экстремумов для

функции нескольких переменных.
Рассмотрим примеры применения системыMathematica для этих

задач.
Mathematica имеет встроеную процедуру для вычисления пре-

дела функции.

Например, мы хотим вычислить lim
(︁

𝑥5−32
𝑥3−8

)︁
, 𝑥 → 2. Посколь-

ку как числитель, так и знаменатель стремятся к нулю при 𝑥,
стремящемся к двум, предел не является очевидным. Но система
Mathematica вычисляет этот предел достаточно просто.

lim𝑥→2
𝑥5−32
𝑥3−8 = 20

3
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Если нам необходимо вычислить производную функции, то для
этого существует несколько возможностей:

Если 𝑓 [𝑥] представляет собой функцию, то 𝑓 ′[𝑥]- ее производная.
𝑓(x_) = 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥+ 1;
𝑓 ′(𝑥)
5𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥+ 1
𝐷[𝑓 [𝑥], 𝑥] возвращает производную 𝑓 по 𝑥.
𝐷
[︀
𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥+ 1, 𝑥

]︀
5𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥+ 1
Так же систему Mathematica можно использовать, чтобы ил-

люстрировать некоторые основные теоремы с графической точки
зрения.

Пусть 𝑓 непрерывна на отрезке [𝑎, 𝑏] и дифференцируема на от-
крытом интервале (𝑎, 𝑏). Тогда существует число , между 𝑎 и 𝑏, что
𝑓(𝑏)˘𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝑐)(𝑏˘𝑎) [2].

Если мы запишем заключение теоремы в виде
(𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎))/(𝑏− 𝑎) = 𝑓 ′(𝑐), то мы увидим, что теорема о среднем
значении гарантирует существование числа между и 𝑏, такого, что
касательная в точке (𝑐, 𝑓(𝑐)) параллельна сегменту линии, соединя-
ющей конечные точки кривой.

Пример
Найдите значение c, гарантированное теоремой о среднем, для

функции 𝑓 (𝑥) =
√
𝑥+ sin 2𝜋𝑥 на интервале [0, 2].

Решение:
𝑓 [x_] :=

√
𝑥+ Sin [2𝜋𝑥] ; 𝑎 := 0; 𝑏 := 2;𝑚 := 𝑓 [𝑏]−𝑓 [𝑎]

(𝑏−𝑎) ;

Plot [𝑓 ′ [𝑥] −𝑚, {𝑥, 0, 2} ,PlotRange→ {−8, 8}]

Рис. 1. График функции 𝑓 (𝑥) =
√
𝑥+ sin 2𝜋𝑥

FindRoot [𝑓 ′ [𝑐] == 𝑚, {𝑐, {.3, .7, 1.3, 1.7}}]
{𝑐→ {0.83, 0.83, 0.839736273, 3.9080409569874823}}
c1 := .257071; c2 := .753319; c3 := 1.24344; c4 := 1.75836;
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l1 [x_] := 𝑓 [c1 ]+𝑓 ′[ c1] (𝑥− c1) /; c1 − .25 6 𝑥 6 c1 + .25
l2 [x_] := 𝑓 [c2 ]+𝑓 ′[ c2] (𝑥− c2) /; c2 − .25 6 𝑥 6 c2 + .25
l3 [x_] := 𝑓 [c3 ]+𝑓 ′[ c3] (𝑥− c3) /; c3 − .25 6 𝑥 6 c3 + .25
l4 [x_] := 𝑓 [c4 ]+𝑓 ′[ c4] (𝑥− c4) /; c4 − .25 6 𝑥 6 c4 + .25
𝑙 [x_] := 𝑓 (𝑎) +𝑚 (𝑥− 𝑎)
Plot [{𝑓 [𝑥] , 𝑙 [𝑥] , l1 [𝑥] , l2 [𝑥] , l3 [𝑥] , l4 [𝑥]} , {𝑥, 𝑎, 𝑏}]

Рис. 2. Касательные линии параллельны секущей, соединяющей конечные точ-
ки кривой

Функция 𝐹 называется первообразной для 𝑓 , если 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥).
В Mathematica это можно представить в следующем виде:
𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑡𝑒[𝑓 [𝑥], 𝑥] или с помощью символа ∫ dx, , который можно
найти в палитре.

Например∫︀
𝑥2 exp(𝑥) sin(𝑥) 𝑑𝑥

1
2𝑒

𝑥
(︀(︀
𝑥2 − 1

)︀
sin(𝑥) − (𝑥− 1)2 cos(𝑥)

)︀
Определенный интеграл можно вычислять двумя способами:
Integrate[𝑓 [𝑥], 𝑥, 𝑎, 𝑏] вычисляет точное значение интеграла.
NIntegrate[𝑓 [𝑥], 𝑥, 𝑎, 𝑏] вычисляет приближенное значение инте-

грала.
Пример
С помощью интегрального исчисления мы можем вычислить

площадь, ограниченную кривыми. Рассмотрим две кривые 𝑓(𝑥) =
1 − 𝑥2, 𝑔(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥2.

Решение
𝑓(x_):=1 − 𝑥2;
𝑔(x_):=𝑥4 − 3𝑥2;
Plot[{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)}, {𝑥,−2, 2}]
Во-первых, мы должны найти точки пересечения двух кривых.
intersectionpoints = Solve[𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)]{︁
𝑥→ −𝑖

√︀√
2 − 1

}︁
,
{︁
𝑥→ 𝑖

√︀√
2 − 1

}︁
,
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Рис. 3. Область, площадь которой необходимо найти

{︁
𝑥→ −

√︀
1 +

√
2
}︁
,
{︁
𝑥→

√︀
1 +

√
2
}︁
}

{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} = 𝑥/. intersectionpoints{︁
−𝑖
√︀√

2 − 1, 𝑖
√︀√

2 − 1,−
√︀

1 +
√

2,
√︀

1 +
√

2
}︁

Simplify
[︁∫︀ 𝑑

𝑐
(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥

]︁
8
15

√︀
1 +

√
2
(︀
4 +

√
2
)︀

𝑁 [%]
4.48665
Рассмотрим еще один пример применения интегрального исчис-

ления.
Кривая показанная на рисунке - парабола, 𝑦 = 9 − 𝑥2. Найти

h так, что заштрихованная площадь составляет две-трети общей
площади, ограниченной кривой и осью х.

Рис. 4. Парабола 𝑦 = 9− 𝑥2

Решение:
Solve

[︀
𝑦 = 9 − 𝑥2, 𝑥

]︀{︀{︀
𝑥→ −

√
9 − 𝑦

}︀
,
{︀
𝑥→

√
9 − 𝑦

}︀}︀
𝑥(y_):=

√
9 − 𝑦;
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𝐴(h_):=2
∫︀ ℎ

0
𝑥(𝑦) 𝑑𝑦;

totalarea = 𝐴(9)
36
Plot[𝐴(ℎ), {ℎ, 0, 9},AxesLabel→ {h,A(h)}]

Рис. 5. График измениния значения h

FindRoot
[︀
𝐴(ℎ) = 2totalarea

3 , {ℎ, 5}
]︀

{ℎ→ 4.67325}
Рассмотрим пример применения частных производных

в Mathematica.
Касательная плоскость к поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в точке

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) определяется по формуле:
𝑧 = 𝑧0 + 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑥− 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0).
Пример
Определить уравнение плоскости к поверхности 𝑧 = 10−𝑥2−2𝑦2

в точке 𝑥 = 1, 𝑦 = 2.
Решение:
𝑓(x_, y_):=− 𝑥2 − 2𝑦2 + 10;
𝑧 = Expand

[︀
(𝑥− 1)𝑓 (1,0)(1, 2) + (𝑦 − 2)𝑓 (0,1)(1, 2) + 𝑓(1, 2)

]︀
−2𝑥− 8𝑦 + 19
g1:=Plot3D[𝑓(𝑥, 𝑦), {𝑥,−5, 5}, {𝑦,−5, 5}];
g2:=Plot3D[𝑧, {𝑥,−5, 5}, {𝑦,−5, 5}]
Show[g1, g2,PlotRange→ All,ViewPoint→ {2.33,−2.223, 1.04}]

Рис. 6. Касательная плоскость к поверхности
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Система Mathematica имеет возможность находить максималь-
ное и минимальное значение функции.

Пример
Найти все относительные экстремумы функции 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2−𝑦2.
Решение:
𝑓(x_, y_):=𝑥2 − 𝑦2;

Solve
[︁{︁

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 = 0, 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)𝜕𝑦 = 0

}︁
, {𝑥, 𝑦}

]︁
{{𝑥→ 0, 𝑦 → 0}}
𝑑(x_, y_) = 𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦2 −

(︁
𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 𝜕𝑦

)︁2
;

𝑑(0, 0)
−4
Plot3D[𝑓(𝑥, 𝑦), {𝑥,−5, 5}, {𝑦,−5, 5},BoxRatios→ {1, 1, 1}]

Рис. 7. Седловая точка

Система Mathematica [3] позволяет типичные задачи решать до-
статочно легко, давая возможность пользователю больше внимания
уделить творчеству. С системой Mathematica работать просто, но
наличие математического образования не помешает.

Подготовлено учебно-методическое пособие, которое описывает
наиболее эффективные способы решения выше перечисленных за-
дач. Это пособие полезно для студентов, изучающих математиче-
ский анализ.

Литература

1. Wolfram Mathematica [Электронный ресурс]. – URL:
http://www.wolfram.com/mathematica (дата обращения 23.03.2016).

83



2. Eugene Don. Shaum’s Outline of Mathematica, 2ed. McGram
Hill Professional, 2009. 384 p.

3. Зюзьков В.М. Начала компьютерной алгебры. Томск: Изд-во
Том. гос. ун-та, 2015. 127 с.

84




