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О факторно делимых группах ранга 1

Гайдак В.А.

Томский государственный университет, г. Томск
e-mail: gaidakvioletta@gmail.com

Аннотация

В данной работе описываются некоторые свойства фак-
торно делимых групп ранга 1, их 𝑝-базисных подгрупп и ба-
зисных элементов.

Определяется вид 𝑝-базисной подгруппы факторно дели-
мой группы ранга 1. Основным результатом работы являют-
ся теоремы 2 и 6, которые описывают с точностью до изо-
морфизма все факторно делимые группы ранга 1, имеющие
конечную периодическую часть.

Ключевые слова: факторно делимая группа ранга 1,
𝑝-базисная подгруппа.

Важную роль в теории абелевых групп играют факторно де-
лимые группы. Факторно делимые группы конечного ранга, не со-
держащие делимых периодических подгрупп, впервые рассмотре-
ли У. Уиклесс и А.А. Фомин. В работе [1] они построили катего-
рию факторно делимых групп с квазигомоморфизмами в качестве
морфизмов и показали, что данная категория двойственна хорошо
известной категории групп без кручения конечного ранга с квази-
гомоморфизмами в качестве морфизмов.

Определение 1. Группа 𝐴 называется факторно делимой, ес-
ли она не содержит отличных от 0 периодических делимых под-
групп, но при этом содержит свободную группу 𝐹 конечного ранга
𝑛 такую, что 𝐴/𝐹 есть периодическая делимая группа. Число 𝑛
называется рангом факторно делимой группы 𝐴.

Пусть 𝐿 — некоторое множество простых чисел. Обозначим че-
рез Q(𝐿) абелеву группу относительно сложения, элементами кото-
рой являются все такие дроби 𝑥

𝑦 ∈ Q, у которых 𝑦 разлагается в
произведение простых чисел, принадлежащих 𝐿; через Z(𝑛) — цик-
лическую группу порядка 𝑛; через Z — аддитивную группу целых
чисел.

Рассмотрим факторно делимую группу 𝐴 ранга 1. Для такой
группы нужная подгруппа 𝐹 должна быть свободной группой ран-
га 1, т.е. 𝐹 = ⟨𝑎⟩, где 𝑎 — элемент группы 𝐴, имеющий бесконечный
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порядок. Всякий элемент 𝑎, для которого подгруппа 𝐹 = ⟨𝑎⟩ удо-
влетворяет определению факторной делимости, будем называть ба-
зисным элементом группы 𝐴. (Такой элемент не обязан быть един-
ственным, так как подгруппа 𝐹 , вообще говоря, не единственна.)

Предложение 1. Группа Q(𝐿)/Z является периодической и дели-
мой.

Следствие 1. Группа Q(𝐿) является факторно делимой группой
ранга 1, а число 1 служит ее базисным элементом.

Теорема 1. Пусть 𝐴 — факторно делимая группа ранга 1, причём
для простого числа 𝑝 выполнено 𝑝𝐴 = 𝐴. Тогда для любого 𝑘 ≥ 1
группа 𝐴⊕Z(𝑝𝑘) тоже будет факторно делимой группой ранга 1.

Теорема 2. Пусть 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 — попарно различные простые
числа, 𝐿 — множество простых чисел такое, что 𝑝𝑖 ∈ 𝐿 при
всех 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Тогда Q(𝐿) ⊕ Z(𝑝𝑘1

1 ) ⊕ Z(𝑝𝑘2
2 ) ⊕ · · · ⊕ Z(𝑝𝑘𝑚

𝑚 )
есть факторно делимая группа ранга 1 для любых положительных
целых чисел 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚.

Доказательство. По теореме 1 группа вида 𝐴 ⊕ Z(𝑝𝑘) является
факторно делимой группой ранга 1 при условии, что 𝐴 — факторно
делимая группа ранга 1, причём для простого числа 𝑝 выполнено
𝑝𝐴 = 𝐴. Группа Q(𝐿) является факторно делимой группой ранга 1
по следствию 1; проверим, что 𝑝1Q

(𝐿) = Q(𝐿).
Если для любого 𝑙

𝑛 ∈ Q(𝐿) найдется решение 𝑥 уравнения

𝑝1𝑥 =
𝑙

𝑛
в Q(𝐿), то равенство 𝑝1Q(𝐿) = Q(𝐿) верно.

Домножим обе части уравнения на 𝑝−1
1 :

𝑥 =
𝑙

𝑛𝑝1
Так как 𝑝1 ∈ 𝐿, то 𝑙

𝑛𝑝1
∈ Q(𝐿), следовательно, 𝑥 = 𝑙

𝑛𝑝1
— решение

уравнения, принадлежащее Q(𝐿).
Тогда можно применить теорему 1 к группе Q(𝐿)⊕Z(𝑝𝑘1

1 ) — это
факторно делимая группа ранга 1.

Проведем доказательство по индукции. Рассмотрим 𝑖-й шаг. Для
того, чтобы можно было применить предыдущий алгоритм к груп-
пе Q(𝐿)⊕Z(𝑝𝑘1

1 )⊕Z(𝑝𝑘2
2 )⊕· · ·⊕Z(𝑝𝑘𝑖

𝑖 ), нужно, чтобы группа Q(𝐿)⊕
Z(𝑝𝑘1

1 ) ⊕ Z(𝑝𝑘2
2 ) ⊕ · · · ⊕ Z(𝑝

𝑘𝑖−1

𝑖−1 ) удовлетворяла условию 𝑝𝑖(Q
(𝐿) ⊕
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Z(𝑝𝑘1
1 )⊕Z(𝑝𝑘2

2 )⊕· · ·⊕Z(𝑝
𝑘𝑖−1

𝑖−1 )) = Q(𝐿)⊕Z(𝑝𝑘1
1 )⊕Z(𝑝𝑘2

2 )⊕· · ·⊕Z(𝑝
𝑘𝑖−1

𝑖−1 ).
Значит, нужно, чтобы каждое из уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙

𝑛
= 𝑝𝑖𝑥,

𝑎1 = 𝑝𝑖𝑥1,

· · ·
𝑎𝑖−1 = 𝑝𝑖𝑥𝑖−1

имело решение в соответствующей группе.
Для первого уравнения найдется решение вQ(𝐿), так как 𝑝𝑖 ∈ 𝐿.
Рассмотрим второе уравнение системы. Порядок элемента 𝑎1 ра-

вен 𝑝1 в какой-либо степени, значит, порядок элемента 𝑎1 и 𝑝𝑖 —
взаимно простые числа. Получаем, что уравнение 𝑎1 = 𝑝𝑖𝑥1, где 𝑎1
зафиксировано, всегда имеет решение.

Аналогично найдутся решения 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1 для остальных
уравнений системы. Тогда, применив теорему 1, можно утверждать,
что группа Q(𝐿)⊕Z(𝑝𝑘1

1 )⊕Z(𝑝𝑘2
2 )⊕· · ·⊕Z(𝑝𝑘𝑖

𝑖 ) также является фак-
торно делимой группой ранга 1.

При 𝑖 = 𝑚 мы получим утверждение теоремы.

Замечание 1. В группе Q(𝐿)⊕Z(𝑝𝑘1
1 )⊕Z(𝑝𝑘2

2 )⊕· · ·⊕Z(𝑝𝑘𝑚
𝑚 ) в каче-

стве базисного элемента можно взять элемент (1, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚),
где 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 — образующие элементы из Z(𝑝𝑘𝑖

𝑖 ) = ⟨𝑦𝑖⟩.

Лемма 2. Пусть 𝐵 — 𝑝-базисная подгруппа некоторой абелевой
группы. Тогда

𝐵/𝑝𝐵 ∼=
⨁︁
|𝐼|

Z𝑝,

где |𝐼| — число прямых слагаемых в разложении группы 𝐵.

Лемма 3. Пусть 𝑝 — простое число и 𝐴 — факторно делимая
группа ранга 1 с базисным элементом 𝑎. Тогда 𝐴/𝑝𝐴 = ⟨𝑏⟩, где 𝑏 =
𝑎+ 𝑝𝐴. В частности, 𝐴/𝑝𝐴 содержит 𝑝 элементов, если 𝑎 /∈ 𝑝𝐴,
и один элемент, если 𝑎 ∈ 𝑝𝐴.

Лемма 4. Пусть 𝐴 — факторно делимая группа ранга 1 и 𝑝 —
произвольное простое число. Тогда:

а) 𝐴/𝑝𝐴 — циклическая группа;
б) Всякая 𝑝-базисная подгруппа группы 𝐴 — циклическая.

Доказательство. а) Очевидно, что ⟨𝑎 + 𝑝𝐴⟩ ⊂ 𝐴/𝑝𝐴. Тогда, что-
бы доказать, что 𝐴/𝑝𝐴 = ⟨𝑎+𝑝𝐴⟩, достаточно показать, что 𝐴/𝑝𝐴 ⊂
⟨𝑎+𝑝𝐴⟩. Для этого рассмотрим произвольный элемент группы𝐴/𝑝𝐴,
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имеющий вид 𝑥 + 𝑝𝐴, где 𝑥 — некоторый элемент из 𝐴. Покажем,
что 𝑥+ 𝑝𝐴 ∈ ⟨𝑎+ 𝑝𝐴⟩. Записи 𝑥+ 𝑝𝐴 ∈ ⟨𝑎+ 𝑝𝐴⟩ и 𝑥+ 𝑝𝐴 = 𝑚𝑎+ 𝑝𝐴
равносильны, поэтому надо показать, что 𝑥 − 𝑚𝑎 ∈ 𝑝𝐴 для неко-
торого целого 𝑚. Действительно, так как 𝐴 — факторно делимая
группа, для базисного элемента 𝑎 выполняется следующее свойство:
для любого 𝑥 ∈ 𝐴 и простого числа 𝑝 найдутся𝑚 ∈ Z и 𝑦 ∈ 𝐴 такие,
что 𝑥−𝑚𝑎 = 𝑝𝑦. Из того, что 𝑝𝑦 ∈ 𝑝𝐴, следует, что 𝑥−𝑚𝑎 ∈ 𝑝𝐴.

б) Воспользуемся изоморфизмом 𝐴/𝑝𝐴 ∼= 𝐵/𝑝𝐵 (см. [2]). Ис-
пользуя известные из пункта а) и леммы 2 равенства

𝐴/𝑝𝐴 = ⟨𝑎+ 𝑝𝐴⟩;𝐵/𝑝𝐵 ∼=
⨁︁
|𝐼|

Z𝑝,

получим:
⟨𝑎+ 𝑝𝐴⟩ = 𝐴/𝑝𝐴 ∼= 𝐵/𝑝𝐵 ∼=

⨁︁
|𝐼|

Z𝑝.

По лемме 3 имеем |𝐴/𝑝𝐴| = 1 или |𝐴/𝑝𝐴| = 𝑝. Зная, что |Z𝑝| = 𝑝,
получаем, что |𝐼| = 0 или |𝐼| = 1.

Из этого следует, что 𝐵/𝑝𝐵 ∼= Z𝑝 или 𝐵/𝑝𝐵 = 0.
Тогда можно заключить, что группа 𝐵 является циклической

(возможно, нулевой).

Теорема 3. Пусть 𝐵 есть 𝑝-базисная подгруппа группы 𝐴. Тогда
группа t(𝐵) = 𝐵𝑝 есть 𝑝-базисная подгруппа группы 𝐴𝑝.

Доказательство. 𝐵 есть 𝑝-базисная подгруппа группы 𝐴,
т.е. 𝐵 =

⨁︀
𝑖∈𝐼⟨𝑏𝑖⟩, где порядки элементов 𝑏𝑖 равны степеням числа

𝑝 или бесконечности. Соответственно, группа t(𝐵) = 𝐵𝑝 имеет вид⨁︀
𝑗∈𝐽⟨𝑏𝑗⟩, где порядки элементов 𝑏𝑗 равны степеням числа 𝑝.
Разделим доказательство на два этапа:
а) Группа t(𝐵) = 𝐵𝑝 есть 𝑝-сервантная подгруппа группы 𝐴𝑝.
б) 𝐴𝑝/𝐵𝑝 есть 𝑝-делимая группа.
а) Зная, что 𝐵𝑝 сервантна в 𝐵, а 𝐵 𝑝-сервантна в 𝐴 (так как 𝐵

есть 𝑝-базисная подгруппа группы𝐴), получаем, что𝐵𝑝 𝑝-сервантна
в 𝐴. Но отсюда следует, что 𝐵𝑝 𝑝-сервантна и в 𝐴𝑝 — подгруппе
группы 𝐴.

б) Докажем, что группа 𝐴𝑝/𝐵𝑝 𝑝-делима. Для этого нужно по-
казать, что для любого 𝑧 ∈ 𝐴𝑝 существуют 𝑐 ∈ 𝐵𝑝 и 𝑑 ∈ 𝐴𝑝 такие,
что

𝑧 = 𝑐+ 𝑝𝑑.
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Из того, что 𝐴/𝐵 — 𝑝-делимая группа, следует, что найдутся
𝑦 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝐵 такие, что

𝑧 = 𝑏+ 𝑝𝑦.
Порядок элемента 𝑧 равен 𝑝𝑛 для какого-либо 𝑛. Это значит, что

𝑝𝑛𝑧 = 0, отсюда имеем
𝑝𝑛(𝑏+ 𝑝𝑦) = 0,

или
𝑝𝑛𝑏 = −𝑝𝑛+1𝑦.

В этом равенстве 𝑝𝑛𝑏 ∈ 𝐵 и 𝑝𝑛+1𝑦 ∈ 𝑝𝑛+1𝐴. Получаем, что 𝑝𝑛𝑏 ∈
𝐵 ∩ 𝑝𝑛+1𝐴 = 𝑝𝑛+1𝐵. Значит, 𝑝𝑛𝑏 ∈ 𝑝𝑛+1𝐵, или

𝑝𝑛𝑏 = 𝑝𝑛+1𝑏′ = −𝑝𝑛+1𝑦,
где 𝑏′ ∈ 𝐵.

Рассмотрим равенство 𝑝𝑛𝑏 = 𝑝𝑛+1𝑏′. Получаем, что
𝑝𝑛𝑏− 𝑝𝑛+1𝑏′ = 0,

или
𝑝𝑛(𝑏− 𝑝𝑏′) = 0.

Значит, порядок элемента 𝑏−𝑝𝑏′ ∈ 𝐵 делит 𝑝𝑛 и, следовательно,
𝑏− 𝑝𝑏′ ∈ 𝐵𝑝.

Рассмотрим равенство 𝑝𝑛+1𝑏′ = −𝑝𝑛+1𝑦. Получаем, что
𝑝𝑛+1(𝑏′ + 𝑦) = 0,

т.е. порядок элемента 𝑏′ + 𝑦 ∈ 𝐴 делит 𝑝𝑛+1 и, значит, 𝑏′ + 𝑦 ∈ 𝐴𝑝.
Итак, найдутся элементы 𝑏− 𝑝𝑏′ ∈ 𝐵𝑝 и 𝑏′ + 𝑦 ∈ 𝐴𝑝 такие, что

𝑧 = (𝑏− 𝑝𝑏′) + 𝑝(𝑏′ + 𝑦).
Из пунктов а) и б) и определения 𝑝-базисной подгруппы непо-

средственно следует, что группа t(𝐵) = 𝐵𝑝 есть 𝑝-базисная под-
группа группы 𝐴𝑝.

Теорема 4. Пусть 𝐴 — факторно делимая группа ранга 1 и 𝑝 —
произвольное простое число. Тогда:

a) 𝑝-базисная подгруппа группы 𝐴𝑝 может быть равна 0 или
группе ⟨𝑎𝑖⟩, где порядок элемента 𝑎𝑖 равен 𝑝𝑘 для некоторого 𝑘.

б) Группа 𝐴𝑝 совпадает со своей 𝑝-базисной подгруппой.

Теорема 5. Пусть 𝐴 — факторно делимая группа ранга 1 такая,
что её примарная 𝑝-компонента 𝐴𝑝 есть циклическая группа по-
рядка 𝑝𝑘, где 𝑘 ≥ 1. Тогда существует разложение 𝐴 = 𝐴𝑝 ⊕𝐴′, в
котором прямое слагаемое 𝐴′ обладает следующими свойствами:

а) 𝐴′ имеет нулевую 𝑝-компоненту;
б) 𝑝𝐴′ = 𝐴′;
в) 𝐴′ — факторно делимая группа ранга 1.
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Теорема 6. Пусть 𝐴 — факторно делимая группа ранга 1, име-
ющая конечную периодическую часть. Тогда существуют попар-
но различные простые числа 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚, положительные целые
числа 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚 и множество простых чисел 𝐿 такие, что
𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 ∈ 𝐿 и 𝐴 ∼= Q(𝐿) ⊕ Z(𝑝𝑘1

1 ) ⊕ Z(𝑝𝑘2
2 ) ⊕ · · · ⊕ Z(𝑝𝑘𝑚

𝑚 ).

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что можно записать раз-
ложение

𝐴 = 𝐴𝑝 ⊕𝐴′

для некоторого 𝑝 такого, что 𝐴𝑝 ̸= 0. Тогда 𝐴′ обладает всеми свой-
ствами из теоремы 5: 𝐴′ — факторно делимая группа ранга 1, ко-
торая имеет нулевую 𝑝-компоненту и является 𝑝-делимой.

Выделим из 𝐴′ примарную компоненту для некоторого другого
𝑝, тогда получим разложение для 𝑝1 и 𝑝2:

𝐴 = (𝐴𝑝1
⊕𝐴𝑝2

) ⊕𝐴′′.
Тогда в этом разложении 𝐴′′ — факторно делимая группа ранга

1, которая имеет нулевые 𝑝1-компоненту и 𝑝2-компоненту и явля-
ется 𝑝1-делимой и 𝑝2-делимой.

Продолжим этот процесс до тех пор, пока возможно найти 𝑝𝑖,
для которого 𝐴𝑝𝑖

̸= 0 (процесс завершится за конечное число шагов,
так как 𝐴 имеет конечную периодическую часть):

𝐴 = (𝐴𝑝1 ⊕𝐴𝑝2 ⊕ · · · ⊕𝐴𝑝𝑚) ⊕𝐴(𝑚).
По теореме 4 группа 𝐴𝑝𝑖 представляет собой циклическую груп-

пу порядка 𝑝𝑘𝑖
𝑖 , где 𝑘𝑖 > 0, значит,

𝐴𝑝1 ⊕𝐴𝑝2 ⊕ · · · ⊕𝐴𝑝𝑚
∼= Z(𝑝𝑘1

1 ) ⊕ Z(𝑝𝑘2
2 ) ⊕ · · · ⊕ Z(𝑝𝑘𝑚

𝑚 ).

Рассмотрим группу 𝐴(𝑚). Ввиду теоремы 5 для нее выполняют-
ся все свойства а)–в), а именно: 𝐴(𝑚) имеет нулевую 𝑝𝑖-компоненту
для всех 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} или, иначе, является группой без круче-
ния; является 𝑝𝑖-делимой для всех 𝑖, а также является факторно
делимой группой ранга 1.

Так как 𝐴(𝑚) — факторно делимая группа без кручения ранга
1, то она имеет идемпотентный тип, а значит, изоморфна Q(𝐿) для
некоторого 𝐿. Осталось проверить, что числа 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 действи-
тельно принадлежат 𝐿.

Так как Q(𝐿) — 𝑝𝑖-делимая группа и 1 ∈ Q(𝐿), уравнение
𝑝𝑖𝑥 = 1

всегда имеет решение 𝑥 = 1
𝑝𝑖
в Q(𝐿). Это означает, что 𝑝𝑖 ∈ 𝐿.

Теорема доказана.
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Геометрическое моделирование гипоидной
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Аннотация

Однополостные гиперболоиды вращения являются базо-
выми поверхностями так называемой гипоидной передачи.
Такие механизмы предназначены для передачи вращения меж-
ду скрещивающимися валами и характеризуются повышен-
ной нагрузочной способностью, плавностью хода и бесшум-
ностью работы. Получены условия касания таких гипербо-
лоидов по прямолинейной образующей; доказано, что при
заданных величинах смещения осей гиперболоидов и переда-
точного отношения параметры базовых поверхностей опреде-
ляются однозначно. Получены точные аналитические урав-
нения поверхности зуба входной детали 𝑆, а поверхность зуба
выходной детали найдена как огибающая семейства поверх-
ностей 𝑆.

Ключевые слова: гипоидная передача, однополостный
гиперболоид вращения, смещение осей, передаточное отно-
шение, огибающая семейства поверхностей.

Линейчатые поверхности, фигурирующие в названии статьи, ле-
жат в основе так называе-мых гипоидных передач, занимающих
важное место в большом многообразии зубчатых передаточных ме-
ханизмов. Главная особенность гипоидной передачи – скрещиваю-
щиеся оси вращения входной и выходной деталей (традиционные
названия этих деталей – «шестерня» и «колесо», соответственно).
Такое расположение осей позволяет обеспечить плавность хода, бес-
шумность работы и повышенную нагрузочную способность меха-
низма. Базовыми поверхностями (аксоидами) гипоидной переда-
чи, являются однополостные гиперболоиды вращения. Вследствие
сложности изготовления, раньше на практике гиперболоиды заме-
нялись конусами. В последние годы, с появлением компьютерных
технологий и современных станков с программным управлением,
стало возможным проектирование и изготовление гипоидных пере-
дач, зубья которых нарезаются на заготовках в форме гиперболо-
идов.
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Рассмотрим случай, когда базовыми поверхностями гипоидной
передачи (аксоидами) являются однополостные гиперболоиды вра-
щения с взаимно перпендикулярными скрещивающимися осями.
Пусть ось аксоида колеса направлена по оси 𝑂𝑍, а ось аксоида ше-
стерни па-раллельна оси 𝑂𝑋. Для того, чтобы аксоиды касались по
прямолинейной образующей, необ-ходимо, очевидно, чтобы эти по-
верхности имели по крайней мере одну общую точку. Этого можно
добиться, сместив аксоид шестерни в направлении оси 𝑂𝑌 на вели-
чину

𝑆𝑚 = 𝑎1 + 𝑎2, (1)
где 𝑎1 и 𝑎2 – радиусы горловых линий аксоидов шестерни и ко-
леса соответственно. Тогда обе горловые линии, распложенные в
перпендикулярных плоскостях, проходят через точку 𝐴(0,−𝑎2, 0).

Уравнение аксоида шестерни со сдвигом запишем в виде:

(𝑦 + 𝑆𝑚)2 + 𝑧2

𝑎21
− 𝑥2

𝑐21
= 1, (2)

а уравнение аксоида колеса – в виде:
𝑥2 + 𝑦2

𝑎22
− 𝑧2

𝑐22
= 1. (3)

Геометрические аспекты моделирования гипоидной передачи –
нахождение условий, когда возможно качение гиперболоидов с ка-
санием по прямолинейной образующей при вращении их вокруг сво-
их осей с соответствующим отношением скоростей. Эти условия на
параметры гиперболоидов (𝑎1 ̸= 𝑎2,𝑐1 ̸= 𝑐2) известны, и приведены,
например, в [1–3], а в [4] показано, что для выполнения комплекс-
ного движения одного аксоида по другому (качение и смещение од-
ного аксоида по другому вдоль общей прямолинейной образующей)
должно выполняться условие

𝑎21 + 𝑐21 = 𝑎22 + 𝑐22.
В данной работе рассмотрен случай чистого качения гипербо-

лоидов при 𝑎1 ̸= 𝑎2 и перпендикулярными осями, и доказано, что
такое качение возможно только при 𝑐1 = 𝑐2 (этот факт приведен
в [5], (без строго доказательства)). Эту ситуацию нельзя получить
как частный случай комплексного движения, поскольку, как видно
из приведенного выше условия этого движения, при 𝑐1 = 𝑐2 полу-
чаем 𝑎1 = 𝑎2 .

Рассмотрим условия касания гиперболоидов (2) и (3) по пря-
молинейной образующей. Поскольку точка принадлежит обеим
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горловым линиям этих поверхностей, нужно потребовать, чтобы
направляющий вектор прямолинейной образующей гиперболоида
(2), проходящей через точку , был коллинеарен направляющему
вектору прямолинейной образующей гиперболоида (3), проходя-
щей через эту же точку.

Как известно из курса аналитической геометрии (см., напри-
мер, [6], стр. 85) координаты направляющих векторов двух прямо-
линейных образующих гиперболоидов вида (3) и (2), проходящих
через общую точку 𝐴 их горловых окружностей имеют вид:

±𝑎2, 0, 𝑐2, (4)

±𝑐1, 0, 𝑎1. (5)
Условия коллинеарности 4-х пар векторов из (4)- (5) приводят

к единственному соотношению между параметрами гиперболоидов,
когда эта коллинеарность возможна:

𝑎1𝑎2 = 𝑐1𝑐2. (6)
Таким образом, при выполнении условия (6), прямолинейная

образующая гиперболоида шестерни (2) с направляющим векто-
ром совпадает с прямолинейной образующей гиперболоида колеса
(3) с направляющим вектором (конечно, если обе эти образующие
взяты в общей точке горловых линий гиперболоидов). Однако, это-
го условия (6) недостаточно, чтобы гиперболоиды касались друг
друга в точках этой общей прямолинейной образующей, т.е. имели в
этих точках общие касательные плоскости. Последнее будет иметь
место (как указано в [5], стр. 287), только если 𝑐1 = 𝑐2. Обозначим
𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐 . Тогда соотношение (6) принимает вид

𝑎1𝑎2 = 𝑐2. (7)
Как доказано в [1] отношение радиусов горловых окружностей

аксоидов гипоидной передачи равно квадрату передаточного отно-
шения (𝑖), т.е.

𝑖2 =
𝑎1
𝑎2
. (8)

Теперь из (2), (7) и (8) можно выразить через 𝑖 и 𝑆𝑚.

𝑎1 =
𝑖2𝑆𝑚

𝑖2 + 1
, 𝑎2 =

𝑆𝑚

𝑖2 + 1
, 𝑐 =

𝑖𝑆𝑚

𝑖2 + 1
Таким образом, доказана следующая теорема
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Теорема 1. Параметры однополостных гиперболоидов вращения,
являющихся аксоидами гипоидной передачи с перпендикулярными
осями, полностью определяются величинами 𝑖 (передаточное от-
ношение) и 𝑆𝑚 (расстояние между осями).

Уравнения поверхности зуба колеса. Обозначим через
𝑀𝑥(𝛿),𝑀𝑦(𝛿),𝑀𝑧(𝛿) матрицы поворота вектора вокруг осей коор-
динат 𝑂𝑋,𝑂𝑌,𝑂𝑍 соответственно. Поверхность зуба шестерни бу-
дем строить как семейство окружностей уменьшающихся радиусов
следующим образом.

Наибольшая окружность сечения зуба имеет радиус 𝜌 и лежит
на сфере радиуса 𝑅, а центр этой окружности проектируется из
центра сферы в точку окружности радиуса 𝜀 . Параметрические
уравнения этой наибольшей окружности можно поручить поворо-
том вокруг оси 𝑂𝑌 на угол окружности радиуса 𝜌 с центром на оси
𝑂𝑋:

𝑜𝑘𝑟(𝛼) = 𝑀𝑦(𝛾)

⎛⎝√︀𝑅2 − 𝜌2

𝜌 cos𝛼
𝜌 sin𝛼

⎞⎠
(здесь и далее параметрические уравнения кривых и поверхностей
будем писать в виде вектор-функций одного или двух аргументов,
соответственно).

Поверхность зуба шестерни, будем получать винтовым движе-
нием окружности 𝑜𝑘𝑟(𝛼) вокруг оси 𝑂𝑋 с одновременным умень-
шением радиуса этой окружности, при этом центры окружностей
семейства должны лежать на гиперболоиде (1), т.е. образовывать
винтовую линию на этом гиперболоиде. Запишем параметрические
уравнения гиперболоида (1) (без сдвига):

𝐻𝑏(𝑢, 𝑣) =

⎛⎝ 𝑐 sinh𝑢
𝑎 cosh𝑢 cos 𝑣
𝑎 cosh𝑢 sin 𝑣

⎞⎠ . (9)

Пусть размер шестерни по оси 𝑂𝑋 равен 𝑙𝑟. Тогда, обозначая

𝑓(𝑣) = arcsin

√
𝑅2 − 𝜀2

𝑐
+

𝑧

2𝜋
𝑣 × (10)

×

(︃
arcsin

√
𝑅2 − 𝜀2 − 𝑙𝑟

𝑐
− arcsin

√
𝑅2 − 𝜀2

𝑐

)︃
,

где 𝑣 = 0, . . . , 2𝜋𝑧 (𝑧 – число зубьев шестерни), 𝑙𝑟 – длина зуба
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шестерни (по оси 𝑂𝑋), отрезок винтовой линии на поверхности (3)
с длиной 𝑙𝑟 по оси 𝑂𝑋 можно записать в виде:

𝑊𝑖𝑛𝑡(𝑣) =

⎛⎝ 𝑐 sinh 𝑓(𝑣)
𝑎 cosh 𝑓(𝑣 cos 𝑣
𝑎 cosh 𝑓(𝑣 sin 𝑣

⎞⎠ . (11)

Из (11) видно, что при изменении параметра 𝑣 = 0, . . . , 2𝜋𝑧 точ-
ки винтовой линии будут лежать на окружностях уменьшающихся
радиусов:

sinh 𝑓(𝑣) =
√︀
𝑅𝑣(𝑣)2 − 𝜀𝑣(𝑣)2, (12)

откуда с учетом (12) получаем зависимость уменьшения радиу-
са сферы от изменения параметра 𝑣. Наконец, уменьшение окруж-
ности сечения зуба шестерни при изменении параметра 𝑣 запишем
в виде:

𝜌𝑣(𝑣) =
𝜌

𝜀
𝜀𝑣(𝑣).

Теперь можно записать уравнения поверхности зуба шестерни:

𝑆𝑢𝑏(𝑣, 𝛼) = 𝑀𝑥(𝑣)

⎡⎣𝑀𝑦(arcsin− 𝜀𝑣(𝑣)

𝑅𝑣(𝑣)
)

⎛⎝√︀𝑅𝑣(𝑣)2 − 𝜌𝑣(𝑣)2

𝜌𝑣(𝑣) cos𝛼
𝜌𝑣(𝑣) sin𝛼

⎞⎠⎤⎦ .
(13)

Уравнения поверхности зуба колеса. Поверхность зуба коле-
са будем искать как огибающую семейства поверхностей (13). Это
семейство образовано вращением поверхности (13) вокруг оси 𝑂𝑋
с одновременным поворотом вокруг оси 𝑂𝑍 (после сдвига вдоль
оси 𝑂𝑌 на величину 𝑆𝑚). Причем, если первый поворот проис-
ходит на угол 𝜏 , то второй – на угол –𝜏/𝑖, где 𝑖 – передаточное
отношение. Параметрические уравнения описанного семейства по-
верхностей запишем в виде:

𝑆𝑒𝑚(𝜏, 𝑣, 𝛼) = 𝑀𝑧
(︁𝜏
𝑖

)︁⎡⎣𝑀𝑥(−𝜏)𝑆𝑢𝑏(𝑣, 𝛼) −

⎛⎝ 0
𝑆𝑚
0

⎞⎠⎤⎦ . (14)

Согласно теории огибающих, требование наличия огибающей
у семейства поверхностей приводит к условию понижения ранга
матрицы якобиана функции, определяющей это семейство [7]. Для
функции (14) это условие можно записать в виде обращения в нуль
смешанного произведения частных производных вектор-функции
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(14) по всем трем параметрам. Подставляя это выражение в урав-
нение семейства, получаем уравнение огибающей, т.е. уравнение по-
верхности зуба колеса.
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Геометрическое перекрытие отрицательной гауссовой кри-
визны. В практике конструирования и возведения различных со-
оружений встречаются поверхности, у которых главные кривизны
имеют разные знаки. Впервые вантовые покрытия были сооружены
В. Г. Шуховым в России (в Нижнем Новгороде) еще в 1896 г. и были
применены для зданий выставочных павильонов . Данные покры-
тия стали широко использоваться только с середины ХХ в., когда
уровень развития строительной техники соответственно возрос. Та-
кие покрытия применяют для спортивных и зрелищно-спортивных
зданий, выставочных павильонов, аэровокзалов и крытых рынков.
Постройка Рэлей-арены в США в 1952 г. наглядно продемонстри-
ровала широкие возможности применения тросов в конструкциях
покрытий. Такие конструкции обладают высокой прочностью при
малом весе, гибкостью и долговечностью. Также данные конструк-
ции являются очень экономичными засчет того, что сама поверх-
ность отрицательной гауссовой кривизны приближена к минималь-
ной.Висячие покрытия на современном этапе развития строитель-
ной техники стали наиболее рациональными и экономичными кон-
струкциями перекрытия больших пролетов. Поскольку экономи-
ческий эффект применения висячих систем по сравнению с про-
странственными конструкциями из жестких оболочек существенно
возрастает по мере увеличения пролета, их применяют преимуще-
ственно для пролетов свыше 60-70 м, Уже существуют висячие по-
крытия пролетом до 130 м. Пример конструкции (рис.1):

Дополнительные примеры перекрытия, имеющих форму поверх-
ности с отрицательной гауссовой кривизной (рис.2):

Процессы геометрического моделирования и инженерного ана-
лиза подобных сооружений обладают спецификой. В отличие от
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Рис. 1. Пример строительной конструкции отрицательной кривизны

Рис. 2. Схематические изображения различных перекрытий

традиционных конструкций, при заданных краевых условиях, фор-
ма натянутой тканевой поверхности отрицательной гауссовой кри-
визны не из-вестна заранее, а может быть вычислена только с ис-
пользованием соответствующих методов. В инженерной практике
предпочтение отдается так называемому конечно-элементному мо-
делированию, позволяющему создавать конечные массивы точек,
приближающих форму моделируемой поверхности. Среди алгорит-
мов, хорошо себя зарекомендовавших в задачах моделирования по-
верхностей отрицательной гауссовой кривизны, следует отметить
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алгоритм, предложенный Е.В. Поповым [1]. В основе алгоритма
– допущение о том, что оптимальная форма висячего перекрытия
есть минимальная поверхность. Хорошо известно, что минималь-
ная поверхность определена принадлежащей ей замкнутой кривой.
Массив точек на входе алгоритма – это массив точек на некоторой
замкнутой линии. Область, полученная проецированием искомой
поверхности на координатную плоскость XOY покрывается равно-
мерной прямоугольной сеткой. Значение аппликаты в центральной
точке ячейки вычисляется по формуле:

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑖,𝑗+1)

Рис. 3. Аппликата в средней точке ячейки

Точка М (рис.3) должна занять такое положение, при котором
𝑓 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 + 𝑆4

достигает минимума, то есть ячейка должна быть приближени-
ем для куска минимальной поверхности. А.В. Попов заменил этот
процесс другим: минимизацией функции

𝑔 = (𝐴𝑀)2 + (𝐵𝑀)2 + (𝐶𝑀)2 + (𝐷𝑀)2.
А.Б. Сосинский пользуется другим методом. Именно, если до-

пустимые смещения точки М – параллельны оси OZ , то третьи
координаты точек мы связываем с условием:

𝑍𝑀 = 1
4 (𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 + 𝑍𝐶 + 𝑍𝐷).

Мы используем подход А.Б. Сосинского.
В ходе реализации и испытаний алгоритма предполагалось най-

ти ответы на следующие вопросы.
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1. Степень удобства системы компьютерной алгебры Maple для
программирования алгоритма и визуализации результатов.

2. Влияние шага сетки на процессорное время.
3. Влияние выбора (арифметика с плавающей точкой либо це-

лочисленная арифметика) на процессорное время.
4. Сравнительная характеристика визуализации результатов с

помощью Maple и с помощью графического пакета Surfer.
В числе контуров, на которых строилась поверхность, имеется

контур (рис.4):

Рис. 4. Контур, по которому восстановлена поверхность

Вычисления проводились для разных сеток. При числе делящих
точек по каждой оси, равном 20, получаем массив точек (рис.5):

На рисунке 6 – сглаженное изображение, полученное средствами
графического пакета Surfer.

Отметим, что 1. Система Maple вполне пригодна для реализации
указанного алгоритма.

2. Измельчение сетки в k раз. увеличивает процессорное время
примерно в k2 раз.

3. Использование целочисленной арифметики приводит к ката-
строфическому расходу оперативной памяти, что уже для сетки
25х25 приводит к зависанию компьютера.

4. Графический пакет Surfer вполне эффективен для изображе-
ния сглаженной поверхности по вычисленному массиву точек.
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Рис. 5. Полученная точечная модель

Рис. 6. Сглаженная поверхность

Литература

1. Попов Е.В. Метод натянутых сеток в задачах геометрическо-
го моделирования. Дисс. . . . д.т.н. Нижний Новгород, 2001. 248 с.

2. А.Б. Сосинский. Мыльные пленки и случайные блуждания.
М:МЦНМО 2000. 24 с.

23
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Работа посвящена изучению 𝛾-свойства некоторых топо-
логических пространств. К основным результатам работы от-
носится теорема о 𝛾-свойстве в пространствах ординалов [1, 𝛼]
и оценка веса и мощности метризуемых пространств с 𝛾-
свойством. Кроме того, приводится краткий обзор основных
фактов о 𝛾-свойстве.

Ключевые слова: 𝜔-покрытие, 𝛾-свойство.

Введение

Данная работа посвящена изучению 𝛾-свойства некоторых то-
пологичесих пространств. Интерес к 𝛾-свойству объясняется тем,
что 𝛾-свойство пространства 𝑋 характеризует свойтсво Фреше -
Урысона простарнства непрерывных функций 𝐶𝑝(𝑋) с топологией
поточечной сходимости [5].

В статье [4] изучается 𝛾-свойство и близкие к нему своства в под-
пространствах веществой прямой. В настоящей заметке такое огра-
ничение не накладывается. Все топологические пространства пред-
полагаются тихоновскими. В топологической терминологии мы при-
держиваемся монографии [1].

Основные определения

Определения 1 и 3 ниже можно найти в [3], определение 2 −
в [2], глава II, $ 3.

Определение 1. Семейство 𝒜 подмножеств пространства 𝑋
называется 𝜔-покрытием этого пространства, если для каждого
конечного 𝒦 ⊂ 𝑋 найдется 𝑈 ∈ 𝒜, такое, что 𝒦 ⊂ 𝑈 .

Определение 2. Если 𝜉 = {𝐴𝑛|𝑛 ∈ N}− последовательность под-
множеств 𝑋, то множество lim 𝜉 = ∪{∩{𝐴𝑖|𝑖 ≥ 𝑛}|𝑛 ∈ N} назы-
вается нижним пределом последовательности 𝜉.
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Определение 3. Будем говорить, что в 𝑋 выполнено свойство 𝛾
(или 𝛾-свойство), если для любого открытого 𝜔-покрытия 𝜂 про-
странства 𝑋 найдется последовательность 𝜉 ⊂ 𝜂, такая, что
lim 𝜉 = 𝑋. При этом само пространство 𝑋 будем называть 𝛾-
пространством.

Замечание 1. Легко понять, что lim 𝜉 = 𝑋 тогда и только то-
гда, когда каждая точка 𝑥 ∈ 𝑋 принадлежит всем множествам
последовательности 𝜉, начиная с некоторого номера.

Замечание 2. Нетрудно убедиться (см. [2] , глава II, $ 3), что
если lim 𝜉 = 𝑋, то последовательность 𝜉 является 𝜔-покрытием
пространства 𝑋.

Общие результаты о 𝛾-свойстве

Здесь мы устанавливаем элементарные необходимые или достаточ-
ные условия 𝛾-свойства в пространстве 𝑋, а также приводим из-
вестные результаты о поведении 𝛾-свойства при основных тополо-
гических операциях.
1. Если 𝑋 дискретно и обладает свойством 𝛾, то |𝑋| ≤ ℵ0.

В самом деле, если дискретное пространство 𝑋 несчётно, то
семейство всех конечных подмножеств 𝑋− это 𝜔-покрытие, из
которого нельзя извлечь требуемую последовательность 𝜉.

2. Если |𝑋| ≤ ℵ0 , то 𝑋 обладает свойством 𝛾.
Действительно, пусть 𝜂− произвольное 𝜔-покрытие простран-
ства 𝑋 и пусть 𝑋 = (𝑥1, ...𝑥𝑛, ...). Тогда для каждого 𝑛 ∈ N
должно найтись 𝑈𝑛 ∈ 𝜂, содержащее множество {𝑥1, ...𝑥𝑛}.
Очевидно, последовательность 𝜉 = {𝑈𝑛|𝑛 ∈ N} обладает свой-
ством lim 𝜉 = 𝑋. По определению 3 заключаем, что 𝑋 обладает
свойством 𝛾.

3. Если 𝑋 обладает свойством 𝛾, то 𝑋− линделефово.
Действительно пусть 𝜂− произвольное открытое покрытие про-
странства 𝑋. Рассмотрим семейство 𝜂′ всевозможных конеч-
ных объединений элементов 𝜂. Ясно, что 𝜂′− 𝜔-покрытие про-
странства 𝑋. Так как 𝑋 обладает свойством 𝛾, то, по определе-
нию 3, можем извлечь из 𝜂′ последовательность 𝜉 со свойством
lim 𝜉 = 𝑋. Теперь искомое счётное подпокрытие можно соста-
вить из тех множеств исходного семейства 𝜂, которые участву-
ют в образовании членов последовательности 𝜉.
Следующий результат (см. [2]) весьма нетривиален.
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4. Если 𝑋 компакт, то 𝑋 обладает свойством 𝛾 в том и только в
том случае, когда 𝑋 разрежен.

5. Если 𝑋 обладает свойством 𝛾, 𝑌−подпространство в 𝑋 типа 𝐹𝜎

, то 𝑌 также обладает свойством 𝛾 [4].
6. Образ 𝛾-пространства при непрерывном отображении является

𝛾- пространством ( [2], глава II, $ 3).
Последнее утверждение можно применить следующим образом.

Замечание 3. Отрезок [0, 1] с топологией стрелки не обладает
свойством 𝛾.

В самом деле, известно ( [2] , глава II, $ 3), что отрезок [0, 1] с
евклидовой топологией не обладает свойством 𝛾. Пусть 𝑌− тот же
отрезок с топологией стрелки. Так как топология стрелки сильнее
евклидовой, то тождественное отображение 𝑌 на [0, 1] непрерывно.
Если бы пространство 𝑌 было 𝛾-пространством, то таковым был
бы и отрезок [0, 1].

𝛾-свойство в пространствах ординалов

Пространства ординалов [1, 𝛼], будучи разреженными компак-
тами, могут служить примерами 𝛾-пространств произвольно боль-
шого веса (мощности).

Замечание 4. Пространство 𝑋 может не обладать свойством
𝛾, даже если оно непрерывно и взаимно однозначно отображается
на пространство 𝑌 со свойством 𝛾.

Действительно, рассмотрим пространство [1, 𝛽], где 𝛽 - несчёт-
ный ординал, и тождественное отображение 𝑖𝑑 : ([1, 𝛽], 𝜏0) → ([1, 𝛽], 𝜏1),
где 𝜏1− порядковая топология, а 𝜏0− дискретная топология. Оче-
видно, что 𝑖𝑑 является непрерывной биекцией. Пространство ([1, 𝛽], 𝜏1)
обладает свойством 𝛾, как разреженный компакт, а ([1, 𝛽], 𝜏0) не об-
ладает свойством 𝛾, что следует из пункта 1 параграфа .

Ниже рассматриваются пространства вида [1, 𝛽), где 𝛽−некоторый
ординал.

Определение 4. Конфинальностью 𝑐𝑓(𝜏) ординала 𝜏 называет-
ся наименьший кардинал 𝜆 такой, что множество мощности |𝜏 |
можно представить в виде объединения некоторого семейства
мощности не большей, чем 𝜆 множеств мощности меньшей, чем
|𝜏 |.
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Теорема 1. [1, 𝛽) обладает свойством 𝛾, тогда и только тогда,
когда 𝑐𝑓(𝛽) = ℵ0.

Доказательство. Необходимость. Очевидно, что 𝜂 =
{︀

[1, 𝛼)|𝛼 <

𝛽
}︀
−𝜔-покрытие [1, 𝛽). Так как [1, 𝛽) обладает свойством 𝛾, то су-

ществует последовательность 𝜉 = ([1, 𝛼1), . . . [1, 𝛼𝑛) . . . ) такая, что
lim 𝜉 = [1, 𝛽). Покажем, что 𝛼𝑛 −−−−→

𝑛→∞
𝛽. Возьмем произвольную

окрестность (𝜇, 𝛽] ординала 𝛽. Рассмотрим ординал 𝜇+ 1. Так как
lim 𝜉 = [1, 𝛽), то существует 𝑛0 ∈ N, такой что 𝜇+1 ∈ [1, 𝛼𝑘) для всех
𝑘 > 𝑛0. Ясно, что все соответствующие 𝛼𝑘 принадлежат окрестно-
сти (𝜇, 𝛽]. Таким образом, 𝑐𝑓(𝛽) = ℵ0.

Достаточность. Заметим, что [1, 𝛽] обладает свойством 𝛾, как
разреженный компакт. Если 𝑐𝑓(𝛽) = ℵ0, то [1, 𝛽) =

⋃︀
𝑛∈N[1, 𝛼𝑛]. Так

как [1, 𝛽) ⊂ [1, 𝛽], то [1, 𝛽)−𝐹𝜎-подпространство в [1, 𝛽]. Значит, по
свойству 5 из имеем, что [1, 𝛽) обладает свойством 𝛾.

Метризуемость и 𝛾-свойство

Теорема 2. Пусть 𝑋 обладает свойством 𝛾, тогда следующие
условия эквивалентны:
1) 𝑋-метризуемо,
2) 𝑤(𝑋) ≤ ℵ0.

Доказательство. Заметим, что всегда из 2) следует 1).
Покажем, что из 1) следует 2).
Предположим, что 𝑤(𝑋) > ℵ0. Так как пространство 𝑋 метри-

зуемо, то, по критерию Бинга в 𝑋 существует 𝜎-дискретная база
ℬ. Пусть ℬ =

⋃︀
𝑖∈N ℬ𝑖, где все ℬ𝑖 - дискретные семейства. Ясно,

что можно считать, что база ℬ состоит из шаров вида 𝐵(𝑥, 1/𝑚),
где 𝑚 ∈ N. Так как |ℬ| > ℵ0, то существуют 𝑖0,𝑚0 ∈ N, такие, что
|ℬ𝑖0 | > ℵ0, и все шары семейства ℬ𝑖0 имеют радиус 1/𝑚0. Пусть𝑋0−
множество центров шаров семейства ℬ𝑖0 . Понятно, что |𝑋0| > ℵ0.

Покажем, что 𝐹 =
⋃︀

𝑥∈𝑋0
𝐵(𝑥, 1/2𝑚0)− замкнутое подмноже-

ство в 𝑋. Заметим, что {𝐵(𝑥, 1/2𝑚0)/𝑥 ∈ 𝑋0}− дискретное семей-
ство, так как 𝐵(𝑥, 1/2𝑚0) ⊂ 𝐵(𝑥, 1/𝑚0).

Пусть 𝑦 /∈ 𝐹 . Тогда существует окрестность 𝑂𝑦 такая, что 𝑎 =
|
{︀
𝑥 ∈ 𝑋0|𝑂𝑦∩𝐵(𝑥, 1/2𝑚0) ̸= ∅

}︀
| ≤ 1. Если 𝑎 = 0, то 𝑦− внутренняя

точка дополнения до 𝐹 . Если 𝑎 = 1, то существует 𝑂′𝑦 ⊂ 𝑂𝑦 такая,
что 𝑂′𝑦 ∩𝐵(𝑥, 1/2𝑚0) = ∅ при любом 𝑥 ∈ 𝑋0. Заметим, что если не
существует 𝑂′𝑦 ⊂ 𝑂𝑦 такой что, 𝑂′𝑦 ∩ 𝐵(𝑥, 1/2𝑚0) = ∅, то 𝑦 ∈ 𝐹 ,
что противоречит выбору 𝑦. Итак, 𝐹−замкнутое множество в 𝑋.
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Пусть 𝑈𝐾 =
⋃︀

𝑥∈𝐾 𝐵(𝑥, 1/𝑚0), где 𝐾−конечное подмножество
в 𝑋0. Положим 𝜂 =

{︀
𝑈𝑘|𝐾 ⊂ 𝑋0

}︀
. Очевидно, что 𝜔-покрытие

𝐹 . Так как 𝑋 обладает свойством 𝛾, то его замкнутое подмно-
жество 𝐹 также обладает свойством 𝛾. Извлечём из 𝜂 последова-
тельность 𝜉 =

{︀
𝑈𝑘𝑛

}︀
, сходящуюся к 𝐹 . Каждый элемент 𝜉 равен⋃︀

𝑥∈𝐾 𝐵(𝑥, 1/𝑚0), где 𝐾− некоторое конечное подмножество в 𝑋0.
Объединение счетного числа конечных множеств счетно, что проти-
воречит несчётности множества шаров, принадлежащих семейству
𝐹 .

Заметим, что вывести 2) из 1) можно было и другим способом.
А именно, каждое 𝛾-пространство линделефово и каждое метризу-
емое пространство обладает первой аксиомой счетности. Но извест-
но[1], что линделефовы пространства с первой аксиомой счетности
имеют счетный вес.

Предложение 1. Пусть 𝑋 обладает свойством 𝛾 и метризуемо,
тогда |𝑋| ≤ 𝐶.

Доказательство. По теореме 1 в пространстве 𝑋 существует счет-
ная база ℬ = {𝑈𝑖|𝑖 ∈ N}. Каждому 𝑥 ∈ 𝑋 поставим в соответствие
(счётное) семейство 𝐵𝑥 = {𝑈𝑖|𝑥 ∈ 𝑈𝑖}. Так как мощность семейства
всех подмножеств в счетном множестве не более чем мощность кон-
тинуума c, то |𝑋| ≤ c.

Определение 5. Экстентом 𝑒(𝑋) пространства 𝑋 называется
наименьший бесконечный кардинал 𝜏 , такой, что мощность каж-
дого замкнутого дискретного подпространства пространства 𝑋
не превосходит 𝜏 .

Предложение 2. Если 𝑋 обладает свойством 𝛾, то 𝑒(𝑋) ≤ ℵ0.

Доказательство. Действительно, каждое замкнутое дискретное под-
множество обладает свойством 𝛾, откуда следует, что 𝑒(𝑋) ≤ ℵ0

Предложение 3. Если 𝑋 обладает свойством 𝛾, то 𝑑𝑐(𝑋) ≤ ℵ0.

Доказательство. Предположим, что 𝑑𝑐(𝑋) > ℵ0. Рассмотрим то-
гда 𝑌 ⊂ 𝑋− замкнутое дискретное подпространство, построенное
следующим образом: в каждом элементе некоторого дискретного
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несчётного семейства открытых подмножеств пространства 𝑋 взя-
то по произвольной точке. Получаем, что |𝑌 | > ℵ0 и 𝑌 должно
иметь свойство 𝛾. Но это противоречит пункту 1 из параграфа .
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Аннотация

В работе рассматривается пространство 𝐶𝜆(𝑋) непрерыв-
ных функций, заданных на тихоновском пространстве 𝑋,
с множественно-открытой топологией, порожденной различ-
ными семействами 𝜆 подмножеств пространства 𝑋 = [0, 1].
Исследуется зависимость свойств пространства 𝐶𝜆[0, 1] от
cвойств семейства 𝜆. Приведённые примеры показывают, что
свойство 𝐶𝜆[0, 1] быть топологическим векторным простран-
ством (ТВП) не зависит от свойства 𝜆 быть 𝜋-сетью в [0, 1],
а также, что хаусдорфовость 𝐶𝜆[0, 1] не зависит от справед-
ливости равенства 𝜆 = 𝜆(𝐶).
Ключевые слова: Пространство непрерывных функций,
множественно-открытая топология.

Множество непрерывных вещественнозначных функций 𝐶(𝑋),
где 𝑋 – тихоновское пространство, можно наделить различными
топологиями. Исторически первыми топологиями, введенными на
пространстве непрерывных функций, были топология поточечной
сходимости и топология равномерной сходимости (например, см.
[1], §2.6). Последняя задается на 𝐶(𝑋) с помощью базы в каждой
точке. Базисное множество в точке 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) имеет вид: {𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)
/ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 ∀ 𝑥 из 𝑋}. Рассмотрим естественное обобщение
этой топологии. Пусть 𝜆 – семейство ограниченных в 𝑋 множеств,
то есть множеств, на которых всякая функция из 𝐶(𝑋) ограниче-
на. Тогда всевозможные множества вида 𝑉 (𝑓 ,𝐴,𝜀) = {𝑔 ∈ 𝐶(𝑋) /
|𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥)| < 𝜀 ∀ 𝑥 из 𝐴,𝐴 ∈ 𝜆} образуют предбазу 𝜆-топологии [2].

Кроме упомянутых топологий, на пространстве функций можно
ввести множественно-открытую топологию [2]. Она задается с по-
мощью предбазисных множеств вида [𝐴,𝑈 ]:={𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) / 𝑓(𝐴) ⊂
𝑈 , где 𝐴 ∈ 𝜆, 𝑈 – открытое множество из 𝑅 }. Пространство непре-
рывных функций с такой топологией обозначается 𝐶𝜆(𝑋). Именно
об этих пространствах далее пойдет речь в работе.

Элементы семейства 𝜆 ниже предполагаются 𝐶-компактными, а
само семейство 𝜆 может быть 𝜋-сетью в 𝑋.
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Определение 6. Пусть (𝑋, 𝜏) – топологическое пространство и
𝐴 ⊂ 2𝑋 . 𝐴 называется 𝜋-сетью в (𝑋, 𝜏), если для любого откры-
того 𝑈 существует 𝑉 ∈ 𝐴 такой, что 𝑉 ⊂ 𝑈 .

Определение 7. Пусть (𝑋, 𝜏) – топологическое пространство.
Множество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется 𝐶-компактным, если его образ при
любой непрерывной вещественнозначной функции является ком-
пактом в 𝑅.

Для семейства 𝜆 полагаем 𝜆(𝐶)={𝐴 ∈ 𝜆 / для каждого 𝐶-
компактного 𝐵 ⊂ 𝐴, множество [𝐵,𝑈 ] открыто в 𝐶𝜆(𝑋) для любого
𝑈 открытого в 𝑅 }.

Следующий факт приведён в [2] без доказательства. Для удоб-
ства читателя мы восполняем здесь этот пробел.

Лемма 4. Пространство 𝐶𝜆(𝑋) хаусдорфово тогда и только то-
гда, когда семейство 𝜆 – 𝜋-сеть в 𝑋.

Доказательство. Пусть 𝐶𝜆(𝑋) хаусдорфово. Предположим, что 𝜆
не является 𝜋-сетью. Тогда, по определению 𝜋-сети, существует та-
кое непустое открытое множество 𝑈 ⊂ 𝑋, что ни один элемент из 𝜆
не содержится в 𝑈 . Пусть 𝑥 ∈ 𝑈 . Так как 𝑋 – тихоновское, то {𝑥}
замкнуто. Возможны два случая:

1) 𝑥 – изолированная точка, то есть 𝑈 = {𝑥};
2) 𝑥 – неизолированная точка.
В первом случае вследствие вполне регулярности 𝑋 существу-

ют 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋) такие, что 𝑓(𝑋∖{𝑥}) = 0, 𝑓(𝑥) = 1, 𝑔(𝑋∖{𝑥}) = 0,
𝑔(𝑥) = 2. Покажем, что функции 𝑓 и 𝑔 не имеют непересекающих-
ся окрестностей. В самом деле, пусть [𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛] - окрест-
ность функции 𝑓 . Для всех 𝑖 = 1, ..., 𝑛 имеем 𝐴𝑖∖{𝑥} ̸= ∅, и потому
0 ∈ 𝑓(𝐴𝑖) ⊂ 𝑈𝑖. Следовательно, нуль-функция 𝑓0 принадлежит лю-
бой окрестности функции 𝑓 , так как 𝑓0(𝐴) = {0} ⊂ 𝑈𝑖 для любого
элемента 𝐴 из семейства 𝜆 и для всех 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Аналогично дока-
зывается, что нуль-функция принадлежит произвольной окрестно-
сти функции 𝑔.

Пусть теперь 𝑥 – неизолированная точка. Тогда 𝑈∖{𝑥} откры-
то и непусто. Пусть 𝑦 ∈ 𝑈∖{𝑥}. 𝑋 вполне регулярно, следовательно
найдутся 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋) такие, что 𝑓(𝑋∖𝑈) = 0, 𝑓(𝑥) = 1, 𝑔(𝑋∖𝑈) = 0,
𝑔(𝑦) = 1, 𝑔(𝑥) = 0. Так же как и в первом случае можно показать,
что нуль-функция принадлежит любой окрестности 𝑓 и 𝑔. Получи-
ли противоречие с условием леммы, значит, 𝜆 - 𝜋-сеть.
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Пусть теперь 𝜆 – 𝜋-сеть, покажем, что 𝐶𝜆(𝑋) хаусдорфово. Пусть
даны функции 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋), 𝑓 ̸= 𝑔. Существует открытое множество
𝑈 ⊂ 𝑋 такое, что 𝑓(𝑈) ∩ 𝑔(𝑈) = ∅. Пусть 𝑥 ∈ 𝑈 , тогда 𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥).
Возьмём непересекающиеся окрестности 𝑈1 и 𝑈2 точек 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)
соответственно, и рассмотрим множества 𝑓−1(𝑈1)∩𝑈 , 𝑔−1(𝑈2)∩𝑈 .
Ясно, что эти множества открыты и содержатся в 𝑈 . Так как 𝜆 –
𝜋-сеть, то существуют 𝐴1 ∈ 𝜆 и 𝐴2 ∈ 𝜆 такие, что 𝐴1 ⊂ 𝑓−1(𝑈1)∩𝑈 ,
𝐴2 ⊂ 𝑓−1(𝑈2) ∩ 𝑈 . Очевидно, что множество [𝐴1, 𝑈1] – окрестность
𝑓 , множество [𝐴2, 𝑈2] – окрестность 𝑔, и эти окрестности не пересе-
каются. Таким образом, лемма доказана.

В статье [2] доказана теорема 3.3, из которой следует, что 𝐶𝜆(𝑋)
– топологическое векторное пространство тогда и только тогда, ко-
гда семейство 𝜆 обладает следующими свойствами: (1) 𝜆 состоит
из 𝐶-компактных подмножеств; (2) 𝜆=𝜆(𝐶). Учитывая вышедока-
занную лемму 1, приходим к выводу, что 𝐶𝜆(𝑋) - хаусдорфово то-
пологическое векторное пространство тогда и только тогда, когда
семейство 𝜆 обладает следующими свойствами:

(а) 𝜆 – 𝜋-сеть для пространства 𝑋;
(б) 𝜆 состоит из 𝐶-компактных подмножеств;
(в) 𝜆=𝜆(𝐶).
Ниже в качестве тихоновского пространства 𝑋 рассматривается

отрезок [0, 1] с евклидовой топологией. Заметим, что всякое замкну-
тое в [0, 1] множество является компактом, ввиду ограниченности, а
значит и 𝐶-компактным множеством. Семейства 𝜆, которые далее
вводятся в рассмотрение, составляются из сходящихся числовых
последовательностей. Подчеркнём, что при этом предел такой по-
следовательности всегда присоединяется ко множеству членов по-
следовательности. Условимся также считать все члены каждой по-
следовательности попарно различными и не равными пределу, если
речь не идёт о стабилизирующейся последовательности.

Обычно в качестве конкретного семейства 𝜆 выступает семей-
ство всех 𝐶-компактных подмножеств, либо всех конечных подмно-
жеств. В примерах 1 и 2 ниже исследуется промежуточная ситуа-
ция.

Пример 1. Пусть семейство 𝜆 составлено из всех сходящих-
ся (включая стабилизирующиеся) последовательностей отрезка
[0, 1]. Нетрудно видеть, что семейство 𝜆 является 𝜋-сетью, а его
элементы являются 𝐶-компактными множествами. Остается
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проверить условие 𝜆=𝜆(𝐶). Пусть 𝐴 ∈ 𝜆, 𝐵 ⊂ 𝐴 – 𝐶-компактное
множество, 𝑈 - открытое в 𝑅 множество. Возможны 2 случая:

1) 𝐵 – конечное множество;
2) 𝐵 – бесконечное множество.
В случае 2), ввиду 𝐶-компактности, множество 𝐵 обязано со-

держать предел последовательности 𝐴. Поэтому 𝐵 ∈ 𝜆. В случае
1) из точек множества 𝐵 можно составить стабилизирующую-
ся последовательность, то есть опять 𝐵 ∈ 𝜆. Это означает, что
множество [𝐵,𝑈 ] принадлежит предбазе, и поэтому открыто в
пространстве 𝐶𝜆(𝑋). Получили, что 𝐴 ∈ 𝜆(𝐶) Следовательно,
𝜆=𝜆(𝐶). Из теоремы 3.3 из [2] и из леммы 1 следует, что 𝐶𝜆(𝑋)
хаусдорфово ТВП.

Пример 2. Пусть семейство 𝜆 состоит из всех сходящихся к
1 последовательностей. Элементы 𝜆 являются 𝐶-компактными
множествами, а само семейство 𝜆, очевидно, не является 𝜋-сетью.
Остается проверить условие 𝜆=𝜆(𝐶). Пусть 𝐴 = (𝑥1, 𝑥2, ...) ∈ 𝜆,
причём 𝑥1 < 1. Положим 𝐵 = {𝑥1} ⊂ 𝐴, 𝑈 = (𝑥1−𝑑, 𝑥1+𝑑), где 𝑑 =
0, 5(1−𝑥1). Тогда для тождественной функции 𝑓(𝑡) = 𝑡 имеем 𝑓 ∈
[𝐵,𝑈 ]. Покажем, что 𝑓 - не внутренняя точка для [𝐵,𝑈 ]. Про-
извольная окрестность 𝑓 в 𝐶𝜆(𝑋) имеет вид [𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛],
где 𝐴𝑖 ∈ 𝜆, 𝑈𝑖 - открыто в 𝑅 для всех 𝑖 = 1...𝑛. Так как 𝑓(𝐴𝑖) ⊂ 𝑈𝑖,
то {𝑓(1)} ⊂ 𝑈𝑖 для всех 𝑖 = 1...𝑛. Ясно, что функция 𝑔(𝑡) ≡ 𝑓(1) ∈
[𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛], но 𝑔 не принадлежит множеству [𝐵,𝑈 ]. Сле-
довательно, [𝐵,𝑈 ] не открыто в 𝐶𝜆(𝑋), а значит 𝐴 ̸∈ 𝜆(𝐶), и
условие 𝜆=𝜆(𝐶) для данного семейства 𝜆 не выполняется. По тео-
реме 3.3 из статьи [2] и по лемме 1 заключаем, что пространство
𝐶𝜆(𝑋) не хаусдорфово и не ТВП.

Примеры 3 и 4 показывают, что свойство 𝐶𝜆[0, 1] быть ТВП
не зависит от свойства 𝜆 быть 𝜋-сетью в [0, 1], и что хаусдорфо-
вость 𝐶𝜆[0, 1] не зависит от справедливости равенства 𝜆 = 𝜆(𝐶).

Пример 3. Пусть теперь семейство 𝜆 построено по индукции
следующим образом.

База индукции. В интервале (0, 1) выбираем произвольную нетри-
виальную сходящуюся последовательность 𝑠0.

Предположение индукции. Пусть за 𝑛 шагов уже выбраны нетри-
виальные сходящиеся последовательности 𝑠0, ...𝑠𝑚, где 𝑚 = 2𝑛+1−
1. Обозначим 𝑆𝑛 множество членов уже выбранных последова-
тельностей и их пределов.
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Шаг индукции. Рассмотрим интервалы
𝐼𝑖 =

(︀
(𝑖− 1) · 2−𝑛−1, 𝑖 · 2−𝑛−1

)︀
,

где 𝑖 = 1, ..., 2𝑛+1. Каждый из таких интервалов 𝐼𝑖 имеет несчёт-
ную мощность, множество 𝑆𝑛, очевидно, счётно и замкнуто.
Следовательно, каждая разность 𝐼𝑖∖𝑆𝑛 открыта и непуста, а
значит, содержит некоторый интервал (𝑎𝑖, 𝑏𝑖). В этом интерва-
ле выберем нетривиальную сходящуюся последовательность 𝑠𝑚+𝑖.
Таким образом, построено ещё 2𝑛+1 попарно непересекающихся
нетривиальных последовательностей. Продолжая этот процесс
до бесконечности, получаем искомое семейство последовательно-
стей 𝜆.

Поскольку любое открытое множество из [0, 1] при достаточ-
но большом натуральном 𝑛 содержит некоторый интервал c диа-
метром 2−𝑛−1 и с концами из множества

{︀
𝑖 · 2−𝑛−1/𝑖 = 0, ..., 2𝑛+1

}︀
,

то получаем, что любое открытое множество из [0, 1] содержит
элемент семейства 𝜆. Следовательно, 𝜆 – 𝜋-сеть. По лемме 1
имеем, что пространство 𝐶𝜆[0, 1] хаусдорфово.

Проверим условие 𝜆=𝜆(𝐶). Пусть 𝐴 ∈ 𝜆, 𝐴 = (𝑥1, 𝑥2, ...), 𝑈 -
открытое множество в 𝑅, 𝐵 = {𝑥1}. Пусть [𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛]
- окрестность некоторой функции 𝑓 ∈ [𝐵,𝑈 ], для которой 𝑓(𝑥2) /∈
𝑈 . Так как, по построению, элементы семейства 𝜆 попарно не пе-
ресекаются, то можно выбрать открытое множество 𝑂 ⊂ [0, 1]
такое, что 𝐴 ⊂ 𝑂, 𝑂 ∩ 𝐴𝑖 = ∅ для всех 𝑖 = 0...𝑛. Так как [0, 1]
- нормальное пространство, то существует функция ℎ ∈ 𝐶[0, 1]
такая, что ℎ совпадает с 𝑓 на множестве [0, 1]∖𝑂 и такая, что
ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥2) для всех 𝑥 ∈ 𝐴. Таким образом, ℎ ∈ [𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛],
но ℎ(𝐵) * 𝑈 , а значит, 𝜆 ̸= 𝜆(𝐶).

Покажем, что 𝐶𝜆[0, 1] не является ТВП, а именно нарушается
непрерывность операции сложения функций. Пусть 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥,
𝑔(𝑥) = −1 − 𝑥. Требуется показать, что существует окрест-
ность 𝑊𝑓0 нуль-функции 𝑓0 такая, что найдутся две функции
из произвольных окрестностей функций 𝑓 и 𝑔, при сложении ко-
торых получится функция, не принадлежащая 𝑊𝑓0 . Рассмотрим
окрестность 𝑊 = [𝐴, (−0, 5 · 𝑑, 0, 5 · 𝑑)] функции 𝑓0, где 𝑑 - рассто-
яние между первым членом 𝑥1 последовательности 𝐴 и её пре-
делом 𝑥0. Рассмотрим также произвольные окрестности 𝑊𝑓 =
[𝐴1, 𝑈1]∩...∩[𝐴𝑛, 𝑈𝑛], 𝑊𝑔 = [𝐵1, 𝑈1]∩...∩[𝐵𝑛, 𝑈𝑛] функций 𝑓 и 𝑔 со-
ответственно, причем пусть 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = 𝐴. Вследствие нормаль-
ности [0, 1] существует ℎ ∈ 𝐶[0, 1] такая, что ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) для
всех 𝑥 ∈ 𝐴𝑖, всех 𝑖 = 1, ..., 𝑛− 1 и ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥0) для всех 𝑥 ∈ 𝐴. Яс-
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но, что ℎ ∈𝑊𝑓 и 𝑔 ∈𝑊𝑔. Так как |ℎ(𝑥1)+𝑔(𝑥1)| = |𝑓(𝑥0)−𝑓(𝑥1)| =
|1 + 𝑥0 − 1 − 𝑥1| = 𝑑, то (ℎ + 𝑔)(𝐴) * (−0, 5 · 𝑑, 0, 5 · 𝑑). Это озна-
чает, что 𝑊𝑓 + 𝑊𝑔 * 𝑊 . Следовательно, операция сложения в
пространстве 𝐶𝜆[0, 1] не является непрерывной. Таким образом,
𝐶𝜆[0, 1] не является ТВП.

Пример 4. Пусть семейство 𝜆 составлено из всех сходящихся
последовательностей отрезка [0, 1], включая стабилизирующиеся,
но с условием, что элементы всех последовательностей больше
чем 0.5. Ясно, что элементы 𝜆 являются 𝐶-компактными мно-
жествами, а само семейство 𝜆 не является 𝜋-сетью. По лемме
1 пространство 𝐶𝜆[0, 1] не хаусдофово. Рассуждая так же как в
примере 1, можно показать, что выполнено условие 𝜆=𝜆(𝐶).

Проверим непрерывность операции сложения. Пусть 𝑓, 𝑔, ℎ ∈
𝐶[0, 1], 𝑓 = 𝑔+ℎ. Требуется доказать, что для любой окрестности
𝑊 функции 𝑓 существуют окрестности 𝑊𝑔 и 𝑊ℎ функций 𝑔 и ℎ
соответственно, такие, что 𝑊𝑔 +𝑊ℎ ⊂𝑊 . Пусть 𝑊 = [𝐴1, 𝑈1]∩
... ∩ [𝐴𝑛, 𝑈𝑛]. Зафиксируем произвольное 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛} и обозначим
𝐴 = 𝐴𝑖, 𝑈 = 𝑈𝑖. Так как множество 𝑓(𝐴) компактно и 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑈 ,
то существет 𝜀 > 0 такое, что (𝑓(𝑥)−𝜀, 𝑓(𝑥)+𝜀) ⊂ 𝑈 для каждого
𝑥 ∈ 𝐴.

Положим 𝛿 = 0, 25𝜀. Очевидно, что можно выбрать конеч-
ное подмножество 𝐴𝑔 ⊂ 𝐴 такое, что система интервалов 𝛾𝑔 =
{(𝑔(𝑥)− 𝛿, 𝑔(𝑥) + 𝛿)/𝑥 ∈ 𝐴𝑔} дизъюнктна и покрывает множество
𝑔(𝐴). Для каждого 𝐽 ∈ 𝛾𝑔 рассмотрим его прообраз 𝐴𝑔(𝐽) = {𝑥 ∈
𝐴/𝑔(𝑥) ∈ 𝐽}. Ясно, что множества 𝐴𝑔(𝐽) попарно не пересека-
ются, лежат в 𝐴 и 𝐶-компактны. Поэтому, ввиду равенства
𝜆=𝜆(𝐶) заключаем, что множества [𝐴𝑔(𝐽), 𝐽 ] открыты в 𝐶𝜆[0, 1].
Возьмём поэтому в качестве окрестности функции 𝑔 множество
𝑉𝑔 = ∩{[𝐴𝑔(𝐽), 𝐽 ] /𝐽 ∈ 𝛾𝑔}. Аналогично выберем окрестность 𝑉ℎ
функции ℎ.

Покажем теперь, что 𝑉𝑔 +𝑉ℎ ⊂ [𝐴,𝑈 ]. Пусть 𝑔1 ∈ 𝑉𝑔, ℎ1 ∈ 𝑉ℎ
и 𝑓1 = 𝑔1 + ℎ1. Фиксируем 𝑥 ∈ 𝐴. Тогда существует (единствен-
ный) интервал 𝐽 ∈ 𝛾𝑔 такой, что 𝑥 ∈ 𝐴𝑔(𝐽), то есть |𝑔1(𝑥) −
𝑔(𝑥1)| < 𝛿 для некоторого (единственного) 𝑥1 ∈ 𝐴𝑔. Кроме того,
ясно, что |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥1)| < 𝛿, из чего легко следует, что |𝑔1(𝑥) −
𝑔(𝑥)| < 2𝛿. Аналогично можно установить неравенство |ℎ1(𝑥) −
ℎ(𝑥)| < 2𝛿. Теперь легко доказать, что |𝑓1(𝑥)−𝑓(𝑥)| < 4𝛿 = 𝜀, что
означает 𝑓1(𝑥) ∈ 𝑈 . Итак, мы показали, что 𝑓1(𝐴) ⊂ 𝑈 , что и
требовалось.

Проведя такие же рассуждения для всех 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛} и перей-
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дя к пересечениям предбазисных множеств, мы получим искомое
включение 𝑊𝑔 +𝑊ℎ ⊂𝑊 .

Непрерывность операции сложения доказана. Нетрудно дока-
зать и непрерывность умножения на скаляр. Таким образом, 𝐶𝜆[0, 1]
– ТВП.
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Аннотация

В этой работе рассматривается вопрос о нормальности
некоторых пространств 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) непрерывных функциий с
топологией поточечной сходимости. На самом деле будет за-
тронут вопрос более широкий: каким аксиомам отделимости
удовлетворяют эти прострнаства, если на 𝑋, 𝑌 наложены
определенные условия.

Ключевые слова: нормальность, регулярность, тополо-
гия поточечной сходимости, сеть, топология стрелки.

Приведем определение пространства непрерывных функций с
топологией поточечной сходимости, чтобы к нему можно было об-
ращаться.

Пусть 𝑋, 𝑌 – это произвольные топологические пространства.
Множество всех непрерывных функций из 𝑋 в 𝑌 обозначается
𝐶(𝑋,𝑌 ). Заведём на нём топологию. Зафиксируем в 𝑌 некоторую
базу топологииB. Выделим конечное множество {𝑥𝑖}𝑖∈𝑛 точек при-
надлежащих 𝑋 и конечное множество {𝐵𝑖}𝑖∈𝑛 элементов базы B,
где 𝑛 ∈ N (здесь и далее 0 /∈ N). Запись 𝑖 ∈ 𝑛 означает, что 𝑖 =
0, ..., 𝑛−1, ведь 𝑛 = {0, 1, ..., 𝑛−1} согласно теоретико-множественной
конструкции множества натуральных чисел. Положим 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈
𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,𝑌 )|∀𝑖 ∈ 𝑛, 𝑓(𝑥𝑖) ∈ 𝐵𝑖}, где 𝑛 ∈ N. Заведем семейство
U = {𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛)|{𝑥𝑖}𝑖∈𝑛, {𝐵𝑖}𝑖∈𝑛, 𝑛 ∈ N}. Легко проверить, что
это семейство удовлетворяет условиям теоремы о задании тополо-
гии с помощью базы [1]. Топологию соответствующую этой базе
обозначим 𝜏 .

В дальнейшем, если не оговорено противное, семейства B и U
будут пониматься так, как они были определены выше. Кроме того
будем считать, чтоB обладает минимальной мощностью среди всех
мощностей баз.
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Определение 1. Пусть 𝑋, 𝑌 – некоторые топологические про-
странства. Топологическое пространство (𝐶(𝑋,𝑌 ), 𝜏), где 𝜏 – то-
пология описанная в предыдущем абзаце, называется топологиче-
ским пространством непрерывных функций из 𝑋 в 𝑌 с топологией
поточечной сходимости и обозначается 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ).

Сформулируем некоторые свойства, присущие пространствам с
топологией поточечной сходимости.

Теорема 1. Пусть 𝑋, 𝑌 – произвольные топологические простран-
ства причем 𝑌 регулярно. Тогда пространство 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) также
регулярно

Для доказательства этой теоремы понадобится следующее

Предложение 1. 𝑇1-пространство 𝑋 регулярно тогда и только
тогда, когда для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 и любой ее окрестности
𝑉 из некоторой фиксированной предбазы P существует окрест-
ность 𝑈 точки 𝑥, такая, что 𝑈 ⊂ 𝑉 .

Доказательство этого утверждения можно найти здесь [1]. Те-
перь приступим к доказательству самой теоремы.

Доказательство. Проверка того факта, что в условиях теоремы
𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) является 𝑇1-пространством, легко осуществима. Необхо-
димо лишь отметить, что для этого достаточно, чтобы 𝑌 было 𝑇1-
пространством.

В качестве предбазы P возьмем семейство U, в точности такое
как описано выше. Пусть 𝑓 – произвольный элемент 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ), а
𝑈(𝑥𝑖, 𝐵

0
𝑖 ; 𝑖 ∈ 𝑛), где 𝑛 ∈ N, – некоторая его окрестность из базы U.

Пусть 𝑖 ∈ 𝑛. Ясно, что 𝑓(𝑥𝑖) ∈ 𝐵0
𝑓(𝑥𝑖)

. Так как 𝑌 – регулярное
(и уже тем более 𝑇1-) пространство, то согласно предложению 1,
свойствам баз и свойствам замыканий существует такой элемент
𝐵𝑓(𝑥𝑖) семейства B, который является окрестностью точки 𝑓(𝑥𝑖) и
для которого выполнено: 𝐵𝑓(𝑥𝑖) ⊂ 𝐵0

𝑓(𝑥𝑖)
.

Рассмотрим множество 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛). Оно является окрест-
ностью 𝑓 . Также ясно, что 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛) ⊂ 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈
𝑛) ⊂ 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵

0
𝑖 ; 𝑖 ∈ 𝑛). Если будет доказано, что 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛) –

замкнутое множество, то достаточные условия регулярности про-
странства 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ), будут выполнены, ведь тогда замыкание мно-
жества 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛) гарантированно будет являться подмно-
жеством 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵

0
𝑖 ; 𝑖 ∈ 𝑛).
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Докажем, что дополнение к множеству 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛) – от-
крыто. Пусть 𝑔 /∈ 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛), то есть 𝑔(𝑥𝑖) /∈ 𝐵𝑓(𝑥𝑖), для
некоторого 𝑖 ∈ 𝑛. Иными словами 𝑔(𝑥𝑖) ∈ 𝑌 ∖𝐵𝑓(𝑥𝑖), которое откры-
то. Существует 𝐵 ∈ B, которое является окрестностью точки 𝑔(𝑥𝑖)
и которое имеет пустое пересечение с 𝐵𝑓(𝑥𝑖). Рассмотрим в 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 )
множество 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵). Оно является окрестность элемента 𝑔 и цели-
ком лежит в дополнении к 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑓(𝑥𝑖); 𝑖 ∈ 𝑛). Следовательно это
дополнение открыто.

Пример 1. Пусть 𝑋 – произвольное топологическое, а 𝑌 – про-
извольное метрическое пространство. Так как любое метрическое
пространство регулярно (и даже вполне регулярно), то 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 )
также регулярно.

Пример 2. Пусть 𝐴 – произвольное подмножество R. Рассмотрим
на вещественной прямой семейство B = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 < 𝑏} ∪ {[𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈
𝐴, 𝑎 < 𝑏}. Легко проверить, что это семейство – база некоторой то-
пологии 𝜏𝐴. Топологическое пространство (R, 𝜏𝐴) будем обозначать
𝐾𝐴.

Докажем, что 𝐶𝑝(𝑋,𝐾𝐴), где 𝑋 – произвольное топологическое
пространство, является регулярным. Для этого воспользуемся Тео-
ремой 1.

Доказательство. Проверим, что введенное пространство 𝐾𝐴 яв-
ляется регулярным. Пусть 𝑥 – произвольная точка 𝐾𝐴, и 𝐵𝑥 –
некоторая ее окрестность из базы B. 𝐵𝑥 имеет вид (𝑎, 𝑏) или [𝑥, 𝑏).
Положим 𝐵 = (𝑎+𝑥

2 , 𝑥+𝑏
2 ) если 𝐵𝑥 = (𝑎, 𝑏) или 𝐵 = [𝑥, 𝑥+𝑏

2 ) если
𝐵𝑥 = [𝑥, 𝑏). Ясно, что 𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐵0. Из этого следует, что 𝐾𝐴 –
регулярное пространство.

Пример 3. Пусть {𝐴𝑠}𝑠∈𝑆 – произвольное семейство множеств из
R. Π{𝐾𝐴𝑠

|𝑠 ∈ 𝑆} – декартово произведение с тихоновской тополо-
гией. Согласно [1], если пространство 𝑋𝑠 – регулярно для любого
𝑠 ∈ 𝑆, то их произведение тоже регулярно пространство. Отсюда
следует, с учетом того, что для любого 𝑠 ∈ 𝑆 𝐾𝐴𝑠

– регулярно,
что Π{𝐾𝐴𝑠 |𝑠 ∈ 𝑆} – регулярно. Это значит, согласно теореме 1, что
𝐶𝑝(𝑋,Π{𝐾𝐴𝑠 |𝑠 ∈ 𝑆}, где 𝑋 – произвольно, также является регу-
лярным пространством.
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Замечание 1. 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) является подпространством простран-
ства 𝑌 𝑋 с тихоновской топологией. Если 𝑌 – 𝑇𝑖-пространство,
где 𝑖 ≤ 3 1

2 , то 𝑌
𝑋 также 𝑇𝑖-пространство. Кроме того, свой-

ство быть 𝑇𝑖 пространством, при 𝑖 ≤ 3 1
2 , является наследствен-

ным. Поэтому если 𝑌 – 𝑇𝑖-пространство, то 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) также
𝑇𝑖-пространство. В частности, если 𝑌 – вполне регулярно, то
𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) также вполне регулярно.

Чтобы сформулировать следующие теоремы, необходимо напом-
нить три определения.

Определение 2. Семейство N подмножеств топологического про-
странства 𝑋 называется сетью пространства 𝑋, если для любой
точки 𝑥 ∈ 𝑋 и любой ее окрестности 𝑂𝑥 найдется такое множе-
ство 𝑁 ∈ N такое, что 𝑥 ∈ 𝑁 ⊂ 𝑂𝑥.

Определение 3. Наименьший кардинал |B| такой, что B – база
пространства 𝑋, называется весом пространства 𝑋 и обознача-
ется 𝜔(𝑋).

Определение 4. Наименьший кардинал |N| такой, что N – сеть
пространства 𝑋, называется сетевым весом пространства 𝑋 и
обозначается 𝑛𝜔(𝑋).

Ясно, что 𝑛𝜔(𝑋) ≤ 𝜔(𝑋).

Теорема 2. Пусть 𝑋, 𝑌 – топологические пространства.
𝑛𝜔(𝐶𝑝(𝑋,𝑌 )) ≤ 𝑛𝜔(𝑋)𝜔(𝑌 )ℵ0.

Прежде чем приступить к доказательству, сделаем небольшое
соглашение. Пусть 𝑛 ∈ N. Пусть {𝐴𝑖}𝑖∈𝑛 – конечный набор мно-
жеств из 𝑋, а {𝐵𝑖}𝑖∈𝑛 – конечный набор множеств из 𝑌 . Положим
𝑈(𝐴𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,𝑌 )|∀𝑖 ∈ 𝑛, 𝑓(𝐴𝑖) ⊂ 𝐵𝑖}.

Доказательство. Выберем сетиM пространств𝑋 такую, что |M| =
𝑛𝜔(𝑋). Рассмотрим семейство N = {𝑈(𝑀𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛)|{𝑀𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂
M, {𝐵𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂ B, 𝑛 ∈ N}. Для любого 𝑛 ∈ N мощность семей-
ства N𝑛 = {𝑈(𝑀𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛)|{𝑀𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂ M, {𝐾𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂ B} рав-
на 𝑛𝜔(𝑋)𝜔(𝑌 )𝑛, что не превосходит 𝑛𝜔(𝑋)𝜔(𝑌 )ℵ0. Так как N =
∪{N𝑛|𝑛 ∈ N}, то |N| ≤ 𝑛𝜔(𝑋)𝜔(𝑌 )ℵ0ℵ0 = 𝑛𝜔(𝑋)𝜔(𝑌 )ℵ0.

Проверим, что N – сеть пространства 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ). Пусть элемент 𝑓
принадлежит 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) и 𝑈𝑓 – его произвольная окрестность из ба-
зы U, то есть 𝑈𝑓 = 𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛), для некоторых 𝑛 ∈ N, {𝑥𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂
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𝑋 и {𝐵𝑖}𝑖∈𝑛 ⊂ B. Для каждого 𝑖 ∈ 𝑛 найдется такой 𝑀𝑖 ∈ M,
что 𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖 ⊂ 𝑓−1(𝐵𝑖). Очевидно, что 𝑓 ∈ 𝑈(𝑀𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛) ⊂
𝑈(𝑥𝑖, 𝐵𝑖; 𝑖 ∈ 𝑛). Таким образом N – сеть пространства 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ).

Эта теорема будет в дальнейшем использована для вывода до-
статочного условия нормальности пространства 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ). Но cна-
чала будут приведены некоторые предложения и определения. Они
могут быть найдены в [1] на страницах 290-293.

Предложение 2. Пусть 𝑋 – топологическое пространство и
𝑛𝜔(𝑋) = m. Тогда из любого открытого покрытия можно извлечь
подпокрытие мощности m.

Определение 5. Регулярное топологическое пространство та-
кое, что из каждого его открытого покрытия можно извлечь
счетное подпокрытие, называется линделефовым.

Из предыдущего предложения и из определения линделефова
пространства следует следующее

Предложение 3. Если топологическое пространство 𝑋 регуляр-
но и 𝑛𝜔(𝑋) ≤ ℵ0, то 𝑋 – линделефово.

Предложение 4. Каждое линделефово пространство нормально.

Из предыдущих двух предложений следует следующая

Теорема 3. Если топологическое пространство 𝑋 регулярно и
𝑛𝜔(𝑋) ≤ ℵ0, то 𝑋 – нормально.

Из теорем 1-3 вытекает следующая

Теорема 4. Пусть 𝑋 – топологическое пространство со счетной
сетью, 𝑌 – регулярное топологическое пространство со счетной
базой. Тогда пространство 𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ) – нормально.

На самом деле оно даже линделефово.

Доказательство. Очевидно.
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Пример 4. Пусть 𝐴 – счетное подмножество в R. Легко прове-
рить, что семейство B = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 < 𝑏; 𝑎, 𝑏 ∈ Q} ∪ {[𝑎, 𝑎 + 1

𝑛 )|𝑎 ∈
𝐴,𝑛 ∈ N} является базой пространства 𝐾𝐴. Также очевидно, что
мощность этого семейства равна ℵ0. Таким образом 𝜔(𝐾𝐴) ≤ ℵ0.
На самом деле можно доказать, что 𝜔(𝐾𝐴) = ℵ0 + |𝐴|.

Пусть кроме того 𝑋 – пространство со счетной сетью. Тогда
𝑛𝜔(𝐶𝑝(𝑋,𝐾𝐴) ≤ ℵ0. Кроме того, как было доказано, 𝐶𝑝(𝑋,𝐾𝐴)
– регулярное пространство. Отсюда, используя теорему 3, можно
вывести, что пространство 𝐶𝑝(𝑋,𝐾𝐴) – нормально.

В качестве 𝑋 можно взять R, [𝑎, 𝑏], 𝐾𝐶 , где – счетное подмно-
жество в R.

В дальнейшем нам понадобится следующее

Предложение 5. Пусть для каждого пространства из семей-
ства {𝑋𝑠}𝑠∈𝑆 его вес не превышает некоторого бесконечного кар-
динала m и мощность самого 𝑆 не превышет m. Тогда 𝜔(Π{𝑋𝑠|𝑠 ∈
𝑆}) ≤ m.

Доказательство. Доказательство можно найти в [1] на странице
133.

Пример 5. Пусть {𝐴𝑛}𝑛∈N – семейство счетных подмножеств мно-
жества вещественных чисел. Как было доказано, вес пространств
𝐾𝐴𝑛

не превышает ℵ0. Тогда по предложению 5 в Π{𝐾𝐴𝑛
|𝑛 ∈ N}

есть счетная база.
Как было доказано, Π{𝐾𝐴𝑛

|𝑛 ∈ N} – регулярное пространство.
Если взять произвольное топологическое пространство 𝑋 со счет-
ной сетью, то 𝐶𝑝(𝑋,Π{𝐾𝐴𝑛 |𝑛 ∈ N} есть нормальное пространство.

Также мы можем рассмотреть семейство {𝐴𝛽}𝛽∈𝛼 счетных мно-
жеств, где 𝛼 есть некий счетный ординал, может быть даже конеч-
ный. Тогда пространство 𝐶𝑝(𝑋,Π{𝐾𝐴𝛽

|𝛽 ∈ 𝛼}, где, как и прежде,
𝑋 имеет счетную сеть, тоже является счетным.
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Аннотация

В работе рассматриваются пространства 𝑐 и 𝑐0, наделен-
ные топологией поточечной сходимости 𝜏𝑝. Доказывается, что
эти пространства не являются линейно гомеоморфными и,
более того, в 𝑐0 нет замкнутого подпространства, линейно
гомеоморфного пространству 𝑐.

Ключевые слова: линейный гомеоморфизм, топология
поточечной сходимости, пространство непрерывных функ-
ций.

Мы используем следующие обозначения: 𝑠 - пространство всех
последовательностей. 𝑐 - пространство всех сходящихся последова-
тельностей. 𝑐0 - пространство всех последовательностей сходящихся
к нулю. Хорошо известно ([1]), что нормированные пространства 𝑐0
и 𝑐 изоморфны, и дополняемо вкладываются друг в друга.

Запись (𝑐0, 𝜏𝑝) и (𝑐, 𝜏𝑝) означает, что пространства 𝑐 и 𝑐0 наде-
лены топологией поточечной сходимости 𝜏𝑝.

Пусть 𝑇 - топологическое пространство. 𝐴 ⊂ 𝑇 -произвольное
подмножество. Пространство непрерывных функций 𝐶(𝑇 ), в кото-
ром база окресностей точки 𝑥 ∈ 𝐶(𝑇 ) задается следующим образом:
B(𝑥) = {𝑈(𝑥, 𝑡1, ..., 𝑡𝑛, 𝜀), 𝑡𝑖 ∈ 𝑇 ∖𝐴, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝜀 > 0}, где

𝑈(𝑥, 𝑡1, ..., 𝑡𝑛, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝐶(𝑇 ) : |𝑦(𝑡𝑖) − 𝑥(𝑡𝑖)| < 𝜀, 𝑖 = 1, ..., 𝑛}
обозначается 𝐶𝑝,𝐴(𝑇 ).

Очевидно, пространство 𝑐0 линейно гомеоморфно пространству
𝐶𝑝[1, 𝜔], а пространство 𝑐 линейно гомеоморфно 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]

Предложение 1. Пусть 𝐿 - замкнутое подпространство в (𝑐0, 𝜏𝑝).
Тогда 𝐿 и (𝑐, 𝜏𝑝) не являются линейно гомеоморфными.

Доказательство. Предположим противное, то есть существует ли-
нейный гомеоморфизм

𝜙 : 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔] −→ 𝐿 ⊂ (𝑐0, 𝜏𝑝).
Пусть

𝐹𝑛 = {𝑥 ∈ 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]; |𝜙(𝑥)(𝑖)| < 𝑛} 𝑡𝑒𝑥𝑡𝑖 ∈ N.
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Покажем, что множества 𝐹𝑛 закнуты в пространстве (𝑐, ‖·‖). Пусть
𝑥0 - предельная точка для 𝐹𝑛. Тогда существует последователь-
ность 𝑥𝑘 ∈ 𝐹𝑛, сходящаяся по норме к 𝑥0, и, следовательно, после-
довательность 𝑥𝑘 −→ 𝑥0 в пространстве (𝑐, 𝜏𝑝).

В силу непрерывного отображения
𝜙 : 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔] −→ 𝐿 ⊂ (𝑐0, 𝜏𝑝),

получаем 𝜙(𝑥𝑘) −→ 𝜙(𝑥0) и, значит, 𝜙(𝑥𝑘)(𝑖) −→ 𝜙(𝑥0)(𝑖) для лю-

бого 𝑖 ∈ N. Следовательно, |𝜙(𝑥0)(𝑖)| < 𝑛 для любого 𝑖 ∈ N. А
это означает, что 𝑥0 ∈ 𝐹𝑛, то есть 𝐹𝑛 - замкнутое подмножество в
(𝑐, ‖ · ‖).

Так как ∪∞
𝑛=1𝐹𝑛 = (𝑐, ‖ · ‖), то по теореме Бэра о категориях

([2]), существует подмножество 𝐹𝑛0
такое, что 𝑖𝑛𝑡𝐹𝑛0

̸= ∅, и, следо-
вательно, существует замкнутый шар 𝑈(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐹𝑛0

. Для каждого
𝑥 ∈ 𝑈(0, 1) и 𝑖 ∈ N,

|𝜙(𝑥)(𝑖)| =
1

𝑟
|𝜙(𝑟𝑥+ 𝑥0)(𝑖) − 𝜙(𝑥0)(𝑖)| ≤

1

𝑟
(|(𝜙(𝑟𝑥) + 𝜙(𝑥0))(𝑖)| + |𝜙(𝑥0)(𝑖)|) ≤ 2𝑛0

𝑟
так как 𝑟𝑥+ 𝑥0 ∈ 𝑈(𝑥0, 𝑟)

Следовательно, отображение
𝜙 : (𝑐, ‖ · ‖) −→ 𝐿 ⊂ (𝑐0, ‖ · ‖)

непрерывно и ‖𝜙‖ 6
2𝑛0
𝑟
.

Рассмотрим последовательность 𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]:

𝑥𝑛(𝑖) =

{︃
0, если 𝑖 < 𝑛;

1, если 𝑖 > 𝑛;
𝑛 ∈ N Последовательность 𝑥𝑛 сходится к нулю в пространстве
𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]

‖𝑥𝑛‖ = 1, ‖𝜙(𝑥𝑛)‖ ≤ ‖𝜙‖‖𝑥𝑛‖ = ‖𝜙‖
Докажем, что для каждого 𝑖 ∈ N множество

𝐴𝑖 = {𝑛 : 𝜙(𝑥𝑛)(𝑖) ̸= 0}
конечно. Действительно, предположим, существует 𝑖 ∈ N такой, что

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2...

Так как
𝑥𝑛𝑘

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖)

поточечно стремиться к нулю, то и

𝜙(
𝑥𝑛𝑘

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖)

)(𝑖) поточечно стремиться к нулю. C другой стороны

𝜙(
𝑥𝑛𝑘

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖)

)(𝑖) =
1

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖)

𝜙(𝑥𝑛𝑘
)(𝑖) = 1

Полученное противоречие доказывает, что множества 𝐴𝑖 конечны
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для любого 𝑖 ∈ N.
Рассмотрим теперь функцию 𝜙(𝑥1) ∈ 𝑐0, и выберем 𝑛1 ∈ N та-

кой, что

|𝜙(𝑥1)(𝑖)| < 1

4
при 𝑖 > 𝑛1 Так как множества 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛1

- конечны, то найдется
𝑚2 > 1 такой, что

𝜙(𝑥𝑚2)([1, 𝑛1]) ≡ 0
А так как 𝜙(𝑥1) ∈ 𝑐0 и 𝜙(𝑥𝑚2

) ∈ 𝑐0, то существует 𝑛2 > 𝑛1 такой,
что

2∑︁
𝑖=1

|𝜙(𝑥𝑚𝑖
)(𝑖)| < 1

42

при 𝑖 > 𝑛2 (здесь 𝑚1 = 1). Таким образом получаем последователь-
ности 𝑛1 > 𝑛2 > ... > 𝑛𝑘... и 1 = 𝑚1 < 𝑚2 < ... < 𝑚𝑘... такие,
что

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝜙(𝑥𝑚𝑖 |([𝑛𝑘, 𝜔]) <
1

4𝑘
, (1)

𝜙(𝑥𝑚𝑘
)([1, 𝑛𝑘−1]) ≡ 0 (2)

Рассмотрим теперь последовательность функций

𝑦𝑙 =

𝑙∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝑥𝑚𝑘

∈ 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]

Из определения функций 𝑥𝑛 ясно, что 𝑦𝑙(𝑛𝑙) =
∑︀𝑙

𝑘=1

1

𝑘
.

Рассмотрим функции

𝜙(𝑦𝑙) ∈ 𝐿 ⊂ 𝑐0, 𝜙(𝑦𝑙) =

𝑙∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

)

и функцию

𝑧(𝑖) =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

)(𝑖)

Так как для каждого 𝑖 ∈ N, множество 𝐴𝑖 = {𝑛 : 𝜙(𝑥𝑛)(𝑖) ̸= 0}
конечно, функция 𝑧 определена корректно. Покажем теперь, что
𝑧 ∈ 𝑐0, то есть для любого 𝜀 > 0 существует 𝑛0, такой, что если 𝑖 >

𝑛0, то |𝑧(𝑖)| < 𝜀. Для этого выберем 𝑘0 ∈ N так, чтобы
1

𝑘0
‖𝜙‖ 6

𝜀

2

и
1

4𝑘0−1
<
𝜀

2
При 𝑖 > 𝑛𝑘0

и 𝑖 ∈ (𝑛𝑘0+𝑝−1, 𝑛𝑘0+𝑝], 𝑝 > 1
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|𝑧(𝑖)| = |
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

)(𝑖)| = (2) = |
𝑘0+𝑝∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

)(𝑖)| 6

| 1

𝑘0 + 𝑝
𝜙(𝑥𝑚𝑘0+𝑝

(𝑖))| +

𝑘0+𝑝−1∑︁
𝑘=1

|1
𝑘
𝑦𝑚𝑘

|(𝑖) 6

1

𝑘0 + 𝑝
‖𝜙‖ +

𝑘0+𝑝−1∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝑦𝑚𝑘

(𝑖) 6 (1) 6
1

𝑘0 + 𝑝
‖𝜙‖ +

1

4𝑘0+𝑝−1

6
1

𝑘0
‖𝜙‖ +

1

4𝑘0+𝑝
6
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀

Таким образом,𝑧 ∈ 𝑐0. А так как 𝑧 = lim𝑙−→∞ 𝜙(𝑦𝑙), 𝜙(𝑦𝑙) ∈ 𝐿 и 𝐿
замкнуто в 𝑐0, то 𝑧 ∈ 𝐿. Так как

𝑧 =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

) = lim
𝑙−→∞

𝑙∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝜙(𝑥𝑚𝑘

) = lim
𝑙−→∞

𝜙(𝑦𝑙) ∈ 𝐿

и отображение 𝜙−1 непрерывно на 𝐿, существует
lim

𝑙−→∞
𝑦𝑙 = 𝜙−1(𝑧) = 𝑦0 ∈ 𝐶𝑝,{𝜔}[1, 𝜔]

Но это невозможно, так как

𝑦0(𝑛) = lim
𝑙−→∞

𝑦𝑙(𝑛) = lim
𝑙−→∞

𝑙∑︁
𝑘=1

1

𝑘
𝑥𝑚𝑘

(𝑛) =
∑︁

𝑚𝑘6𝑛

1

𝑘
𝑥𝑚𝑘

(𝑛) =

=
∑︁

𝑚𝑘6𝑛

1

𝑘
−→ ∞при𝑛 −→ ∞

Полученное противоречие доказывает, что подпространство 𝐿 ∈
(𝑐0, 𝜏𝑝) и (𝑐, 𝜏𝑝) не являются линейно гомеоморфными.

Так как все дополняемые подпространства являются замкнуты-
ми, получаем следующее следствие.

Следствие 1. Пространство (𝑐, 𝜏𝑝) дополняемо не вкладывается
в пространство (𝑐0, 𝜏𝑝).

Предложение 2. Пространство (𝑐× 𝑐0, 𝜏𝑝) линейно гомеоморфно
(𝑐, 𝜏𝑝), и, следовательно, (𝑐0, 𝜏𝑝) дополняемо вкладывается в про-
странство (𝑐, 𝜏𝑝).

Доказательство. Определим отображение

𝜙 : (𝑐× 𝑐0, 𝜏𝑝) −→ (𝑐, 𝜏𝑝),
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по формуле 𝜙(𝑥, 𝑦) = (𝑥1, 𝑥1 + 𝑦1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, ...), где 𝑥 =
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, ...) ∈ 𝑐 и 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛, ...) ∈ 𝑐0

Покажем, что 𝜙 линейное отображение. 𝜙(𝑥
′

+ 𝑥
′′
, 𝑦

′
+ 𝑦

′′
) =

(𝑥
′

1 + 𝑥
′′

1 , 𝑥
′

1 + 𝑥
′′

1 + 𝑦1
′ + 𝑦1

′′, ..., 𝑥
′

𝑛 + 𝑥
′′

𝑛 + 𝑦𝑛
′ + 𝑦

′′

𝑛, ...) = (𝑥
′

1, 𝑥
′

1 +
𝑦

′

1, ..., 𝑥
′

𝑛 +𝑦
′

𝑛, ...)+(𝑥
′′

1 , 𝑥
′′

1 +𝑦
′′

1 , ..., 𝑥
′′

𝑛 +𝑦
′′

𝑛, ...) = 𝜙(𝑥
′
, 𝑦

′
)+𝜙(𝑥

′
+𝑦

′′
)

Ясно, что 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑐 и 𝜙 линейная биекция 𝑐×𝑐0 на 𝑐. Отображение
𝜙−1 задается формулой

𝜙−1(𝑧) = (𝑧1, 𝑧3, 𝑧5, ..., 𝑧2𝑛−1, 𝑧2𝑛+1, ...;
𝑧2 − 𝑧1, 𝑧4 − 𝑧3, ..., 𝑧2𝑛 − 𝑧2𝑛−1, ...) ∈ 𝑐× 𝑐0.

Нетрудно проверить, что 𝜙 и 𝜙−1 непрерывны.
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Математическое моделирование
безгазового горения образца
кольцеобразной формы

Худякова Т.И., Прокофьев В. Г.

Томский государственный университет, Томск
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Аннотация

В экспериментальных исследованиях [1] и численном мо-
делировании [2] неустойчивого горения безгазовых систем об-
наружены и классифицированы различные режимы движе-
ния фронта химического превращения. В рамках двумер-
ной модели твердопламенного горения выполнено численное
исследование влияния условий зажигания на неустойчивые
режимы горения плоского образца кольцеобразной формы.
Показано, что условия зажигания в области неустойчивости
фронта горения определяют количество и траектории дви-
жения очагов самораспространяющейся зоны горения.

Ключевые слова: твердопламенное горение, неустойчи-
вый режим горения, безгазовая система, зажигание.

Введение. Самораспространяющийся высокотемпературный син-
тез (СВС) - это процесс перемещения волны химической реакции
по смеси реагентов с образованием твердых конечных продуктов,
проводимый с целью синтеза веществ материалов. СВС представ-
ляет собой режим протекания сильной экзотермической реакции
(реакции горения), в котором тепловыделение локализовано в слое
и передается от слоя к слою путем теплопередачи. При изучении
процессов самораспространяющегося высокотемпературного синте-
за исследователи часто сталкиваются с режимами неустойчивого
горения. Наиболее интересные из них – спиновые режимы, при ко-
торых фронтом горения является спиралевидно движущиеся по
исходному веществу очаг химической реакции. Спиновые режи-
мы, характерная особенность которых один или несколько «оча-
гов» (высокотемпературных областей), вращающихся вокруг оси
симметрии. Количество очагов – спинов – и направление их вра-
щения может быть различным. Очаг может охватывать как при-
поверхностный слой реакционного образца, так и его внутренние
области. Спиновый режим возможен, к примеру, при введении в
реакционную смесь достаточного количества легкоплавкой связки.
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Математическая и физическая постановка задачи. В на-
стоящей работе рассматривается горение плоского образца кольце-
вой формы, выполненного из смеси твердых реагентов. Продукты
горения также находятся в твердой фазе. Примером такой системы
может быть смесь 𝑇𝑖+2𝐵+𝛼𝐶𝑢 [1]. Инициирование реакции произ-
водилось кратковременным контактом с накаленной поверхностью
на внутренней границе кольцевой области, что соответствует за-
данию распределения температуры (граничное условие 1-го рода).
Фронт горения распространялся от внутренней границы образца к
внешней с образованием твердых продуктов реакции. При опреде-
ленных условиях, рассмотренных в настоящей работе, фронт горе-
ния разветвляется, и на поверхности кольца можно увидеть один
или несколько движущихся высокотемпературных очагов реакции
– очагов горения. Предполагается, что толщина образца кольцевой
формы незначительна, что позволяет пренебречь при построении
модели распределением температуры по высоте образца и рассмат-
ривать задачу в двумерной постановке.

Математическая модель твердопламенного горения в полярной
системе координат для исследования распространения двумерно-
го нестационарного фронта экзотермической реакции для образца
кольцевой формы с учетом плавления одного из компонентов смеси
имеет следующий безразмерный вид:

[1 + 𝑃ℎ𝛿(𝜃 − 𝜃𝐿)]
𝜕𝜃

𝜕𝜏
=

1

𝜉

𝜕

𝜕𝜉

(︂
𝜉
𝜕𝜃

𝜕𝜉

)︂
+

1

𝜉2
𝜕2𝜃

𝜕𝜙2
+

1

𝑇𝑑

𝑑𝜂

𝑑𝜏
, (1)

𝑑𝜂

𝑑𝜏
= 𝑇𝑑 (1 − 𝜂) exp

(︂
𝜃

1 +𝐴𝑟𝜃

)︂
, (2)

(𝑅1 6 𝜉 6 R2, - 𝜋 6 𝜙 6 𝜋),
с краевыми условиями:

𝜏 = 0 : 𝜃(𝜉, 𝜙, 0) = 𝜃0, 𝜂(𝜉, 𝜙, 0) = 0, (3)

𝜉 = 𝑅1 : 𝜃(R1,𝜙,𝜏) = f(𝜙), 𝜏 < 𝜏𝑖𝑔𝑛,
𝜕𝜃(𝑅1, 𝜙, 𝜏)

𝜕𝜉
= 0, 𝜏 > 𝜏𝑖𝑔𝑛, (4)

𝜉 = 𝑅2 :
𝜕𝜃(𝑅2, 𝜙, 𝜏)

𝜕𝜉
= 0 (5)

𝑇𝑑 =
𝑐𝑅𝑇 2

*
𝑄𝐸 , 𝐴𝑟 = 𝑅𝑇*

𝐸 , 𝜃 = (𝑇−𝑇*)𝐸
𝑅𝑇 2

*
, 𝜃𝐿 = (𝑇𝐿−𝑇*)𝐸

𝑅𝑇 2
*

,

𝜃0 = (𝑇0−𝑇*)𝐸
𝑅𝑇 2

*
, 𝜃𝑖𝑔𝑛 =

(𝑇𝑖𝑔𝑛−𝑇*)𝐸
𝑅𝑇 2

*
, 𝜉 = 𝑟

𝑥*
, 𝑥* =

√︁
𝜆𝑡*
𝑐𝜌 ,
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𝑅1 = 𝑅𝑖𝑛

𝑥*
, 𝑅2 = 𝑅𝑒𝑥

𝑥*
, 𝑡* =

𝑐𝑅𝑇 2
*

𝑄𝐸𝐾(𝑇*)
, 𝜏 = 𝑡

𝑡*
, 𝑃ℎ = 𝑄𝐿

𝑄𝑇𝐷
.

Здесь T – температура; масштабная температура

𝑇* = 𝑇0 + 𝑄−𝑄𝐿

𝑐 – адиабатическая температура горения с учетом

затрат тепла на плавление инертного компонента; 𝑇0 – начальная
температура образца; с – удельная теплоемкость; Q – тепловой эф-
фект реакции; 𝑄𝐿 – теплота плавления в расчете на единицу массы
инертного компонента; 𝑇𝐿 – температура плавления; 𝜌 – плотность;
𝑡 – время; 𝑟, 𝜙 – радиальная и угловая координаты соответствен-
но; 𝑇𝑖𝑔𝑛, 𝑡𝑖𝑔𝑛 – температура и время действия теплового импульса;
f(𝜙) – функция распределения температуры на внутренней границе
кольца; 𝑆 – область действия теплового импульса; K(T) – констан-
та скорости реакции; 𝐸 – энергия активации; 𝑅𝑖𝑛 – внутренний
радиус; 𝑅𝑒𝑥 – внешний радиус; 𝛿(𝜃 − 𝜃𝐿) – дельта-функция, 𝑃ℎ –
относительная теплота плавления, 𝜃𝐿 – безразмерная температу-
ра плавления. Влияние фазового перехода на процесс теплопере-
дачи учитывается введением функции эффективной теплоемкости
𝑐(𝜃) = 1 + 𝑃ℎ𝛿(𝜃 − 𝜃𝐿). При проведении расчетов предполагалось
равенство теплофизических характеристик всех компонентов си-
стемы.

Задача (1)-(5) решалась методом покоординатного расщепления
с использованием неявной схемы с постоянными шагами по коор-
динатам и времени. По радиальной координате применялась стан-
дартная прогонка, а по угловой – циклическая. Базовые значения
шагов разностной сетки по осевой, радиальной координате и вре-
мени фиксировались ℎ = 0.25, ∆𝜏 = 0.5 а по углу ∆𝜙 = 0.002𝜋 .
Время зажигания 𝑡𝑖𝑔𝑛 при расчетах бралось равным 2000.

Результаты. При решении задачи в настоящей работе исполь-
зовался шаг по углу ∆𝜙 = 0.002𝜋, что соответствует разбиению
области расчета по угловой координате на 1000 узлов. С целью про-
верки точности вычислений увеличено количество узлов по углу до
2000, шаг по времени и радиальной координате брались равными
∆𝜏 = 0.25 и ℎ=0.35 соответственно. Сравнение температурного по-
ля в один и тот же момент времени представлено на рис.1.

Из рисунка видно, что при измельчении сетки температурное
поле не меняется. Отсюда следует, что решение при ∆𝜙 = 0.002𝜋,
можно считать удовлетворительным по точности и указанный шаг
по углу использовать как базовый при дальнейших вычислениях.
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Рис. 1. Сеточная сходимость решения. Температурное поле при 𝜏 = 2002 (1:
Δ𝜏=0.5 и ℎ=0.5, Δ𝜙 = 0.002𝜋, 2: Δ𝜏 = 0.25ℎ = 0.35,Δ𝜙 = 0.001𝜋)

В случае однородного распределения температуры, что соответ-
ствует условию f(𝜑)=1, на внутренней границе кольца 𝑅1=300 и
при внешнем радиусе кольца равном 𝑅2=600 фронт горения име-
ет кольцеобразную форму (рис.2). на всех этапах горения образца.
Очаги горения, наблюдаемые в работах [1] и [2] не образуются. При
таком задании условий инициирования не происходит локального
возмущения фронта.

Рис. 2. Распределение безразмерной температуры при 𝑓(𝜑) = 1 ( Δ𝜏 = 0.5 и
ℎ = 0.5, 𝜃max = 1.8, 𝜃0 = −8 ,𝑡𝑖𝑔𝑛 = 2000)

Однородное распределение температуры в реальных условиях
не встречается в экспериментальной практике, что обусловлено несим-
метричностью условий зажигания в реальных экспериментах.

Рассмотрен случай распределения температуры на внутренней
границе кольца функцией 𝑓(𝜑) = cos(2𝜑), что соответствует зада-
нию пары высокотемпературных точек и пары низкотемператур-
ных на внутренней границе. В момент времени равный 𝜏 = 1006

51



зона прогрева имеет кольцеобразную форму (рис.3). В дальней-
шем происходит зажигание и образование двух парных очагов горе-
ния, соответствующих высокотемпературным точкам на внутрен-
ней границе 𝜑 = 0 и 𝜑 = 𝜋. Затем происходит движение очагов
навстречу к друг другу. Процесс движения и слияния очагов сопро-
вождается расширением зоны горения в радиальном направлении
и образованием следующих новых очагов горения, движущихся в
различных направлениях.

Рис. 3. Распределение безразмерной температуры при 𝑓(𝜑) = cos(2𝜑) ( Δ𝜏 = 0.5
и ℎ = 0.5, 𝜃max = 2.2, 𝜃0 = −8, 𝑡𝑖𝑔𝑛 = 2000)

С целью выяснить, как распространяются возмущения, рассмот-
рена задача со ступенчатой функцией распределения температуры.
Несимметричное распространение фронта обеспечивало распреде-

ление температуры вида f(𝜙) =

{︃
1, 0 < 𝜙 < 𝜋/3

0, 𝜋/3 < 𝜙 < 2𝜋

Возмущения температурного поля в виде очагов горения зарож-
даются в окрестности точек разрыва функции 𝑓(𝜑) при 𝑓(𝜑) = 0
и 𝑓(𝜑) = 𝜋/3. Движение очагов разнонаправленное. Сливаясь, оча-
ги образуют кольцевой фронт. Далее в окрестности точки слияния
очагов образуются два новых очага, движущиеся в противополож-
ных направлениях по траекториям большего радиуса. Процесс дви-
жения и слияния очагов сопровождается расширением зоны горе-
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ния и образованием следующих новых очагов горения, движущихся
в различных направлениях (рис.4). Температурное поле в течение
всего времени процесса остается симметричным относительно пря-
мой 𝑓(𝜑) = 𝜋/6.

Рис. 4. Распределение безразмерной температуры со ступенчатой функцией (
Δ𝜏 = 0.5 и ℎ = 0.5, 𝜃max = 2.93, 𝜃0 = −8 𝑡𝑖𝑔𝑛 = 2000)

Выводы. При решении двумерной модели твердопламенного го-
рения выполнено исследование влияния условий зажигания, а имен-
но, различного задания распределения температуры на внутренней
границе кольца, на неустойчивые режимы горения плоского образ-
ца кольцевой формы, выполненного из смеси твердых реагентов.
Было выяснено, что условия зажигания в области неустойчивости
одномерного фронта горения определяют количество и траектории
движения высокотемпературных очагов зоны горения.
1. При однородном распределении температуры на внутренней гра-
нице кольцеобразного образца фронт горения имеет форму расши-
ряющегося по времени кольца. Очаги горения не образуются. При
таком задании условий инициирования не происходит локального
возмущения фронта горения.
2. В случае неоднородного распределения температуры на внут-
ренней границе кольца, например ступенчатой функции, происхо-
дит несимметричное распространение фронта горения. Возмуще-
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ния температурного поля в виде очагов горения зарождаются в
окрестности точек разрыва функции распределения. Движение оча-
гов было разнонаправленное. Сливаясь, очаги образуют кольцевой
фронт. Далее в окрестности точки слияния очагов образуются два
новых очага, которые затем разделяются на очаги, движущиеся в
противоположных направлениях по новым траекториям. Процесс
движения и слияния очагов сопровождается расширением зоны го-
рения и образованием следующих пар очагов горения, движущихся
в противоположных направлениях.
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Численное решение задачи
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Аннотация

В данной работе решается задача о распространении косо-
го скачка уплотнения в двумерных криволинейных областях,
таких как конфузор и диффузор, которые являются элемен-
тами ГПВРД. Для получения численного решения уравнений
газовой динамики реализована разностная схема с использо-
ванием расчета потоков по методу Ван Лира первого порядка
аппроксимации по пространству и времени. Приведена фор-
ма записи потоков уравнений газовой динамики в неподвиж-
ной криволинейной системе координат, позволяющая вычис-
лять потоки на гранях ячеек разностной сетки по методу Ван
Лира. Изучены особенности распространения косого скачка
уплотнения в конфузорной и диффузорной областях для раз-
ных углов раствора.

Ключевые слова: косой скачок уплотнения, метод Ван
Лира, диффузор, конфузор, криволинейная система коорди-
нат.

Введение. В большинстве случаев течение газа происходит в об-
ластях со сложной геометрией, например, в соплах ракетных дви-
гателей, в проточных трактах двигателей внутреннего сгорания, в
осевых вентиляторах и компрессорах. Поэтому применение криво-
линейных координат для решения задач газовой динамики получи-
ло достаточно широкое применение.

Широкий спектр явлений, таких как полеты сверхзвуковых са-
молетов, выведение космических аппаратов на околоземную орби-
ту, распространение ударных волн при взрывах, ставят перед необ-
ходимостью понимать и уметь проводить расчеты течений газа, со-
провождающихся высокими, то есть звуковыми и сверхзвуковыми,

*Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
государственного задания No 9.9625.2017/БЧ.
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скоростями. В таких случаях наблюдается возникновение разры-
вов газодинамических параметров [1] и, как следствие, необходи-
мы специальные методы, способные дать информацию о состоянии
системы при распаде произвольного разрыва, одним из которых
является метод Ван Лира [2].

Целью данной статьи является изучение особенностей распро-
странения косых скачков уплотнения, образующихся при течении
газа в областях со сложной геометрией, с помощью метода Ван Ли-
ра [3].

Постановка задачи. Рассматривается область, образованная
верхней 𝐵𝐶 и нижней 𝐴𝐷 непроницаемыми для газа твердыми
стенками, с открытыми для течения газа левой и правой граница-
ми. Газ втекает в область через левую границу 𝐴𝐵 со сверхзвуковой
скоростью под углом 𝛼 = 14∘ и вытекает из области через правую
границу 𝐶𝐷 (рис.1).

Рис. 1. Расчетная область

Нестационарное течение газа в криволинейной системе коорди-
нат 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) описывается системой уравнений Эйле-
ра, которая имеет вид:

𝜕U

𝜕𝜏
+
𝜕F

𝜕𝜉
+
𝜕G

𝜕𝜂
= 0, (1)

где

U =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝐽
𝜌𝐽𝑢
𝜌𝐽𝑣
𝜌𝐽𝐸

⎞⎟⎟⎠ , F =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝛼

𝜌𝑢𝛼+ 𝑝 · 𝑦𝜂
𝜌𝑣𝛼− 𝑝 · 𝑥𝜂

𝜌𝐻𝛼

⎞⎟⎟⎠ , G =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝛽

𝜌𝑢𝛽 − 𝑝 · 𝑦𝜉
𝜌𝑣𝛽 + 𝑝 · 𝑥𝜉

𝜌𝐻𝛽

⎞⎟⎟⎠ ,
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𝑢, 𝑣 – составляющие вектора скорости V, направленные по осям 𝑥,
𝑦 декартовой системы координат;
𝜌 – плотность;
𝑝 – давление;
𝐻 – полная энтальпия, 𝐸 + 𝑝

𝜌 ;

𝐸 – полная энергия, 1
𝑘−1 · 𝑝

𝜌 + 𝑢2+𝑣2

2 ;
𝑘 – отношение теплоемкостей, 1.4;
𝐽 = 𝑥𝜉 · 𝑦𝜂 − 𝑥𝜂 · 𝑦𝜉 – якобиан преобразования;
𝑥𝜉, 𝑥𝜂, 𝑦𝜉, 𝑦𝜂 – частные производные;
𝛼 = 𝑢 · 𝑦𝜂 − 𝑣 · 𝑥𝜂;
𝛽 = 𝑣 · 𝑥𝜉 − 𝑢 · 𝑦𝜉.

Начальные условия для системы (1) задаются следующим обра-
зом:

𝜌 = 1, 𝑢 = 2, 𝑣 = 0.5, 𝑃 = 1. (2)
На верхней и нижней границах выполняется условие непротека-

ния газа, то есть нормальная составляющая скорости равна нулю.
Ввиду того, что течение газа является сверхзвуковым, то на вхо-

де задаются четыре граничных условия (2), а на выходе граничные
условия не задаются.

Разностная схема. Для получения численного решения данной
задачи используется метод конечных (контрольных) объемов с на-
хождением потоков через грани вычислительных ячеек по методу
Ван Лира.

Разностная схема (3) обладает первым порядком аппроксимации
по пространственным переменным и по времени [4].

U𝑛+1
𝑖,𝑗 −U𝑛

𝑖,𝑗

∆𝜏
+

F𝑛
𝑖+1/2,𝑗 − F𝑛

𝑖−1/2,𝑗

ℎ𝑥
+

G𝑛
𝑖,𝑗+1/2 −G𝑛

𝑖,𝑗−1/2

ℎ𝑦
= 0, (3)

где
∆𝜏 – шаг по времени;
ℎ𝑥 – шаг в направлении оси 𝑥;
ℎ𝑦 – шаг в направлении оси;
𝑖, 𝑗 – отвечают шагам по пространству в направлении 𝑥 и 𝑦;
𝑛 – соответствует шагу по времени.

Все расчеты проводились методом установления на разностной
сетке с количеством ячеек 400 × 100.
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Реализация метода Ван Лира для криволинейной систе-
мы координат. Чтобы провести расщепление векторов потока в
криволинейной системе координат, необходимо предварительно их
преобразовать [3]. Тогда для потока F будем иметь

F̃ = 𝑇1 · F =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝑢𝜂

𝜌𝑢2𝜂 + 𝑝
𝜌𝑢𝜂 · 𝑣𝜂
𝜌𝐻 · 𝑢𝜂

⎞⎟⎟⎠ ,

где

𝑇1 =
1√︁

𝑥2𝜂 + 𝑦2𝜂

·

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0

𝑦𝜂√
𝑥2
𝜂+𝑦2

𝜂

− 𝑥𝜂√
𝑥2
𝜂+𝑦2

𝜂

0

0
𝑥𝜂√
𝑥2
𝜂+𝑦2

𝜂

𝑦𝜂√
𝑥2
𝜂+𝑦2

𝜂

0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Преобразование для вектора G проводится аналогичным обра-
зом. Совершение обратного перехода производится путем поочеред-
ного умножения векторов F̃ и G̃ на соответствующие им обратные
матрицы 𝑇−1

1 и 𝑇−1
2 .

Результаты численного решения задачи. Расширяющаяся
область. Рассмотрим течение в расширяющейся области (диф-
фузоре), у которой угол раствора 𝛾 равен 3∘, 𝐴𝐵 = 1, 𝐶𝐷 = 1.21,
𝐴𝐷 = 4, (рис.1).

Было получено, что стационарное течение устанавливается на
момент времени 𝑇 = 20. Иллюстрация результатов расчета пред-
ставлена с помощью изобар на рисунке 2. Из рисунка видно, что в
области прохождения косых скачков уплотнения наблюдается сгу-
щение изолиний давления.

Чтобы наглядно показать зависимость интенсивности ударной
волны от угла раствора верхней границы области, был проведен
расчет в области с большим углом 𝛾 равным 7∘ (рис.3).
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Рис. 2. Поле давления в диффузоре, 𝛾 = 3∘

Рис. 3. Поле давления в диффузоре, 𝛾 = 7∘

По расположению изобар видно, что ударные волны, образу-
ющиеся в области с большим углом раствора верхней границы,
обладают меньшей интенсивностью. В данном случае для получе-
ния более точной картины течения необходимо использовать мето-
ды с повышенным порядком точности. Это объясняется тем, что
при увеличении угла 𝛾 , угол отражения косого скачка уплотнения
от твердых стенок с каждым разом уменьшается. То есть, прой-
дя некоторое расстояние по диффузору, ударная волна постепенно
вырождается.

Сужающаяся область. Рассмотрим течение газа в сужающейся
области (конфузоре) с углом раствора 𝛾 = −2.5∘, 𝐴𝐵 = 1, 𝐶𝐷 =
0.83, 𝐴𝐷 = 4 (рис.1).

Стационарное течение, как и для случая течения в диффузоре,
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устанавливается на момент времени 𝑇 = 20.
На рисунке 4 представлено поле давления в виде изобар. Так

как область постепенно сужается, то при каждом столкновении с
твердой стенкой угол отражения косого скачка уплотнения будет
увеличиваться, а скорость потока уменьшаться. Расчеты показали,
что для 𝛾 < −2.5∘, течение на выходе перестает быть сверхзвуко-
вым, и ударная волна заходит внутрь области.

Для верификации результатов моделирования был проведен рас-
чет поля давления с помощью программы Ansys Fluent, результат
которого показан на рисунке 5.

Сравнение положения косых скачков на рисунках 4 и 5 показы-
вает, что созданная методика расчета течения газа в криволиней-
ной области позволяет получать физически правильное численное
решение.

Рис. 4. Поле давления в конфузоре
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Рис. 5. Поле давления в конфузоре согласно программе Ansys Fluent
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Аннотация

В данной работе представлены результаты эксперимен-
тальных исследований масштабов турбулентных вихрей в диф-
фузионных пламенах на основе результатов измерений аэро-
динамических характеристик с применением PIV-метода, а
также сравнение этих результатов с результатами, получен-
ных с применением методов термографии.

Ключевые слова: горение, турбулентность, PIV-метод.

Физико-химические процессы, связанные с горением и распро-
странением пламени в технологических устройствах и при природ-
ных пожарах, реализуются, как правило, в условиях турбулентно-
сти [1]. Разные участки фронта пламени переносятся вместе с га-
зом с различными скоростями, которые складываются из осреднен-
ной и пульсационной составляющих. В результате фронт пламени
приобретает сложную форму, хаотически искривляется, площадь
поверхности пламени возрастает, вследствие чего скорость выгора-
ния реагентов увеличивается. Турбулентное горение представляет
собой нестационарный процесс турбулентного смешения продуктов
сгорания со свежей смесью и ее воспламенение вследствие повы-
шения температуры. В этих условиях закономерности ламинарно-
го распространения пламени теряют силу. Решающими факторами
становятся турбулентные пульсации и связанная с ними интенсив-
ность турбулентного перемешивания [1].

*Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект No 15-01-00513_а.
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Методы термографии позволяют отказаться от традиционного
применения большого числа термопар и при этом получить хоро-
шее пространственное разрешение с высокой детализацией по вре-
мени. Благодаря этому возможно исследование полей температуры
в пламени без внесения возмущений в него, также возможна визу-
ализация температурных неоднородностей [2-6]. Следует отметить,
что применение термографии связано с рядом трудностей, которые
вызваны необходимостью определения оптических характеристик
пламени (коэффициенты излучения и пропускания) [7], выбором
спектрального интервала, влиянием слоя пламени на регистрацию
экранированных им объектов [7, 8].

В работах [9-11] представлены результаты исследования турбу-
лентной структуры пламени с применением PLIF методов (Planar
laser-induced fluorescence). Следует отметить, что этот метод позво-
ляет визуализировать разрез в какой-то плоскости трехмерного фи-
зического явления. Кроме того, в [9-11] не анализируются размеры
вихрей, а внутренние масштабы турбулентности оказывают суще-
ственное влияние на коэффициенты переноса [12] и на сам процесс
горения.

PIV-метод (particle image velocimetry) – бесконтактный метод
диагностики потока. Принцип метода состоит в следующем [1]. Им-
пульсный лазер создает тонкий световой нож и освещает мелкие
взвешенные частицы (трассеры), движущиеся в исследуемом по-
токе. Положения частиц в момент двух последовательных вспы-
шек лазера регистрируются на два кадра цифровой камеры. Ско-
рость потока рассчитывается по перемещениям трассеров за вре-
мя между вспышками лазера. Определение перемещения основано
на применении корреляционных методов к трассерным картинам
с использованием регулярного разбиения на элементарные подоб-
ласти. Варьирование времени задержки между лазерными вспыш-
ками позволяет изменять диапазон измеряемых скоростей от доли
миллиметра в секунду до сверхзвуковых.

В рамках PIV-метода проводились эксперименты, где в качестве
горючих материалов использовались жидкие углеводородные топ-
лива (бензин, керосин, дизельное топливо) и растительные горючие
материалы (смесь полевых горючих материалов, хвоя кедра, дре-
весина сосны, древесина кедра). Для жидких топлив объем в экс-
периментах составлял 20 мл. Горение осуществлялось со свободной
поверхности площадью 176 см2. Твердые растительные горючие ма-
териалы укладывались естественным образом без уплотнения мас-
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сой от 50 до 200 г. Интенсивность ИК-излучения пламени и распре-
деление температуры регистрировалось при помощи тепловизора
JADE J530SB с узкополосным оптическим фильтром со спектраль-
ным интервалом 2.5-2.7 мкм, позволяющим измерять температуру
в диапазоне 583-1773 К с погрешностью измерений не превышаю-
щей 1% и частотой регистрации до 177 кадров/с. При измерениях
использовались калибровки завода-изготовителя для выбранного
типа объектива и фильтров. Съемка производилась с объективом,
имеющим фокусное расстояние F = 50 мм, а матрица тепловизора
имела разрешение 320×240 пикселей.

PIV-метод является полевым и позволяет измерять распределе-
ние мгновенной скорости в выбранном сечении потока, что означает
высокую производительность измерений, и поэтому его использу-
ют для измерения аэродинамических характеристик потока в тур-
булентном пламени [13].

Измерения поля скорости в факеле осуществлялись с использо-
ванием PIV-системы «Полис». Измерительный комплекс включа-
ет в себя: двойной импульсный Nd:YAG лазер Quantel EverGreen
с энергией в импульсе 145 мДж (длина волны 532 нм, частота до
15 Гц, длительность импульса 10 нс), объектив для формирова-
ния лазерного ножа, CCD-камеру Видеоскан 4021 с разрешением
2048×2048 пикселей, частотой съемки – до 1,25 Гц, временем экс-
позиции – 128 мс, широкоугольный объектив Nikkor 28 mm F/2.8
D (диаметр 52 мм), синхронизирующий процессор, персональный
компьютер с программным обеспечением ActualFlow. В качестве
трассеров в данной работе, по аналогии с [14], использовались ча-
стицы оксида кремния, образующиеся при добавлении небольшого
количества силиконового масла в испаряющееся жидкое топливо.

Так как частицы силиконового масла перемещаются в соответ-
ствии со структурой течения в пламени и с соответствующими ско-
ростями, то на фотографиях отчетливо видны вихри, то есть мас-
штабы турбулентности. На рисунке 3 представлен снимок, сделан-
ный во время проведения эксперимента при помощи PIV-установки.

Полученные снимки обрабатывались, чтобы узнать масштабы
турбулентности. Обработка проходила следующим образом:

1. При помощи программного обеспечения измерялись размеры
вихрей в пикселях (для каждого вида топлива).

2. Полученные значения переводились из пикселей в миллимет-
ры и сортировались от меньшего к большему.

3. Считалось количество вихрей каждого размера и проводи-

64



Рис. 1. PIV-фотография потока в пламени (древесина кедра)

лась статистическая обработка размеров вихревых областей. По-
лучалась функция распределения по размерам турбулентности (по
частоте появления).

Результаты проделанных измерений приведены в таблице 1.
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Таблица 1 — Сравнение размеров масштабов турбулентных вихрей,
полученных при помощи метода термографии [15] и PIV-метода

Виды топ-
лива

Теоретичес-
кие расчеты
(м)

Эксперимен-
тальные
расчеты (м)

PIV-измерения
(м)

Бензин 0.025± 0.005 0.024± 0.004 0.0132727±
0.0001920

0.014± 0.001 0.015± 0.003 0.0234998 ±
0.0001865
0.0151935 ±
0.0001865

Керосин 0.157± 0.006 0.019± 0.005 0.0185637 ±
0.0001967

0.098± 0.014 0.012± 0.004 0.0117348±
0.0001967

Дизель 0.025 ±
0.0055

0.019± 0.006 0.0257149±

0.0002505
0.0198226±
0.0002061

Смесь 0.049± 0.003 0.018± 0.008 0.0349956±
0.0002642

полевых 0.035± 0.004 0.0279796 ±
0.0002304

горючих 0.027± 0.002 0.0181938 ±
0.0001722

материалов
Хвоя 0.062± 0.013 0.022± 0.011 0.0296106 ±

0.0004621
кедра 0.029 ± 0.03 0.0192731 ±

0.0001981
0.019± 0.001

Древесина 0.051 ± 0.01 0.011± 0.007 0.0284317 ±
0.0003508

сосны 0.029± 0.004 0.0113519 ±
0.0002299

Древесина 0.042± 0.011 0.023± 0.007 0.0412731 ±
0.000378

кедра 0.24 ± 0.004 0.0238693 ±
0.0003799
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В таблице 1 проводится сравнение с результатами измерений
масштабов турбулентности [15], полученные с применением мето-
дов термографии. В [15] приведены данные по обработке термо-
грамм, а также была описана математическая модель, основанная
на предположении подобия гидродинамических и термодинамиче-
ских параметров. После чего делался расчет масштабов турбулент-
ности (турбулентных вихрей) по спектрам изменения температуры
в пламени. Другими словами, в статье [15] приведены результаты
определения масштабов турбулентности по пульсациям термодина-
мических параметров.

Анализ таблицы 1 говорит о хорошем согласовании результа-
тов измерений размеров температурных неоднородностей в пламе-
ни, полученных при помощи термографии и размеров завихрений в
облаке трассеров (оксида кремния), полученных на PIV-установке.
Согласование результатов измерений двумя разными методами го-
ворит о следующем:

1. Применение гипотезы подобия пульсаций гидродинамических
и термодинамических параметров, предложенной в [7] для расчета
масштабов турбулентности по спектрам пульсации температуры,
справедливо;

2. Температурные неоднородности, наблюдаемые на мгновенных
термограммах диффузионного пламени, являются тепловым отоб-
ражением турбулентных вихрей, где происходят окислительные ре-
акции.

При анализе полученных результатов и погрешностей необходи-
мо учитывать тот факт, что авторы работают с плоским изображе-
нием объемного полупрозрачного объекта и значительный разброс
результатов обусловлен трехмерным характером изменения формы
и объема температурных неоднородностей. Более точный анализ
может обеспечить только трехмерная томография пламени, что на
данном этапе авторам статьи недоступно.
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Аннотация

В данной работе получено численное решение одномер-
ной задачи Римана для газодисперсной среды на основе под-
хода взаимопроникающих континуумов в приближении ма-
лости объемной доли твердой фазы. Численное решение за-
дачи построено с использованием конечно-объемной разност-
ной схемы с привлечением метода Ван Лира для нахождения
потоков газа и метода распада разрыва в среде лишенной
собственного давления для нахождения потоков частиц на
гранях ячеек. Правые части уравнений, описывающие дина-
мическое и тепловое взаимодействие газа и частиц, определя-
лись на верхнем временном слое. Обсуждается влияние раз-
меров частиц на решение задачи Римана для газодисперсной
среды.

Ключевые слова: газодисперсная среда, ударная волна,
распад произвольного разрыва, метод Ван Лира.

Введение. Газодисперсные потоки широко распространены в раз-
личных технических устройствах и часто встречаются в природных
и техногенных явлениях. Примерами могут служить распростра-
нение ударных волн по запыленной среде на предприятиях по про-
изводству сахара, муки, пластмасс, а также в угольных шахтах и
других горных выработках.

При описании ударных волн в газодисперсных средах необходи-
мо учитывать скоростное и температурное отставание газа от ча-
стиц, которое существенно влияет на динамику процесса. Для мо-
делирования динамики газодисперсных потоков, как правило, ис-
пользуется подход взаимопроникающих континуумов, развитый в
работах [1, 2].

При численном решении уравнений, описывающих течение мел-
кодисперсных потоков, существует особенность в правых частях

*Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
государственного задания No 9.9625.2017/БЧ.
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уравнений импульса и энергии, связанная с динамическим и тепло-
вым взаимодействием газа и частиц.

В данной работе проводится численное решение задачи о рас-
паде произвольного разрыва в газодисперсной среде на основе раз-
ностной схемы, в которой для разрешения особенности, связанной
с взаимодействием газа и частиц, параметры газа и частиц вычис-
ляются с верхнего временного слоя.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу о распаде произволь-
ного разрыва в газодисперсной среде, находящейся в трубе посто-
янного радиуса при следующих упрощающих допущениях:

1. Влияние границ не учитывается. Решается задача Коши.
2. Частицы непрерывно распределены по объему, заполненному

газом.
3. Газ является идеальным и химически нереагирующим.
4. Давление создается только газом, давлением частиц пренебре-

гается, поскольку размер рассматриваемых частиц намного больше
критического, когда необходимо учитывать собственное давление
частиц.

5. Частицы представляют собой сферы одного радиуса и не стал-
киваются между собой.

6. Фазовые переходы отсутствуют.

Определяющая система уравнений. Если в качестве масшта-
бов плотности, скорости и длины выбрать, соответственно, вели-
чины: 𝜌*, 𝑢*, 𝑥*, а масштабы времени, давления и температуры
определить как: 𝑡* = 𝑥*/𝑢*, 𝑃* = 𝜌*𝑢

2
*, 𝑇* = 𝑢2*

⧸︀
𝐶𝑏, то система

уравнений, описывающая течение газодисперсной среды в рамках
вышеупомянутых допущений в безразмерной форме, имеет вид:

𝜕U

𝜕𝑡
+
𝜕F

𝜕𝑥
= G, (1)

где

U =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌 · 𝑢
𝜌 · 𝐸
𝜌𝑠

𝜌𝑠 · 𝑢𝑠
𝜌𝑠 · 𝐸𝑠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌 · 𝑢

𝑝+ 𝜌 · 𝑢2
𝜌 · 𝑢 · 𝐸
𝜌𝑠 · 𝑢𝑠
𝜌𝑠 · 𝑢2𝑠

𝜌𝑠 · 𝑢𝑠 · 𝐸𝑠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
𝜌𝑠 · 𝜙𝑓 · (𝑢𝑠 − 𝑢)

𝜌𝑠 · 𝜙𝑞 · (𝑇𝑠 − 𝑇 ) +

+𝜌𝑠 · 𝑢𝑠 · 𝜙𝑓 · (𝑢𝑠 − 𝑢)
0

𝜌𝑠 · 𝜙𝑓 · (𝑢− 𝑢𝑠)
𝜌𝑠 · 𝜙𝑞 · (𝑇 − 𝑇𝑠) +

+ 𝜌𝑠 · 𝑢𝑠 · 𝜙𝑓 · (𝑢− 𝑢𝑠)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐸 – полная энергия газа, 𝐸 = 𝐶𝑣

𝐶𝑏

𝑝
𝜌 + 𝑢2

2 ; 𝐸𝑠 – полная энергия ча-

стиц, 𝐸𝑠 = 𝑇𝑠 +
𝑢2
𝑠

2 ; 𝜙𝑓 – обратное время динамической релаксации
частицы, 𝜙𝑓 = (9 · 𝜇 · 𝑓𝑑)

⧸︀
(2 ·𝑅2

𝑑 · 𝜌0𝑠) · 𝑡*; 𝜙𝑞 – обратное время теп-
ловой релаксации частицы, 𝜙𝑞 = (𝑁𝑢 · 𝜆 · 𝜙𝑓 )/(3 · 𝜇 · 𝑓𝑑 · 𝐶𝑏) · 𝑡*;
𝑅𝑑 – радиус частиц; 𝜇 – коэффициент динамической вязкости газа;
𝜆 – коэффициент теплопроводности газа; 𝑓𝑑 – функция взаимодей-
ствия; 𝐶𝑏 – удельная теплоемкость частиц.

Разностная схема. Для численного решения системы уравнений
(1) будем использовать метод конечных объемов:

U𝑛+1
𝑖 = U𝑛

𝑖 − 𝜏

ℎ
·
[︀
F𝑖+1/2 − F𝑖−1/2

]︀
+ 𝜏 ·G𝑛+1

𝑖 , (2)

где 𝑖 соответствует координате по пространству, 𝑛 соответствует
координате по времени, причем целые индексы 𝑖 относятся к центру
ячеек, а полуцелые индексы 𝑖 + 1/2 – к граням ячеек; 𝜏 – шаг по
времени, ℎ – шаг по пространству.

В конечно-разностном аналоге (2) значения векторов F для па-
раметров газа находятся из решения задачи Римана [4] методом
Ван Лира, а для параметров частиц – из решения задачи о распаде
разрыва в среде, лишенной собственного давления [3].

Вычисление вектора G можно осуществлять как с нижнего, так
и с верхнего временного слоя. В первом случае для обеспечения
устойчивого решения появляется дополнительное ограничение на
шаг по времени типа 𝜏 < 1/𝜙𝑓 и 𝜏 < 1/𝜙𝑞, тогда как во втором
случае такого ограничения не требуется.

Система уравнений (2) дает:
разностные аналоги уравнений неразрывности для газа и частиц

𝜌𝑛+1
𝑖 = 𝜌𝑛𝑖 − 𝜏

ℎ ·
[︁
(𝜌 · 𝑢)

𝑛
𝑖+1/2 − (𝜌 · 𝑢)

𝑛
𝑖−1/2

]︁
,

𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖 = 𝜌𝑛𝑠,𝑖 − 𝜏

ℎ ·
[︁
(𝜌𝑠 · 𝑢𝑠)𝑛𝑖+1/2 − (𝜌𝑠 · 𝑢𝑠)𝑛𝑖−1/2

]︁
,
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разностные аналоги уравнений сохранения количества движения
для газа и частиц

(𝜌𝑢)
𝑛+1
𝑖 =

(︁
A2 +

𝜏𝜙𝑓

1+𝜏𝜙𝑓
· A5

)︁⧸︁(︁
1 +

𝜌𝑛+1
𝑠𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑓

1+𝜏𝜙𝑓

)︁
,

(𝜌𝑠𝑢𝑠)
𝑛+1
𝑖 =

(︂
𝜌𝑛+1
𝑠𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑓

1 + 𝜏𝜙𝑓
· A2 + A5 + A5 ·

𝜏𝜙𝑓

1 + 𝜏𝜙𝑓

(︂
𝜌𝑛+1
𝑠𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

− 1

)︂)︂⧸︂
(︂

1 +
𝜌𝑛+1
𝑠𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑓

1 + 𝜏𝜙𝑓

)︂
,

где
A2 = (𝜌𝑢)

𝑛
𝑖 − 𝜏

ℎ

[︁(︀
𝜌𝑢2 + 𝑝

)︀𝑛
𝑖+1/2

−
(︀
𝜌𝑢2 + 𝑝

)︀𝑛
𝑖−1/2

]︁
,

A5 = (𝜌𝑠𝑢𝑠)
𝑛
𝑖 − 𝜏

ℎ ·
[︁(︀
𝜌𝑠𝑢

2
𝑠

)︀𝑛
𝑖+1/2

−
(︀
𝜌𝑠𝑢

2
𝑠

)︀𝑛
𝑖−1/2

]︁
,

разностные аналоги закона сохранения энергии для газа и частиц

𝑇𝑛+1
𝑖 =

(︁
Π3 + Π6

𝜏𝜙𝑞

1+𝜏𝜙𝑞

)︁⧸︂[︂
𝜌𝑛+1
𝑖

(︂
𝐶𝑣

𝐶𝑏
+

𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

· 𝜏𝜙𝑞

1+𝜏𝜙𝑞

)︂]︂
,

𝑇𝑛+1
𝑠𝑖 =

⎛⎝𝜌𝑛+1
𝑠𝑖

𝜌𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑞

1+𝜏𝜙𝑞

Π3

𝐶𝑣
𝐶𝑏

+
𝜌
𝑛+1
𝑠,𝑖

𝜌
𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑞

+ Π6

⎞⎠⧸︃⎡⎣𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖

⎛⎝1 +
𝐶𝑣
𝐶𝑏

·𝜏𝜙𝑞

𝐶𝑣
𝐶𝑏

+
𝜌
𝑛+1
𝑠,𝑖

𝜌
𝑛+1
𝑖

𝜏𝜙𝑞

⎞⎠⎤⎦,
где
Π3 = (𝜌𝐸)

𝑛
𝑖 − 𝜏

ℎ

[︁
(𝜌𝑢𝐸)

𝑛
𝑖+1/2 − (𝜌𝑢𝐸)

𝑛
𝑖−1/2

]︁
+

+𝜏 · 𝜑𝑓𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖 𝑢𝑛+1

𝑠,𝑖

(︀
𝑢𝑛+1
𝑠,𝑖 − 𝑢𝑛+1

𝑖

)︀
−
𝜌𝑛+1
𝑖

(︀
𝑢𝑛+1
𝑖

)︀2
2

,

Π6 = (𝜌𝑠𝐸𝑠)
𝑛
𝑖 − 𝜏

ℎ

[︁
(𝜌𝑠𝑢𝑠𝐸𝑠)

𝑛
𝑖+1/1 − (𝜌𝑠𝑢𝑠𝐸𝑠)

𝑛
𝑖−1/2

]︁
+

+𝜏 · 𝜑𝑓𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖 𝑢𝑛+1

𝑠,𝑖

(︀
𝑢𝑛+1
𝑖 − 𝑢𝑛+1

𝑠,𝑖

)︀
−
𝜌𝑛+1
𝑠,𝑖

(︀
𝑢𝑛+1
𝑠,𝑖

)︀2
2

.

Результаты численного моделирования. Расчеты проводи-
лись при следующих значениях параметров газа в начальный мо-
мент времени: при 𝑥 < 𝑥0: 𝜌 = 1, 𝑢 = 0.75, 𝑝 = 1, при 𝑥 > 𝑥0:
𝜌 = 0.125, 𝑢 = 0, 𝑝 = 0.1. Распределенная плотность частиц задава-
лась через массовую долю частиц и плотность газа, 𝜌𝑠 = 𝜌𝑧/(1 − 𝑧).
Скорость и температура частиц задавались равными скорости и
температуре газа: 𝑢𝑠 = 𝑢, 𝑇𝑠 = 𝑇 .
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Значения констант, которые были использованы в ходе получе-
ния решения: 𝑓𝑑 = 1, 𝑡 = 0.2, 𝑁𝑢 = 2, 𝑥0 = 0.3, 𝜇 = 10−5 Па·с, 𝑘 =
1.4, 𝜆 = 0.026 Вт/(м2·град), 𝑅 = 300 Дж/(кг·град), 𝜌0 = 2000 кг/м3,
𝐶𝑏 = 1000 Дж/(кг·град).

Расчеты проводились на разностной сетке с количеством ячеек
равным 200, число Куранта задавалось равным 0.6.

Рис. 1. Зависимость значений скорости смеси от массовой доли

Зависимость скорости газа от массовой доли частиц для ради-
уса частиц 𝑅𝑑 = 10−8 м показана на рис.1. Можно заметить, что
с ростом массовой доли частиц скорость распространения центри-
рованной волны разрежения, движущейся влево, и ударной волны,
движущейся вправо, падает, так как частицы тормозят газ. Поэто-
му область смеси, вовлеченной в движение в результате распада
разрыва, с ростом массовой доли частиц уменьшается.

На рис.2 представлена зависимость плотности смеси (рис.2 а) и
скорости газа (рис.2 б) для различных радиусов частиц 𝑅𝑑 = 10−4

м, 10−5 м, 10−6 м, 10−8 м при постоянной массовой доле 𝑧 = 0.3.
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Рис. 2. Зависимость плотности и скорости смеси от радиуса частиц
Как видно из графиков, с увеличением радиуса частиц от 10−8

м до 10−5 м численные решения совпадают друг с другом.
Для 𝑅𝑑 = 10−4 м численное решение очень сильно отличает-

ся от решений при меньших радиусах частиц, что свидетельствует
о значительном влиянии дисперсной фазы на течение смеси из-за
скоростного запаздывания частиц от газа.

В случае очень мелких частиц, когда скоростное и температур-
ное отставание частиц от газа пренебрежимо мало (равновесное те-
чение), течение газодисперсной среды можно описывать системой
уравнений Эйлера для чистого газа с эффективным показателем
адиабаты:

𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘

(︂
1 +

𝑧 · 𝐶𝑏

(1 − 𝑧) · 𝐶𝑝

)︂⧸︂(︂
1 +

𝑧 · 𝐶𝑏

(1 − 𝑧) · 𝐶𝑣

)︂
.

Таблица 2 — Средние отклонения значений параметров

𝑅𝑑, м ∆𝜌 ∆ 𝑢 ∆ 𝑝 ∆ 𝑇

10−
8

0.000947 0.000773 0.000794 0.000238

10−
5

0.001226 0.001864 0.001038 0.000639

В таблице 1 показаны средние отклонения для значений пара-
метров смеси и чистого газа с эффективным показателем адиабаты
𝑘𝑒𝑓𝑓 для 𝑧 = 0.3 при разных значениях радиуса частиц. Можно сде-
лать вывод, что с увеличением радиуса частиц расхождение в зна-
чениях параметров, полученных с помощью двух подходов, возрас-
тает, но остается достаточно малым. Поэтому для частиц радиуса
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меньше 10−5 м можно применять подход, основанный на использо-
вании эффективного показателя адиабаты.

Рис. 3. Сравнение значений скоростей для смеси при разных значениях радиуса

На рис. 3 представлено сравнение распределения скоростей газа
и частиц, при радиусе 10−4 м (рис.3 а) и 10−5 м (рис.3 б). Частицы
с радиусом 𝑅𝑑 = 10−4 м, вовлеченных газом в движение при про-
хождении через ударную волну, не успевают достичь скорости газа.
На рис. 3 видно, что уже при 𝑅𝑑 = 10−5 м частицы и газ движутся
с одинаковыми скоростями.

Выводы. Показано, что разностная схема, реализующая правые
части уравнений (сила сопротивления и теплообмен) на верхнем
временном слое, дает устойчивое решение для газодисперсной сме-
си, размеры частиц которой изменяются в широком диапазоне.

Проведено сравнение численных решений задачи распада про-
извольного разрыва в газодисперсной среде, полученных с исполь-
зованием подхода эффективного показателя адиабаты для чистого
газа и подхода взаимопроникающих континуумов. Показано, что
для заданных параметров газодисперсной смеси результаты, полу-
ченные с использованием двух подходов, совпадают для размеров
частиц менее 10−5 м.

Показано, что решение задачи Римана для газодисперсной сре-
ды сильно зависит от размера частиц, когда 𝑅𝑑 > 10−5 м.
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Аннотация

Проведено исследование возникновения кавитации при пе-
ремешивании расплавленного металла с частицами модифи-
катора с помощью дисковой мешалки. При перемешивании
оценивается режим работы устройства под действием кави-
тации. Показано, что при скорости вращения 2100 об/мин
возникает кавитация для 40-мм дискового завихрителя, а у
мешалок меньше 26-27 мм кавитация не наблюдается.

Ключевые слова: дисковый завихритель, расплавлен-
ный алюминий, гидродинамическая кавитация.

К настоящему времени разработаны различные технологии до-
полнительного легирования и модифицирования промышленных
алюминиевых сплавов, которые достигли определенного уровня,
и дальнейшая попытка их совершенствовать не позволяет полу-
чать требуемый результат [1]. Альтернативным способом (техно-
логией) воздействия на расплавленный металл является специаль-
но разработанное перемешивающее устройство [2], которое за счет
комплексного воздействия вибрации, механического перемешива-
ния и введения наночастиц модификаторов (оксидов, боридов и
т.д.) в расплавленный металл позволяет повысить качество метал-
ла. Устройство состоит из дискового завихрителя (рис. 1) и источ-
ника вращения.
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Рис. 1. Размеры дискового завихрителя: 1 – стержень (300мм); 2 – 4 – перфори-
рованные диски, расстояние между которыми 30 мм; 5 – 6 – штифты крайних
дисков (25мм) и центрального диска (15 мм); 7 – 8 – отверстия на дисках (10
мм).

Завихритель (рис. 2а) выполнен в виде трех дисков, жестко за-
крепленных на стержне на одинаковом расстоянии друг от друга.
По периферии поверхностей крайних дисков соосно установлено 4
цилиндрических штифтов, направленных свободными концами в
сторону центрального диска и смещенных относительно друг друга
по поверхности диска на одинаковый угол. На каждой из поверх-
ностей центрального диска установлено соосно 4 цилиндрических
штифтов, смещенных относительно штифтов крайних дисков на
угол. На каждом из дисков выполнены сквозные отверстия, рав-
номерно расположенные по их поверхности. Размеры отверстий в
дисках подобраны так, чтобы при работе устройства в тигле при
температуре расплава 720− 780∘𝐶 расплавленный металл мог про-
ходить через отверстия.

Целью данного исследования является оценка режимов рабо-
ты перемешивающего устройства [2], при которых в расплавленном
алюминии под действием дискового завихрителя возникает гидро-
динамическая кавитация.

На рис. 2б показан завихритель после 5 минут работы в про-
мышленном тигле емкостью 100 литров с расплавленным алюми-

79



нием при температуре 750∘𝐶 и частоте вращения 2500 об/мин. Как
видно из рисунка, все рассекатели отсутствуют. Края дисков «съе-
дены». Учитывая, что температура плавления титана, из которого
выполнен завихритель, около 1500∘𝐶, температурное воздействие
расплавленного алюминия не может являться причиной разруше-
ния завихрителя. К тому же, структура поверхности дискового за-
вихрителя типична для поверхности, испытавшей кавитационное
воздействие.

Рис. 2. Дисковый завихритель. а – до действия кавитации; б – после действия
кавитации

Гидродинамическая кавитация возникает в тех участках пото-
ка, где давление понижается до некоторого критического значения.
Присутствующие в жидкости пузырьки газа или пара, двигаясь с
потоком жидкости и попадая в область давления меньше крити-
ческого, приобретает способность к неограниченному росту. После
перехода в зону пониженного давления рост прекращается, и пу-
зырьки начинают уменьшаться. Если пузырьки содержат достаточ-
но много газа, то при достижении ими минимального радиуса, они
восстанавливаются и совершают несколько циклов затухающих ко-
лебаний, а если мало, то пузырек схлопывается полностью в первом
цикле.

За условия возникновения гидродинамической кавитации отве-
чает критерий кавитации, определяемый выражением [1, 3]:

𝜅 = (𝑃1 − 𝑃sv (𝑇 ))
⧸︀(︀

0.5𝜌𝑉 2
)︀
,
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где 𝜌 – плотность жидкого металла;
𝑉 – скорость жидкого металла;
𝑃1 – статическое давление;
𝑃𝑠𝑣 – давление насыщенных паров металла при температуре 𝑇 .

Гидродинамическая кавитация возникает в том случае, если зна-
чение критерия кавитации меньше единицы. Оценим критерий ка-
витации для рассматриваемого завихрителя.

Температура, при которой давление насыщенных паров стано-
вится равным давлению в системе, называется температурой кипе-
ния вещества. Давление насыщенных паров резко увеличивается с
повышением температуры. Давление насыщенных паров на поверх-
ности раздела фаз жидкость-пар подчиняется закону [4]:

𝑃sv (𝑇 ) = 𝑃1 · exp
(︁

𝐿
𝑅𝑢

(︁
1

𝑇boil
− 1

𝑇

)︁)︁
.

Примем теплоту испарения алюминия 𝐿 = 2.943·105 Дж/(моль),
температуру кипения алюминия при нормальных условиях 𝑇𝑏𝑜𝑖𝑙 =
2723 К. Здесь универсальная газовая постоянная𝑅𝑢 = 8.31 Дж/(моль
·град), атмосферное давление 𝑃1 = 101325 Па. Пусть температура
расплавленного алюминия равна 750∘𝐶 (𝑇 = 1023 К), плотность
жидкого алюминия – 2700 кг/𝑚3, внешний радиус диска завихри-
теля R = 0.04 м. При скорости оборотов мешалки в минуту – n, уг-
ловая скорость вращения равна 2𝜋𝑛/60, а окружная скорость края
диска равна 2𝜋𝑛𝑅/60. Тогда число оборотов, при котором возника-
ет кавитация, определится неравенством:

𝑛 > 𝑛𝑐𝑟 (𝑇,𝑅) = 60
2𝜋𝑅

√︁
2𝑃1−𝑃sv(𝑇 )

𝜌 .
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Рис. 3. Зависимость критического числа оборотов от температуры металла.
1 – r = 0.075 м, 2 – r = 0.04 м.

На рисунке 3 показана зависимость критического числа оборо-
тов от температуры расплавленного алюминия. Область, лежащая
выше кривой, это область возникновения кавитации, а ниже – от-
сутствие кавитации. Для радиуса диска 40 мм, скорость вращения
выше 2100 об/мин приводит к кавитации при любых значениях тем-
пературы, а для радиуса диска 75 мм таковой является скорость
вращения выше 1100 об/мин.

Рис. 4. Зависимость критического числа оборотов от радиуса диска. 1 – r =
0.075 м, 2 – r =0.04 м.

На рисунке 4 показана зависимость критического числа оборо-
тов от радиуса диска завихрителя. Область, лежащая выше кривой,
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соответствует области возникновения кавитации, а ниже – отсут-
ствие кавитации. При изменении температуры алюминия от темпе-
ратуры плавления 660∘𝐶 до 2000∘𝐶 положение кривой зависимости
критического числа оборотов мешалки от радиуса диска изменяет-
ся слабо, а при больших температурах – 2200∘𝐶 и выше смещение
этой кривой становится заметным. Из графика видно, что для ра-
диуса диска меньше 26 мм – 27 мм кавитация не будет иметь место
при изменении температуры в диапазоне от 660∘𝐶 до 2000∘𝐶.

Показано, что причиной разрушения дискового 40 мм завихри-
теля, вращающегося со скоростью 2500 об/мин, является гидро-
динамическая кавитация. Увеличение диаметра дискового завих-
рителя позволяет уменьшить число оборотов источника вращения,
при котором возникает кавитация. Поскольку явление кавитации
является благоприятным для дегазации расплавленного металла,
то для предотвращения кавитационного разрушения завихрителя
требуется нанесение на его поверхность специального защитного
покрытия.
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Аннотация

В работе предложена вычислительная технология, реали-
зующая задачи линейной теории упругости в декартовых ко-
ординатах. Особое внимание уделяется задаче о деформаци-
ях горизонтального пласта. Расчетами установлены области
повышенных напряжений.

Ключевые слова: динамическое воздействие на пласт,
упругие перемещения точек, обобщенный закон Гука, каса-
тельные и нормальные напряжения, рекуррентные формулы,
метод простой итерации.

Определяющие уравнения
В настоящей работе нас будут интересовать напряжения, воз-

никающие в зоне контакта пласта с недеформируемыми породами.
Величина этих напряжений будет зависеть от степени деформации
и от упругих свойств материала, составляющего пласт. Поэтому
изначально решение будем строить в перемещениях, а затем, ис-
пользуя реологическую модель линейного упругого тела, найдем
компоненты тензора искомых напряжений внутри тела и на грани-
це.

Уравнения равновесия в перемещениях, записанные в декарто-
вых координатах, имеют вид [1]:

∇2𝑢+
1

1 − 2𝜈

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+
𝜌

𝐺
𝑓𝑥 = 0 (1)

∇2𝑣 +
1

1 − 2𝜈

𝜕𝜃

𝜕𝑦
+
𝜌

𝐺
𝑓𝑦 = 0 (2)

∇2𝑤 +
1

1 − 2𝜈

𝜕𝜃

𝜕𝑧
+
𝜌

𝐺
𝑓𝑧 = 0 (3)

𝜃 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
, (4)

где 𝑢, 𝑣, 𝑤 – проекции смещения точки; 𝑥, 𝑦, 𝑧 – декартовы коор-
динаты; 𝜌 – плотность среды; 𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑧 – проекции массовой силы
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на оси выбранной системы координат; 𝜃 – объемная деформация;
𝐺 = 𝐸

2(1+𝜈) – модуль упругости при сдвиге; 𝜈 – коэффициент Пуас-

сона; 𝐸 – модуль Юнга; ∇2 = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2 – оператор Лапласа.
В дальнейшем будем полагать, что нагрузки, прилагаемые к

контактирующим элементам системы, настолько значительны, что
их собственным весом по сравнению с нагрузками можно прене-
бречь, а силы электромагнитной природы вообще не будем прини-
мать к рассмотрению, так что

𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 𝑓𝑧 = 0
Подставляя (4) в (1) – (3) и раскрывая оператор Лапласа, полу-

чим следующую систему определяющих уравнений в перемещени-
ях:

𝑏
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
= 0, (5)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0, (6)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑏

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝑏− 1)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0, (7)

где 𝑏 = 2−2𝜈
1−2𝜈 .

Следует сказать, что при формулировке задач теории упругости
в компонентах перемещений как основных функций уравнения сов-
местности деформаций удовлетворяются автоматически [2, с. 50].
После того как найдены компоненты перемещений, используя за-
пись тензора Коши, можно определить компоненты деформации.
При этом обобщенный закон Гука позволяет найти компоненты тен-
зора напряжений.

Разностная схема
Умножим каждое из определяющих уравнений на 𝑟2 и аппрок-

симируем производные в уравнениях (5)–(7) симметричными раз-
ностями на неравномерной сетке, получим:

𝑎𝑠 (𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘) − 𝑎𝑛 (𝑢𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘) + 𝑏𝑎𝑤 (𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑏𝑎𝑒 (𝑢𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑎𝑏 (𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑎𝑡 (𝑢𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1) − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑠𝑝1 = 0

(8)
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𝑏𝑎𝑠 (𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝑣𝑖,𝑗,𝑘) − 𝑏𝑎𝑛 (𝑣𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘) + 𝑎𝑤 (𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝑣𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑎𝑒 (𝑣𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑎𝑏 (𝑣𝑖,𝑗,𝑘+1 − 𝑣𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑎𝑡 (𝑣𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑣𝑖,𝑗,𝑘−1) − 𝑏𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑠𝑝2 = 0

(9)
𝑎𝑠 (𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝑤𝑖,𝑗,𝑘) − 𝑎𝑛 (𝑤𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘) + 𝑎𝑤 (𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝑤𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑎𝑒 (𝑤𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑏𝑎𝑏 (𝑤𝑖,𝑗,𝑘+1 − 𝑤𝑖,𝑗,𝑘)−
−𝑏𝑎𝑡 (𝑤𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑤𝑖,𝑗,𝑘−1) + 𝑠𝑝3 = 0

(10)
где

𝑎𝑒 =
2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
, 𝑎𝑤 =

2

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
(11)

𝑎𝑛 =
2

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) (𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1)
, 𝑎𝑠 =

2

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗) (𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1)
(12)

𝑎𝑡 =
2

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1) (𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1)
, 𝑎𝑏 =

2

(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘) (𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1)
(13)

𝑠𝑝1 =
(𝑏− 1) (𝑣𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑣𝑖+1,𝑗−1,𝑘 − 𝑣𝑖−1,𝑗+1,𝑘 + 𝑣𝑖−1,𝑗−1,𝑘)

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1) (𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1)
+ (14)

+
(𝑏− 1) (𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘+1 − 𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘−1 − 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘+1 + 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘−1)

(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
, (15)

𝑠𝑝2 =
(𝑏− 1) (𝑢𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑢𝑖+1,𝑗−1,𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗+1,𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗−1,𝑘)

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
+ (16)

+
(𝑏− 1) (𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘−1 − 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘+1 + 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘−1)

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1) (𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1)
, (17)

𝑠𝑝3 =
(𝑏− 1) (𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘+1 − 𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘−1 − 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘+1 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘−1)

(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
+ (18)

+
(𝑏− 1) (𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘−1 − 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘+1 + 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘−1)

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1) (𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘−1)
(19)

Из разностных уравнений (8) – (10) получаем следующие ре-
куррентные формулы для определения значений перемещений во
внутренних точках:
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Рис. 1. Шаблон разностной сетки (стандартный для регулярной сетки). Стрел-
ками показаны направления возрастания индексов

𝑢𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎𝑒𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝑎𝑤𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑏𝑎𝑛𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝑏𝑎𝑠𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑎𝑝 + 𝑎𝑛 (𝑏− 1) + 𝑎𝑠 (𝑏− 1)
+

+
𝑎𝑡𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1 + 𝑎𝑏𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝑠𝑝1
𝑎𝑝 + 𝑎𝑛 (𝑏− 1) + 𝑎𝑠 (𝑏− 1)

, (20)

𝑣𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑏𝑎𝑒𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝑏𝑎𝑤𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑎𝑛𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝑎𝑠𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑎𝑝 + 𝑎𝑒 (𝑏− 1) + 𝑎𝑤 (𝑏− 1)
+

+
𝑎𝑡𝑣𝑖,𝑗,𝑘−1 + 𝑎𝑏𝑣𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝑠𝑝2
𝑎𝑝 + 𝑎𝑒 (𝑏− 1) + 𝑎𝑤 (𝑏− 1)

, (21)

𝑤𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎𝑒𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝑎𝑤𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑎𝑛𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝑎𝑠𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑎𝑝 + 𝑎𝑡 (𝑏− 1) + 𝑎𝑏 (𝑏− 1)
+

+
𝑏𝑎𝑡𝑤𝑖,𝑗,𝑘−1 + 𝑏𝑎𝑏𝑤𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝑠𝑝3
𝑎𝑝 + 𝑎𝑡 (𝑏− 1) + 𝑎𝑏 (𝑏− 1)

, (22)

которые могут быть использованы при проведении расчетов по ме-
тоду простой итерации.

Здесь: 𝑎𝑝 = 𝑎𝑒 + 𝑎𝑤 + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑠 + 𝑎𝑡 + 𝑎𝑏.
Формулы (17)–(19) реализуют решения пространственных урав-

нений Ляме, и используемые совместно с разностными граничны-
ми условиями пригодны для решения всех задач линейной теории
упругости в декартовых координатах на неравномерных сетках.
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Результаты расчетов Описанная выше вычислительная техно-
логия была применена к решению задачи об упругом вдавливании
базальтовой плиты в прямоугольную область нефтеносного пла-
ста. Предполагается, что пористая структура пласта, заполненная
нефтью, при небольших деформациях ведет себя как упругая сре-
да, подчиняющаяся закону Гука. Квадратный пласт 100 × 1002 и
толщиной 4 м в центральной части подвергается действию плиты,
которая вдавливается на глубину 0,1 м. На рис. 2, 3 представлены
распределения нормальной и касательной (одной из двух касатель-
ных, которые из-за глобальной симметрии условий деформирова-
ния ведут себя схожим образом). Как видно из рис. 2, продавлива-
ние породы в центральной части приводит к глобальному выталки-
ванию всего остального фона и локальному несимметричному вы-
ходу материала с левой стороны рисунка. Причем эта асимметрия
при использованном направлении перебора внутренних узлов все-
гда появлялась в одном месте. Рис. 3 иллюстрирует касательную
составляющую перемещений в пласте, которая, как ей и положе-
но, ведет себя асимметричным образом. Необходимо отметить, что,
проявляя свойства несжимаемой среды, материал (каркас и заклю-
ченная в нем нефть) деформируется так, что совокупная плотность
все-таки изменяется. При этом нами разработана вычислительная
технология расчета плотности среды по найденному полю переме-
щений.

Рис. 2. Нормальная компонента перемещений точек пласта в сечении z = 2 м
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Рис. 3. Касательная компонента перемещений точек пласта в сечении z = 2 м
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Использование метода контрольного
объёма для решения задачи
о фильтрации смеси газов
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Аннотация

Разработана вычислительная технология для решения за-
дач фильтрации смеси газов. В данной работе рассмотрен
пласт, внутри которого содержится смесь газов. В пласте
пробурено две скважины: нагнетательная и добывающая. Чис-
ленная реализация математической модели, описывающей про-
цесс фильтрации, основана на использовании метода кон-
трольного объема. Получены распределения концентраций
компонент смеси газов и давления в расчетной области.

Ключевые слова: смесь газов, теория фильтрации, ме-
тод контрольного объема.

Введение. Изучение процессов переноса примесей при филь-
трации газов и жидкостей в пористых средах в настоящее время
играет важную роль для решения ряда экологических проблем,
а также задач добычи и хранения полезных ископаемых. Числен-
ная реализация математических моделей, описывающих вышеука-
занные явления, может быть основана в частности на использо-
вании метода контрольного объёма. В этом случае при построении
дискретных аналогов исходных дифференциальных уравнений воз-
никает необходимость построения эффективных разностных схем
для определения концентраций на гранях объёмов. Изучение та-
ких схем является актуальной задачей, поскольку от их точности
зависит адекватность численных результатов решения вышеупомя-
нутых задач.

Нефть и природные газы заключены в недрах Земли. Их скопле-
ние связаны с вмещающими горными породами (пластами) – пори-
стыми и проницаемыми образованиями, имеющими непроницаемые
кровлю, подошву. Горные породы, которые могут служить вмести-
лищами газа и отдавать их при разработке, называют коллектора-
ми. Природные жидкости (нефть, газ, подземные воды и их смеси)
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находятся в пустотах коллекторов. Находящиеся в пустотном про-
странстве пласта природные жидкости обозначают термином флю-
ид, подразумевая под ним любую из них. Движения флюидов через
твердые трещиноватые или пористые среды может быть обусловле-
но воздействием различных сил: градиентом давления, концентра-
ции, температуры, капиллярными и другими силами [1]. Однако
в дальнейшем будем рассматривать течения, вызываемые только
градиентом давления.

В данной работе рассматривается пласт размерами 1000*600*10
метров, внутри которого содержится смесь двух газов. В пласте
пробурено две скважины: добывающая и нагнетательная. Глубина
пласта мала, по отношению к его продольным размерам, что поз-
воляет рассматривать задачу как двумерную.

Математическая модель. Для описания реальных физиче-
ских процессов используются различные уравнения и методы опи-
сания. В качестве наиболее полно разработанного метода в под-
земной гидромеханике используется макроскопический подход, в
основе которого лежит гипотеза сплошности, законы и методы ме-
ханики сплошной среды [2].

В сплошной среде можно определить различные по своей при-
роде поля, которые находятся под воздействием как внешних, так
и внутренних факторов и могут изменяться во времени и простран-
стве. Изменение полей основных физических величин подчиняется
законам сохранения. Остановимся на законах сохранения массы и
импульса, используемых в данной работе. Закон сохранения энер-
гии не рассматривался, поскольку процессы, исследуемые в работе
предполагаются изотермическими.

Закон сохранения массы представляет собой уравнение нераз-
рывности, которое для концентраций компонентов смеси газов име-
ет следующий вид:

𝜕𝑚𝑐𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑑𝑖𝑣𝑐𝑖
−→
𝑊 = 𝑞𝑖 (1)

где m – пористость среды, 𝑖 – массовая концентрация i-ой ком-
поненты смеси газов, 𝑞𝑖 – соответствующий источниковый член,

−→
𝑊

– скорость фильтрации.

Для расчёта распределения давления смеси используется следу-
ющее уравнение неразрывности:

𝜕𝑚𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣𝜌

−→
𝑊 = 𝑞 (2)

где 𝜌 - плотность среды, 𝜌 = 𝜌(𝑃 ), 𝑞 – источник/скважина.
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При этом предполагается, что смесь газов подчиняется уравнению
Менделеева-Клайперона.

Закон Дарси, в данной работе, используется, в качестве закона
сохранения количества движения и имеет следующий вид:

−→
𝑊 = −𝑘

𝜇
𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑃 ) (3)

где
−→
𝑊 - скорость фильтрации, k – коэффициент проницаемости,

который не зависит от свойств жидкости и является динамической
характеристикой только пористой среды, 𝜇 – динамический коэф-
фициент вязкости, grad(P) – градиент фильтрационного давления.

Также для получения решения задачи необходимо определить
распределения давления и концентраций в начальный момент вре-
мени и на границах области.

𝑃Ω = 𝑃0; (4)
где 𝑃Ω - значение давление внутри пласта,

𝑃𝜕Ω = 𝑃0; (5)
где 𝑃𝜕Ω - значение давления на границе пласта,

𝑃𝑤𝑟 = 𝑃𝑤. (6)
где 𝑃𝑤𝑟 - значение давление на скважине.

𝑐Ω = 𝑐0 (7)
где 𝑐Ω - распределение концентрации в нутри пласта,

𝑐𝜕Ω = 𝑐0; (8)
где 𝑐𝜕Ω - распределение концентрации на границе пласта,

𝑐𝑤𝑟 = 𝑐𝑤, (9)
где 𝑐𝑤𝑟 - распределение концентрации на скважине.

Однако аналитическое решение системы дифференциальных урав-
нений удается получить лишь в ограниченном числе простейших
сильно идеализированных случаев. В более сложных случаях си-
стема уравнений решается численными методами с применением
ЭВМ.
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Для решения уравнений в частных производных на структури-
рованных сетках необходимо строить аппроксимации специального
вида. Один из наиболее наглядных и эффективных способов ап-
проксимации – это метод контрольных объемов, который основан
на использовании формулы Грина:∫︁

𝑉

M 𝑉 𝑑𝑥 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑠𝑑𝑠 (10)

Дискретный анлог. В данной работе численная реализация
математической модели основана на методе контрольного объема.
Важным достоинством этого метода является выполнение как ло-
кальных, так и глобальных законов сохранения.

Дискретный аналог уравнение неразрывности, для концентра-
ций компонентов смеси газов имеет следующий вид:

𝑐𝑘𝑖 − 𝑐𝑛𝑖
M 𝑡

𝑚𝑉 +
∑︁

𝑗
𝑐𝑗𝑖𝑊

𝑗
𝑛𝑆𝑗 = 𝑞𝑉 (11)

Для уравнения расчёта распределения давления смеси, дискрет-
ный аналог запишется следующим образом:

(𝜌) − (𝜌)𝑚

M 𝑡
𝑉 −

∑︁
𝑗
𝜌
𝑘

𝜇

𝑃𝑗 − 𝑃𝑝

M 𝑡
𝑆𝑗 = 𝑞𝑉 (12)

Дискретный аналог закона Дарси, который, в данной работе,
используется, в качестве закона сохранения количества движения,
имеет следующий вид:

𝑊 = −𝑘
𝜇

𝑃𝑗 − 𝑃𝑘

M 𝑥
(13)

Источник qV определяется по формуле Писмана [4]:

𝑞𝑉 = 𝜌
2𝜋ℎ

𝜇

𝑃𝑤 − 𝑃𝑝

𝑙𝑛( 𝑟0
𝑟𝑤

)
(14)

для тех контрольных объемов, где есть скважена. Для осталь-
ных:

𝑞𝑉 = 0 (15)
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Для получения численного решения этой задачи была подготов-
лена компьютерная программа на языке C++, а данные получен-
ные с ее помощью были обработаны пакетом Surfer 8.

На рисунках 1-3 представлены графики распределения концен-
трации компонент смеси газов и значения давления в расчетной
области для разных промежутков времени.

Рис. 1. Расспреднление концентрации компонент смеси газов и значение давле-
ние в расчетной области для промежутка времени 24 часа

Рис. 2. Расспреднление концентрации компонент смеси газов и значение давле-
ние в расчетной области для промежутка времени 48 часа
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Рис. 3. Расспреднление концентрации компонент смеси газов и значение давле-
ние в расчетной области для промежутка времени 120 часов

Заключение. Разработана вычислительная технология для ре-
шения задач фильтрации смеси газов. Получены распределения
концентрации компонент смеси газов и значений давления в рас-
четной области для различных промежутков времени. Полученные
результаты могут быть полезны при разработке месторождений по-
лезных природных ископаемых.
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Аннотация

В данной работе изучается степень разделения метаново-
гелиевых смесей с использованием классической молекуляр-
ной динамики в извилистых каналах. За объект исследова-
ния приняты искривленные каналы, стенки которых состав-
лены алмазными наночастицами радиуса 4 нм. Проведенные
расчеты показывают, что извилистость канала сама по се-
бе является фактором селективности в задачах прохожде-
ния молекул через нанопористые слои. Полученные резуль-
таты так же дают понять, что возможно выделить опреде-
ленную частоту колебаний скорости, связанную с величиной
начальной скорости молекул и шириной криволинейного ка-
нала. Ключевые слова: наночастицы, потенциал взаимо-
действия, искривленный канал, метан, гелий.

Введение. Углерод – один из наиболее распространенных на на-
шей планете элементов. Находится в естественных условиях в раз-
личных формах: алмаз, графит, карбин. Необходимо отметить, что
развитие живых организмов, т.е. сама жизнь, имеет тоже углерод-
ную основу. В настоящее время синтезировано множество новых
форм углерода: фуллерены, графены, нанотрубки, алмазные плен-
ки, пенографит и т.д. Более глубоко изучены некоторые естествен-
ные формы, например сажа. Оказалось, что частицы сажи имеют
сферическую форму, сложены из графитовых фрагментов кристал-
лов и окутаны фуллереноподобной углеродной сетью. Такая струк-
тура делает их схожими с объемными кристаллами с достаточно
высокой плотностью упаковки атомов углерода.

В настоящей работе мы провели расчеты для сферических ча-
стиц алмаза, которые бывают почти сферическими и имеют фор-
му полуправильных многогранников. Однако плотность упаковки
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атомов углерода у них выше, нежели у частиц сажи. Нас интере-
совали слои, составленные компактированными углеродными на-
ночастицами, и их селективные свойства в отношении разделения
бинарных газовых смесей.

Математическая модель и метод решения. Основное урав-
нение динамики перемещающейся молекулы запишем в стандарт-
ной форме в виде второго закона Ньютона:

𝑚
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
= 𝐹 (1)

,где �⃗� – вектор скорости молекулы, m – масса летящей молекулы,
𝐹 – главный вектор внешних по отношению к рассматриваемой
молекуле воздействий.

В проекциях на оси координат вместо (1) получим три скаляр-
ных уравнения:

𝑚
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑁𝑝∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 , 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑁𝑝∑︁
𝑗=1

𝑌𝑗 , 𝑚
𝑑𝑤

𝑑𝑡
=

𝑁𝑝∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗 (2)

Здесь𝑋,𝑌, 𝑍 – проекции силы взаимодействия молекулы и 𝑗-той
наночастицы, которые определяются следующим образом:

𝑋𝑗 = 𝑎𝑗
𝑥− 𝑥0𝑗
𝜌𝑗

𝑚, 𝑌𝑗 = 𝑎𝑗
𝑦 − 𝑦0𝑗
𝜌𝑗

𝑚, 𝑍𝑗 = 𝑎𝑗
𝑧 − 𝑧0𝑗
𝜌𝑗

𝑚 (3)

где 𝑎𝑗 – величина ускорения, приобретаемого пробной молекулой
под действием 𝑗-той наночастицы. Потенциал взаимодействия на-
ночастица – молекула выбирается в форме, предложенной В.Я. Ру-
дяком и С.Л. Краснолуцким [1]:

Φ3
9 (𝜌) = Φ9 (𝜌) − Φ3 (𝜌) . (4)

Здесь 𝜌𝑗 – расстояние от центра наночастицы до центра пробной
молекулы, 𝜌𝑝 – радиус наночастицы,

Φ9 (𝜌𝑗) = 𝐶9

{︃[︃
1

(𝜌𝑗 − 𝜌𝑝)
9 − 1

(𝜌𝑗 + 𝜌𝑝)
9

]︃
− 9

8𝜌𝑗

[︃
1

(𝜌𝑗 − 𝜌𝑝)
8 − 1

(𝜌𝑗 + 𝜌𝑝)
8

]︃}︃
(5)

Φ3 (𝜌𝑗) = 𝐶3

{︃[︃
1

(𝜌𝑗 − 𝜌𝑝)
3 − 1

(𝜌𝑗 + 𝜌𝑝)
3

]︃
− 3

2𝜌𝑗

[︃
1

(𝜌𝑗 − 𝜌𝑝)
2 − 1

(𝜌𝑗 + 𝜌𝑝)
2

]︃}︃
(6)

Тогда величина ускорения 𝑎𝑗 , входящая в правые части соотно-
шений 3 будет являться производной от 4 по 𝜌𝑗 , деленной на массу
𝑚:
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𝑎𝑗 =
1

𝑚

𝑑

𝑑𝜌𝑗
Φ3

9 (𝜌𝑗) =
1

𝑚

[︂
𝑑

𝑑𝜌𝑗
Φ9 (𝜌𝑗) −

𝑑

𝑑𝜌𝑗
Φ3 (𝜌𝑗)

]︂
(7)

При этом 𝐶9 =
4𝜋𝜀12𝜎

12
12

45𝑉 𝐶3 =
2𝜋𝜀12𝜎

6
12

3𝑉 , 𝑉 – объем тела, приходя-
щийся на один атом углерода. Потенциал 4 получен интегрирова-
нием парного 𝐿𝐽-потенциала по объему наночастицы [1]. Значения
констант взаимодействия 𝜀 и 𝜍, входящих в 𝐿𝐽-потенциал, для неко-
торых пар одинаковых молекул приведены в таблице 1 [2, 3].

Таблица 3 — Значения констант взаимодействия 𝜀 и 𝜍 для некото-
рых пар одинаковых молекул

Взаимодействующие Относительная Радиус влияния
молекулы глубина потенциала

потенциальной ямы взаимодействия
С – С (1) 𝜀/𝑘 = 51, 2 𝜍 = 0, 335
He – He (2) 𝜀/𝑘 = 10, 2 𝜍 = 0, 228
H2 – H2 (3) 𝜀/𝑘 = 34 𝜍 = 0, 29
О2 – О2 (4) 𝜀/𝑘 = 117 𝜍 = 0, 35

СН4 – СН4 (5) 𝜀/𝑘 = 148 𝜍 = 0, 38
Примечание: 𝑘 – постоянная Больцмана.

Параметры 𝜀12 𝜍12 определяются по формулам:

𝜎12 =
𝜎11 + 𝜎22

2
, 𝜀12 = (𝜀11 · 𝜀22)

1/2
. (8)

Если дополнить уравнения (2) кинематическими соотношениями:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑣,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑤, (9)

то получим систему шести дифференциальных уравнений первого
порядка для движения пробной молекулы через структуру частиц.

Первое из уравнений 9 по схеме Рунге-Кутты четвертого поряд-
ка интегрируется следующим образом:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
ℎ

6
(𝑢1 + 2𝑢2 + 2𝑢3 + 𝑢4) , (10)

где

𝑢1 = 𝑢𝑛, 𝑢2 = 𝑢𝑛 +
ℎ

2
𝑢1, 𝑢3 = 𝑢𝑛 +

ℎ

2
𝑢2, 𝑢4 = 𝑢𝑛 + ℎ𝑢3. (11)

Другие пять уравнений интегрируются аналогичным образом.
Для сферических частиц, обладающих центральной симметри-

ей, зависимость потенциала взаимодействия частицы от угла ее
ориентации по отношению к направлению движения будет отсут-

98



ствовать. В общем же случае сближения отдельной молекулы с ча-
стицей сложной формы имеем три дополнительных параметра в
виде углов Эйлера 𝜙,𝜓, 𝜗 определяющих ориентацию частицы в
пространстве.

Результаты расчетов. На первый взгляд кажется, что прохож-
дение или не прохождение молекулы через нанопоры определяется
лишь поперечным размером этой поры, однако, это не так. Приво-
димые ниже расчеты демонстрируют совсем другой эффект. Кон-
кретными расчетами показано, что извилистость канала сама по
себе является фактором селективности в задачах прохождения мо-
лекул через нанопористые слои. Таким образом, рассмотрены ис-
кривленные каналы, стенки которых составлены алмазными нано-
частицами радиуса 4 нм. Расстояние между частицами, формирую-
щими стенку, такое, что молекулы рассматриваемых компонент не
проходят между частицами. Центры наночастиц лежат на плоских
конгруэнтных кривых, моделирующих искривление канала. Если
эти кривые вытянуть в линию, то плоский канал, имеющий ту же
ширину, станет прямолинейным и будет проницаемым как для ге-
лия, так и для метана.

Рассмотрим движения молекул метана в искривленном кана-
ле. Соответствующие траектории показаны на рис. 1. Как видим
из рисунка, все молекулы метана возвращаются на исходную по-
зицию, хотя искривленный канал имеет постоянную ширину и яв-
ляется проницаемым для молекул различного сорта. Необходимо
отметить, что при нормальных условиях средняя скорость тепло-
вого движения молекул метана составляет величину 650 м/с. Если
начальную скоростью еще увеличить, то тяжелые молекулы мета-
на, обладающие значительной инерцией в сравнении с гелием, еще
быстрее врежутся в изгибы криволинейного канала и выйдут из
него обратно. В то же малоинерционные атомы гелия всегда прохо-
дят через искривленную пору (рис. 2). Средняя скорость теплового
движения у гелия 1 300 м/с. Искривление стенок канала не яв-
ляется препятствием и для относительно быстрых атомов гелия,
которые из-за небольшой массы перемещающейся частицы успева-
ют прореагировать на изменения в поле потенциальных взаимодей-
ствий, образованном частицами стенок каналов.
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Рис. 1. Траектории молекул метана, пущенных с различными начальными ско-
ростями: а – 450 м/с; б – 550 м/с; в – 650 м/с
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Рис. 2. Траектории атомов гелия, пущенных с различными начальными скоро-
стями: а – 900 м/с; б – 1 100 м/с; в – 1 300 м/с
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Рис. 3. Величина скорости молекул метана при разных начальных скоростях:
а – 450 м/с; б – 550 м/с; в – 650 м/с

На рисунке 3 представлены зависимости локальных скоростей
молекул метана как функция времени. Из представленных распре-
делений видно, что можно выделить определенную частоту колеба-
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ний скорости, связанную с величиной начальной скорости молекул
и шириной криволинейного канала.

Заключение. Математическое моделирование оказалось простым
и эффективным в случае использования в качестве наночастиц иде-
альных шаров из углеродного материала. В этом случае для расче-
тов можно использовать центральносимметричный потенциал вза-
имодействия, а из шаров можно составлять фрагменты нанопори-
стой структуры. Сконструировав таким образом искривленный ка-
нал, мы получим неочевидный результат, заключающийся в том,
что извилистость канала заметным образом сдерживает молекулы
метана, увеличивая тем самым селективность разделения метаново-
гелиевых смесей, отделяемых с помощью слоев из компактирован-
ных углеродных наноматериалов.
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Аннотация

Работа посвящена математическому моделированию про-
цесса теплообмена между двумя телами с различными теп-
лофизическими свойствами. Для решения данной задачи вы-
брана явная разностная схема. Проведено исследование ап-
проксимации, устойчивости и сеточной сходимости получен-
ной разностной схемы. Также проведен сравнительный ана-
лиз между численным решением, полученным с использова-
нием разработанной программы, и численным решением, по-
лученным при моделировании данного процесса теплообмена
в программе ANSYS Fluent.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, явная
разностная схема, ANSYS Fluent.

Введение

Существует множество задач, решение которых невозможно по-
лучить используя только лишь аналитический подход. Тогда для
получения решения подобных задач приходиться использовать как
аналитический подход, так и применять методы численного реше-
ния. Однако, использование численных методов для нахождения
решения подобных задач имеет ряд особенностей, которые необ-
ходимо учитывать. К таким особенностям относятся: погрешность
округления, погрешность метода, устойчивость метода, а также схо-
димоcть численного решения к точному решению.

В данной работе будет представлено численное решение двумер-
ной задачи теплопроводности, исследование особенностей применя-
емого численного метода, а также будет приведен ряд сравнений с
моделированием процесса в программе ANSYS Fluent.
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Физико-математическая постановка задачи

Моделируется процесс распространения тепла при контактном
взаимодействии стальной балки, нагретой до температуры 1500∘𝐶,
с поверхностью земли, имеющей температуру 20∘𝐶 (Рис. 1). C те-
чением времени балка остывает за счет теплообмена с окружающей
средой и поверхностью земли.

Рис. 1. Иллюстрация физической постановки задачи

Распространение тепла в теле описывается уравнением тепло-
проводности:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑎

(︂
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2

)︂
,

где 𝑎 – коэффициент температуропроводности (м2/𝑐), представ-
ляющий собой физическую величину, характеризующую скорость
изменения (выравнивания) температуры вещества в неравновесных
тепловых процессах, который определяется по формуле [1]:

𝑎 =
𝜆

𝜌𝐶
,

где 𝜌 – плотность (кг/м3), 𝐶 – удельная теплоемкость (Дж/кг·𝐶),
𝜆 – коэффициент теплопроводности (Вт/м·К). Так как в процессе
теплообмена участвуют два тела, то для каждого требуется свое
уравнение теплопроводности со своими коэффициентами темпера-
туровпроводности и граничными условиями:

𝜕𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑡

= 𝑎𝑙𝑎𝑛𝑑

(︂
𝜕2𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑦2

)︂
,

𝜕𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑡

= 𝑎𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙

(︂
𝜕2𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑦2

)︂
.
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В зоне соприкосновения земли с блоком стали действует гранич-
ное условие четвертого рода[2]:{︃

𝜆𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑

𝜕𝑦 = 𝜆𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙

𝜕𝑦

𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑 = 𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
,

где 𝜆𝑙𝑎𝑛𝑑, 𝜆𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙 – коэффициенты теплопроводности земли и стали
соответственно (Вт/м·К).

На верхней грани земли, где нет соприкосновения с блоком ста-
ли осуществляется теплообмен с окружающей средой, то есть дей-
ствует граничное условие третьего рода[2]:

−𝜆𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑦

= 𝛼𝑎𝑖𝑟1 (𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑 − 𝑇𝑎𝑖𝑟) ,

где 𝛼𝑎𝑖𝑟1 – коэффициент теплообмена между землей и воздухом
(Вт/м2·К), 𝑇𝑎𝑖𝑟 – температура окружающей среды (воздуха).

На всех гранях блока стали кроме нижней также осуществляет-
ся теплообмен с окружающей средой, то есть действуют граничные
условия третьего рода[2]:

−𝜆𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑦

= 𝛼𝑎𝑖𝑟2 (𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙 − 𝑇𝑎𝑖𝑟) ,

где 𝛼𝑎𝑖𝑟2 – коэффициент теплообмена между блоком стали и возду-
хом (Вт/м2·К), 𝑇𝑎𝑖𝑟 – температура окружающей среды (воздуха).

Температура земли в начальный момент времени равна 20∘𝐶, а
стали 1500∘𝐶. На боковых и нижней гранях земли действует мягкое
граничное условие[2]:

𝜕𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑛

= 0,

где 𝑛 – нормаль к рассматриваемой грани.
При рассмотрении области поставленной задачи можно заме-

тить, что данная область имеет ось симметрии (Рис. 2), а, следо-
вательно, будет достаточно провести расчеты лишь одной из под-
областей. Далее все рассуждения будут проводиться относительно
правой подобласти.
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Рис. 2. Иллюстрация разделения области на подобласти осью симметрии

На оси симметрии будут действовать граничные условия сим-
метрии для земли и блока стали соответственно:

𝜕𝑇𝑙𝑎𝑛𝑑
𝜕𝑥

= 0,

𝜕𝑇𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
𝜕𝑥

= 0.

Дискретизация и методы решения

Рассмотрим область исследования в двумерной декартовой си-
стеме координат с центром, находящимся на пересечении правой
границы области и границы соприкосновения блока стали и поверх-
ности земли.

Для определения размеров области введем следующие обозначе-
ния: 𝐿𝑥,𝐿𝑦 - размеры блока стали в направлении осей 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 со-
ответственно, аналогично задаются размеры пласта земли 𝐷𝑥,𝐷𝑦.
Область исследования покрывается единой декартовой сеткой со
сгущением на блоке стали, как показано на рисунке 3. Так при рас-
четах, блок стали покрывается равномерной разностной сеткой с
шагами ℎ𝑥, ℎ𝑦 и числом узлов 𝑁𝑥 + 2 × 𝑁𝑦 + 2. Пласт земли по-
крывается равномерной сеткой с шагом 𝐻𝑦 в направлении оси 𝑂𝑦,
а в направлении оси 𝑂𝑥 под блоком используется сетка с шагом ℎ𝑥,
чтобы на границе соприкосновения узлы совпадали, и на интервале
от 𝐿𝑥 до 𝐷𝑥 используется сетка с более крупным шагом 𝐻𝑥 с целью
сократить время вычислений.

Численное решение поставленной задачи будем искать методом
конечных разностей, с использованием аппроксимации на полушаге
при переходе с одной сетки на другую [3].
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Рис. 3. Иллюстрация области исследования покрытой неравномерной сеткой

𝜕𝑇

𝜕𝑡
≈
𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗

𝜏
,

𝑎
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
≈ 𝑎

𝑥𝑖+ 1
2
− 𝑥𝑖− 1

2

(︂
𝑇𝑛
𝑖+1,𝑗 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
−
𝑇𝑛
𝑖,𝑗 − 𝑇𝑛

𝑖−1,𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

)︂
𝑎
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
≈ 𝑎

𝑦𝑗+ 1
2
− 𝑦𝑗− 1

2

(︂
𝑇𝑛
𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗
−
𝑇𝑛
𝑖,𝑗 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗−1

𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1

)︂
где 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 - координаты узлов сетки, 𝑥𝑖+ 1

2
, 𝑥𝑖− 1

2
, 𝑦𝑗+ 1

2
, 𝑦𝑗− 1

2
- ко-

ординаты точек расположенных между соседними узлами сетки,
например 𝑥𝑖+ 1

2
- середина интервала [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1].

Подставляя данные формулы в соответствующее уравнение теп-
лопроводности и выражая из него 𝑇𝑛+1

𝑖,𝑗 , получим явную вычисли-
тельную формулу для вычисления значений неизвестной функции
на новом временном слое:

𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗 = (1 + 𝑎𝑝)𝑇𝑛

𝑖,𝑗 + 𝑎𝑒 · 𝑇𝑛
𝑖+1,𝑗 + 𝑎𝑤 · 𝑇𝑛

𝑖−1,𝑗 + 𝑎𝑛 · 𝑇𝑛
𝑖,𝑗+1 + 𝑎𝑠 · 𝑇𝑛

𝑖,𝑗−1.

где коэффициенты 𝑎𝑒, 𝑎𝑤, 𝑎𝑛, 𝑎𝑠, 𝑎𝑝 вычисляются следующим обра-
зом:
𝑎𝑒 =

𝑎𝜏

(𝑥𝑖+ 1
2
− 𝑥𝑖− 1

2
) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

, 𝑎𝑤 =
𝑎𝜏

(𝑥𝑖+ 1
2
− 𝑥𝑖− 1

2
) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

,

𝑎𝑛 =
𝑎𝜏

(𝑦𝑗+ 1
2
− 𝑦𝑗− 1

2
) (𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗)

, 𝑎𝑠 =
𝑎𝜏

(𝑦𝑗+ 1
2
− 𝑦𝑗− 1

2
) (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)

,

𝑎𝑝 = −(𝑎𝑒+ 𝑎𝑤 + 𝑎𝑛+ 𝑎𝑠).

Полученная явная разностная схема аппроксимирует исходную
систему дифференциальных уравнений с первым порядком по вре-
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мени и со вторым порядком по координате 𝑂(△𝑡,𝐻2
𝑥, ℎ

2
𝑦) [3]. Также

разностная схема является условно устойчивой. Условием её устой-
чивости является следующее выражение:

𝜏

(︂
1

𝑚𝑖𝑛(ℎ2𝑥, 𝐻
2
𝑥)

+
1

𝑚𝑖𝑛(ℎ2𝑦, 𝐻
2
𝑦 )

)︂
≤ 1

2𝑎𝑙𝑎𝑛𝑑
,

где𝑚𝑖𝑛(ℎ2𝑥, 𝐻
2
𝑥) - минимальный из шагов вдоль оси 𝑂𝑥,𝑚𝑖𝑛(ℎ2𝑦, 𝐻

2
𝑦 )

- минимальный из шагов вдоль оси 𝑂𝑦.

Численное решение

Исследуем задачу на сеточную сходимость. Для этого проведем
ряд расчетов на сгущающихся сетках. На графиках (Рис. 4) по-
казаны значения температуры на оси симметрии, полученные при
различных размерах сетки.

Рис. 4. Распределение температуры на оси 𝑂𝑦 при сетках: 1, 2, 3, 4

Размеры сеток были выбраны следующим образом:
1.𝑁𝑥 = 9;𝑁𝑦 = 9;𝑀𝑥 = 10;𝑀𝑦 = 9,
2.𝑁𝑥 = 19;𝑁𝑦 = 19;𝑀𝑥 = 20;𝑀𝑦 = 19,
3.𝑁𝑥 = 19;𝑁𝑦 = 19;𝑀𝑥 = 40;𝑀𝑦 = 99,
4.𝑁𝑥 = 39;𝑁𝑦 = 39;𝑀𝑥 = 40;𝑀𝑦 = 199,

Результаты расчетов показывают, что начиная с 3-его варианта
сетки ее дальнейшее сгущение не приводит к изменению решения.
Это свидетельствует о достижении сеточной сходимости.

Для проверки правильности вычислений по явной разностной
схеме проведем решение этой же задачи в программе ANSYS Fluent
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с использованием тех же значений констант и тех же параметров
сетки. В качестве области сравнения результатов также выберем
ось симметрии.

Проведем моделирование процесса теплообмена с выдачей ре-
зультатов через 6 и 40 часов, и сравним результаты (рис. 5).

Рис. 5. Графики сравнения температуры на оси 𝑂𝑦 через 6 и 40 часов

Как видно из графиков, решения, полученные разными про-
граммами, показывают одинаковое распределение температуры вдоль
оси симметрии, из чего можно сделать вывод что решение задачи
было проведено верно.

Далее проиллюстрируем протекание процесса всей области ис-
следования (Рис. 6).

Заключение

Таким образом было проведено численное решение поставлен-
ной задачи с использованием явной разностной схемы на неравно-
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Рис. 6. Иллюстрация протекания процесса

мерной сетки, а также было проведено решение задачи в программе
ANSYS Fluent и выполнен сравнительный анализ, подтверждаю-
щий верность выполнения процесса моделирования.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президен-
та РФ № МК-1723.2017.5.
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Аннотация

В комбинаторике и теории чисел часто используется аппа-
рат производящих функций для получения новых результа-
тов. Производящие функции позволяют доказывать тожде-
ства, а с использованием языка программирования Wolfram
это становится еще проще.

Ключевые слова: Система Mathematica, производящие
функции, производящие функции Дирихле, мультипликатив-
ные функции.

Целью работы является доказательства различных комбинатор-
ных тождеств и тождеств в теории чисел, используя производящие
функции и язык Wolfram Mathematica.

Для начала рассмотрим определение производящих функций [1,
стр. 364–365].

Определение 1. Пусть < 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, · · · > - произвольная (беско-
нечная) последовательность вещественных чисел. Тогда функция

𝑔(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧
2 + ...+ 𝑎𝑛𝑧

𝑛 + ... (1)
называется производящей функцией для последовательности
< 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, · · · >. Мы можем также определить производящую
функцию для конечной последовательности 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 полагая
𝑎𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑛; поэтому 𝑔(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧

2 + ...+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛 будет

производящей функцией для конечной последовательности.

Как понимать равенство (1) и функцию 𝑔(𝑧)? В математическом
анализе 𝑔(𝑧) понимается в общем случае как функция комплексно-
го переменного, где значение 𝑔(𝑧0) для конкретного 𝑧0 есть сумма
сходящегося ряда

∑︀
𝑛≥0 𝑎𝑛𝑧

𝑛
0 , и встает вопрос о сходимости ряда. В

теории производящих функций сходимость не играет никакой ро-
ли, так как нет необходимости вычислять 𝑔(𝑧0) для конкретного 𝑧0.
Правая сторона (1) есть формальный степенной ряд относитель-
но 𝑧. Различные степени 𝑧𝑛 используются, чтобы просто пометить
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соответствующий элемент 𝑎𝑛 последовательности. Другими слова-
ми, 𝑧𝑛 мыслится просто как заполнитель. Почти всем операциям
над производящими функциями можно дать строгое истолкование
как операции над формальными степенными рядами, и такие опе-
рации являются корректными, даже если ряд расходится (см. [1,
стр.365], [2, стр. 13-29]). Но, если в (1) числовой ряд в точке 𝑧0
сходится, то значение 𝑔(𝑧0) равно сумме этого ряда. Математиче-
ские методы, с помощью которых для последовательностей чисел
получаем соответствующие производящие функции, подробно рас-
смотрены в [1, стр. 353–417].

Примеры: производящая функция для последовательности
< 1,−1, 1,−1, 1,−1, · · · > есть 1/(1 + 𝑧); для последовательности
< 1, 2, 3, 4, 5, 6, · · · > имеем производящую функцию 1/(1 − 𝑧)2.

Теперь рассмотрим описание основных функций языка Wolfram
[3] с помощью которых можно вычислять производящие функции:
1. 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝑒𝑥𝑝𝑟, 𝑛, 𝑥] - дает производящую функцию

по 𝑥, для последовательности 𝑛, коэффициент задается выра-
жением 𝑒𝑥𝑝𝑟.

2. 𝐹𝑖𝑛𝑑𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑥] – ищет простую произво-
дящую функцию по 𝑥 из последовательности 𝑎1, 𝑎2, . . ..
Приведем примеры производящих функций, получаемых в си-

стеме Mathematica.
1. Найдем производящую функцию для последовательности из еди-

ниц
⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[1, 𝑛, 𝑥]

1

1 − 𝑥
2. Получение производящей функции для чисел Фибоначчи

⇒ 𝐹𝑖𝑛𝑑𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 𝑥]
1

(1 − 𝑥− 𝑥2)
3. Можно доказать тождество Паскаля, которое имеет следующий

вид: 𝐶(𝑛, 𝑘) = 𝐶(𝑛− 1, 𝑘) + 𝐶(𝑛− 1, 𝑘 − 1), где 𝑛 > 𝑘 > 1.
⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙[𝑛, 𝑘], 𝑘, 𝑥]
(1 + 𝑥)𝑛

⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙[𝑛− 1, 𝑘] +𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙[𝑛− 1, 𝑘−
1], 𝑘, 𝑥]
(1 + 𝑥)−1+𝑛 + 𝑥(1 + 𝑥)−1+𝑛

⇒ 𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[(1 + 𝑥)−1+𝑛 + 𝑥(1 + 𝑥)−1+𝑛]
(1 + 𝑥)𝑛.
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Так же с использованием языка Wolfram можно доказывать
тождества с числами Фибоначчи.
1.
∑︀𝑛

𝑘=0 𝐹 (𝑘) = 𝐹 (𝑛+ 2) − 1
2. 𝐹 (𝑛+ 1)𝐹 (𝑛− 1) − 𝐹 (𝑛)2 = (−1)𝑛

3. 𝐹 (𝑛)2 − 𝐹 (𝑛+ 𝑟)𝐹 (𝑛− 𝑟) = (−1)𝑛−𝑟𝐹 (𝑟)2

Приведем их доказательства.
1. ⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[

∑︀𝑛
𝑘=0 𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑘], 𝑛, 𝑥]

− 1

(1 − 𝑥)
− 1

𝑥
− 1

(𝑥(−1 + 𝑥+ 𝑥2))
⇒ 𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[−1/(1 − 𝑥) − 1/𝑥− 1/(𝑥(−1 + 𝑥+ 𝑥2))]

𝑥

(1 − 2𝑥+ 𝑥3)
⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛+ 2] − 1, 𝑛, 𝑥]

− 1

(1 − 𝑥)
− 1

𝑥
− 1

(𝑥(−1 + 𝑥+ 𝑥2))
⇒ 𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[−1/(1 − 𝑥) − 1/𝑥− 1/(𝑥(−1 + 𝑥+ 𝑥2))]

𝑥

(1 − 2𝑥+ 𝑥3)
Первым шагом вычисляется производящая функция для левой
части тождества, затем вычисляется производящая функция
для правой части и делается вывод о том, что левая и правая
части совпали. Для остальных тождеств проделывается все то-
же самое.

2. ⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛+ 1]𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛− 1] −
− 𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛]2, 𝑛, 𝑥]

2(3 +
√

5)(−1 + 𝑥)𝑥

(3 +
√

5 − 2𝑥)(1 + 𝑥)(−2 + (3 +
√

5)𝑥)
+

+
4(7 + 3

√
5)(−1 + 2𝑥)

(3 +
√

5)(3 +
√

5 − 2𝑥)(1 + 𝑥)(−2 + (3 +
√

5)𝑥)
⇒ 𝐹𝑢𝑙𝑙𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[%]

1

1 + 𝑥
⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[(−1)𝑛, 𝑛, 𝑥]

1

1 + 𝑥
3. ⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛]2 − 𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛+ 𝑟] *

* 𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑛− 𝑟], 𝑛, 𝑟, 𝑥, 𝑦]
𝑦(1 + 𝑦)

(1 + 𝑥)(−1 + 𝑦)(1 + 𝑦(3 + 𝑦))
⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛[(−1)𝑛−𝑟𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖[𝑟]2, 𝑛, 𝑟, 𝑥, 𝑦]
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𝑦(1 + 𝑦)

(1 + 𝑥)(−1 + 𝑦)(1 + 𝑦(3 + 𝑦))
Теперь рассмотрим еще один вид производящих функций, это

производящие функции Дирихле. Важная альтернатива обычным
производящим функциям получается, если вместо ядер 𝑧𝑛 исполь-
зуются ядра 1/𝑛𝑧; они рассчитаны для последовательности< 𝑔0, 𝑔1,

𝑔2, ... >, начинающиеся с 𝑛 = 1, а не с 𝑛 = 0: �̃�(𝑧) =
∑︀

𝑛≥1

𝑔𝑛
𝑛𝑧
. Та-

кие функции называются производящими функциями Дирихле [1].
Например, производящая функция Дирихле для последовательно-

сти {1, 1, 1, ...} равна
∑︀

𝑛≥1

1

𝑛𝑧
= 𝜁(𝑧). Это известная дзета-функция

Римана.
Производящие функции Дирихле особенно полезны, когда по-

следовательность {𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, . . .} является мультипликативной функ-
цией. Мультипликативные функции играют важную роль в изуче-
нии делимости целых чисел и распределении простых чисел.

Рассмотрим общие свойства мультипликативных функций, опе-
рации с ними, и познакомимся с важными примерами [4].

Будем рассматривать арифметические функции, под которыми
понимаются функции с множеством натуральных чисел в качестве
области определения.

Определение 2. Арифметическая (в общем случае комплексно-
значная) функция 𝑓 называется мультипликативной, если 𝑓 –
не тождественный ноль и 𝑓(𝑛𝑚) = 𝑓(𝑛)𝑓(𝑚) для любых взаимно
простых 𝑚 и 𝑛.

Примеры мультипликативных функций:
1. Пусть 𝑓𝑎(𝑛) = 𝑛𝑎, где 𝑎 – фиксированное вещественное или ком-

плексное число. Эта функция для любого 𝑎 – мультипликатив-
на. В частности, единичная функция 𝑢 = 𝑓0 является мульти-
пликативной.

2. Функция Эйлера 𝜙(𝑛) определяется для натурального числа 𝑛,
как количество натуральных чисел меньших 𝑛 и взаимно про-
стых с 𝑛. Функция Эйлера является мультипликативной. В
языкеWolfram функция Эйлера вычисляется с помощью встро-
енной функции 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑝𝑃ℎ𝑖[𝑛].

3. Произведением 𝑓𝑔 двух арифметических функций 𝑓 и 𝑔 на-
зывается арифметическая функция, определяемая равенством
(𝑓𝑔)(𝑛) = 𝑓(𝑛)𝑔(𝑛). Подобным образом определяется частное
двух функций (𝑓/𝑔)(𝑛) = 𝑓(𝑛)/𝑔(𝑛), если 𝑔(𝑛) ̸= 0 для всех 𝑛.
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Если 𝑓 и 𝑔 – мультипликативные функции, то таковыми явля-
ются и функции 𝑓𝑔 и 𝑓/𝑔.
В теории чисел часто используется следующее сигма-обозначение∑︀

𝑑|𝑛 𝑓(𝑑), где 𝑓 – арифметическая функция, а суммирование осу-
ществляется по всем положительным делителям числа 𝑛. Функция
𝐹 (𝑛) =

∑︀
𝑑|𝑛 𝑓(𝑑) называется сумматорной функцией для 𝑓 .

Теорема 1. Если 𝑓 – мультипликативная функция, то сумма-
торная функция

𝐹 (𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛

𝑓(𝑑)

является также мультипликативной.

Еще несколько примеров мультипликативных функций:
4. Так как все функции вида 𝑛 → 𝑛𝑘 – мультипликативны, то по

теореме 1, все функции 𝜎𝑘(𝑛) =
∑︀

𝑑|𝑛 𝑑
𝑘 – также мультиплика-

тивны. Функции 𝜎(𝑛) = 𝜎1(𝑛) и 𝜏(𝑛) = 𝜎0(𝑛) называюся сум-
ма делителей 𝑛 и число делителей 𝑛, соответственно. В язы-
ке Wolfram функция 𝜎𝑘(𝑛) вычисляется с помощью функции
𝐷𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟𝑆𝑖𝑔𝑚𝑎[𝑘, 𝑛]

5. Функцией Мёбиуса называется функция со следующими значе-
ниями:

𝜇(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если 𝑛 = 1;

(−1)𝑟, если 𝑛 = 𝑝1𝑝2...𝑝𝑟, где все 𝑝𝑖 − различные числа;

0, иначе.
Функция Мёбиуса 𝜇(𝑛) является мультипликативной. В языке
Wolfram функция𝑀𝑜𝑒𝑏𝑖𝑢𝑠𝑀𝑢[𝑛] вычисляет значения функции
Мёбиуса для целого 𝑛.

6. Сумматорная функция для функции Мёбиуса 𝜀(𝑛) =
∑︀

𝑑|𝑛 𝜇(𝑑)
оказывается очень важной и просто вычисляется:

𝜀(𝑛) =

{︃
1, если 𝑛 = 1;

0, если 𝑛 > 1

Суммы вида:
∑︀

𝑑|𝑛 𝑓(𝑑)𝑔(𝑛/𝑑) часто встречаются в аналитиче-
ской теории функции и полезны при изучении свойств арифмети-
ческих функций.

Определение 3. Пусть 𝑓 и 𝑔 – две арифметические функции.
Определим свертку Дирихле функций 𝑓 и 𝑔, обозначаемую 𝑓 * 𝑔,
как (𝑓 * 𝑔)(𝑛) =

∑︀
𝑑|𝑛 𝑓(𝑑)𝑔(𝑛/𝑑). Эту функцию называют также

произведением Дирихле или конволюцией Дирихле.
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Функция 𝜀(𝑛), является нейтральным элементом для операции
свёртки Дирихле: для любой арифметической функции 𝑓 имеем
𝜀 * 𝑓 = 𝑓 * 𝜀 = 𝑓 .

Теорема 2. Множество мультипликативных арифметических
функций образует абелеву подгруппу группы всех арифметических
функций со свойством 𝑓(1) ̸= 0 и с операцией свертка Дирихле и
нейтральным элементом 𝜀 (имеется подходящее понятие обрат-
ного элемента группы).

В качестве нейтрального элемента 𝜀 в группе мультипликатив-
ных функций в Wolfram используется функция 𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑐𝑘𝑒𝑟𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎[1−
𝑛] (дельта Кронекера):

⇒ 𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑐𝑘𝑒𝑟𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎[0],𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑐𝑘𝑒𝑟𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎[𝑛], 𝑛 ̸= 0]
{0, 1}
Каким образом производящие функции Дирихле связаны с муль-

типликативными функциями? Пусть 𝐹 (𝑧) и �̃�(𝑧) – производящие
функции Дирихле для последовательностей {𝑓(1), 𝑓(2), . . .} и
{𝑔(1), 𝑔(2), . . .}, соответственно. Тогда произведение этих произво-
дящих функций является также производящей функцией Дирихле:

𝐹 (𝑧)�̃�(𝑧) =
∑︁

𝑘,𝑚≥1

𝑓𝑘
𝑘𝑧

𝑔𝑚
𝑚𝑧

=
∑︁
𝑛≥1

1

𝑛𝑧
(
∑︁

𝑘,𝑚≥1
𝑘𝑚=𝑛

𝑓𝑘𝑔𝑚) = �̃�(𝑧).

Если рассматривать функции 𝑓 и 𝑔 как соответствующие последо-
вательности {𝑓(1), 𝑓(2), . . .} и {𝑔(1), 𝑔(2), . . .}, то сумма вида∑︁

𝑘,𝑚≥1
𝑘𝑚=𝑛

𝑓𝑘𝑔𝑚

встретилась раньше при определении свертки Дирихле 𝑓 *𝑔. Следо-
вательно, произведение проиводящих функций 𝐹 (𝑧)�̃�(𝑧) есть про-
изводящая функция �̃�(𝑧) для свертки ℎ = 𝑓 * 𝑔.

В языке Wolfram производящие функции Дирихле вычисляются
с помощью преобразования Дирихле𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑓 [𝑛], 𝑛, 𝑠].
В частности, имеем

⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[1, 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
С помощью производящих функций Дирихле мы получаем воз-

можность вычислять свертку Дирихле для мультипликативных функ-
ций. Если мы предполагаем, что 𝑓 * 𝑔 = ℎ, то для доказательства
тождества вычисляем производящие функции для функций 𝑓 , 𝑔, ℎ
и убеждаемся, что произведение двух первых производящих функ-
ций равно третьей производящей функции.
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Сначала известные примеры.
7. 𝜙(𝑛) * 𝜎(𝑛) = 𝑛𝜏(𝑛)

Для доказательства тождества вычисляем производящие функ-
ции для функций 𝜙(𝑛), 𝜎(𝑛) и 𝑛𝜏(𝑛) и убеждаемся, что про-
изведение двух первых производящих функций равно третьей
производящей функции.
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑃ℎ𝑖[𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 + 𝑠]

𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝐷𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟𝑆𝑖𝑔𝑚𝑎[1, 𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 + 𝑠]𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝐷𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟𝑆𝑖𝑔𝑚𝑎[0, 𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 + 𝑠]2

8. 1 * 𝜇 = 𝜀
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[1, 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑀𝑜𝑒𝑏𝑖𝑢𝑠𝑀𝑢[𝑛], 𝑛, 𝑠]

1

𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝐾𝑟𝑜𝑛𝑒𝑐𝑘𝑒𝑟𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎[1 − 𝑛], 𝑛,𝑚]
1

9. 𝑛𝜇(𝑛) * 𝜙(𝑛) = 𝜇(𝑛)
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛𝑀𝑜𝑒𝑏𝑖𝑢𝑠𝑀𝑢[𝑛], 𝑛, 𝑠]

1

𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 + 𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑃ℎ𝑖[𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 + 𝑠]

𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑀𝑜𝑒𝑏𝑖𝑢𝑠𝑀𝑢[𝑛], 𝑛, 𝑠]

1

𝑍𝑒𝑡𝑎[𝑠]
Теперь докажем два новых тождества. Предыдущие три тож-
дества можно явно получить, используя встроенную функцию
𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝐶𝑜𝑛𝑣𝑜𝑙𝑣𝑒 для вычисления свертки Дирихле. Но для
примеров 10 и 11 функция 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝐶𝑜𝑛𝑣𝑜𝑙𝑣𝑒 не работает, по-
этому использование производящих функций Дирихле необхо-
димо.

10. 𝑛𝑎𝜙(𝑛) * 𝑛𝑎 = 𝑛𝑎+1

⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛𝑎𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑃ℎ𝑖[𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 − 𝑎+ 𝑠]

𝑍𝑒𝑡𝑎[−𝑎+ 𝑠]
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⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛𝑎, 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−𝑎+ 𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛(𝑎+ 1), 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 − 𝑎+ 𝑠]

11. 𝑛𝑎𝜇(𝑛) * 𝑛𝑎+1 = 𝑛𝑎𝜙(𝑛)
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛𝑎𝑀𝑜𝑒𝑏𝑖𝑢𝑠𝑀𝑢[𝑛], 𝑛, 𝑠]

1

𝑍𝑒𝑡𝑎[−𝑎+ 𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛(𝑎+ 1), 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 − 𝑎+ 𝑠]
⇒ 𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚[𝑛𝑎𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑃ℎ𝑖[𝑛], 𝑛, 𝑠]
𝑍𝑒𝑡𝑎[−1 − 𝑎+ 𝑠]

𝑍𝑒𝑡𝑎[−𝑎+ 𝑠]
С использованием системы Mathematica можно доказывать ма-

тематические тождества, получать производящие функции для слож-
ных функций и последовательностей.
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Исследование динамики численности
популяций в задаче "хижник-жертва"
с трофической функцией Холлинга
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Аннотация

Численное исследование динамики популяций в задаче
"хищник-жертва"с трофической функцией Холлинга.

Рассматривается сообщество "хищник-жертва"на одномер-
ном ареале обитания [0,L] с учетом трофической функцией
Холлинга.

В модели учитываются два фактора: 1)конкуренция хищ-
ника за ресурс; 2) фактор насыщения хищников. Для описа-
ния второго фактора в модель вводится трофическая функ-
ция Холлинга [1] следующего вида:

𝑔(𝑁) =
𝑎𝑁

1 + 𝑎ℎ𝑁
,

где 𝑎 - коэффициент эффективности поиска жертв хищ-
ником, количественно характеризующий интенсивность его
атак, h - величина, обратная максимальному индивидуаль-
ному рациону.

Для решения поставленной задачи используется неявный
численный метод [2]. Исследованы вопросы аппроксимации,
устойчивости и сходимости разностного метода. Результаты
расчетов представлены в виде графиков изменения плотно-
сти популяций жертв и хищников.

Ключевые слова: трофичиская функция, хищник, жерт-
ва, численный метод, аппроксимация, устойчивость, сходи-
мость, метод прогонки.

Математическая модель динамики популяций в задаче
"хищник-жертва"с трофической функцией Холлинга

Рассматривается задача "хищник - жертва". Процесс поиска
хищником жертвы разделяется на два независимых процесса: 1)по-
иск жертвы; 2)её потребление. Это позволяет описывать динамику
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численности популяции с помощью простой трофической функции
(функции Холлинга). В систему, описывающую взаимодействие хищ-
ников и жертв, добавляется уравнение, которое определяет поис-
ковое поведение хищников. В его основе лежит предположение о
пропорциональности ускорения перемещения хищника к градиен-
ту плотности жертв:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+ 𝛿𝑣

𝜕2𝑣

𝜕2𝑥
. (1)

где N(x,t) - плотность популяции жертв в точке 𝑥 ∈ [0, 𝐿] в
момент времени t; 𝑣(𝑥, 𝑡) – скорость перемещения хищников; k -
коэффициент поисковой активности хищников, характеризующий
их чувствительность к неоднородности распределения плотности
популяции жертв; 𝛿𝑣- коэффициент диффузии.

Пространственная модель сообщества представляет собой систе-
му из трех дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑁

𝜕𝑡
= 𝑟𝑁(1 − 𝑁

𝐾
) − 𝑎𝑁𝑃

1 + 𝑎ℎ𝑁
+ 𝛿𝑁

𝜕2𝑁

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= 𝑒

𝑎𝑁𝑃

1 + 𝑎ℎ𝑁
−𝑚𝑃 − 𝜕(𝑃𝑣)

𝜕𝑥
+ 𝛿𝑃

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+ 𝛿𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
,

(2)

где P(x,t) - плотность популяции хищников; е - коэффициент
воспроизводства популяции; m - коэффициент естественной смерт-
ности хищников; 𝛿𝑃 - коэффициент диффузии, определяющий ско-
рость перемещения хищников; r - коэффициент прироста числен-
ности популяции жертв; 1

𝐾 - коэффициент прожорливости; 𝑎𝑁
1+𝑎ℎ𝑁

- трофическая функция Холлинга; 𝛿𝑁 - коэффициент диффузии,
определяющий скорость перемещения жертв с соответствующими
начальными:

𝑁(𝑥, 0) = 𝑁0(𝑥);𝑃 (𝑥, 0) = 𝑃 0(𝑥); 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥) (3)
и граничными условиями

𝑣|𝑥=0,𝐿 =
𝜕𝑁

𝜕𝑥
|𝑥=0,𝐿 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
|𝑥=0,𝐿 = 0. (4)

Для упрощения дальнейших выкладок избавимся от некоторых
параметров модели. Для этого обезразмерим систему (2), переходя
к переменным [4]: �̃� =

√︀
𝑟𝑥, 𝑡 = 𝑟𝑡, �̃� = 𝑁

𝐾 , 𝑃 = 𝑃
𝑒𝐾 , 𝑣 = 𝑣√

𝑟
и па-

раметрам �̃� = 𝑎𝑒𝐾
𝑟 , ℎ̃ = 𝑟ℎ

𝑒 , �̃� = 𝑚
𝑟 , 𝑘 = 𝐾𝑘

𝑟 , �̃� =
√︀
𝑟𝐿. В результате

получим:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑁

𝜕𝑡
= 𝑁(1 −𝑁) − 𝑎𝑁𝑃

1 + 𝑎ℎ𝑁
+ 𝛿𝑁

𝜕2𝑁

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝑎𝑁𝑃

1 + 𝑎ℎ𝑁
−𝑚𝑃 − 𝜕(𝑃𝑣)

𝜕𝑥
+ 𝛿𝑃

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+ 𝛿𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
,

(5)

Построение численного метода

Для реализации модели (5) используется неявный численный
метод. Для его построения область

�̄� =
{︁

(𝑥, 𝑡)|𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇, 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 0 6 𝑡 6 𝑇
}︁

покрывается равномерной сеткой

�̄�ℎ𝑡 = �̄�ℎ × �̄�𝜏 , �̄�ℎ =
{︁
𝑥𝑗 |𝑥𝑗 = 𝑎+ 𝑗ℎ, 𝑗 = 0, 𝑛;ℎ = 𝑏−1

𝑛

}︁
,

�̄�𝜏 =
{︁
𝑡𝑘|𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝑘 = 0,𝑀 ; 𝜏 = 1

𝑀

}︁
Далее дифференциальная задача аппроксимируется разностной

с использованием неявной схемы с шаблоном:

В результате получается неявный численный метод:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁𝑘+1
𝑗 −𝑁𝑘

𝑗

𝜏 = 𝑁𝑘+1
𝑗 (1 −𝑁𝑘

𝑗 ) − 𝑎𝑁𝑘+1
𝑗 𝑃𝑘

𝑗

1+𝑎ℎ𝑁𝑘
𝑗

+

+𝛿𝑁
𝑁𝑘+1

𝑗+1 −2𝑁𝑘+1
𝑗 +𝑁𝑘+1

𝑗−1

ℎ2 ,
𝑃𝑘+1

𝑗 −𝑃𝑘
𝑗

𝜏 = −𝑣𝑘𝑗
𝑃𝑘+1

𝑗+1 −𝑃𝑘+1
𝑗

ℎ − 𝑃 𝑘
𝑗

𝑣𝑘+1
𝑗+1−𝑣𝑘+1

𝑗

ℎ −

−𝑚𝑃 𝑘+1
𝑗 +

𝑎𝑁𝑘
𝑗 𝑃𝑘+1

𝑗

1+𝑎ℎ𝑁𝑘
𝑗

+ 𝛿𝑃
𝑃𝑘+1

𝑗+1 −2𝑃𝑘+1
𝑗 +𝑃𝑘+1

𝑗−1

ℎ2 ,

𝑣𝑘+1
𝑗 −𝑣𝑘

𝑗

𝜏 = 𝑘
𝑁𝑘+1

𝑗+1 −𝑁𝑘+1
𝑗

ℎ + 𝛿𝑣
𝑣𝑘+1
𝑗+1−2𝑣𝑘+1

𝑗 +𝑣𝑘+1
𝑗−1

ℎ2 .

(6)

со следующими начальными
𝑁0

𝑗 = 𝜙1(𝑥𝑗), 𝑃
0
𝑗 = 𝜙2(𝑥𝑗), 𝑣

0
𝑗 = 𝜙3(𝑥𝑗), 𝑗 = 0, 𝑛 (7)

и граничными условиями
𝑁𝑘+1

0 = 𝑁𝑘+1
1 , 𝑃 𝑘+1

0 = 𝑃 𝑘+1
1 , 𝑣𝑘+1

0 = 𝑣𝑘+1
1 ,

𝑁𝑘+1
𝑛 = 𝑁𝑘+1

𝑛−1 , 𝑃
𝑘+1
𝑛 = 𝑃 𝑘+1

𝑛−1 , 𝑣
𝑘+1
𝑛 = 𝑣𝑘+1

𝑛−1.
(8)

Исследуются вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимо-
сти задачи (6)-(8). Показано, что разностная задача (6)-(8) аппрок-
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симирует соответствующую дифференциальную задачу с первым
порядком по 𝜏 и по h.

Исследование устойчивости разностной схемы

Исследование устойчивости разностной схемы по начальным дан-
ным осуществляется методом гармоник:⎡⎢⎣𝑁

𝑘
𝑗 = 𝜆𝑘𝑁𝑒

𝑒𝑗𝜙,

𝑃 𝑘
𝑗 = 𝜆𝑘𝑃 𝑒

𝑒𝑗𝜙,

𝑣𝑘𝑗 = 𝜆𝑘𝑣𝑒
𝑒𝑗𝜙,

(9)

где 𝜆𝑁 , 𝜆𝑃 , 𝜆𝑣 - амплитуда колебаний для 𝑁,𝑃, 𝑣 соответствен-
но. Подставляя решение (9) в линеаризованную систему (6), будем
иметь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆𝑘+1
𝑁 𝑒𝑒𝑗𝜙−𝜆𝑘

𝑁𝑒𝑒𝑗𝜙

𝜏 = 𝛿𝑁𝑒
𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1

𝑁
𝑒𝑖𝜙−2+𝑒−𝑖𝜙

ℎ2 + (1 −𝑁0)𝑁𝑘+1
𝑗 −

− 𝑎𝑃0

1+𝑎ℎ𝑁0
𝑁𝑘+1

𝑗 ;
𝜆𝑘+1
𝑃 𝑒𝑒𝑗𝜙−𝜆𝑘

𝑃 𝑒𝑒𝑗𝜙

𝜏 = −𝑣0𝑒𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1
𝑃

𝑒𝑖𝜙−1
ℎ − 𝑃0𝑒

𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1
𝑣

𝑒𝑖𝜙−1
ℎ −

−𝑚𝑃 𝑘+1
𝑗 + 𝑎𝑁0

1+𝑎ℎ𝑁0
𝑃 𝑘+1
𝑗 + 𝛿𝑃 𝑒

𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1
𝑃

𝑒𝑖𝜙−2+𝑒−𝑖𝜙

ℎ2 ;
𝜆𝑘+1
𝑣 𝑒𝑒𝑗𝜙−𝜆𝑘

𝑣𝑒
𝑒𝑗𝜙

𝜏 = 𝑘𝑒𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1
𝑁

𝑒𝑖𝜙−1
ℎ + 𝛿𝑣𝑒

𝑒𝑗𝜙𝜆𝑘+1
𝑣

𝑒𝑖𝜙−2+𝑒−𝑖𝜙

ℎ2 .

Здесь 𝑁0, 𝑣0, 𝑃0 - "замороженные"коэффициенты [5].
С помощью обозначений 𝛼𝑙 = 4 𝛿𝑙𝜏

ℎ2 sin2 𝜙
2 , 𝑙 = 𝑁,𝑃, 𝑣,

𝛼𝛽 = 𝑚− 2 𝜏
ℎ𝑣0 sin2 𝜙

2 , 𝛼𝛾 = 𝜏
ℎ𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜙, 𝛼𝜂 = 𝜏𝑎𝑃0

1+𝑎ℎ𝑁0
− (1 −𝑁0),

𝛼𝜎 = 𝛼𝑃 + 𝛼𝛽 строится матрица перехода с k-ого на (k+1)-ый вре-
менной слой [5]:

𝑆 =

⎛⎜⎝
1

(1+𝛼𝜎−𝑖𝛼𝛾)(1+𝛼𝑣)
0 0

0 1
(1+𝛼𝑁+𝛼𝜂)(1+𝛼𝑁 ) 0

0 0 1
(1+𝛼𝑁+𝛼𝜂)(1+𝛼𝜎−𝑖𝛼𝛾)

⎞⎟⎠ .

Очевидно, что собственные значения 𝜆𝑁 , 𝜆𝑃 , 𝜆𝑣 матрицы S опре-
деляются из характеристического уравнения. Приведем, например,
𝜆𝑁 :

|𝜆𝑁 |2 =
1

( 𝜏𝑎𝑃0

1+𝑎ℎ𝑁0
+ 4 𝜏

ℎ2 𝑣0 sin2 𝜙
2 +𝑁0)(1 + 𝛼𝑣)

.

Нетрудно видеть, что для 𝜆𝑙, 𝑙 = 𝑁,𝑃, 𝑣 выполняется необходи-
мый признак устойчивости фон Неймана: все 𝜆𝑙 попадают в круг
единичного радиуса. Следовательно, можно говорить об абсолют-
ной устойчивости нашей разностной схемы (6) по начальным дан-
ным. Это необходимое условие устойчивости является и достаточ-
ным, так как диагональная матрица перехода S является нормаль-
ной [5].
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Метод прогонки

Реализация неявной разностной схемы осуществляется с помо-
щью метода прогонки. На примере первого уравнения системы (6)
показывается, как строить расчетные формулы для прогоночных
коэффициентов. Для этого используется прогоночная формула:

𝑁𝑘+1
𝑗−1 = 𝑅𝑘+1

𝑗−1𝑁
𝑘+1
𝑗 +𝑄𝑘+1

𝑗−1 , (10)

где 𝑅𝑘+1
𝑗−1 , 𝑄

𝑘+1
𝑗−1 - прогоночные коэффициенты. Приводя подобные

члены при 𝑁𝑘+1
𝑗−1 , 𝑁

𝑘+1
𝑗 , 𝑁𝑘+1

𝑗+1 в первом уравнении системы (6), бу-
дем иметь (︁

𝛿𝑁
𝜏

ℎ2

)︁
𝑁𝑘+1

𝑗−1 +
(︀(︀

1 −𝑁𝑘
𝑗

)︀
𝜏 − 1

)︀
𝑁𝑘+1

𝑗 +

+

(︃
−

𝑎𝜏𝑃 𝑘
𝑗

1 + 𝑎ℎ𝑁𝑘
𝑗

− 2𝜏

ℎ2
𝛿𝑁

)︃
𝑁𝑘+1

𝑗 +
(︁ 𝜏
ℎ2
𝛿𝑁

)︁
𝑁𝑘+1

𝑗+1 = −𝑁𝑘
𝑗 .

(11)

С помощью обозначений

𝐴1 = 𝛿𝑁
𝜏

ℎ2
, 𝐵1𝑘𝑗 =

(︀
1 −𝑁𝑘

𝑗

)︀
𝜏 − 1 −

𝑎𝜏𝑃 𝑘
𝑗

1 + 𝑎ℎ𝑁𝑘
𝑗

− 2𝜏

ℎ2
𝛿𝑁 ,

𝐶1 = 𝛿𝑁
𝜏

ℎ2
, 𝐷1 = −𝑁𝑘

𝑗 ,

уравнение (11) можно записать следующим образом
𝐴1𝑁𝑘+1

𝑗−1 +𝐵𝑘
𝑗𝑁

𝑘+1
𝑗 + 𝐶1𝑁𝐾+1

𝑗+1 = 𝐷1. (12)

После подстановки 𝑁𝑘+1
𝑗+1 из (10) в (12)

𝐴1
(︀
𝑅𝑘+1

𝑗−1𝑁
𝑘+1
𝑗 +𝑄𝑘+1

𝑗−1

)︀
+𝐵𝑘

𝑗𝑁
𝑘+1
𝑗 + 𝐶1𝑁𝑘+1

𝑗−1 = 𝐷1,
и ряда несложных преобразований(︀

𝐴1𝑅𝑘+1
𝑗−1 +𝐵𝑘

𝑗

)︀
𝑁𝑘+1

𝑗 + 𝐶1𝑁𝑘+1
𝑗+1 = 𝐷1 −𝐴1𝑄𝑘+1

𝑗−1 ,

𝑁𝑘+1
𝑗 = − 𝐶1

𝐴1𝑅𝑘+1
𝑗−1 +𝐵𝑘

𝑗

𝑁𝑘+1
𝑗+1 +

𝐷1 −𝐴1𝑄𝑘+1
𝑗−1

𝐴1𝑅𝑘+1
𝑗−1 +𝐵𝑘

𝑗

,

получаются формулы для вычисления прогоночных коэффициен-
тов:

𝑅𝑘+1
𝑗 = − 𝐶1

𝐴1𝑅𝑘+1
𝑗−1 +𝐵𝑘

𝑗

, 𝑄𝑘+1
𝑗 =

𝐷1 −𝐴1𝑄𝑘+1
𝑗−1

𝐴1𝑅𝑘+1
𝑗−1 +𝐵𝑘

𝑗

,

𝑘 = 0,𝑀 − 1, 𝑗 = 0, 𝑛− 1.

(13)

Аналогичным образом строятся формулы для нахождения про-
гоночных коэффициентов двух других уравнений системы (6).

Чтобы воспользоваться формулами (13), необходимо определить
𝑅𝑘+1

0 , 𝑄𝑘+1
0 .

Для этого левое разностное граничное условие записывается в
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виде:
𝑁𝑘+1

0 = 𝑅𝑘+1
0 𝑁𝑘+1

1 +𝑄𝑘+1
0 . (14)

Это равенство справедливо при условии, что 𝑅𝑘+1
0 = 1,

𝑄𝑘+1
0 = 0.
Метод прогонки состоит из двух этапов:

1. Вычисление прогоночных коэффициентов по формулам (14), (13).
2. Нахождение решения поставленной задачи. На этом этапе сна-

чала определяется 𝑁𝑘+1
𝑛 с помощью правого граничного усло-

вия и прогоночной формулы (10) при j=n. Отсюда следует, что

𝑁𝑘+1
𝑛 =

𝑄𝑘+1
𝑛−1

1−𝑅𝑘+1
𝑛−1

.

Аналогично строятся расчетные формулы для остальных урав-
нений.

Легко проверяется справедливость условия устойчивости мето-
да прогонки для всех уравнений системы (6).

Обсуждение результатов численных расчетов

Рассматривается практически важный случай, когда первона-
чальная плотность популяции жертв в три раза меньше плотности
популяции хищников. На графиках представленных на рисунках 3
- 4 показана динамика плотности популяций с течением времени
(60 суток).

Рис. 1. Изменение плотности популяции хищников, на некотором промежутке
времени t (сутки).

На рис. 1 построен график изменения плотности популяции хищ-
ников в зависимости от времени. Сначала плотность популяции
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растет в течении некоторого времени, затем падает и снова растет
и т.д.

Рис. 2. Изменение плотности популяции жертв, на некотором промежутке вре-
мени t (сутки).

На рис. 2 изображен график изменения плотности популяции
жертв с течением времени. Видно, что численность жертв вначале
растет, а потом падает за счет поедания жертв хищником и держит-
ся на некотором равновесном состоянии, и далее начинает снова
расти и т.д.

Рис. 3. Изменение скорости хищника, на некотором промежутке времени t (сут-
ки).

На рис. 3 представлен график изменения скорости перемещения
хищника с течением времени. Поведение скорости хищников про-
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исходит в соответствии с изменением плотности популяции жертв.
На рис. 4 изображен фазовый портрет зависимости численно-

сти популяции жертв и хищников. График представляет собой за-
крученную спираль относительно особой точки, которая является
устойчивым фокусом. Следовательно, процессы, описываемые си-
стемой (3) – (5), устойчивые.

Рис. 4. Изменение плотности популяции хищников и жертв в фазовой плоско-
сти.

Заключение

В данной работе исследована пространственная модель динами-
ки популяции «хищник-жертва» с трофической функцией Холлин-
га II типа.

Рассмотрена пространственная модель, реализация которой осу-
ществлялась с помощью неявной разностной схемы. Пространствен-
ная модель описывается системой дифференциальных уравнений в
частных производных второго порядка. При реализации простран-
ственной модели использовался неявный разностный метод с соот-
ветствующими начальными и граничными условиями. Проведено
исследование этого метода на аппроксимацию, устойчивость и схо-
димость. Результаты численных расчетов в работе представлены в
виде графиков.
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Верификация математической модели
промерзания и оттаивания грунта

с использованием данных метеостанций *
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Аннотация

Известно, что тепловые потоки от почвы оказывают боль-
шое влияние на температуру воздуха вблизи земной поверх-
ности. В настоящее время для численных расчетов прогно-
за погоды широко используются различные параметризации,
которые позволяют существенно сократить время, необходи-
мое для вычислений. Это получается за счет замены уравне-
ний теплопроводности некоторыми их приближениями. Од-
нако в весенне-осенний период, когда температуры земли и
воздуха сильно отличаются и происходит частое таяние и за-
мерзание, параметризации работают неточно. Для повыше-
ния точности прогноза приземных параметров параметриза-
ции заменяются моделями, которые описывают протекающие
физические процессы явно, с учетом всех особенностей.

Ключевые слова: промерзание почвы, верификация мо-
дели.

Постановка задачи. В работе рассмотрена задача о распреде-
лении температуры в слое грунта [1]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1
𝜕𝑢1

𝜕𝑡 = 𝑘1
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 , 0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡), 𝑡 > 0;

𝑐2
𝜕𝑢2

𝜕𝑡 = 𝑘2
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 , 𝑠(𝑡) < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0;

𝑡 = 0 : 𝑢1(𝑥) = 𝑢2(𝑥) = 𝑇0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿;

𝑥 = 0 : 𝑢1(𝑡) = 𝑇𝑐, 𝑡 > 0;

𝑥 = 𝐿 : 𝜕𝑢2

𝜕𝑥 = 0, 𝑡 > 0;

𝑥 = 𝑠(𝑡) : 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑇𝑓𝑟;𝜆1
𝜕𝑢1

𝜕𝑥 − 𝜆2
𝜕𝑢2

𝜕𝑥 = 𝑄𝑓𝜌𝑤
𝑑𝑠
𝑑𝑡 .

(1)

Здесь 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠(𝑡) — промерзшая часть грунта, 𝑢1 — темпера-
тура в промерзшей части, 𝑠(𝑡) ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 — талая часть грунта, 𝑢2

*Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Администрации
Томской области, проект No 16-41-700178 р_а.
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— температура в талой части. 𝑠(𝑡) — граница фазового перехода.
𝐿 — глубина рассматриваемого участка грунта; 𝑐1 , 𝑐2 — удельная
теплоёмкость; 𝑘1 = 𝜆1

𝜌1
, 𝑘2 = 𝜆2

𝜌2
; 𝜆1, 𝜆2 — коэффициенты теплопро-

водности; 𝜌 = 𝜌1+𝜌2

2 — средняя плотность грунта; 𝑤 — влажность
грунта; 𝑄𝑓 — теплота фазового перехода.

Задача (1) решалась методом преобразования координат [1]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1
𝑢𝑛+1
1,𝑖+1−2𝑢𝑛+1

1,𝑖 +𝑢𝑛+1
1,𝑖−1

ℎ2 + 𝑠𝑛+1𝜉𝑖
𝑠𝑛+1−𝑠𝑛

𝜏

𝑢𝑛+1
1,𝑖+1−𝑢𝑛+1

1,𝑖−1

2ℎ −

−(𝑠𝑛+1)2
𝑢𝑛+1
1,𝑖 −𝑢𝑛

1,𝑖

𝜏 = 0, 𝑖 = 𝑛 = 1, 𝑁 − 1;𝑛 = 0,𝑀 − 1;

𝑎2
𝑢𝑛+1
2,𝑖+1−2𝑢𝑛+1

2,𝑖 +𝑢𝑛+1
2,𝑖−1

ℎ2 + (𝑠𝑛+1 − 𝐿)𝜉𝑖
𝑠𝑛+1−𝑠𝑛

𝜏

𝑢𝑛+1
2,𝑖+1−𝑢𝑛+1

2,𝑖−1

2ℎ −

(𝑠𝑛+1 − 𝐿)2
𝑢𝑛+1
2,𝑖 −𝑢𝑛

2,𝑖

𝜏 = 0, 𝑖 = 𝑛 = 1, 𝑁 − 1;𝑛 = 0,𝑀 − 1;

𝑢01,𝑖 = 𝑇0;𝑢02,𝑖 = 𝑇0; 𝑖 = 0, 𝑁 ;

𝑢𝑛1,0 = 𝑇𝑐;𝑛 = 0,𝑀 ;

𝑢𝑛1,𝑁 = 𝑇𝑓𝑟;𝑛 = 0,𝑀 ;
𝑢2,1−𝑢2,0

ℎ = 0;𝑛 = 0,𝑀 ;

𝑢𝑛2,𝑁 = 𝑇𝑓𝑟;𝑛 = 0,𝑀 ;

𝜆1
1
𝑠𝑛

𝑢𝑛
1,𝑁−𝑢𝑛

1,𝑁−1

ℎ − 𝜆2
1

𝑠𝑛−𝐿

𝑢𝑛
2,1−𝑢𝑛

2,0

ℎ = 𝑄𝑓𝜌𝑤
𝑠𝑛+1−𝑠𝑛

𝜏 ;

𝑛 = 0,𝑀.

(2)

Разностная схема (2) имеет первый порядок аппроксимации и
по времени, и по пространству, а также абсолютно устойчива по
начальным данным [2].

Верификация модели. Для проведения численных эксперимен-
тов были использованы данные с нескольких метеостанций, распо-
ложенных в Соединенных Штатах Америки [3]:
∙ Метеостанция Violett, расположенная в Соединенных Штатах

Америки, штат Монтана. Географические координаты метео-
станции: 48∘26’ с. ш., 111∘11’ з. д., абсолютная высота над уров-
нем моря — 983 метра.

∙ Метеостанция Lind #1, расположенная в Соединенных Штатах
Америки, штат Вашингтон. Географические координаты ме-
теостанции: 47∘0’ с. ш., 118∘34’ з. д., абсолютная высота над
уровнем моря — 500 метров.

∙ Метеостанция Abrams, расположенная в Соединенных Штатах
Америки, штат Канзас. Географические координаты метеостан-
ции: 37∘8’ с. ш., 97∘5’ з. д., абсолютная высота над уровнем
моря — 364 метра.
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∙ Метеостанция Eros Data Center, расположенная в Соединенных
Штатах Америки, штат Южная Дакота. Географические ко-
ординаты метеостанции: 43∘44’ с. ш., 96∘37’ з. д., абсолютная
высота над уровнем моря — 488 метров.

Рис. 1. Распределение температуры грунта для метеостанции Eros Data Center
на глубине 0,1 м

Рис. 2. Распределение температуры грунта для метеостанции Eros Data Center
на глубине 0,2 м

Измерения температуры и влажности почвы на всех перечис-
ленных станциях производятся каждый час датчиками Hydraprobe
Analog (2,5 Volt). Рассматриваемый период времени для моделиро-
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вания составил 1 календарный год – с 00.00 1 января 2016 года по
23.00 31 декабря 2016 года.

Формирование начальных и граничных условий перед началом
расчетов в модели имеет следующие особенности. В силу того, что
на поверхности земли на метеостанциях не установлены датчики,
и первый датчик расположен на глубине 5 см, при расчетах в фор-
мулах (1) был произведен пересчет координат. Таким образом, ре-
альному участку грунта [0;𝐿] в модели соответствует промежуток
[0;𝐿− 0, 05], где 𝐿 = 1 м.

Рис. 3. Промерзание грунта для метеостанции Eros Data Center на глубине 0,1
м

Рис. 4. Промерзание грунта для метеостанции Eros Data Center на глубине 0,2
м
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На каждой из рассматриваемых метеостанций установлены 5
датчиков на глубинах 5 см, 10 см, 20 см, 50 см и 1 м. Для зада-
ния начальных условий в математической модели была проведена
пространственная линейная интерполяция, после чего было уста-
новлено соответствие между реальными координатами 𝑥 точек из
промежутка [0;𝐿− 0, 05] и новыми координатами 𝜉 из промежутка
[0, 1] для талой и для промерзшей зон грунта с учетом положе-
ния границы фазового перехода в начальный момент времени. Для
задания граничных условий первого рода на верхней и нижней гра-
ницах была проведена временная интерполяция, так как временной
шаг модели составил 20 минут, а измерения на метеостанциях про-
водятся каждые 60 минут.

В результате численного моделирования были получены следу-
ющие распределения температуры. На рисунках 1 – 2 представлены
графики распределения температуры в грунте для метеостанции
Eros Data Center за весь период моделирования на фиксирован-
ных глубинах. Значения глубин выбраны в соответствии с распо-
ложением датчиков. Здесь и далее пуктиром обозначены значения
температуры, полученные с метеостанции, а сплошной линией —
результаты расчетов.

Таблица — Средняя ошибка 𝜀1 и среднеквадратичная ошибка 𝜀2

Из графиков на рисунках 1 – 4 видно, что результаты моделирова-
ния хорошо качественно и количественно согласуются с реальными
данными. Для оценки погрешности расчетов были вычислены сред-
няя и среднеквадратичная ошибки, которые представлены в таб-
лице. Средняя и среднеквадратичная ошибки для различных глу-

бин вычислялись, соответственно, по формулам: 𝜀1 =

∑︀
𝑖
|𝑢𝑖−𝑢𝑑𝑎𝑡𝑎|

𝑛 ,
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𝜀2 =

√︂∑︀
𝑖
(𝑢𝑖−𝑢𝑑𝑎𝑡𝑎)2

𝑛 , где 𝑢𝑖 — результаты моделирования, 𝑢𝑑𝑎𝑡𝑎 —
данные измерений, 𝑛 — общее количество данных для сравнения.

Особенности задания граничных условий в модели. Одним
из важных вопросов, возникающих при моделировании промерза-
ния и оттаивания грунта, является задание граничных условий. В
построенной математической модели верхнее и нижнее граничные
условия задавались из данных, полученных с метеостанции. Та-
кой подход удобен при тестировании модели, но для практического
применения не пригоден. Это связано не только с зависимостью от
расположения датчиков, а также с небольшой глубиной расположе-
ния датчиков, что накладывает ограничения на глубину рассмат-
риваемого участка грунта при расчетах, но и в отсутствии данных
измерений при прогнозировании. Так как исследуемая математиче-
ская модель разрабатывается для внедрения в глобальную модель
прогноза погоды, одной из важнейших задач является сокращение
количества необходимых входных параметров модели.

Одним из возможных решений указанной проблемы является
применение формулы [4] для расчета приближенной температуры
почвы на заданной глубине в данное время года:

𝑇soil(𝐷,𝑇year) = 𝑇mean − 𝑇amp · exp

(︂
−𝐷

√︂
𝜋

365 · 𝑎

)︂
·

· cos

(︃
2𝜋

365

(︃
𝑡year − 𝑡shift −

𝐷

2

√︂
365

𝜋 · 𝑎

)︃)︃
, (3)

где 𝑇soil(𝐷,𝑇year) — температура почвы на глубине 𝐷 в данное время
года;

𝑇mean — средняя температура поверхности или воздуха;
𝑇amp — амплитуда температуры поверхности или воздуха;
𝑎 — коэффициент температуропроводности почвы;
𝑡year — текущее время (день);
𝑡shift — номер дня в году с минимальной температурой поверх-

ности или воздуха.
На следующих графиках на рисунках 5–6 приведены резуль-

таты расчетов по формуле (3) (точками) в сравнении с данными
метеостанций (пуктиром) и расчетами модели (сплошной линией).

Аналогичные графики были получены для остальных метео-
станций. Отсюда можно сделать вывод о возможности задания ниж-
него граничного условия из формулы (3) на больших глубинах.
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Рис. 5. Расчеты для метеостанции Eros Data Center на глубине 0,5 м

Рис. 6. Расчеты для метеостанции Eros Data Center на глубине 1 м

Тестирование модели с новым граничным условием. На
рисунках 7–8 приведены результаты расчетов для метеостанции
Abrams при нижнем граничном условии первого рода, заданном
по формуле (3). Нижнее граничное условие задавалось на глубине
3 метров. Верхнее граничное условие при этом, как и ранее, зада-
валось из данных метеостанции.
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Рис. 7. Распределение температуры для метеостанции Abrams на глубине 0,2 м

Рис. 8. Распределение температуры для метеостанции Abrams на глубине 0,5 м

При анализе результатов расчетов можно отметить их хорошее
качественное согласование с прямыми данными измерений. Однако
на графиках на рисунке 8 в летний и зимний периоды наблюдает-
ся соответственно недостаточное охлаждение и прогрев почвы. Это
обусловлено неточными значениями теплофизических характери-
стик почвы — коэффициента теплопроводности, удельной теплоем-
кости и плотности.

Средняя и среднеквадратичная ошибки составили, соответствен-
но, для глубины 0,1 м: 𝜀1 = 0, 5995 ∘C, 𝜀2 = 0, 6605 ∘C; для глу-
бины 0,2 м: 𝜀1 = 0, 2938 ∘C, 𝜀2 = 0, 358 ∘C; для глубины 0,5 м:
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𝜀1 = 1, 0366 ∘C, 𝜀2 = 1, 2719 ∘C; для глубины 1 м: 𝜀1 = 1, 5251 ∘C,
𝜀2 = 1, 8454 ∘C.

Заключение. Результаты тестирования математической модели
промерзания и оттаивания грунта на реальных данных показали
хорошее качественное и количественное совпадение расчетов с пря-
мыми измерениями.

При задании нижнего граничного условия по приближенной фор-
муле выявилась проблема определения теплофизических характе-
ристик почвы. Результаты расчетов для этого случая качественно
совпадают с данными метеостанции, но наблюдается значительное
отклонение от измеренных значений. Из графиков видно, что зи-
мой почва не успевает достаточно охладиться, а летом - достаточно
прогреться.
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Исследование математической модели
«хищник-жертва» с учётом
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Аннотация

Существует много различных математических моделей,
описывающих динамику численности популяций, взаимодей-
ствующих по принципу «хищник-жертва», в основе которых
лежит классическая модель Лотки-Вольтерра. В [1] модель
приводится к более простому виду, с меньшим количеством
коэффициентов. В данной работе в изменённой модели учи-
тываются условия внутривидовой конкуренции среди хищни-
ков и жертв и ареал обитания в одномерном приближении.
Построенная пространственная модель реализуется с помо-
щью неявного метода и сравнение результатов численного
счёта с результатами из [2] показывает, что процессы, описы-
ваемые модифицированной моделью также являются устой-
чивыми.

Ключевые слова: математическая модель, аппроксима-
ция, устойчивость, узел, фокус, хищник-жертва, ареал оби-
тания, внутривидовая конкуренция.

Модель Базыкина [1], представляющая модификацию классиче-
ской модели Лотки-Вольтерра, имеет следующий вид:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢− 𝑢𝑣,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛾𝑢+ 𝑢𝑣,

(1)

с соответствующими начальными условиями{︃
𝑢(0) = 𝑢0,

𝑣(0) = 𝑣0.
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С учётом внутривидовой конкуренции среди хищников и жертв
система (1) приводится к следующему виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢− 𝑢𝑣 − 𝑐1𝑢

2,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣 + 𝑢𝑣 − 𝑐2𝑣

2,

𝑢(0) = 𝑢0,

𝑣(0) = 𝑣0.

(2)

где 𝑐1, 𝑐2 -удельная скорость смертности жертв и хищников соот-
ветственно за счёт внутривидовой конкуренции, а 𝛾 - некоторый
коэффициент, полученный в [1].

Исследование устойчивости системы (2), а также условия, обес-
печивающие устойчивость процессов, описываемых системой (2),
приведены в [2] (системы неравенств (10) и (11)) . Для определения
параметров 𝑐1, 𝑐2, 𝛾 фиксируется два параметра 𝑐1, 𝛾 и находит-
ся промежуток изменений для 𝑐2. Часть полученных результатов
приведена в таблицах 1 и 2.

Таблица 1 — Случай устойчивого фокуса

𝛾r𝑐1 0,01 0,31 0,61 0,91
0,01 0<𝑐2<1.58 0<𝑐2<1.49 0<𝑐2<1.40 0<𝑐2<1.33
0,91 0.18<𝑐2<1.91 0<𝑐2<1.57 0<𝑐2<1.21 0<𝑐2<0.74
1,81 0.54<𝑐2< 2.16 0.038<𝑐2<1.45 False False
2,71 0.88<𝑐2< 2.38 0<𝑐2<1.02 False False

Таблица 2 — Случай устойчивого узла

𝛾r𝑐1 0,01 0,31 0,61 0,91
0,01 𝑐2>1.58 𝑐2>1.49 𝑐2>1.40 𝑐2>1.33
0,91 0<𝑐2<0.18||𝑐2>1.91, 𝑐2>1.57 𝑐2>1.21 𝑐2>0.74
1,81 0<𝑐2<0.54||𝑐2>2.16, 0 < 𝑐2 < 0.038|| False False

||𝑐2 > 1.45,
2,71 0<𝑐2<0.88||𝑐2>2.38 0<𝑐2<1.02 False False

Рассматривается модификация модели Базыкина-Свирежева с
учётом внутривидовой конкуренции и ареала обитания. Ищутся
функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2

1 (𝐺) ∩ 𝐶(�̃�), �̃� = {(𝑥, 𝑡)|0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿; 0 ≤
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𝑡 ≤ 𝑇}, удовлетворяющие системе уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐷𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑢− 𝑢𝑣 − 𝑐1𝑢

2,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝐷𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝛾𝑣 + 𝑢𝑣 − 𝑐2𝑣

2,
(3)

с соответствующими начальными:{︃
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥),

𝑣(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑥),
(4)

и граничными условиями:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=𝐿 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
|𝑥=𝐿 = 0. (5)

Начальные функции 𝜙1(х) и 𝜙2(х) задаются аналогично [3] (см.
рисунки 1 и 2).

Рис. 1. Плотность популяции жертв в начальный момнет времени

Рис. 2. Плотность популяции хищников в начальный момнет времени
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Чтобы решить поставленную задачу (3)-(5), будем использовать
соответствующий разностный метод. Для этого покроем область
�̃� некоторой равномерной сеткой �̃�ℎ𝜏 = �̃�ℎ × 𝜔𝜏 ; �̃�ℎ = {𝑥𝑗 |𝑥𝑗 =
𝑗ℎ, 𝑗 = 0, ..., 𝑁};𝜔𝜏 = {𝑡𝑘|𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝑘 = 0, ...,𝑀}, и аппроксимируем
дифференциальную задачу (3)-(5) соответствующей разностной. В
результате получим:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑛+1
𝑗 − 𝑢𝑛𝑗

𝜏
= 𝐷𝑢

𝑢𝑛+1
𝑗+1 − 2𝑢𝑛+1

𝑗 + 𝑢𝑛+1
𝑗−1

ℎ2
+ 𝑢𝑛+1

𝑗 (1 − 𝑣𝑛𝑗 − 𝑐1𝑢
𝑛
𝑗 ),

𝑣𝑛+1
𝑗 − 𝑣𝑛𝑗

𝜏
= 𝐷𝑣

𝑣𝑛+1
𝑗+1 − 2𝑣𝑛+1

𝑗 + 𝑣𝑛+1
𝑗−1

ℎ2
+ 𝑣𝑛+1

𝑗 (−𝛾 + 𝑢𝑛𝑗 − 𝑐2𝑣
𝑛
𝑗 ),

(6)

со следующими начальными:

{︃
𝑢0𝑗 = 𝜙1(𝑥𝑗), 𝑗 = 0, ..., 𝑁,

𝑣0𝑗 = 𝜙2(𝑥𝑗), 𝑗 = 0, ..., 𝑁,
(7)

и граничными условиями:

{︃
𝑢𝑛+1
0 = 𝑢𝑛+1

1 , 𝑢𝑛+1
𝑁 = 𝑢𝑛+1

𝑁−1, 𝑛 = 0, ...,𝑀 − 1,

𝑣𝑛+1
0 = 𝑣𝑛+1

1 , 𝑣𝑛+1
𝑁 = 𝑣𝑛+1

𝑁−1, 𝑛 = 0, ...,𝑀 − 1.
(8)

Исследовались вопросы аппроксимации, устойчивости и сходи-
мости соответствующего численного метода (6)-(8). Показано, что
разностная задача аппроксимирует дифференциальную (3)-(5) с
первым порядком по 𝜏 и ℎ и абсолютно устойчива. Следователь-
но, по теореме Лакса [4] решение разностной задачи сходится к
решению дифференциальной задачи.

Для реализации численного метода использовались следующие
значения параметров переменных, взятые из таблиц 1 и 2:

для устойчивого фокуса:
𝛾 = 0.01, 𝑐1 = 0.01, 𝑐2 = 0.3, 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑥); (9)
для устойчивого узла:
𝛾 = 0.21, 𝑐1 = 1.21, 𝑐2 = 0.05, 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑥). (10)
Результаты численных расчётов представляются в виде графи-

ков (рис. 3 и 4), описывающих динамику изменения плотности по-
пуляции жертв (𝑢) и хищников (𝑣) в 8-ом узле пространственной
сетки с течением времени.
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Рис. 3. Изменение плотнолсти популяции жертв и хищников с течением време-
ни, полученные при значении параметров приведённых в (9)

Рис. 4. Изменение плотнолсти популяции жертв и хищников с течением време-
ни, полученные при значении параметров приведённых в (10)

На рисунках 5 и 6 приведены графики динамики плотности по-
пуляции жертв и хищников с течением времени в фазовой плоско-
сти (𝑢, 𝑣).

Рис. 5. Изменение плотнолсти попу-
ляции жертв и хищников по време-
ни в фазовой плоскости, получен-
ные при значении параметров при-
ведённых в (9)

Рис. 6. Изменение плотнолсти попу-
ляции жертв и хищников по време-
ни в фазовой плоскости, получен-
ные при значении параметров при-
ведённых в (10)
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Сравнение результатов, представленных на рисунках 3 - 6 с ре-
зультатами из [2], показывает их совпадение. Это говорит о том, что
модификация системы «хищник-жертва» с учётом ареала обитания
описывает устойчивые процессы.

В заключении следует отметить, что методика определения оп-
тимальных значений параметров системы «хищник-жертва» может
использоваться в задачах такого рода с учётом дополнительных
факторов таких, как: изменение формы ареала обитания, учёт по-
ловой структуры, учёт возрастных данных и так далее.
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Аннотация

В данной работе рассматривается обобщение на двумер-
ный случай разностного метода «Ромб»[1] решения уравне-
ния теплопроводности на неортогональной сетке. В отличии
от большинства схем, аппроксимация строиться в рамках од-
ной ячейки, что существенно упрощает использование нерав-
номерных косоугольных ячеек. Для построения разностной
схемы использовался метод конечных объемов [2]. Для реше-
ния разностной схемы был применен метод дробных шагов со
стабилизирующей поправкой[3]. Использование стабилизиру-
ющей поправки делает метод более устойчивым и позволяет
считать с крупными шагами по времени.

Ключевые слова: разностная схема, метод конечных
объемов, уравнение теплопроводности.

В области Ω = 𝐷×(𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑁 ) рассматривается краевая задача
для вумерного нелинейного уравнения теплопроводности

𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂
;

𝑇 = 𝑇 0(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑡 = 𝑡0;

𝛼𝑇 + 𝛽𝑆 · 𝑛 = 𝛾(𝑡), 𝑥, 𝑦,∈ 𝐿;

(1)

𝑥, 𝑦− декартовы координаты, 𝜌− плотность, 𝐶𝑝− теплоемкость, 𝜆−
коэффициент теплопроводности, 𝑆 = −𝜆𝑔𝑟𝑎𝑑𝑇− вектор теплового
потока, 𝑇− температура.

Перепишем данное уравнение в виде системы трех уравнений
первого порядка

𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇𝑆 = 0;

𝑆𝑥 + 𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0;

𝑆𝑦 + 𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0;

(2)
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𝑆𝑥 и 𝑆𝑦− декартовы компоненты вектора 𝑆.
Для построения разностной схемы был применен метод конеч-

ных объемов. Основная идея метода состоит в разбиении расчетной
области Ω на элементарные объемы �̃�𝑖,𝑗 , и замене дифференци-
ального уравнения в краевой задаче на интегральные балансные
соотношения для каждого из элементарных объемов. Для постра-
ения дискретного аналога системы (2) проинтегрируем уравнения
по каждому конечному объему �̃�𝑖,𝑗 .

Рис. 1. а)криволинейная ячейка в декартовой системе координат, б) ячейка в
естественной системе координат

Так как при смене системы коодинат объем не изменяется, вос-
пользовавшись преобразованием для перехода к естественной си-
стеме координат (рисунок 3), получим следующие формулы для
площади 𝜎:

𝑥 =
1

4
[(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)𝑥1 + (1 + 𝜉)(1 − 𝜂)𝑥2 + (1 + 𝜉)(1 + 𝜂)𝑥3+

+ (1 − 𝜉)(1 + 𝜂)𝑥4],

𝑦 =
1

4
[(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)𝑦1 + (1 + 𝜉)(1 − 𝜂)𝑦2 + (1 + 𝜉)(1 + 𝜂)𝑦3+

+ (1 − 𝜉)(1 + 𝜂)𝑦4],

𝜎1+1/2,𝑗+1/2 =

∫︁∫︁
𝐷𝑖,𝑗

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
− 𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜉

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜂 =

=
1

2

[︀
(𝑥2 − 𝑥4)(𝑦3 − 𝑦1) + (𝑥3 − 𝑥1)(𝑦4 − 𝑦2)

]︀
,

(3)

Применяя неявную аппроксимацию по 𝑡 и интегрируя (2) по
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ячейкам сетки 𝐷𝑖,𝑗 , получим разностные уравнения:

𝜌𝐶𝑝𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝑇𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑇𝑛

𝑖+1/2,𝑗+1/2

∆𝑡𝑛
+ ∆𝑖(𝑆

𝑛+1
1 ) + ∆𝑗(𝑆

𝑛+1
2 ) = 0,

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2(𝑆𝑥)𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝜆𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1/2(∆𝑖 − ∆𝑗)(∆𝑦𝑇
𝑛+1) = 0,

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2(𝑆𝑦)𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝜆𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1/2(−∆𝑖 + ∆𝑗)(∆𝑥𝑇
𝑛+1) = 0,

(4)
Перейдем в последних двух уравнениях (4) к нормальным со-

стовляющим вектора 𝑆.
(𝑆1)𝑖 = −𝑆𝑥∆𝑦𝑖 + 𝑆𝑦∆𝑥𝑖;
(𝑆2)𝑗 = −𝑆𝑥∆𝑦𝑗 − 𝑆𝑦∆𝑥𝑗 ;
В результате схема примет вид (здесь и далее индексы 𝑖+1/2, 𝑗+1/2
у величин, отнесеных к центру ячеек опущены):

𝜌𝐶𝑝
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

∆𝑡𝑛
+

1

𝜎

[︂
∆𝑖(𝑆

𝑛+1
1 ) + ∆𝑗(𝑆

𝑛+1
2 )

]︂
= 0,

(𝑆1)𝑛+1
𝑖+1/2 +

𝜆𝑛+1

𝜎
(∆𝑖 − ∆𝑗)(𝜉𝑇

𝑛+1) = 0,

(𝑆2)𝑛+1
𝑗+1/2 +

𝜆𝑛+1

𝜎
(−∆𝑖 + ∆𝑗)(𝜂𝑇

𝑛+1) = 0,

(5)

где 𝜉 = ∆𝑥∆𝑥𝑖+1/2 + ∆𝑦∆𝑦𝑖+1/2, 𝜂 = ∆𝑥∆𝑥𝑗+1/2 + ∆𝑦∆𝑦𝑗+1/2.
Добавим граничные условия

𝛼𝑖𝑇
∓
𝑖

𝛽𝑖
(∆𝑥2𝑖 + ∆𝑦2𝑖 )1/2

(𝑆1)𝑛+1
𝑖 − 𝛾𝑛+1

𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 𝐼,

𝛼𝑖𝑇
∓
𝑗

𝛽𝑗
(∆𝑥2𝑗 + ∆𝑦2𝑗 )1/2

(𝑆2)𝑛+1
𝑗 − 𝛾𝑛+1

𝑗 = 0, 𝑗 = 0, 𝑗.

(6)

Система разностных уравнений (5), (6) является незамкнутой,
для ее замыкания зададим соотношения связывающие температуру
и компоненты теплового потока с целыми и полуцелыми индексами:

𝑇𝑖+1/2 = 0.5(𝑇𝑖 + 𝑇𝑖+1 +
2κ𝑖− 1

2𝑎𝑖+1/2

[︀
(𝑆1)𝑖+1 − (𝑆1)𝑖

]︀
,

(𝑆1)𝑖+1/2 = 0.5
[︀
(𝑆1)𝑖 + (𝑆1)𝑖+1

]︀
+

2κ𝑖− 1

2
𝑎𝑖+1/2(𝑇𝑖+1 + 𝑇𝑖),

𝑇𝑗+1/2 = 0.5(𝑇𝑗 + 𝑇𝑗+1 +
2κ𝑗 − 1

2𝑎𝑗+1/2

[︀
(𝑆2)𝑗+1 − (𝑆2)𝑗

]︀
,

(𝑆2)𝑗+1/2 = 0.5
[︀
(𝑆2)𝑗 + (𝑆2)𝑗+1

]︀
+

2κ𝑗 − 1

2
𝑎𝑗+1/2(𝑇𝑗+1 + 𝑇𝑗),

(7)

где 𝑎𝑖+1/2 =

[︂(︀
(𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑖−1/2 + (𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑖+1/2 + (𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑖+3/2

)︀
/3∆𝑡𝑛

]︂1/2
·

·(∆𝑥2𝑖+1/2 + ∆𝑦2𝑖+1/2)1/2,
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𝑎𝑗+1/2 =

[︂(︀
(𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑗−1/2 + (𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑗+1/2 + (𝜌𝐶𝑝𝜆)𝑗+3/2

)︀
/3∆𝑡𝑛

]︂1/2
·

·(∆𝑥2𝑗+1/2 + ∆𝑦2𝑗+1/2)1/2,κ𝑖,κ𝑗− весовые параметры схемы, подби-
раемый с учетом устойчивого направления интегрирования [1].

Для решения системы (5) - (7) был использован метод разщеп-
ления со стабилизирующей поправкой [3]. В результате получили
решение в два этапа.
Первый этап (счет по каналам 𝑗 + 1/2):
1

2

[︂
(𝑆1)

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2 + (𝑆1)

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︂
+

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑖+1/2 +

𝜆1+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜉𝑖+1

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2 −

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑖+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜉𝑖

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 =

=

(︂
𝜉𝑗+1𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1 − 𝜉𝑗𝑇

𝑛
𝑖+1/2,𝑗

)︂
𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
;

1

2

[︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2 + 𝑇

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︂
+

(︃
2𝛾𝑖 − 1

2𝑎𝑖+1/2
+

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︃(︂
(𝑆1)

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2−

− (𝑆1)
𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2

)︂
= 𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2
·

·
(︂

(𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1 − (𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗

)︂
;

(8)
Второй этап (счет по каналам 𝑖+ 1/2):
1

2

[︂
(𝑆2)𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1 + (𝑆2)𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗

]︂
+

(︂
2𝛾𝑗 − 1

2
𝑎𝑗+1/2 +

𝜆1+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜂𝑖+1

)︂
𝑇𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1 −

(︂
2𝛾𝑗 − 1

2
𝑎𝑗+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜂𝑖

)︂
𝑇𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗 =

=

(︂
𝜂𝑗+1𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2 − 𝜂𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2

)︂
𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
;

(9)
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1

2

[︂
𝑇𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗 + 𝑇𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1

]︂
+

(︃
(2𝛾𝑗 − 1)(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2

2𝑎𝑗+1/2
+

+
𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︃(︂
(𝑆2)𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1 − (𝑆2)𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗

)︂
=

= (𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑇
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
·

·
(︂

(𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1 − (𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗

)︂
;

(10)

Как показанно в работе [4], полученные схемы (8) - (9) являют-
ся абсолютно устойчивыми, условно монотонными и имеют первый
порядок погрешности по времени и второй по пространству, при
κ = 0.5, при κ ̸= 0.5 порядок понижается до первого по простран-
ственной переменной.

Для получения численного решения локально одномерных за-
дач (8) и (9), с учетом граничных условий (6), будем проводить
методом прогонки, приведеным в работе [4]. Для этого запишем
системы (8) и (9) в общем виде:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼0𝑇0 + 𝛽0𝑆0 = 𝛾0;

−𝑝𝑖𝑇𝑖 + 1
2𝑆𝑖 = 𝑣𝑖 − 𝑝𝑖+1𝑇𝑖+1 − 1

2𝑆𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1;

𝑢𝑖
(︀
𝑆𝑖+1 − 𝑆𝑖

)︀
+ 1

2

(︀
𝑇𝑖+1 + 𝑇𝑖

)︀
= 𝑤𝑖 𝑖 = 0, 𝑁 − 1;

𝛼𝑁𝑇𝑁 + 𝛽𝑁𝑆𝑁 = 𝛾𝑁 ,

(11)

где:

𝑝𝑖 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑖+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜉𝑖

)︂
,

𝑝𝑖+1 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑖+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜉𝑖+1

)︂
,

𝑢𝑖 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2
+

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︂
,

𝑣𝑖 =

(︂
𝜉𝑖+1𝑇

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1 − 𝜉𝑖𝑇

𝑛
𝑖+1/2,𝑗

)︂
𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
,

𝑤𝑖 = 𝑇𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2
·

·
(︂

(𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1 − (𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗

)︂
,
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для уравнений (8), и

𝑝𝑖 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑗+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜂𝑖

)︂
,

𝑝𝑖+1 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2
𝑎𝑗+1/2 +

𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝜂𝑖+1

)︂
,

𝑢𝑖 =

(︂
2𝛾𝑖 − 1

2𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2
+

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︂
,

𝑣𝑖 =

(︂
𝜂𝑖+1𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1,𝑗+1/2 − 𝜂𝑖𝑇

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2

)︂
𝜆𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2
,

𝑤𝑖 = 𝑇
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

𝜏

𝜎𝑖+1/2,𝑗+1/2(𝜌𝐶𝑝)𝑖+1/2,𝑗+1/2
·

·
(︂

(𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1 − (𝑆2)𝑛𝑖+1/2,𝑗

)︂
,

для уравнений (9), 𝑎0, 𝛽0, 𝛾0, 𝑎𝑁 , 𝛽𝑁 , 𝛾𝑁 беруться из соответсвую-
щих граничных условий.

Для сравнения численных результатов с аналитическим реше-
нием в качестве тестовой задачи было взято уравнение теплопро-
водности с граничными условиями 3-го рода следующего вида:

𝜕Θ

𝜕𝑡
=
𝜕2Θ1

𝜕𝑥21
+
𝜕2Θ2

𝜕𝑥22
, 𝑡 > 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ [0, 1] × [0, 1];

𝜕Θ

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2;

𝜕Θ

𝜕𝑥𝑖
= 𝛾𝑖(1 − Θ), 𝑥𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 2;

Θ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑡 = 0;
Аналитическое решение:

Θ = 1 −
[︀
1 − Θ1(𝑡, 𝑥1)

]︀[︀
1 − Θ2(𝑡, 𝑥2)

]︀
, (12)

где Θ𝑖 - решение одномерных задач:
𝜕Θ𝑖

𝜕𝑡
=
𝜕2Θ𝑖

𝜕𝑥2𝑖
, 𝑡 > 0, 𝑥𝑖 ∈ [0, 1];

𝜕Θ

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑥𝑖 = 0;

𝜕Θ

𝜕𝑥𝑖
= 𝛾𝑖(1 − Θ), 𝑥𝑖 = 1;

Θ(𝑡, 𝑥𝑖) = 0, 𝑡 = 0;

𝑖 = 1, 2; (13)
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Решения одномерных задач ( 13) вычисляются по формуле [5]:

Θ𝑖(𝑡, 𝑥𝑖) = 1 −
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 cos(𝜇𝑘𝑥)𝑒−𝜇2
𝑘𝑡,

где

𝑎𝑖𝑘 = (−1)𝑘+1 2𝛾𝑖
√︀
𝜇2
𝑘 + 𝛾2𝑖

𝜇𝑘(𝜇2
𝑘 + 𝛾2𝑘 + 𝛾𝑖)

,

а 𝜇𝑘 - корни уравнения tg𝜇 = 𝛾
𝜇 , 𝛾 ≡ 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Для сравнения численных расчетов с аналитическими были взя-
ты параметры 𝛾1 = 3, 𝛾2 = 5.

Рис. 2. Расчет температуры в зависимости от времени, при 𝑥1 = 0.5 и различ-
ных значениях 𝑥2

Таблица 1 — Сравнение аналитического и численного решений

Тыльная сторона 𝑥1 = 0.5, 𝑥2 = 0 Нагреваемая сторона 𝑥1 = 0.5, 𝑥2 = 1
t Аналит. Числен. Погреш. t Аналит. Числен. Погреш.

0.02 0.0036 0.0134 0.0098 0.02 0.3263 0.2681 0.0388
0.04 0.0313 0.0415 0.0102 0.04 0.4336 0.3896 0.0272
0.06 0.0731 0.0791 0.006 0.06 0.5099 0.4711 0.0241
0.08 0.119 0.1212 0.0022 0.08 0.568 0.5327 0.0223
0.1 0.1656 0.1648 0.0008 0.1 0.6138 0.5818 0.0203
0.2 0.3786 0.3694 0.0091 0.2 0.7505 0.7317 0.0113
0.4 0.6663 0.6536 0.0127 0.4 0.8725 0.8631 0.0056
0.6 0.8221 0.8115 0.0105 0.6 0.9323 0.9261 0.0041
0.8 0.9052 0.8976 0.0076 0.8 0.9639 0.9599 0.0029
1 0.9495 0.9444 0.0051 1 0.9808 0.9782 0.002
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На рисунке 2 показана зависимость температуры от времени,
при фиксированном 𝑥1 = 0.5 и различных значениях 𝑥2 (сплошная
линия 𝑥2 = 1 - нагреваемая сторона, пунктирная линия 𝑥2 = 0.5,
точками 𝑥2 = 0 - тыльная сторона). В таблице 1 привидено сравне-
ние аналитического( 12) и полученного численного решения.

Из таблицы видно, что с течением времени абсолютная погреш-
ность численного и аналитического решений на нагреваемой и на-
греваемой сторонах уменьшается.

Таким была построена разностная схема "Ромб"в сочетании с
методом дробных шагов со стабилизирующей поправкой я вляется
эффективным методом решения двумерного уравнения теплопро-
водности.
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Математическое моделирование
процессов биологической очистки

сточных вод на примере модели Халдейна
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Аннотация

В данной работе рассматривается метод очистки сточных
вод с помощью микроорганизмов с использованием матема-
тической модели Халдейна. Изучаются особенности данной
модели, ее приемущества перед классической моделью Моно.
Численная реализация модели Халдейна осуществляется с
помощью явного метода Эйлера. Проводится оценка погреш-
ности аппроксимации и исследование устойчивости метода с
применением численного эксперемента. Численные расчеты
представляются в виде графиков, иллюстрирующих измене-
ние концентрации микроорганизмов и загрязнителя. Дается
сравнение результатов, полученных с помощью модели Хал-
дейна и модели Моно.

Ключевые слова: микроорганизмы, субстрат, ингиби-
рование, аппроксимация, устойчивость, модель, численный
метод.

В связи с ростом промышленного и сельскохозяйственного про-
изводства все больше внимания уделяется охране окружающей сре-
ды от загрязнений, в том числе сохранению чистоты водоемов. Су-
ществуют различные методы очистки [1]: механические, химиче-
ские, физико-химические, биологические.

Механический метод используется для очистки бытовых сточ-
ных вод путем выделения нерастворимых примесей и промышлен-
ных вод, а также отстаивания и фильтрации.

Химический метод заключается в том, что в сточные воды до-
бавляются различные химические реагенты, которые вступают в
реакцию с загрязнителями и превращают их в нерастворимый оса-
док.

При физико-химическом методе обработки удаляются раство-
ренные неорганические примеси и разрушаются органические и пло-
хо окисляемые вещества. Примером такого метода является элек-
тролиз.
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Cамую большую роль в очистке водной среды играет биологи-
ческий метод, являющийся обязательным звеном в обработке за-
грязненных вод до их поступления в водоемы. Сущность процес-
са биологической очистки состоит в том, что растворенные в воде
органические вещества потребляются микроорганизмами, при этом
часть органических веществ окисляется, а часть трансформируется
в биомассу.

Метод биологической очистки исследовался многими авторами,
в частности французским микробиологом Жаном Моно, который в
своей модели использовал достаточно простую зависимость процес-
са роста микроорганизмов и уменьшения концентрации субстрата.
Фрэнк Герберд, занимавшийся этой проблемой, учитывал способ-
ность самоокисления бактерий, что позволило ему описать в своей
модели фазу отмирания микроорганизмов. Джон Халдейн добавил
в модель Моно описание ингибирующего свойствоа субстрата [2].

Процесс биологической очистки

Суть процесса биологической очистки состоит в том, что за-
грязнение (субстрат), попав в водную среду с микроорганизмами,
трансформируется в биомассу, а часть его окисляется. Более по-
дробно процесс описан в работе [1].

Рис. 1. Динамика роста микроорганизмов X (на рис. помечено цифрой 1) и
потребления субстрата L (на рис. - цифра 2)

Выделяется несколько стадий для описания динамики роста мик-
роорганизмов (см. рис. 3): I) фаза задержки роста – лаг-фаза; II)
фаза логарифмического роста; III) фаза замедления роста; IV) фа-
за стационарного роста; V) фаза отмирания.

Концентрация биомассы микроорганизмов выражается в грам-
мах сухого вещества на литр, концентрация субстрата - в граммах
на литр или в молях.

Для описания скорости роста микроорганизмов используется
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дифференциальное уравнение:
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇𝑋, (14)

где 𝜇 - удельная скорость роста микроорганизмов, сут−1; X - кон-
центрация микроорганизмов, мг/л; t - время, сут.

Концентрация субстрата изменяется со скоростью:
𝑑𝐿

𝑑𝑡
= − 1

𝑌
𝜇𝑋, (15)

где Y=|𝑑𝑋𝑑𝐿 | - коэффициент трансформации субстрата в биомассу
или экономический коэффициент; L - концентрация субстата, мг/л.

Значение 𝜇 считается постоянным лишь в фазе ускоренного ро-
ста, а в общем случае оно зависит от концентрации лимитирующего
субстрата. Для такой зависимости в [1] рассматривается формула,
предложенная Моно:

𝜇 =
𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿
, (16)

где 𝜇𝑚 – максимальная удельная скорость роста микроорганизмов;
K𝐿 – константа полунасыщения, равная концентрации субстрата,
при которой скорость процесса равна 𝜇𝑚

2 .
Объединение уравнений (14) и (15) в систему дает модель Моно

[1]: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿
,

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= − 1

𝑌

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿
,

𝑋(0) = 𝑋0, 𝐿(0) = 𝐿0.

(17)

В классической моделе Моно процесс роста микроорганизмов
представляется несложной зависимостью, что объясняет частое при-
менение этой модели в теории и практике культивирования микро-
организмов.

Для более точного описания динамики роста микроорганизмов
предлагаются различные модификации модели Моно. В частности,
в [1] рассматривается модель Герберта, учитывающая процесс са-
моокисления биомассы:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿
− 𝑏𝑋,

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= − 1

𝑌

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿
,

𝑋(0) = 𝑋0, 𝐿(0) = 𝐿0,

(18)

где b – константа скорости самоокисления бактерий, позволяющая
описывать фазу отмирания микроорганизмов. Там же рассматри-
вается модель Халдейна, в которой учитывается процесс ингибиро-
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вания.

Модель Халдейна

При высоких концентрациях субстрата кинетика процесса очи-
щения точнее описывается моделью Халдейна, в которой автором
предлагается использовать следующую формулу для задания удель-
ной скорости роста микроорганизмов:

𝜇 =
𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿+ 𝐿2

𝐾𝑖

. (19)

В результате модель Халдейна записывается следующим обра-
зом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿+ 𝐿2

𝐾𝑖

,

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= − 1

𝑌

𝜇𝑚𝐿

𝐾𝐿 + 𝐿+ 𝐿2

𝐾𝑖

,

𝑋(0) = 𝑋0, 𝐿(0) = 𝐿0,

(20)

где 𝐾𝑖 - константа ингибирования.
Следует отметить, что при 𝐾𝑖 стремящейся к бесконечности мо-

дель (20) совпадает с классической моделью Моно.
Заметим, что состав сточных вод, поступающих на очистку, вли-

яет на эффективность нитрификации, так как наличие некоторых
загрязнений влияет на скорость очищения водной среды. Ингиби-
торами нитрификации являются: медь, никель, хром, цинк и ко-
бальт [2].

Исследование погрешности аппроксимации, устойчивости
и сходимости явного метода Эйлера

Для исследования явного метода Эйлера, применяемого к си-
стеме (20), область непрерывного изменения аргумента 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
(T - количество суток) заменяется на дискретное множество точек
(сетка):

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 |𝑡𝑗 = 𝑡0 + 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁}, 𝜏 =
𝑇

𝑁
. (21)

Дифференциальная задача (20) заменяется разностной задачей:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑋𝑗+1 −𝑋𝑗

𝜏
=

𝜇𝑚𝑋𝑗𝐿𝑗

𝐾𝐿 + 𝐿𝑗 +
𝐿2

𝑗

𝐾𝑖

,

𝐿𝑗+1 − 𝐿𝑗

𝜏
= − 1

𝑌

𝜇𝑚𝑋𝑗𝐿𝑗

𝐾𝐿 + 𝐿𝑗 +
𝐿2

𝑗

𝐾𝑖

,

𝑋(0) = 𝑋0, 𝐿(0) = 𝐿0.

(22)
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С помощью численного эксперемента убеждаемся, что схема (22)
устойчива и результаты представляются в виде графиков, где X1,
L1 – значение микроорганизмов и концентрации субстрата соответ-
ственно при шаге 𝜏 ; X2, L2 – значение микроорганизмов и концен-
трации субстрата соответственно при шаге 𝜏

2 . На рис.2 наблюдается
наложение графиков. Это означает, что погрешность вычислений
минимальна и составляет 10−4.

Рис. 2. Результаты расчетов явного метода Эйлера с шагом 𝜏 и 𝜏
2
для разност-

ной задачи (22)

Для рассмотрения вопроса о погрешности аппроксимации, со-
ставляется функции погрешности для соответствующих уравнений
разностной схемы (22). Через 𝜓1(𝑡𝑗) и 𝜓2(𝑡𝑗) обозначаются функции
погрешности для первого и второго уравнения соответственно:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜓1(𝑡𝑗) =
𝑋𝑗+1 −𝑋𝑗

𝜏
− 𝜇𝑚𝑋𝑗𝐿𝑗

𝐾𝐿 + 𝐿𝑗 +
𝐿2

𝑗

𝐾𝑖

,

𝜓2(𝑡𝑗) =
𝐿𝑗+1 − 𝐿𝑗

𝜏
+

1

𝑌

𝜇𝑚𝑋𝑗𝐿𝑗

𝐾𝐿 + 𝐿𝑗 +
𝐿2

𝑗

𝐾𝑖

.
(23)

Разложение функций 𝜓1(𝑡𝑗) и 𝜓2(𝑡𝑗) в ряд Тейлора производится
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в окрестности точки 𝑡𝑗 , в предположении, что 𝑋,𝐿 ∈ 𝐶2[0, 𝑇 ]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓1(𝑡𝑗) =

(︃
𝑋(𝑡𝑗) +

𝑑𝑋(𝑡𝑗)

𝑑𝑡
𝜏 +

𝑑2𝑋(̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

𝜏2

2
−𝑋(𝑡𝑗)

)︃
1

𝜏
−

− 𝜇𝑚𝑋(𝑡𝑗)𝐿(𝑡𝑗)

𝐾𝐿 + 𝐿(𝑡𝑗) +
𝐿(𝑡𝑗)2

𝐾𝑖

,

𝜓2(𝑡𝑗) =

(︃
𝐿(𝑡𝑗) +

𝑑𝐿(𝑡𝑗)

𝑑𝑡
𝜏 +

𝑑2𝐿(̃︀̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

𝜏2

2
− 𝐿(𝑡𝑗)

)︃
1

𝜏
+

+
1

𝑌

𝜇𝑚𝑋(𝑡𝑗)𝐿(𝑡𝑗)

𝐾𝐿 + 𝐿(𝑡𝑗) +
𝐿(𝑡𝑗)2

𝐾𝑖

.

(24)

где 𝑡𝑗 < ̃︀𝑡 < 𝑡𝑗 + 𝜏 , 𝑡𝑗 <
̃︀̃︀𝑡 < 𝑡𝑗 + 𝜏 .

Таким образом получили:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓1(𝑡𝑗) =

𝜏

2

𝑑2𝑋(̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

,

𝜓2(𝑡𝑗) =
𝜏

2

𝑑2𝐿(̃︀̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

.

(25)

Вектор невязки для разностной задачи (22) запишется в виде:

𝛿𝑓 =

(︃
𝜏

2

𝑑2𝑋(̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

,
𝜏

2

𝑑2𝐿(̃︀̃︀𝑡)
𝑑𝑡2

, 0, 0

)︃𝑇

. (26)

Тогда норма вектора невязки определяется следующим образом:
‖𝛿𝑓‖ = 𝑚𝑎𝑥 (‖𝛿1‖, ‖𝛿2‖, ‖𝛿3‖, ‖𝛿4‖) , (27)

где

‖𝛿1𝑓‖ = max
𝑡∈𝜔𝜏

|𝜏
2

𝑑2𝑋(𝑡)

𝑑𝑡2
| = 𝜏 ̃︁𝑀1, ̃︁𝑀1 =

1

2
max
𝑡∈𝜔𝜏

|𝑑
2𝑋(𝑡)

𝑑𝑡2
|

‖𝛿2𝑓‖ = max
𝑡∈𝜔𝜏

|𝜏
2

𝑑2𝐿(𝑡)

𝑑𝑡2
| = 𝜏 ̃︁𝑀2, ̃︁𝑀2 =

1

2
max
𝑡∈𝜔𝜏

|𝑑
2𝐿(𝑡)

𝑑𝑡2
|

Отсюда следует, что ‖𝛿𝑓‖ = 𝜏 ̃︁𝑀3, где ̃︁𝑀3 = 𝑚𝑎𝑥(̃︁𝑀1, ̃︁𝑀2). Таким
образом имеет место аппроксимация порядка 1 относительно шага
𝜏 .

Тогда по теореме Лакса [3] следует, что решение разностной за-
дачи сходится к решению дифференциальной.

Сравнение классичиской модели Моно и модели
Халдейна

Рассмотрим зависимость роста микроорганизмов за счет потреб-
ления субстрата. В качестве лимитирующего субстрата берется глю-
коза, которая в цикл биохимических превращений вовлекает фер-
мент гексокиназа. Численные расчеты проводились при значениях
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констанст 𝜇𝑚 = 3, 36 сут−1, 𝐾𝐿 = 20 мг/л, Y=0,5, полученных экс-
перементально [1].

На рис.3 наблюдаются стадии роста микроорганизмов и потреб-
ления субстрата: с резким возрастанием концентрации микроорга-
низмов концентрация субстрата уменьшается; X1, L1 – микроорга-
низмы и субстрат соответственно в модели Моно, X2, L2 – в модели
Халдейна. На примере модели Халдейна видно, что процессы про-
текают медленнее по сравнению с моделью Моно. Это происходит
благодаря константе ингибирования. В данном случае 𝐾𝑖=0,7. При
увеличении значения константы ингибирования, процессы набира-
ют скорость и графики будут постепенно совпадать.

Рис. 3. Процесс потребления субстрата бактериями на протяжении 60 суток

Рис. 4. Процесс потребления субстрата бактериями на протяжении 60 суток
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Рис. 5. Процесс потребления субстрата бактериями на протяжении 60 суток

Из анализа рис.4 и 5 следует, что при фиксированных данных и
с увеличением 𝐾𝑖, графики начинают совпадать. Для больших кон-
центраций модель Халдейна и модель Моно действуют следующим
образом (см. рис.6, 7):

Рис. 6. Процесс потребления субстрата бактериями на протяжении 60 суток
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Рис. 7. Процесс потребления субстрата бактериями на протяжении 60 суток

Сравнивая рис.6 и рис.4 можно заметить, что при одной и той
же константе ингибирования, но при разных начальных данных
субстрата, в первом случае (рис.6) отклонение от модели Моно
больше.

Заключение

В работе проводилось изучение модели Халдейна и сравнение
с моделью Моно. Для исследования особенностей модели Моно ис-
пользовались неявные численные методы [3]. Модель Халдейна изу-
чалась в данной работе с помощью явного метода Эйлера [3]. Про-
ведена оценка погрешности аппроксимации указанного метода и
с помощью численного эксперимента показана его устойчивость.
Подтверждена идея о том, что метод Халдейна замедляет процес-
сы течения реакций очистки сточных вод за счет константы ин-
гибирования 𝐾𝑖 Модели Моно и Халдейна – точечные. Для более
точного описания процесса роста бактерий и уменьшения субстрата
необходимо учитывать форму водного потока (реки, ручья, озера и
т.д.). Для этого в систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений модели Халдейна необходимо добавить члены, содержащие
пространственные координаты. Модель Халдейна замедляет тече-
ние реакций очистки сточных вод, в то время как модель Моно не
учитывает данный фактор, поэтому при высоких концентрациях
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субстрата правильнее использовать модель Халдейна. Следует от-
метить, что при𝐾𝑖 стремящейся к бесконечности, модель Халдейна
действует аналогично модели Моно.
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Аннотация

В данной статье изучаются такие понятия, как сингуляр-
ное разложение (SVD), сингулярные числа, сингулярные век-
торы. Приведены алгоритмы для практического вычисления
сингулярного разложения и примеры применения данного
разложения. Приведен пример матрицы малого порядка, в
которой найдены собственные и сингулярные числа. В част-
ности, на примере сжатия МРТ-изображения черепа показа-
на возможность существенного уменьшения размера файла
с изображением без потери качества при исключении мало-
значимых компонент в изображении. Проведен анализ полу-
ченных данных для МРТ-фотографии.

Ключевые слова: SVD–разложение, сингулярные чис-
ла, сжатие изображения.

Сингулярное разложение (Singular Values Decomposition, SVD)
является удобным методом при работе с матрицами. Сингулярное
разложение показывает геометрическую структуру матрицы и поз-
воляет наглядно представить имеющиеся данные. Сингулярное раз-
ложение используется при решении самых разных задач — от при-
ближения методом наименьших квадратов и решения систем урав-
нений до сжатия и распознавания изображений [1-5].

Сингулярное разложение помогает решить некоторые алгебра-
ические задачи:
∙ нахождение ранга матрицы,
∙ вычисление модуля определителя
∙ определение чисел обусловленности,
∙ нахождение общих решений однородных систем;
∙ решения произвольной СЛАУ;
∙ нахождения псевдообратных матриц.

Определение 1. Сингулярное разложение - это разложение пря-
моугольной вещественной или комплексной матрицы в виде А=
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𝑈Σ𝑉 , где Σ - диагональная m×n-матрица с диагональю из невоз-
растающих сингулярных чисел 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘, а 𝑈 и 𝑉 – ортогональ-
ные, соответственно m×m и n×n – матрицы [1].

Определение 2. Сингулярными числами вещественной
𝑚 × 𝑛-матрицы А называются арифметические квадратные кор-
ни из собственных чисел 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 матриц 𝐴𝑇𝐴 и А 𝐴𝑇 , где

k=min
{︁
𝑚,𝑛

}︁
Сингулярные числа обозначаются буквой 𝜎 и нумеруются в по-

рядке убывания: 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ · · · ≥ 𝜎𝑘 ≥ 0. Сингулярные числа сразу
вводятся как диагональные элементы матрицы Σ в SVD – разложе-
нии. Также определение сингулярного числа 𝜎 формулируется по-
средством совокупности равенств Ax=𝜎y, 𝐴𝑇y=𝜎x, где n-мерный
вектор x и m-мерный вектор y – правый и левый сингулярные век-
торы. Эти векторы образуют ортогональные базисы.

Пример на нахождение собственных и сингулярных чисел
на матрице малого порядка

𝐴 =

(︂
3 2
2 0

)︂
, 𝐴𝑇 =

(︂
3 2
2 0

)︂
Находим произведение матрицы А и транспонированной матри-

цы А.

𝐴𝑇𝐴 =

(︂
3 2
2 0

)︂(︂
3 2
2 0

)︂
=

(︂
13 6
6 4

)︂
Находим собственные числа.⃒⃒⃒⃒

13 − 𝜆 6
6 4 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
=

=(13-𝜆)(4-𝜆)-36=52-13𝜆-4𝜆+𝜆2-36=𝜆2-17𝜆+16=(𝜆-1)(𝜆-16)
𝜆1=1, 𝜆2=16 - собственные числа.
𝜎1 =

√
𝜆1=1, 𝜎2 =

√
𝜆2=4 - сингулярные числа.

Теорема 1. Пусть А - произвольная m×n – матрица, причем
m≥n. Тогда справедливо представление А= 𝑈Σ 𝑉 𝑇 , где матри-
ца U имеет размер m×m и удовлетворяет соотношению 𝑈𝑇U=I,
матрица V – квадратная порядка n и удовлетворяет соотноше-
нию 𝑉 𝑇V=I, а Σ=diag (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛), где 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ · · · ≥ 𝜎𝑛 ≥ 0.
Столбцы 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 матрицы U называются левыми сингулярны-
ми векторами (матрицы А). Столбцы 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 матрицы V назы-

ваются правыми сингулярными векторами. Величины
{︁
𝜎𝑖

}︁
𝑖=1,...,𝑛

163



называются сингулярными числами. (При m<n нужно рассмат-
ривать матрицу 𝐴𝑇 ).

Алгоритмы, используемые для практического
вычисления сингулярного разложения [2]

1. QR – итерации и ее варианты.
При правильной реализации наиболее быстрый метод отыска-

ния всех сингулярных чисел двухдиагональной матрицы. Более то-
го, все сингулярные числа определяются с высокой относительной
точностью. Это означает, что у всех найденных сингулярных чисел,
даже у самых малых, все разряды будут верны. Однако такой метод
остается скорейшим лишь для малых матриц, порядок n которых
не превосходит примерно 25.

2. «Разделяй и властвуй».
В настоящее время это самый быстрый метод отыскания всех

сингулярных чисел и сингулярных векторов матриц порядка боль-
шего, чем 25. Однако алгоритм «Разделяй-и-властвуй» не гаранти-
рует высокой относительной точности для малых сингулярных чи-
сел. Гарантируется лишь граница погрешности того же типа, что и
в симметричной проблеме собственных значений.

3. Бисекция и обратная итерация.
Применяя бисекцию в комбинации с обратной итерацией к мат-

рице, можно находить только сингулярные числа из заданного ин-
тервала. Этот алгоритм гарантирует высокую относительную точ-
ность сингулярных чисел, хотя вычисленные сингулярные векторы
могут терять ортогональность.

4. Метод вращений Якоби.
Сингулярное разложение плотной матрицы G можно найти, при-

меняя метод Якоби к матрице 𝐺𝑇𝐺(или G 𝐺𝑇 ) неявно, т.е. так, что
ни одна из названных матриц в явном виде не формируется, чем
избегается потеря численной устойчивости, связанная с этим фор-
мированием.

Применение сингулярного разложения при сжатии
изображения

Один из наиболее эффективных методов сжатия изображений —
SVD-алгоритм на основе сингулярного разложения матриц. Исход-
ная идея метода: разложение исходной матрицы изображения𝐴(𝑚×
𝑛) в виде = 𝑈Σ𝑉 , где Σ — сингулярная матрица, т. е. диагональ-
ная матрица, на главной диагонали которой расположены корни из
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собственных значений матрицы ·𝐴𝑇 в порядке убывания. Матрицы
U и V являются ортогональными.

В матрице Σ выделяются первые 𝑟 строк и столбцов, а остав-
шиеся исключаются. Первые 𝑟 самых значимых сингулярных чисел
называются главными компонентами.

Тогда можно реконструировать исходную матрицу с использо-
ванием меньшего объема входной информации:

𝐴(𝑚× 𝑛) = 𝑈(𝑚× 𝑟)Σ(𝑟 × 𝑟)𝑉 (𝑟 × 𝑛)

Критерием качества восстановления матрицы A служит бли-
зость к единице коэффициента детерминации, рассчитываемого по
формуле:

𝑄(𝑟) =

∑︀𝑟
𝑘=1 𝜆𝑘∑︀𝑛
𝑘=1 𝜆𝑘

где 𝜆𝑘 - собственные значения матрицы · 𝐴𝑇 . Зависимость ко-
эффициента детерминации от числа главных компонент позволяет
оценить эффективность алгоритма.

В данной работе для анализа эффективности SVD-алгоритма
использовалось МРТ-изображение черепа. Размер изображения —
413 × 620 px. Представленное на рисунке 1(а) – это исходное изоб-
ражение.

Рис. 1. Исходное изображение до декомпозиции (а), восстановленное изображе-
ние (b) – (d) с числом главных компонент: (b) — r = 4; (c) — r = 20; (d) — r =
100

На рисунках 1(b)-(d) продемонстрировано применение SVD - ал-
горитма с использованием различного числа главных компонент r,
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позволяющее качественно оценить результат обработки. При r = 4
(b) реконструкция информативной не является, при r = 20 (c) про-
слеживается характер изображения, но мелкие детали практически
не различимы. При r = 100 (d) уже трудно отличить реконструкцию
от оригинала, точности восстановления достаточно для получения
необходимой информации. Объем памяти, требуемый для изобра-
жения, полученного при r = 100, снижается в 3 раза относительно
исходного (было 751 кб, а стало 252 кб).

Для численного подтверждения полученного результата при-
веден график зависимости коэффициента детерминации от числа
главных компонент (Рис.2). Видно, что чем больше r, тем критерий
качества приближается к 1 и чем доказывает, что качество восста-
новления изображения будет сохраняться.

Преобладание мелких деталей рис.1 (а) приводит к необходимо-
сти использования большего числа главных компонент для получе-
ния изображения требуемого качества.

Рис. 2. График зависимости коэффициента детерминации Q от числа главных
компонент r.

Из рис.2 видно, что при r=4 имеется явное различие коэффи-
циента детерминации от 1, при r=60 и r=80 Q(r)→1.

Таким образом, в работе показано, что сжатие изображения че-
рез сингулярное разложение приводит к уменьшению размера изоб-
ражения без потери качества при исключении малозначимых ком-
понент.
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Численное решение двумерных
уравнений газовой динамики с
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Аннотация

Задачи внутренней баллистики ракетных двигателей на
твердом топливе (РДТТ) относятся к задачам с подвижными
границами. В данной работе рассматривается алгоритм, поз-
воляющий решать подобные задачи в осесимметричной по-
становке на декартовой неподвижной сетке с произвольным
порядком точности как по пространству, так и по времени.
Основой алгоритма в задании фиктивных значений служит
обратный метод Лакса-Вендроффа, а в неявном представле-
нии границы области - метод уровней. В качестве примера
была решена задача для заряда с "зонтиком"на всем участ-
ке работы и получены зависимость давления от времени, а
также распределение параметров внутри камеры в различ-
ные моменты времени.

Ключевые слова: обратный метод Лакса-Вендроффа,
метод уровней, численное моделирование, внутренняя бал-
листика, ракетные двигатели на твердом топливе.

Проектирование новых РДТТ связано с многочисленными ис-
пытаниями и экспериментами. Развитие вычислительной техники
стало одной из причин широкого распространения численных ме-
тодов для моделирования процессов, связанных с РДТТ. Возмож-
ность моделирования внутрикамерных процессов РДТТ без затрат
на производство позволяет тестировать большее количество разных
конфигураций.

Для многих зарядов, несмотря на их сложную форму, давление
и другие параметры течения в камере сгорания могут либо прак-
тически не изменятся, либо зависеть только от одной простран-

*Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
государственного задания №9.9625.2017/БЧ.
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ственной координаты. Таким образом, существуют численные мо-
дели, которые, учитывая сложную форму зарядов твердого топ-
лива, предполагают или нульмерную, или одномерную постановку
задачи для течения продкутов сгорания [1, 2].

Однако иногда необходимо рассматривать трехмерное (осесим-
метричное) течение продуктов сгорания совместно с учетом трех-
мерной (осесимметричной) формы заряда. При таком подходе необ-
ходимо учитывать движение границ горящего твердого топлива,
то есть численно решать задачу с подвижными границами. Такие
задачи можно решать с помощью неструктурированных подвиж-
ных выислительных сеток. Однако сложность построения "каче-
ственной"вычислительной сетки, возможное изменение топологии
поверхности, вероятная потеря точности при перестроении сетки и
другие сложности реализации данного подхода оставляют простор
для поиска новых алгоритмов решения данной задачи.

В данной работе разработан алгоритм, позволяющий численно
решать задачи внутренней баллистики РДТТ с учетом подвижной
поверхности, на неподвижной декартовой сетке с произвольным по-
рядком точности по пространству и времени.

Описание численной схемы. Будем рассматривать нестаци-
онарные гиперболические законы сохранения для двух простран-
ственных координат в ограниченной области Ω (𝑡) с границей Γ (𝑡) =
𝜕Ω (𝑡) для вектора-функции консервативных переменных 𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡):

𝑈𝑡 + 𝐹 (𝑈)𝑥 +𝐺 (𝑈)𝑦 = 𝑆 (𝑈) (1)
Прямоугольная область, влючающая в себя Ω (𝑡) покрывается

однородной декартовой сеткой с шагами по соответствующим ко-
ординатам, равными △𝑥 = ℎ𝑥, △𝑦 = ℎ𝑦. Схематично область Ω (𝑡)
и расчетная сетка изображены на рисунке 1. Стоит отметить, что
в данной работе граница области задавалась неявно, как нулевой
уровень некоторой функции [3], что представляется наиболее эф-
фективным способом работы с подвижной границой. Тогда полу-
дискретная аппроксимация уравнений (1) запишется в виде:

𝑑

𝑑𝑡
𝑈𝑖,𝑗 (𝑡) = − 1

ℎ𝑥
(𝐹𝑖+ 1

2 ,𝑗
− 𝐹𝑖− 1

2 ,𝑗
) − 1

ℎ𝑦
(𝐺𝑖,𝑗+ 1

2
−𝐺𝑖,𝑗− 1

2
) + 𝑆𝑖,𝑗 , (2)

где 𝐹𝑖+ 1
2 ,𝑗
, 𝐺𝑖,𝑗+ 1

2
- численные потоки. Теперь можно использовать

метод Рунге-Кутты [4] для интегрирования системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (2) по времени.
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Рис. 1. Схематичное изображение границ области и расчетной сетки

Для получения высокого порядка точности по пространству,
например, используя ENO схему третьего порядка точности или
WENO схему пятого порядка точности [5], требуется шаблон, со-
стоящий из семи точек. Таким образом для точек, лежащих внутри
области Ω (𝑡) и рядом с границей, до трех фиктивных точек может
входить в шаблон схемы.

Задание значений в фиктивных точках. Задание фиктив-
ных точек с помощью обратного метода Лакса-Вендроффа подроб-
но описано в работе [6] и поэтому укажем лишь некоторые аспекты.

Уравнения гиперболического типа характерны конечной скоро-
стью распространения возмущений вдоль характеристических на-
правлений. Количество граничных условий на границе зависит от
количества входящих в нее характеристик. Обратный метод Лакса-
Вендроффа предполагает построение полинома заданной степени
для экстраполяции значений в фиктивные точки с учетом гранич-
ных условий. Было показано, что способ экстраполяции, используе-
мый в работе [6], обеспечивает заданный порядок точности аппрок-
симации уравнений по пространству.

Для задач внутренней баллистики РДТТ в основном имеется
три типа границ: поверхность горения, твердая стенка и область
постоянного давления. Если для последних двух типов границ за-
дание фиктивных значений не представляет никакой трудности, то
для поверхности горения в силу нелинейности граничных условий
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необходимо отдельно описать процедуру получения коэффициен-
тов для полиномов.

Обратная процедура Лакса-Вендроффа для неподвижной
границы газоприхода. Запишем граничные условия для горя-
щей поверхности топлива, которую в первом приближении будем
считать неподвижной. Граничные условия заключаются в задании
массовой скорости горения и энтальпии образовавшихся продуктов.
Тангенциальная скорость горения полагается равной нулю.

𝜌𝑢𝑛 = 𝑚𝑡𝑝
𝜈 , (3)

𝑘

𝑘 − 1

𝑝

𝜌
+
𝑢2𝑛 + 𝑢2𝜏

2
= 𝐻0, (4)

𝑢𝜏 = 0. (5)
Согласно обратной процедуре Лакса-Вендроффа к трем гранич-

ным условиям (3) - (5) нужно добавить одно уравнение экстрапо-
ляции вида (6).

𝑙4,1𝜌+ 𝑙4,2𝑢𝑛 + 𝑙4,3𝑢𝜏 + 𝑙4,4𝑝 = 𝑉4, (6)
Однако если записать систему уравнений газовой динамики в некон-
сервативной форме для переменных (𝜌, 𝑢𝑛, 𝑢𝜏 , 𝑝), то из-за нулевых
значений некоторых компонент левых собственных векторов урав-
нение (6) перепишется в виде (7).

𝑙4,2𝑢𝑛 + 𝑙4,4𝑝 = 𝑉4. (7)
Систему уравнений (3) - (7) без труда можно решить численно.

Для получения производных по пространству следует взять произ-
водную по времени от граничных условий (3) - (5), но так как в
данной работе для вычисления была выбрана схема первого поряд-
ка точности, то на этом шаге мы останавливаться не будем.

Алгоритм расчета. Как известно, скорость горения топлива
много меньше скорости истекающих газов. Поэтому считается, что
давление в камере успевает подстраиваться под изменение горящей
поверхности, то есть горение идет в квазистационарном режиме.
Таким образом, при численной реализации можно воспользоваться
этим допущением для уменьшения времени расчета. Суть заключа-
ется в следующем: каждый раз мы досчитываем задачу до установ-
ления по описанной схеме, затем интегрируем функцию уровня [3],
определяя скорость горящей поверхности по формуле 𝑢 = 𝑚𝑡𝑝

𝜈

𝜌𝑇
.
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После интегрирования опять решаем задачу до установления и т.д.
пока не сгорит все топливо.

Физическая постановка задачи. В качестве примера расчеты
проводились в области, изображенной на рисунке 2, представляю-
щей из себя корпус двигателя, в котором расположен заряд твердо-
го топлива и сопловой блок, при следующих геометрических пара-
метрах. Длина заряда 𝐿 = 2.5 м, начальный радиус канала 𝑅0 = 0.2
м, конечный радиус канала 𝑅𝑘 = 0.9 м, длина «зонтика» до скруг-
ления 𝐻 = 0.523 м, ширина зонтика ℎ = 0.2 м, расстояние от левого
края заряда до места начала «зонтика» 𝑙 = 0.585 м, радиус крити-
ческого сечения сопла 𝑟𝑘𝑝 = 0.1 м, угол наклона «зонтика» 𝛼 = 450.

Рис. 2. Геометрические параметры расчетной области

При решении данной задачи использовались следующие допу-
щения: осесимметричная постановка, невязкий, идеальный газ, топ-
ливо гомогенное, скорость горения зависит от давления по закону
𝜌𝑢𝑛 = 𝑚𝑡𝑝

𝜈 .

Математическая постановка задачи. Для описания внутри-
камерных процессов в случае невязкого газа для осесимметричной
области используются уравнения Эйлера, записанные в виде (8) –
(11), и уравнение состояния для идеального газа (12).

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑟
= −1

𝑟
𝜌𝑣, (8)

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢2 + 𝑝)

𝜕𝑧
+
𝜕𝜌𝑣𝑢

𝜕𝑟
= −1

𝑟
𝜌𝑣𝑢, (9)

𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕(𝜌𝑣2 + 𝑝)

𝜕𝑟
= −1

𝑟
𝜌𝑣2, (10)
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𝜕𝜌𝐸

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝐻

𝜕𝑧
+
𝜕𝜌𝑣𝐻

𝜕𝑟
= −1

𝑟
𝜌𝑣𝐻, (11)

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 (12)
Чтобы система уравнений (8) – (12) имела единственное реше-

ние, необходимо также задать начальные и граничные условия. Все-
го в данной задаче присутствуют 4 типа границ: твердая стенка, ось
симметрии, горящая поверхность, область постоянного давления.
На твердой стенке нормальная составляющая скорости полагается
равной нулю (13). На оси симметрии нормальная производная от
соответствующих параметров равна нулю (14). Граничные условия
для горящей поверхности были описаны в предыдущих разделах
(см. (3) – (5)). На границе раздела с областью постоянного давле-
ния задается давление (15), равное атмосферному, для дозвукового
истечения. В случае сверхзвукового истечения граничные условия
не ставятся.

𝑢𝑛 = 0, (13)

𝜕

𝜕𝑛
= 0, (14)

𝑝 = 𝑝*. (15)
Начальные условия записываются в виде (16) - (19).

𝑝 = 𝑝0. (16)

𝜌 = 𝜌0. (17)

𝑢 = 0. (18)

𝑣 = 0. (19)

Значения параметров и констант. Геометрические парамет-
ры области были выписаны в предыдущем разделе. Параметры топ-
лива равны соответсвенно: 𝑚𝑡 = 5.34 · 10−3, 𝐻0 = 10251150, 𝜈 = 0.5,
𝜌𝑇 = 1700. Начальное давление и давление на границе полагалось
равным атмосферному: 𝑝0 = 𝑝* = 101325. А плотность 𝜌0 = 1.3.
Шаги по пространству равны ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = 0.02.
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Численные результаты. Для расчетов уравнений газовой ди-
намики использовалась схема первого порядка точности по про-
странству и времени, а для определения функции уровня использо-
валась схема пятого порядка точности по пространству и третьего
порядка точности по времени. На рисунке 3 представлено измене-
ние формы топливной шашки с интервалом по времени 5 секунд. На
рисунке 4 изображена зависимость давления в камере от времени.
Для каждого шага осредненное давление сравнивалось с форму-
лой Бори для давления в камере и проверялось выполнение закона
сохранения массы, то есть, равен ли газоприход с поверхности горе-
ния газоотводу через сопло. Для проведенных расчетов численное
значение давление отличалось от аналитического не более чем на
10 процентов, а закон сохранения массы выполнялся с точностью
до погрешности интегрирования.

Рис. 3. Форма поверхности топлива в зависимости от времени
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Рис. 4. Давление в камере в зависимости от времени

На рисунках 5 - 6 можно увидеть распределение вектора скоро-
сти во всем двигателе и давления в камере в момент времени 𝑡 = 5.

Рис. 5. Распределение вектора скорости в двигателе

Рис. 6. Распределение давления в камере

Заключение. В данной работе был разработан алгоритм, позво-
ляющий решать задачи внутренней баллситики с учетом подвиж-
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ной границы горящего топлива на неподвижной декартовой вычис-
лительной сетке. К преимуществам данного алгоритма можно отне-
сти тривиальное построение вычислительной сетки, произвольный
порядок точности схемы как по пространству, так и по времени, а
также легкое обобщение вышенаписанного на трехмерный случай.
В качестве примера была решена задача для заряда с "зонтиком".
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Аннотация

Рассматривается задача атмосферной коррекции спутни-
ковых изображений для неламбертовской земной поверхно-
сти. Для расчета диаграммы неламбертовского отражения
разработаны программы статистического моделирования. Вы-
полнены сравнения с диаграммой ламбертовского отраже-
ния.

Ключевые слова: метод Монте-Карло, атмосферная кор-
рекция, уравнение переноса излучения, неламбертовская по-
верхность.

Для решения широкого круга задач, таких как, задача опреде-
ления состояния лесов, водных акваторий, сельскохозяйственных
угодий, прогнозирования погоды и климата необходима информа-
ция о спектральном ходе коэффициента отражения земной поверх-
ности для рассматриваемого участка. Для решения этих задач в
глобальном масштабе в настоящий момент широкое распростране-
ние получили спутниковые системы наблюдения. При решении за-
дачи восстановления отражательных свойств земной поверхности
по спутниковым данным необходимо учитывать процесс взаимо-
действия оптического излучения с атмосферой как мутной средой,
который приводит к изменению восходящих от поверхности свето-
вых потоков. Для устранения этого влияния осуществляют атмо-
сферную коррекцию изображений.

Проблема создания алгоритмов восстановления коэффициентов
отражения земной поверхности развивается на протяжении несколь-
ких десятков лет, начиная с таких работ как [1-5] и заканчивая со-
временными работами, такими как [6-8]. Несмотря на это задача

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке грантов РФФИ
𝑁16−31−00033 -мол_а,𝑁15−07−06811− и использованы результаты, получен-
ные в ходе выполнения проекта (8.2.27.2017), в рамках Программы «Научный
фонд им. Д.И. Менделеева Томского государственного университета» в 2017 г.
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создания качественного алгоритма атмосферной коррекции оста-
ется актуальной до сих пор. Для решения этой проблемы в рабо-
тах [9-11] был разработан алгоритм атмосферной коррекции, кото-
рый в отличие от большинства существующих алгоритмов, адекват-
но учитывает влияние соседних участков на принимаемый сигнал.
Одним из ключевых допущений алгоритма было предположение о
ламбертовском законе отражения земной поверхности. Это в свою
очередь может быть одной из причин погрешности алгоритма, ко-
торая оценивалась в работе [11] для участков с низкой мутностью
атмосферы.

В действительности природные поверхности не являются лам-
бертовскими, в особенности при значительных зенитных углах Солн-
ца (например [12]). Для описания неламбертовского отражения на
суше в работе [13] предлагается модель неламбертовского отраже-
ния, учитывающая шероховатость поверхности и однократное рас-
сеяние растительностью, расположенной на земной поверхности.
Эта модель была реализована в алгоритме коррекции [6], исполь-
зуемом NASA. В этом алгоритме предполагается, что неламберто-
вость можно учесть уже после учета влияния атмосферы. Однако
пределы применимости такого приближения остаются открытыми.

Для включения в предлагаемый алгоритм коррекции модели
неламбертовского отражения необходима оценка влияния учета нелам-
бертовости на рассеянную часть принимаемого сигнала. Если вли-
яние окажется существенным, то необходим учет неламбертовости
в алгоритме, если нет, то можно ограничится учетом в нерассеян-
ной части излучения от земной поверхности. Далее рассматрива-
ется первая часть этой задачи – построение диаграммы отражения
неламбертовской поверхности.

Алгоритм расчета. Задача восстановления распределения ко-
эффициентов отражения по земной поверхности решается в следу-
ющей постановке 1

Рассматривается сферическая система атмосфера-земная поверх-
ность. Атмосфера считается рассеивающей и поглощающей аэрозольно-
газовой средой разделенной на сферические однородные слои. Оп-
тические параметры атмосферы задаются с помощью генератора
оптических моделей на основе LOWTRAN-7. Земная поверхность
представляет собой неламбертовскую поверхность с неизвестным
распределением коэффициента отражения по поверхности, но за-
кон отражения считается известным. На высоте ℎ𝑑 от земной по-
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Рис. 1. Геометрическая схема постановки задачи

верхности располагается пассивная спутниковая система, ориенти-
рованная в направлении 𝜔𝑑 и ведущая наблюдение за участком
земной поверхности. На верхнюю границу атмосферы падает па-
раллельный поток солнечного излучения в направлении 𝜔⊙. Тре-
буется, зная оптические параметры атмосферы и значения интен-
сивности, измеренные спутниковой системой, восстановить распре-
деление коэффициента отражения по наблюдаемой области земной
поверхности.

Распространение солнечного излучения в атмосфере описывает
стационарное уравнение переноса излучения вида:

(−→𝜔 , grad𝐼 (−→𝑟 ,−→𝜔 )) + 𝜎𝑡(
−→𝑟 ,−→𝜔 ) = (1)

𝜎𝑠
−→𝑟
∫︁∫︁

Ω

𝐼(−→𝑟 ,
−→
𝜔′)𝑃 (−→𝑟 ,−→𝜔 ,

−→
𝜔′)𝑑

−→
𝜔′ + 𝐹 (−→𝑟 ,−→𝜔 )

−→𝑤 = (𝜇, 𝜙) = (
√︀

1 − 𝜇2 sin𝜙,
√︀

1 − 𝜇2 cos𝜙, 𝜇), где 𝐼(−→𝑟 ,−→𝜔 ) – интен-
сивность излучения в точке 𝑟 в направлении −→𝜔 , 𝑃 – индикатриса
рассеяния из направления

−→
𝜔′ в направлении −→𝜔 в точке 𝑟, 𝜇 – коси-

нус зенитного угла, 𝜙 – азимут.
Верхнее граничное условие в этом случае имеет вид:

𝐼 (−→𝑟, �⃗�) |𝑟=𝑅𝑒+ℎ = 𝜋𝑆𝜆𝛿 (�⃗� − �⃗�𝑠𝑢𝑛) , (2)
где 𝜙𝑆𝜆 – солнечная постоянная. Нижнее граничное условие для
ламбертовского отражения имеет вид:

𝐼 (−→𝑟, �⃗�) |𝑟=𝑅𝑒
=
𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓
𝜋

0∫︁
−1

2𝜋∫︁
0

𝐼 (−→𝑟, �⃗�′)𝜇′𝑑𝜇′𝑑𝜙. (3)

Аналогичное граничное условие для неламбертовской поверх-

ности, исходя из работы [13], имеет вид: 𝐼 (𝜃𝑑, 𝜙) = 1
𝜋

0∫︀
−1

2𝜋∫︀
0

𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓 (1 +
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𝑘1𝐹1

(︁
𝜃
′

𝑑, 𝜃𝑑, 𝜙− 𝜙′
)︁

+

+𝑘2𝐹2

(︁
𝜃
′

𝑑, 𝜃𝑑, 𝜙− 𝜙′
)︁

)𝐼пад
(︀
𝜃𝑑

′, 𝜙′)︀𝜇′𝑑𝜇′𝑑𝜙

Функция 𝐹1 отвечает за шероховатость (неровности) земной по-
верхности [13]:

𝐹1 (𝜃1, 𝜃2, 𝜙) =
1

2𝜋
((𝜋 − 𝜙) 𝑐𝑜𝑠𝜙+ 𝑠𝑖𝑛𝜙) 𝑡𝑔𝜃1𝑡𝑔𝜃2 − (4)

1

𝜋
(𝑡𝑔𝜃1 + 𝑡𝑔𝜃2 +

√︀
𝑡𝑔2𝜃1 + 𝑡𝑔2𝜃2 − 2𝑡𝑔𝜃1𝑡𝑔𝜃2𝑐𝑜𝑠𝜙.

Функция 𝐹2, показывает влияние рассеяния в приземном слое рас-
тительности на диаграмму отражения [13]:

𝐹2 (𝜃1, 𝜃2, 𝜙) =
4

3𝜋

1

𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃2

[︁(︁𝜋
2
− 𝜉
)︁
𝑐𝑜𝑠𝜉 + 𝑠𝑖𝑛𝜉

]︁
− 1

3
, (5)

где,
𝑐𝑜𝑠𝜉 = 𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑐𝑜𝑠𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛𝜃1𝑠𝑖𝑛𝜃2𝑐𝑜𝑠𝜙. (6)

Как видно из (4)-(7) в неламбертовском случае диаграмма отра-
жения поверхности зависит от направления падения солнечных лу-
чей, для ламбертовской поверхности направление падения не вли-
яет на отражение излучения. Влияние оказывает только значение
освещенности участка поверхности.

Алгоритм решения. Уравнение переноса излучения в рассмат-
риваемых допущениях не имеет аналитического решения. Поэто-
му для решения применяются разнообразные численные методы,
такие как итерационный метод характеристик, метод дискретных
ординат, метод сферических гармоник, малоугловые приближения,
двухпотоковые приближения, метод Монте-Карло и др. Самым уни-
версальным методом решения уравнения переноса излучения в ат-
мосфере является метод Монте-Карло (или метод статистического
моделирования). Это обусловлено тем, что он не имеет ограниче-
ний на оптические параметры среды, на начальные и граничные
условия, на кратность рассеяния в среде. Кроме того, он является
асимптотически точным.

Для решения поставленной задачи в качестве основы были взя-
ты 2 разработанные ранее программы метода Монте-Карло для
ламбертовской поверхности. Первая из них выполняет расчет ин-
тенсивности солнечного излучения, приходящего в точку на зем-
ной поверхности при отсутствии отражения от земной поверхно-
сти. Вторая программа рассчитает вклад переотраженного в систе-
ме атмосфера-земная поверхность излучения в освещенность зем-
ной поверхности для ламбертовской поверхности. Эти программы
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тестировались путем сравнения с результатами других авторов в
работах [10,14]. Результаты тестирования вклада переотраженно-
го излучения в освещенность для молекулярной атмосферы из [10]
приведены на рисунке 2. Максимальное отличие результатов пер-
вой программы от результатов других авторов не превышало 5.6%.
Максимальное отличие результатов второй программы не превы-
шало 4.4%. Эти результаты показывают, что исходные программы
работают правильно.

Рис. 2. Зависимость вклада однократного переотраженного излучения в осве-
щенность земной поверхности 𝛾1 от длины волны 𝜆 при 𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓 = 1 для молеку-
лярной атмосферы

Для решения поставленной задачи эти программы были дора-
ботаны. В первую программу были внесены следующие изменения:
1. Расчет интенсивности принимаемого на земной поверхности из-

лучения выполнялся для направлений с зенитными углами 𝜃0 =
0 − 85∘ и азимутами 𝜙0 = 0 − 180∘.

2. Добавлен расчет интенсивности отраженного излучения для на-
правлений с зенитными углами 𝜃1 = 0− 89.9∘ и азимутах 𝜙1 =
0 − 180∘, исходя из формул (4)–(7). Интеграл в формуле (4)
вычислялся методом прямоугольников.

3. 3) Для проверки правильности работы программы проверялся
закон сохранения энергии. Погрешность составляла менее 2%.

4. Для устранения этой погрешности интенсивность отраженного
излучения перенормировалась. Это в свою очередь незначи-
тельно изменяет диаграмму отражения.
Во вторую программу были внесены следующие изменения:
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1. В исходной точке на земной поверхности после выбора направ-
ления “вес фотона” (его энергия) умножалась в соответствии с
диаграммой отражения, полученной первой программой.

2. При каждом падении “фотона” на поверхность Земли контро-
лировалось направление, из которого он попал на поверхность
Земли и результат записывался в соответствующее узловое на-
правление.

3. Используя формулы (4)–(7) определялась диаграмма отраже-
ния излучения после второго акта отражения. Аналогичным
образом контролировался закон сохранения энергии.
Для построения суммарной диаграммы достаточно сложить диа-

граммы по кратностям отражения. Если, учесть тот факт, что с ро-
стом кратности переотражений вклад в освещенность убывает как
бесконечно убывающая геометрическая прогрессия с параметром
𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓𝛾1, для безоблачных ситуаций в видимом диапазоне 𝛾1 < 0.4,
а для большинства поверхностей 𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓 < 0.5, то для построения
суммарной диаграммы отражения с погрешностью меньше 4% до-
статочно рассмотреть первые две кратности отражения.

Результаты. Используя разработанные программы, были выпол-
нены расчеты диаграмм отражения для ламбертовской поверхно-
сти и неламбертовской поверхности с параметрами 𝑘1 = 0.1, 𝑘2 =
0.5, 𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓 = 1 для следующих оптико-геометрических условий: дли-
на волны излучения 𝜆 = 0.55 мкм, метеорологическая дальность
видимости 𝑆𝑀 = 50 км, зенитный угол Солнца 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 0, 30∘ 60∘.
Примеры результатов расчетов приведены на рисунках 3–4. Из рас-
четов следует, что отличие от ламбертовского отражения при пер-
вом отражении не превышает 41% при 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 0∘, 43% 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 30∘

и 36% 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 60∘, при двукратном отражении отличие диаграмм
отражения от ламбертовской почти не зависит от зенитного угла
Солнца и не превышает 8%. Следовательно, при первом отражении
диаграмма отражения существенно зависит от 𝜃𝑠𝑢𝑛. Но при втором
отражении (а следовательно и последующих) диаграмма отраже-
ния слабо зависит от 𝜃𝑠𝑢𝑛.

Разработанные программы позволяют построить диаграммы от-
ражения неламбертовой поверхности при заданных параметрах нелам-
бертовости. В дальнейшем это позволит нам решать задачу влия-
ния неламбертовости на принимаемое диффузное излучение.
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Рис. 3. Диаграмма ламбертовского отражения и однократного неламбертовско-
го отражения для азимутов 𝜙 = 0180∘ для различных зенитных углов Солнца.
1 – ламбертовское отражение (𝑘1 = 0, 𝑘2 = 0), 2 – неламбертовское отражение
𝜃𝑠𝑢𝑛 = 0∘(𝑘1 = 0.1, 𝑘2 = 0.5), 3 – неламбертовское отражение 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 30∘(𝑘1 =
0.1, 𝑘2 = 0.5), 4 – неламбертовское отражение 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 60∘(𝑘1 = 0.1, 𝑘2 = 0.5)
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Рис. 4. Диаграмма ламбертовского отражения и двукратного неламбертовского
отражения для азимутов 𝜙 = 0∘180∘ для различных зенитных углов Солнца.
1 – ламбертовское отражение (𝑘1 = 0, 𝑘2 = 0), 2 – неламбертовское отражение
𝜃𝑠𝑢𝑛 = 0∘(𝑘1 = 0.1, 𝑘2 = 0.5), 3 - неламбертовское отражение 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 30∘(𝑘1 =
0.1, 𝑘2 = 0.5), 4 - неламбертовское отражение 𝜃𝑠𝑢𝑛 = 60∘(𝑘1 = 0.1, 𝑘2 = 0.5)
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Аннотация

Рассматриваются клеточные автоматы, как альтернати-
ва примения дифференциальных уравнений в частных про-
изводных для моделирования динамических систем. Исполь-
зуя язык Wolfram, программируются двумерные клеточные
автоматы для реализации следующих моделей: игра Жизнь,
распространение пожара и вирусная эпидемия.

Ключевые слова:Клеточные автоматы, разностные схе-
мы, дискретные модели, игра “жизнь”, распространение по-
жара, эпидемия вируса.

Клеточный автомат есть частный случай дискретной динамиче-
ской системы. Пространство, время и состояние этой системы дис-
кретны. Каждая точка в регулярной пространственной решетке,
называемая клеткой, может иметь какое-нибудь состояние (выбран-
ное из конечного множества). Состояния клеток в решетке изменя-
ются в соответствии с некоторым локальным правилом: состояние
клетки в данный момент времени зависит только от её собственного
состояния и состояний ее соседей (в некотором смысле) в предыду-
щий момент времени. Состояние всех клеток в решетке меняется
синхронно, поэтому состояние всей решетки меняется в дискрет-
ные моменты времени.
Для определения клеточного автомата (CA, cellular avtomata) надо
задать следующее. Во-первых, положительное целое число n, ко-
торое является размерностью клеточного автомата. Потом нужно
определить конечное множество состояний S, имеющее, по крайней
мере, два члена. Состояние для самого CA задается присваиванием
какого-нибудь элемента S каждой точке n-мерной решетки Zn (где
Z есть множество целых чисел). Точки Zn обычно называются клет-
ками. С клеточным автоматом связано также понятие окрестности.
Окрестность N для 0 есть некоторое конечное (непустое) подмно-
жество Zn. Окрестность для любой другой клетки 𝑥𝜖𝑍𝑛 получается
очевидным сдвигом (линейным переносом)𝑥+𝑁 . Наконец, должна
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быть задана функция 𝑓 : 𝑆𝑁 → 𝑆 (т. е. каждому возможному состо-
янию окрестности клетки с помощью правила перехода ставится в
соответствие некоторое состояние этой клетки). Состояние CA эво-
люционирует в дискретном времени, состояние каждой клетки во
время t + 1 определяется состоянием ее окрестности во время t в
соответствии с правилом перехода.
Подчеркнем, что изменения состояний клетки происходят: 1) па-
раллельно, 2) локально и 3) однородно.
Клеточные автоматы были введены в конце 40-х годов С. Уламом
(1909-1984) и Д. фон Нейманом (1903-1957). Фон Нейман пытал-
ся решить следующую задачу: может ли машина или «автомат»
создать самою (или самого) себя. Улам предложил использовать
для решения абстрактное понятие «множество клеток». В середине
пятидесятых годов фон Нейман доказал существование клеточно-
го автомата, который моделирует работу универсальной машины
Тьюринга и способен построить любую конфигурацию в пустых
клетках пространства, в том числе и точную копию самого себя
[1]. Двумерный автомат фон Неймана состоит приблизительно из
200000 клеток; каждая клетка может находиться в 29 состояниях и
имеет 4 соседних клетки (примыкающих к данной по горизонтали
и вертикали).

Одномерные клеточные автоматы. В данном случае рассмат-
ривается конечная линейная последовательность (строка) клеток,
каждая из которых имеет некоторое состояние (значение). Эволю-
ция одномерного автомата обычно начинается со строки, состоящей
либо из одной клетки с ненулевым значением, расположенной в цен-
тре строки, либо из последовательности клеток, состояния которых
заданы случайно. Клеточный автомат «эволюционирует» дискрет-
но во времени, на каждом шаге переходя к новой строке клеток.
Состояние каждой клетки в новой строке определяется применени-
ем конкретного правила к значению клетки в предыдущей строке,
лежащей непосредственно выше новой клетки. Правило изотроп-
но – это означает, что одно и то же правило определяет значение
каждой новой клетки; и правило локально, т.е. в правиле исполь-
зуются значения только соседних клеток. Правило применяется ко
всем клеткам в строке одновременно. Исследуя клеточные автома-
ты, С. Вольфрам выяснил, что эволюция одномерных клеточных
автоматов может быть отнесена к одному из следующих четырех
общих классов [2] (в скобках приводится аналогия с физическими
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и вычислительными системами):
1) однородные (стабильные) состояния (предельные точки);
2) периодические структуры (предельные циклы);
3) хаотическая структура (странные аттракторы);
4) сложные локализованные структуры (возможная аналогия с уни-
версальными вычисле-ниями).

Игра «Жизнь». Игра «Жизнь» была изобретена в 1970 г. Джо-
ном Хортоном Конуэем, молодым математиком из Кембриджа, и
эта игра широко распространилась по миру не без помощи двух за-
меток Мартина Гарднера в Sientific American (октябрь 1970 и фев-
раль 1971). Конуэй предположил, что клеточный автомат с уни-
версальными вычислительными возможностями мог бы быть более
простым, чем универсальный клеточный конструктор фон Нейма-
на. Клетка должна иметь только два состояния: быть "заполнен-
ной"или "пустой "живой"или "мертвой". Конуэй тщательно под-
бирал "генетические законы управляющие рождением, гибелью и
выживанием клеток.
Генетические законы Конуэя удивительно просты.
1) Каждая живая клетка, у которой два или три соседа, живет и
сохраняется до следующего поколения.
2) Клетка погибает, если у нее более чем три соседа (от недостатка
места), совсем нет соседей или только один сосед (от одиночества).
3) Когда рядом с какой-нибудь мертвой (пустой) клеткой есть три
живые соседние клетки, то эта клетка становится живой.
4) Клетки погибают и рождаются одновременно. Они образуют од-
но поколение. За один ход в игре осуществляется переход от одного
поколения к другому.
Правила Конуэя имеют богатство следствий. Простые начальные
конфигурации, которые в течение значительного промежутка вре-
мени растут, претерпевают разнообразные изменения и заканчива-
ют свою эволюцию одним из четырех способов: 1) полностью исче-
зают (либо из-за перенаселенности, т.е. слишком большой плотно-
сти живых клеток, либо, наоборот, из разреженности живых кле-
ток, образующих конфигурацию); 2) переходят в устойчивую кон-
фигурацию и перестают изменяться вообще; 3) выходят на колеба-
тельный режим, при котором они совершают некий бесконечный
цикл превращений с определенным периодом и, наконец, 4) суще-
ствуют конфигурации, которые бесконечно распространяются на
плоскости. На рис. 1 конфигурация «глайдерное ружье» выпускает
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бесконечную последовательность движущих объектов – глайдеров;
можно увидеть два глайдера, (каждый из пяти клеток), которые
двигаются вниз игрового поля.
Создавая игру «Жизнь», Д. Конуэй ставил перед собой цель пока-
зать существование клеточного автомата-универсального компью-
тера с более простыми правилами, чем универсальный автомат фон
Неймана. Независимо друг от друга Д. Конуэй и У. Госпер доказа-
ли, что игра «Жизнь» может моделировать машину Тьюринга[3].
Универсальность игры «Жизнь» означает, что в принципе, мы мо-
жем использовать движущиеся конфигурации для выполнения лю-
бых вычислений, на которые способны компьютеры.

Рис. 1. «Глайдерное ружье»

Распространение пожара. Двумерная решётка представляет клет-
ки с различными видами растительности. Состояние одной клет-
ки описывается в виде пары (s,t). Величина t-время, прошедшее
с тех пор, как на этой клетке был огонь, или, если огня никогда
не было, то t-время, прошедшее с момента запуска клеточного ав-
томата. Значение s есть один из следующих символов : е-«огонь»,
b-«выгоревшая земля», g-«трава», w-«редкий лес», f-«густой лес».

Рис. 2. «Распространение пожара»
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Правила перехода:
(s,t) → (e,0), если горит соседняя клетка, и s-не выжженная земля
(переход совершается с некоторой вероятностью, заданной как па-
раметр);
иначе
(e,0) → (b,1),
(b,4) → (g,5),
(g,9) → (w,10),
(w,49) → (f,50),
иначе
(s,t) → (s,t+1).
На рис. 2 показано несколько шагов модели «распространения по-
жара», сделанных в системе Mathematica.

Вирусная эпидемия. Мы будем рассматривать двухмерный кле-
точный автомат, в котором каждая клетка имеет 8 соседей. Клет-
ка представляет одну особь в популяции и может быть "здоро-
вой "больной"и "здоровой с иммунитетом". Предполагаются сле-
дующие правила распространения эпидемий[2]:
здоровый организм может с некоторой вероятностью заболеть при
больном соседе;
больной организм по истечении некоторого времени выздоравлива-
ет и приобретает иммунитет;
организм с иммунитетом заболеть не может;
иммунитет с течением времени с некоторой вероятностью ослабля-
ется вплоть до полного исчезновения.
В исходную полностью здоровую популяцию помещается один боль-
ной организм. Будем изучать распространение болезни при таких
начальных условиях.
Состояние клетки задается целым числом s. Предлагается следую-
щая интерпретация значения s:
s = 0 - здоровый организм, не имеет иммунитета;
s < 0 - организм здоровый и имеет иммунитет (степень иммунитета
прямо пропорциональна абсолютному значению s);
s > 0 - больной организм (величина s указывает продолжительность
болезни).
Пусть болезнь определяется следующими параметрами:
p - вероятность заболеть при больном соседе;
q - вероятность ослабления иммунитета за единицу времени;
ti - длительность болезни (у всех организмов болезнь продолжается
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одинаковое время);
tv - длительность иммунитета в единицах времени.
Законы изменения состояния:
1) s = 0 → s := 0 - если нет больных соседей (здоровый организм
остается здоровым при здоровых соседях);
2) s = 0→ s := 1 с вероятностью p - если есть больной сосед (здоро-
вый организм без иммунитета может заболеть при больном соседе);
3) 0 < s < ti → s := s+1 - больной продолжает болеть определенное
время;
4) s = ti → s := -tv - если больной достаточно долго проболел, то
он выздоравливает и приобретает иммунитет;
5) s < 0 → s := s+1 с вероятностью q - иммунитет со временем
может ослабнуть. Будем предполагать, что популяция является за-
мкнутой, но неограниченной системой. Для начала, устраним гра-
ницы поля: соединим любые два противоположных края поля, за-
тем концы полученного цилиндра. Тем самым исходное поле рас-
сматривается как тор. Определим начальную конфигурацию - все
клетки «здоровы», за исключением центральной «больной» клет-
ки. На рис. 3 показано развитие эпидемии.
Для изучения динамики эволюции модели полезно получить следу-
ющие численные характеристики (рассматриваемые как функции
времени):
процентное содержание больных особей в популяции;
процентное содержание здоровых особей;
процентное содержание особей с иммунитетом.
Пусть в популяции 625 = 25×25 организмов и параметры болезни
суть p = 0,2, q = 0,5, ti = 5, tv = 5. Тогда изменение количества
больных организмов за 200 единиц времени изображено на рис. 4a.
На рис. 4b показана динамика изменения здоровых без иммунитета
организмов.

а) б)

Рис. 4. a) динамика изменения численности больных организмов; b) динамика
изменения здоровых без иммунитета организмов.
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Рис. 3. Реализация в Mathematica распространения эпидемии
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Аннотация

Рассматривается задача оценивания коэффициентов три-
гонометрического сигнала с дискретным временем по наблю-
дениям с аддитивным шумом, описываемым стационарным
процессом авторегрессии с неизвестными параметрами и рас-
пределением. Построена последовательная процедура оцени-
вания коэффициентов сигнала с использованием специаль-
ного правила остановки наблюдений. Оценена скорость схо-
димости выборочной информационной матрицы Фишера, по-
строенной по 𝑁 наблюдениям, к предельному значению.

Ключевые слова: последовательное оценивание, момент оста-
новки, матрица Фишера, тригонометрическая регрессия.

В наше время разработаны различные методы оценивания па-
раметров сигналов с дискретным и непрерывным временем на фоне
аддитивных помех при различных уровнях заранее известной ин-
формации о типе сигнала и виде помех [4–6]. Для случая дискрет-
ного времени задача выделения сигналов наиболее полно исследо-
вана в случае, когда помехи являются последовательностью неза-
висимых случайных величин. Но существует проблема оценивания
параметров сигналов при шумах с неизвестными спектральными
свойствами, которая менее изучена, так как наличие дополнитель-
ных неизвестных параметров шума значительно усложняет задачу
точности оценивания параметров сигнала.

В данной работе рассматривается задача оценивания коэффи-
циентов тригонометрического сигнала с зависимыми шумами. Осу-
ществляется построение последовательного плана {𝜏(ℎ̃), 𝛼*(ℎ̃)} с
использованием специального правила остановки наблюдений. Для
исследования средней длительности последовательного плана, оце-
нивается скорость сходимости выборочной информационной мат-
рицы Фишера, построенной по N наблюдениям, к предельному зна-
чению.
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Постановка задачи

В работе [1] рассматривается задача оценивания параметров 𝜇1,
𝜇2, 𝑏𝑗1, 𝑏𝑗2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, тригонометрического сигнала с дискретным
временем

𝑆𝑛 = 𝜇1 + (−1)𝑛𝜇2 +

𝑟∑︁
𝑗=1

(𝑏𝑗1 cos𝜔𝑗𝑛+ 𝑏𝑗2 sin𝜔𝑗𝑛) (1)

по наблюдениям
𝑥𝑛 = 𝑆𝑛 + 𝜉𝑛, (2)

где 𝜉𝑛 — шум, который описывается как стационарный процесс ав-
торегрессии с неизвестными параметрами и распределением

𝜉𝑛 = 𝜆1𝜉𝑛−1 + · · · + 𝜆𝑝𝜉𝑛−𝑝 + 𝜀𝑛, (3)
{𝜀𝑛} — последовательность независимых одинаково распределен-
ных случайных величин, 𝐸𝜀𝑛 = 0, 𝐸𝜀2𝑛 = 𝜎2;𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 — неизвест-
ные параметры такие, что все корни характеристического полинома
𝑃 (𝑞) = 𝑞𝑝 − 𝜆𝑞𝑝−1 − · · · − 𝜆𝑝 лежат внутри единичного круга ком-
плексной плоскости. Относительно известных параметров 𝜔𝑗 пред-
полагается, что 0 < 𝜔𝑗 < 𝜋, 𝜔𝑖 ̸= 𝜔𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗.

С учетом (1) и (3), наблюдаемый процесс (2) удовлетворяет
уравнению

𝑥𝑛 = 𝑚1 + (−1)𝑛𝑚2 +

𝑟∑︁
𝑗=1

(𝛾𝑗1 cos𝜔𝑗𝑛+𝛾𝑗2 sin𝜔𝑗𝑛) +

𝑝∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑛−𝑘 + 𝜀𝑛,

(4)
𝑛 > 𝑝+ 1.

Здесь 𝑚1,𝑚2, 𝛾𝑗𝑖 и 𝜆𝑘 — неизвестные параметры, связанные с па-
раметрами сигнала равенствами

𝑚1 = 𝜇1(1 −
𝑝∑︁

𝑙=1

𝜆𝑙),𝑚2 = 𝜇2(1 −
𝑝∑︁

𝑙=1

(−1)𝑙𝜆𝑙),

𝛾𝑗1 = 𝛽𝑗1(1 −
𝑝∑︁

𝑙=1

𝜆𝑙 cos𝜔𝑗 𝑙) + 𝛽𝑗2

𝑝∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙 sin𝜔𝑗 𝑙, (5)

𝛾𝑗2 = −𝛽𝑗1(1 −
𝑝∑︁

𝑙=1

𝜆𝑙 sin𝜔𝑗 𝑙) + 𝛽𝑗2(1 −
𝑝∑︁

𝑙=1

𝜆𝑙 cos𝜔𝑗 𝑙).

Используя обозначения

𝑌𝑛 =

(︂
Φ𝑛

𝑋𝑛−1

)︂
, 𝑋𝑛 =

⎛⎜⎝ 𝑥𝑛
...

𝑥𝑛−𝑝+1

⎞⎟⎠ ,Φ𝑛 =

⎛⎜⎝ 𝜙1(𝑛)
...

𝜙2𝑟+2(𝑛)

⎞⎟⎠ , (6)
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𝜙1(𝑛) = 1, 𝜙2(𝑛) = (−1)𝑛,
𝜙𝑘(𝑛) = cos𝜔𝑘−2𝑛 при 3 6 𝑘 6 𝑟 + 2,

𝜙𝑘(𝑛) = sin𝜔𝑘−𝑟−2𝑛 при 𝑟 + 3 6 𝑘 6 2𝑟 + 2,
уравнение записывается в векторной форме:

𝑋𝑛 = 𝛼′𝑌𝑛 + 𝜀𝑛, 𝑛 > 𝑝+ 1, где 𝑌𝑛 =

(︂
Φ𝑛

𝑋𝑛−1

)︂
, 𝛼 ∈ Λ, (7)

где 𝛼 = (𝑚1,𝑚2, 𝛾11, 𝛾12, . . . , 𝛾𝑟1, 𝛾𝑟2)′ — вектор оцениваемых пара-
метров; Λ — множество всех допустимых значений вектора, учиты-
вающее требования на параметры 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 в (3).

Далее пусть (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚0
) — выборка фиксированного размера.

Оценка по методу наименьших квадратов (МНК) вектора пара-
метров 𝛼 примет следующий вид:

𝛼(𝑛) = 𝑀−1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=𝑚0+𝑝+1

𝑌𝑘−1𝑥𝑘, (8)

где 𝑀𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=𝑚0+𝑝+1

𝑌𝑘−1𝑌
′
𝑘−1 — выборочная информационная мат-

рица Фишера размера 𝑙 × 𝑙, 𝑙 = 2𝑟 + 2 + 𝑝.
Построим одноэтапную последовательную процедуру оценива-

ния параметров периодического сигнала на фоне авторегрессион-
ных помех с неизвестными параметрами, дающую возможность кон-
тролировать среднеквадратическую точность оценок.

Введем случайный порог в форме:
ℎ̃ = ℎ𝑅2

𝑚0
,

где ℎ — положительное число, 𝑅2
𝑚0

— некоторая выборочная боре-
левская функция, которую определим следующим образом:

𝑅2
𝑚0

=
1

𝑚0

𝑚0∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 .

Определим момент остановки 𝜏(ℎ̃) и последовательную оценку
МНК 𝛼*(ℎ̃) вектора параметров 𝛼:

𝜏(ℎ̃) = inf{𝑛 > 𝑛0 : ‖𝑀−2
𝑛 ‖1/2 6 ℎ̃−1}, (9)

𝛼*(ℎ̃) = �̃�−1

𝜏(ℎ̃)

𝜏(ℎ̃)∑︁
𝑘=𝑚0+𝑝+1

𝑌𝑘−1𝑥𝑘, (10)

где
𝑛0 = inf{𝑛 > 𝑚0 + 𝑝 : det𝑀𝑛 > 0},

�̃�𝜏(ℎ̃) =

𝜏(ℎ̃)∑︁
𝑘=𝑚0+𝑝+1

𝑌𝑘−1𝑌
′
𝑘−1.
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Теоретическое свойство последовательного плана

Далее для исследования свойств построения последовательного
плана {𝜏(ℎ̃), 𝛼*(ℎ̃)} понадобятся некоторые технические результа-
ты.

Сформулируем в виде теоремы результат, относящийся к сред-
ней длительности последовательного плана.

Теорема 1. Пусть (𝜀𝑛)𝑛>1 — последовательность н.о.р. случай-
ных величин, 𝐸𝜀𝑛 = 0, 0 < 𝐸𝜀2𝑛 = 𝜎2, 𝐸𝜀8𝑛 <∞,

sup
𝛼∈Λ

𝐸𝛼‖𝑋0‖8 <∞,

Λ — множество допустимых значений вектора параметров 𝛼.
Тогда для любого компакта 𝐾 ⊂ Λ и статистики 𝑅2

𝑚0
такой,

что
sup
𝛼∈𝐾

𝐸𝛼𝑅
−4
𝑚0

< +∞
имеет место равенство

lim
ℎ→∞

sup
𝛼∈𝐾

|𝐸𝛼
𝜏(ℎ̃)

ℎ
− ‖𝐹−2‖1/2𝐸𝛼𝑅

2
𝑚0

| = 0.

На данном этапе работы для доказательства этой теоремы оце-
нена скорость сходимости выборочной информационной матрицы
Фишера, построенной по N наблюдениям, к предельному значению.

Лемма 1. Пусть (𝜀𝑛)𝑛>1 в (3) последовательность н.о.р. случай-
ных величин с 𝐸𝜀𝑛 = 0, 0 < 𝐸𝜀2𝑛 = 𝜎2, 𝐸𝜀8𝑛 <∞ и

sup
𝛼∈Λ

𝐸𝛼‖𝑋0‖8 <∞.

Тогда для любого компакта 𝐾 ⊂ Λ

sup
𝛼∈𝐾

𝐸𝛼(‖𝑀𝑁

𝑁
− 𝐹 )‖4|Φ𝑚0

) 6
𝐿

𝑁2
(‖𝑋𝑚0

‖8 + 1).

Доказательство. Доказательство леммы основано на предельных
свойствах выборочной информационной матрицы Фишера 𝑀𝑁 . В
работе [3] установлено, что последовательность векторов {𝑌𝑛}, опре-
деленная в (7) при 𝜆 ∈ Λ, с вероятностью единица удовлетворяет
предельному соотношению

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

𝑌𝑛𝑌
′
𝑛 = 𝐹,

где 𝐹 — положительно определенная матрица, имеющая вид:
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𝐹 =

⃦⃦⃦⃦
𝑀0 𝑀1

𝑀 ′
1 𝐹0 +𝐷𝑀0𝐷

′

⃦⃦⃦⃦
, (11)

в которой

𝑀0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1,
1

2
, . . . ,

1

2
),

𝐹 =

⎛⎜⎜⎝
1 0
0 (−1)𝑘

0

0
𝑉1(𝑘) 𝑉2(𝑘)
−𝑉2(𝑘) 𝑉1(𝑘)

⎞⎟⎟⎠ , (12)

причем
𝑉1(𝑘) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(cos𝜔1𝑘, . . . , cos𝜔𝑟𝑘), 𝑉2(𝑘) = (13)

= 𝑑𝑖𝑎𝑔(sin𝜔1𝑘, . . . , sin𝜔𝑟𝑘), (14)

𝐴 =

(︂
𝜆1 . . . 𝜆𝑝
𝐼𝑝−1 . . . 0

)︂
,Γ =

⎛⎝𝑚1 𝑚2 𝛾11 𝛾12 . . . 𝛾𝑟1 𝛾𝑟2
0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . 0

⎞⎠ , (15)

𝐷 =
∑︁
𝑘>0

𝐴𝑘Γ𝑉 (𝑘),𝑀1 = 𝑀0𝑉
′(1)𝐷′,

𝐹0 = lim
𝑛→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

𝜁𝑛𝜁
′
𝑛 п.н., 𝜁𝑛 = 𝐴𝜁𝑛−1 + 𝜂𝑛, 𝜁𝑝 = 0,

𝜂𝑛 = (𝜀𝑛, 0, . . . , 0)′.
Учитывая (7), запишем процесс в векторной форме

𝑋𝑛 = 𝐴𝑋𝑛−1 + ΓΦ𝑛 + 𝜂𝑛, 𝑛 > 𝑝+ 1.
Отсюда

𝑋𝑛 = 𝐴𝑛−𝑝𝑋𝑝 + 𝜁𝑛 +𝑊𝑛, 𝑛 > 𝑝,

где 𝜁𝑛 = 𝐴𝜁𝑛−1 + 𝜂𝑛, 𝜁𝑝 = 0,𝑊𝑛 =
𝑛−𝑝−1∑︀
𝑗=0

𝐴𝑗ΓΦ𝑛−𝑗 .

Тогда выборочная информационная матрица Фишера имеет вид:

𝑀𝑁

𝑁
=

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

𝑌𝑛𝑌
′
𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

Φ𝑛Φ′
𝑛

1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

Φ𝑛𝑋
′
𝑛−1

1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

𝑋𝑛−1Φ′
𝑛

1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

𝑋𝑛−1𝑋
′
𝑛−1

⎞⎟⎟⎠ .

(16)
Отсюда, выделив компакт 𝐾 из параметрической области Λ с
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помощью элементарного неравенства, получаем

sup
𝛼∈𝐾

𝐸𝛼‖
𝑀𝑁

𝑁
− 𝐹‖4 6 43(‖𝑄𝑁‖4 + sup

𝛼∈𝐾
𝐸𝛼‖𝑅𝑁‖4 + 2 sup

𝛼∈𝐾
𝐸𝛼‖𝑆𝑁‖4),

где 𝑄𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

Φ𝑛Φ′
𝑛 −𝑀0,

𝑅𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

𝑋𝑛−1𝑋
′
𝑛−1 − (𝐹0 +𝐷𝑀0𝐷

′),

𝑆𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︀
𝑛=𝑝+1

𝑋𝑛−1Φ′
𝑛 −𝑀 ′

1.

Для 𝑄𝑁 , 𝑅𝑁 и 𝑆𝑁 выполняются неравенства

‖𝑄𝑁‖4 6
𝐿1

𝑁4
,

sup
𝛼∈𝐾

𝐸𝛼‖𝑅𝑁‖4 6
𝐿2

𝑁2
,

sup
𝛼∈𝐾

𝐸𝛼‖𝑆𝑁‖4 6
𝐿3

𝑁2
,

где 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 – некоторые положительные постоянные. Эти нера-
венства доказываются с помощью элементарных неравенств, нера-
венств Буркхольдера и Коши. В результате получаем утверждение
леммы.

Заключение

Таким образом, оценена скорость сходимости выборочной ин-
формационной матрицы Фишера, построенной по N наблюдениям,
к предельному значению. Дальнейший этап работы заключается в
доказательстве основной теоремы.
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с непрерывным временем

Иващенко А.О., Емельянова Т.В.

Национальный исследовательский Томский государственный
университет, г. Томск

e-mail: annaivashchenko06@gmail.com

Аннотация

Для устойчивого процесса авторегрессии с непрерывным
временем предлагается последовательная процедура оцени-
вания неизвестных параметров, использующая специальное
правило остановки, формулируется теорема об асимптоти-
ческой нормальности последовательной оценки неизвестного
параметра процесса. Кроме того проводится численное моде-
лирование для получения последовательных оценок парамет-
ров модели авторегрессии первого порядка с непрерывным
временем, а также вычисление момента остановки и опти-
мального времени наблюдения системы. Вычисляется сред-
неквадратический риск для сравнения качества оценок, по-
лучаемых при использовании оптимального времени наблю-
дения и последовательного подхода к оцениванию.

Ключевые слова: устойчивый процесс авторегрессии,
непрерывное время, последовательное оценивание, момент
остановки, оптимальное время наблюдения.

В задачах обработки временных рядов, идентификации, прогно-
зирования и управления в динамических системах широко исполь-
зуются модели с непрерывным временем, описываемые стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями. Зачастую параметры та-
ких уравнений неизвестны, поэтому перед использованием модели
для решения основных задач фильтрации, прогнозирования, управ-
ления требуется идентифицировать параметры непосредственным
оцениванием [1]. Для осуществления этой цели разработаны раз-
личные эффективные методы: максимального правдоподобия, сто-
хастической аппроксимации, наименьших квадратов и т.д. Однако
в случае, когда получаемые оценки являются существенно нелиней-
ными функциями и поддаются исследованию лишь в асимптотике
при неограниченной длительности наблюдений, использование этих
методов усложняется.
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В настоящее время существует достаточно много исследований,
посвященных задачам асимптотического оценивания [2]- [5]. Одна-
ко, для практических задач типична неасимптотическая проблема
оценивания, когда требуется определить длину реализации, при ко-
торой оценки достигают заданной точности [6]. Для решения задач
в неасимптотической постановке требуются методы, позволяющие
контролировать точность оценок при малых объемах данных. В
практических задачах объем доступных данных всегда конечен и
желательно иметь представление о качестве оценок, вычисленных
по наблюдениям на ограниченном временном интервале. В связи с
этим успешно применяется последовательный анализ, который ха-
рактеризуется тем, что длительность наблюдений не фиксируется
заранее и определяется специальными правилами.

Пусть наблюдаемый 𝑝−мерный процесс 𝑋𝑡 = (𝑋1(𝑡), ..., 𝑋𝑝(𝑡))′

описывается системой линейных дифференциальных уравнений
𝑑𝑋𝑡 = 𝐴𝑋𝑡𝑑𝑡+𝐵𝑑𝑊𝑡, (1)

в которой 𝐴 и 𝐵 - квадратные матрицы постоянных коэффициен-
тов размера 𝑝 × 𝑝, причем все характеристические числа матрицы
𝐴 имеют отрицательные вещественные части, 𝑊𝑡 - стандартный
𝑝−мерный процесс броуновского движения.

𝑋𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1𝑡
𝑥2𝑡
. . .
𝑥𝑝𝑡

⎞⎟⎟⎠ ;𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
. . . 1 0
. . . . .
𝜃𝑝 𝜃𝑝−1 ... ... 𝜃1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐵 =

⎛⎝ 0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 𝜎

⎞⎠ ;𝜎 > 0. (2)

Задача состоит в том, чтобы оценить неизвестные коэффициен-
ты матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖ по наблюдениям процесса 𝑋𝑡. К этой задаче
сводится задача оценивания параметров стационарного гауссовско-
го процесса авторегрессии 𝑝−го порядка (𝐴𝑅(𝑝))

𝑑𝑥𝑝−1
𝑡 = (𝜃1𝑥

𝑝−1
𝑡 + . . .+ 𝜃𝑝𝑥𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑤𝑡 (3)

с рациональной спектральной плотностью, имеющей вид

𝑓(𝜆) =
𝜎2

|𝑄(𝑖𝜆)|2
Предполагается, что неизвестные параметры 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝 таковы, что
все корни характеристического полинома

𝑄(𝑧) = 𝑧𝑝 − 𝜃1𝑧
𝑝−1 − . . .− 𝜃𝑝

лежат в единичном круге.
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Одним из основных методов оценивания вектора неизвестных
параметров 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑝)′ является метод наименьших квад-
ратов (МНК), согласно которому оценка ̂︀𝜃𝑇 имеет вид̂︀𝜃𝑇 = 𝑀−1

𝑇

𝑇∫︀
0

𝑋𝑠𝑑⟨𝑋𝑡⟩𝑝, (4)

где ⟨𝛼⟩𝑖 обозначает 𝑖−ю координату вектора-столбца 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑝)′

𝑀𝑇 =
𝑇∫︀
0

𝑋𝑠𝑋
′
𝑠𝑑𝑠 (5)

– выборочная информационная матрица Фишера, 𝑀−1
𝑇 – обратная

к ней, если она не вырождена, и 𝑀−1
𝑇 = 0 - в противном случае [1].

Хорошо изучены асимптотические свойства вектора оценок ̂︀𝜃𝑇
по методам максимального правдоподобия и наименьших квадра-
тов: они являются сильно состоятельными и асимптотически нор-
мальными [5].

Пусть 𝐻 > 0. Определим длительность наблюдений процесса и
оценку неизвестных параметров по формулам

𝜏 = 𝜏(𝐻) = 𝑖𝑛𝑓{𝜏 > 0 : ‖𝑀−2
𝑇 ‖ 1

2 6
1

𝐻
}, (6)

𝜃*(𝐻) = 𝑀−1
𝜏(𝐻)

𝜏∫︀
0

(𝐻)𝑋𝑠𝑑⟨𝑋𝑡⟩𝑝. (7)

Последовательный план (6, 7) позволяет контролировать сред-
неквадратическую точность получаемых оценок за счет выбора по-
рога процедуры 𝐻, а так же получена формула для средней асимп-
тотической длительности процедуры [1].

Асимптотическое распределение последовательных оценок уста-
навливает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть задан процесс вида (1)
𝑑𝑋𝑡 = 𝐴𝑋𝑡𝑑𝑡+𝐵𝑑𝑊𝑡, (1)

где 𝐴 и 𝐵 – квадратные матрицы размера 𝑝×𝑝, 𝑊𝑡 - стандартный
𝑝−мерный процесс броуновского движения

𝑋𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1𝑡
𝑥2𝑡
. . .
𝑥𝑝𝑡

⎞⎟⎟⎠ ;𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
. . . 1 0
. . . . .
𝜃𝑝 𝜃𝑝−1 . . . . . . 𝜃1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐵 =

⎛⎝ 0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 𝜎

⎞⎠ ;𝜎 > 0.

Пусть 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝 таковы, что все корни характеристического по-
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линома 𝑄(𝑧) = 𝑧𝑝 − 𝜃1𝑧
𝑝−1 − . . . − 𝜃𝑝 лежат в единичном круге.

Последовательный план (𝜏𝐻 , 𝜃
*(𝐻)) задается формулами

𝜏 = 𝜏(𝐻) = 𝑖𝑛𝑓{𝜏 > 0 : ‖𝑀−2
𝑇 ‖ 1

2 6
1

𝐻
}, (6)

𝜃*(𝐻) = 𝑀−1
𝜏(𝐻)

𝜏∫︀
0

(𝐻)𝑋𝑠𝑑⟨𝑋𝑡⟩𝑝. (7)

где 𝐻 > 0 – пороговое значение.
Тогда вектор 1√

𝐻
(𝜃*(𝐻) − 𝜃) имеет асимптотически нормаль-

ное распределение с параметрами
(︀
0, 𝐹−1

)︀
Для авторегрессионной модели с непрерывным временем было

проведено численное моделирование в среде Matlab, с помощью ко-
торого наглядно показано, что разность рисков при использовании
последовательной процедуры оценивания может принимать отри-
цательные значения даже для нормального распределения ошибок.

Для осуществления моделирования непрерывного процесса ав-
торегрессии был выполнен переход от стохастического дифферен-
циального уравнения к разностному уравнению вида

𝑥𝑡 = (𝜃△ 𝑡+ 1)𝑥𝑡−1 + 𝜎𝑡 △ 𝑡𝜉, (8)
где 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑡) - независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины из нормального распределения с параметрами
(0, 1),△𝑡 - шаг дискретизации. Оптимальное время наблюдения вы-
числяется по формуле

𝑡0 ≈ 𝐴
1
2𝜎,

где 𝐴 - обратная величина цены одного наблюдения [7]- [8].
Рассмотрим результаты моделирования для процесса авторе-

грессии с непрерывным временем. Моделирование реализовывается
при условиях: △𝑡 = 0.07, 𝑋0 = 0, объем выборки 𝑁 = 500. Здесь 𝑡0
– оптимальное время наблюдения; ̂︀𝜃𝑡0 – оценка параметра модели,
вычисленной по ММП (метод максимального правдоподобия), вы-
численная при оптимальном времени наблюдения 𝑡0; ̂︀𝜃*𝜏* - последо-
вательная оценка параметра, вычисленная в момент остановки 𝜏*.
Оценки вычисляются путем усреднения результатов оценивания по
50 реализациям.

На рисунке 1 представлена иллюстрация отклонения оценок от
истинного значения параметра, вычисленных при оптимальном вре-
мени наблюдения 𝑡0 и в случайный момент остановки 𝜏* при истин-
ном значении параметра 𝜃 = 0.08.
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Таблица 2 — Результаты численного моделирования для авторе-
грессионной модели с непрерывным временем

𝜃 𝑡0 ̂︀𝜃𝑡0 ̂︀𝜃*𝜏* 𝜏* Разность рисков
0.08 20 -0.889 0.022 29 2.52
0.1 20 -0.8855 0.024 30 -1.89
0.5 20 0.134 0.444 21 3.53
1 20 0.4655 1.2 22 -4.43

Рис. 1. Отклонение моделируемых оценок от истинного значения параметра
𝜃 = 0.08

Результаты численного моделирования показали, что последо-
вательные оценки имеют меньшее отклонение от истинного значе-
ния параметра, чем оценки, вычисленные при оптимальном време-
ни наблюдения. Результат разности рисков показывает, что после-
довательные оценки имеют преимущество перед оптимальными в
среднеквадратическом и эффективно минимизируют риск функции
потерь.

Аналогичные результаты получаем при увеличении значения
оцениваемого параметра до 0.1.
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Рис. 2. Отклонение моделируемых оценок от истинного значения параметра
𝜃 = 0.1

Таким образом, можно сказать, что последовательная процеду-
ра оценивания с применением оптимального правила остановки яв-
ляется эффективной для модели авторегрессии с непрерывным вре-
менем. Для модели с непрерывным временем результаты численно-
го моделирования показали, что последовательные оценки имеют
меньшее отклонение от истинного значения параметра, чем оценки,
вычисленные при оптимальном времени наблюдения.
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Аннотация

В работе предлагается качественный бутстрап-метод для
анализа временных рядов, моделируемых нелинейными AR/
GARCH процессами. Проводится статистический анализ рас-
сматриваемых процессов на основе полученных модифициро-
ванных данных. Устанавливается, что предлагаемый новый
бутстрап метод позволяет повысить достоверность статисти-
ческих выводов для AR/GARCH моделей.

Ключевые слова: бутстрап-метод,AR/GARCH процесс,
статистический анализ.

Введение

Стремительные перемены современной жизни, связанные с боль-
шими достижениями информационных технологий и вычислитель-
ной техники, дают нам возможность быстрого и эффективного ана-
лиза огромных массивов данных. Доступное для всех программное
обеспечение, а также высокоскоростные компьютеры позволяют по-
казывать результаты наглядно с помощью графиков, а также в
понятной информативной форме способами, ранее которые нель-
зя было получить используя ручку и бумагу.

Часто на практике объем данных весьма ограничен, чтобы мож-
но было делать достоверные выводы о них. Поэтому в последнее
время получили развитие новые статистические методы под общим
названием ресемплинг [1]. Методы ресемплинга включают три ос-
новных подхода, отличающихся по технике, но близкие по сути:
метод "складного ножа метод "рандомизации"и наиболее популяр-
ный - метод "бутстрап"[2]. Efron в [4] дал объяснение развитию но-
вой группы альтернативных компьютерно-интенсивных (computer-
intensive) методов, включающих в себя рандомизацию и бутстрап.

*Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, грант No 17-11-01049.
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Эти технологии выполняют многократный анализ разных фрагмен-
тов исходного массива эмпирических данных, как бы рассматривая
их под различными углами зрения и сравнивая полученные таким
образом результаты, им не нужна никакая априорной информации
о законе распределения исследуемой случайной величины, в отли-
чие от подходов в [4-7].

Цель данной работы заключается в построении алгоритма бут-
страпирования временных рядов, которые можно описать моделя-
ми типа AR/GARCH.

Постановка задачи и основной результат

Моделирование и прогнозирование изменчивости различных по-
казателей, например акций, курсов валют на финансовых рынках
в наше время является объектом последних исследований и тео-
ретических работ. Все в мире меняется, цены не исключение, и
предсказать их поведение становится все сложнее.Такие традици-
онные модели временных рядов, как ARMA, не всегда могут спра-
ведливо учитывать характеристики, которыми обладают финансо-
вые временные ряды. Соответственно, требуется расширение таких
моделей. Одна из особенностей финансовых рынков состоит в том,
что неопределенность присущая рынку, изменяется во времени. Из
этого наблюдается «кластеризация волатильности». Термин «во-
латильность» используется, для неформального обозначения раз-
броса переменной. Формальной мерой волатильности служит дис-
персия. Эффект кластеризации волатильности отмечен для таких
рядов, как изменение цен акций, валютных курсов, Изменения в
дисперсии имеют весьма важное значение для понимания финан-
совых рынков, так как инвесторы требуют более высокую ожи-
даемую доходность в качестве компенсации рискованных (риско-
вых) активов. Официальным названием для изменчивости диспер-
сии на различных интервалах наблюдения является гетероскеда-
стичность. Остановимся на рассмотрении AR/GARCH моделей[5].
Пусть на вероятностном пространстве (Ω, 𝐹, 𝑃 ) наблюдения описы-
ваются AR/GARCH процессом, т.е. эта модель определяется урав-
нением:

𝑋𝑡 = 𝜃 +
∑︁𝑝

𝑖=1
𝛼𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡, (1)

𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑣𝑡, (2)

𝜎2
𝑡 = 𝛽0 +

∑︁𝑝

𝑗=1
𝛽𝑗𝜀

2
𝑡−𝑗 +

∑︁𝑞

𝑘=1
𝛾𝑘𝜎

2
𝑡−𝑘. (3)
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Первой основной задачей является оценивание неизвестных па-
раметров модели 𝜃, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 , 𝛾𝑘. Качество оценивания напрямую за-
висит от того, как долго мы наблюдаем процесс (𝑋𝑡)0<𝑡≤𝑇 . После
качественной идентификации модели возникает необходимость ис-
следования качества уравнения в целом и качества прогноза. И по-
скольку для этого требуются достаточно большие объемы данных,
которые часто не доступны, то актуальной является задача разра-
ботки бутстрап-методов для таких моделей.

Существуют различные бутстрап-методы для классических мо-
делей временных рядов, например блочный и GARCH бутстрап[6,7],
однако система бутстрап реализаций для нового AR/GARCH про-
цесса неразвита. В данной работе предлагается качественный бут-
страп-метод для анализа временных рядов, моделируемых AR/
GARCH процессами.

На основе изученных ранее методов бутстрапирования был раз-
работан пошаговый алгоритм для AR/GARCH модели:
1. Оцениваем параметры части GARCH (3) по методу наименьших

квадратов;
2. Организуем процедуру бутстрапирования, набирая остатки 𝑣*2𝑡

из стандартного нормального распределения;
3. Пересчитываем по формуле (3) 𝜎*2

𝑡 ;
4. Пересчитываем остатки 𝜀*2𝑡 = 𝜎*2

𝑡 * 𝑣*2𝑡 по формуле (2);
5. Оцениваем параметры части AR(p) по МНК

𝑋𝑡 = 𝜃 +
∑︀𝑝

𝑖=1 𝛼𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡;
6. Строим бутстрапированный ряд 𝑋*

𝑡 = 𝜃 +
∑︀𝑝

𝑖=1 𝛼𝑖𝑋
*
𝑡−𝑖 + 𝜀*𝑡 .

Результаты численной реализации алгоритма

На основе реальных цен на нефть маркиWTI подбирается AR(𝑝)/
GARCH(𝑞1,𝑞2)- модель, которая считается истинной. Используя ав-
токорреляционные и частные автокорреляционные функции, с по-
мощью визуального анализа полученных графиков были оценены
параметры 𝑝, 𝑞1, 𝑞2. Выбранная модель динамики цен является мо-
дельAR(1)/GARCH(1,1).

Оценивание неизвестных коэффициентов проводилось по базо-
вому методу регрессионного анализа-методу наименьших квадра-
тов (МНК). Таким образом, будем рассматривать процесс в явном
виде:

𝜎2
𝑡 = −1.9403 + 0.5589𝜀2𝑡−1 + 4.6887𝜎2

𝑡−1;

𝑋𝑡 = 29.7071 + 0.2218𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡.
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Проведем статистический анализ полученной модели[8,9,10]. Воз-
никает задача проверки гипотез относительно значимости коэффи-
циентов данного процесса и его адекватности в целом. Рассмотрим
t-критерий, основанный на распределении Стьюдента, с его помо-
щью можно проверить, не отличается ли оценка данного коэффи-
циента регрессии 𝑏𝑖 от нуля только за счет случайных возмущений.

Сформулируем гипотезу 𝐻0 : 𝑏𝑖 = 0 и альтернативу 𝐻1 : 𝑏𝑖 ̸= 0.
Зададим уровень значимости 𝛼 = 0.95, на котором в дальней-

шем и будет сделан вывод о справедливости гипотезы.
Вычисляется t- статистика и строятся доверительные интерва-

лы для исследуемого параметра:

𝑏𝑖 −
𝑏𝑖 * 𝑡√
𝑛

< 𝑏𝑖 < 𝑏𝑖 +
𝑏𝑖 * 𝑡√
𝑛
.

Таким образом, для параметра 𝜃 и 𝛼 доверительная область:
26.652 < 𝜃 < 32.286
0.1652 < 𝛼 < 0.2824

следовательно, коэффициенты являются значимыми. С помощью
критерия Фишера проверяется адекватность данной модели в це-
лом: 𝐻0: уравнение регрессии статистически незначимо и соответ-
ствующая ей альтернатива 𝐻1: уравнение регрессии статистически
значимо. Зададим уровень значимости 𝛼 = 0.05, на котором в даль-
нейшем и будет сделан вывод о справедливости гипотезы. Вычис-
ляется F-статистика, а также квантиль распределения Фишера при
заданном уровне значимости. Эти величины сравниваются и если
𝐹 > 𝐹𝑇 , в нашем случае 𝐹 = 8.3902𝑒 + 04 и 𝐹𝑇 = 0.0039, следова-
тельно, модель статистически не значима. Необходимо убедиться в
том насколько достоверны статистические выводы, полученные для
исходной модели.Для решения этой задачи используются процеду-
ра бутстрап, которая была описана в разделе 2. Исходный объем
выборки 𝑛 = 262.Таким образом, сначала получили новую выбор-
ку объемом равный исходным данным, во втором эксперименте она
была увеличена практически в 2 раза до 𝑛 = 500 , затем объем мо-
дифицированной выборки получили 𝑛 = 1000,и 5000. Ключевым
вопросом при анализе данных является объем наблюдений. Оче-
видно, что чем больше данных имеет исследователь, тем точнее
выводы он может сделать. Для того,чтобы проиллюстрировать эф-
фективность новой процедуры бутстрап, описанной в предыдущем
разделе, покажем некоторые результаты экспериментов моделиро-
вания:
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Таблица 1 — Доверительная область для параметра 𝜃 и 𝐹 -
статистика.

n t-критерий F-критерий
262 24.6467<𝜃<34.7569 𝐹=8.5341e+10
500 26.0517<𝜃<33.3581 𝐹=29.7490
1000 27.1276<𝜃<32.2840 𝐹=27.4738
5000 28.5459<𝜃<30.8556 𝐹=4.3870e+03

Таблица 2 — Доверительная область для параметра 𝜃 и 𝐹 -
статистика.

n t-критерий F-критерий
262 0.1841<𝛼<02595 𝐹𝑇=0.0039
500 0.1948<𝛼<0.2488 𝐹𝑇=0.0039
1000 0.2025<𝛼<0.2415 𝐹𝑇=0.0039
5000 0.2132<𝛼<0.2304 𝐹𝑇=0.0039

Таким образом, не зависимо от объема данных общая картина
статистического анализа исходной модели сохраняется.
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Аннотация

В работе рассматривается задача минимаксного оценива-
ния 𝑑–мерного вектора неизвестных параметров регрессии с
нелинейными условно–гауссовскими шумами типа AR/ARCH.
В качестве метода оценивания рассматривается модифика-
ция процедуры Джеймса-Стейна. Предлагается улучшенная
оценка в смысле среднеквадратической точности. Приводят-
ся результаты численного моделирования эмпирических рис-
ков предлагаемой улучшенной оценки и оценки МНК для мо-
дели с шумами 𝐴𝑅(1)/𝐴𝑅𝐶𝐻(1).

Ключевые слова: регрессия, улучшенное оценивание,
среднеквадратический риск, условно–гауссовский шум.

Введение. Основной задачей при описании статистических дан-
ных является построение адекватной модели и оценка её коэффици-
ентов [5]. Когда речь идет о нахождении оценки, то классически-
ми являются метод наименьших квадратов (МНК), метод макси-
мального правдоподобия и метод моментов. Эти методы позволяют
построить оценки с хорошими свойствами, такими как несмещен-
ность, оптимальность и состоятельность для схемы независимых
наблюдений. Применение перечисленных методов к более общим
моделям не всегда дает хорошие оценки.

В 60-х годаx 20 века Джеймс и Стейн предложили иной подход.
Они решили повысить точность оценки среднего многомерного нор-
мального распределения, если не ограничиваться несмещенными
оценками. Была предложена процедура сжатия, которая открыла
возможности для новых исследований в области улучшенного оце-
нивания [6]. В настоящее время эффективные оценки рассматрива-
ются с позиции минимизации среднеквадратических рисков [3].

*Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ, Госзадание No 2.3208.2017/4.6
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Постановка задачи. Рассмотрим задачу минимаксного оцени-
вания 𝑑-мерного вектора регрессии с нелинейным стохастическим
условно-гауссовским шумом. Пусть на вероятностном пространстве
(Ω,ℱ ,P) наблюдения описываются уравнением

𝑌 = 𝜃 + 𝜈𝜉, (1)
где 𝜃 ∈ Θ ⊂ R𝑑– вектор неизвестных параметров, 𝜈 – известное
положительное число, 𝜉 – первые 𝑑 значений процесса типа
𝐴𝑅(𝑝)/𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑞):

𝜉𝑡 = 𝛽0 +

𝑝∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝜉𝑡−𝑖 +

⎯⎸⎸⎷𝛼0 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜉2𝑡−𝑗𝜀𝑡. (2)

Предположим, что 𝜉 имеет условно-гауссовское распределение от-
носительно некоторой 𝜎-алгебры 𝒢 с нулевым средним и условной
ковариационной матрицей 𝐷(𝒢), у которой

𝑡𝑟𝐷(𝒢) − 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢)) > 𝜅(𝑑) > 0,
а математическое ожидание максимального собственного значения

E𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢)) ≤ 𝜆*.
Сама матрица зависит от параметров 𝜈, 𝛽𝑖, 𝛼𝑗 , 𝑠

2; (𝜀𝑡)𝑡>0 – белый
шум.

Напомним, что временной ряд (𝜀𝑡)𝑡>0 называется белым шумом,
если он представляет собой последовательность независимых оди-
наково распределенных случайных величин с конечным математи-
ческим ожиданием и постоянной дисперсией 𝜎2. В частности, если
∀𝑡 > 0 случайная величина 𝜀𝑡 распределена нормально с нулевым
математическим ожиданием, то ряд называется гауссовским белым
шумом [5].

Требуется оценить вектор неизвестных параметров 𝜃 по наблю-
дениям 𝑌 .

Основной результат. Известно, что в классе линейных несме-
щенных оценок лучшей является оценка по методу максимального
правдоподобия

̂︀𝜃𝑀𝐿 = 𝑌.
На практике часто такая оценка не может справится с шумами,

которые импульсно влияют на данные. В работах [1–4, 7] предла-
гается модификация этой оценки для дискретных и непрерывных
моделей. Согласно этому подходу, в данной работе предлагается
для оценивания параметра 𝜃 использовать следующую сжимаю-
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щую процедуру

𝜃* =

(︂
1 − 𝑐

|𝑌 |

)︂
𝑌, (3)

где 𝑐 = 𝜈2𝜆*(𝑑−1)𝛿𝑑, 𝛿𝑑 =

(︃
𝜌+(2𝜆*)−1/2𝜈

Γ
(︀

𝑑+1
2

)︀
Γ
(︀

𝑑
2

)︀ )︃−1

, 𝜌 = sup𝜃∈Θ{|𝜃|}.

Определение 1. Функция 𝐿 : R𝑑 −→ R+ называется функцией
потерь, если она симметрична, неотрицательна и удовлетворяет
условиям :
1. Множество

{︀
𝑢 ∈ R𝑑;𝐿(𝑢) < 𝑐

}︀
выпукло при всех 𝑐 > 0.

2. 𝐿(𝑢)– растет медленнее любой из функций 𝑒𝜀‖𝑢‖, 𝜀 > 0 при
‖𝑢‖2 → ∞.

Определение 2. Функцией риска для оценки параметра ̂︀𝜃 назы-
вается функция

𝑅(𝜃, ̂︀𝜃) = E𝜃𝐿(̂︀𝜃),
где E𝜃 – обозначает усреднение по распределению P𝜃.

В настоящей работе в качестве меры точности оценки выберем
среднеквадратический риск

𝑅(𝜃, ̂︀𝜃) = E𝜃|𝜃 − ̂︀𝜃|2, |𝑥|2 =

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑥2𝑗 .

Предлагаемая оценка (3) обладает следующим свойством.

Теорема 1. Oценка (3) превосходит по среднеквадратической точ-

ности оценку МНК ̂︀𝜃 = 𝑌 при 𝑑 > 2, то есть является минимакс-
ной. Более того, разность рисков

∆𝜃 = 𝑅(𝜃, 𝜃*) −𝑅(𝜃 − ̂︀𝜃) 6 −𝑐2.

Доказательство. Рассмотрим риск оценки 𝜃* :
𝑅(𝜃*, 𝜃) = E𝜃|𝜃*−𝜃|2 = E𝜃|̂︀𝜃−𝜃+𝑔(𝑌 )𝑌−̂︀𝜃|2 = E𝜃|(̂︀𝜃−𝜃)+(𝑔(𝑌 )−1)𝑌 |2 =

= E𝜃(|̂︀𝜃 − 𝜃|2 + 2(̂︀𝜃 − 𝜃)
′
(𝑔(𝑌 ) − 1)𝑌 + (𝑔(𝑌 ) − 1)2|𝑌 |2) =

= E𝜃|̂︀𝜃 − 𝜃|2 + E𝜃((𝑔(𝑌 ) − 1)2|𝑌 |2) + 2

𝑑∑︁
𝑗=1

E𝜃(𝑔(𝑌 ) − 1)(𝑌𝑗 − 𝜃)𝑌𝑗 =

= 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) + 𝑐2 −E𝜃𝑊 (𝑌 ).
Учитывая, что шум 𝜉 имеет условное-гауссовское распределение, то
есть 𝐿𝑎𝑤(𝑌/𝒢) = 𝒩𝑑(0, 𝜈2𝐷(𝒢)), то

E𝜃𝑊 (𝑌 ) = 2

𝑑∑︁
𝑗=1

E𝜃(𝑔(𝑌 )−1)(𝑌𝑗−𝜃)𝑌𝑗 = −2𝑐𝜈2E𝜃
𝑡𝑟𝐷(𝒢) − 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢))

|𝑌 |
.
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Рассмотрим разность рисков оценок ̂︀𝜃 и 𝜃* :
∆𝜃 = 𝑐2 − 𝑐𝜈2E𝜃

𝑡𝑟𝐷(𝒢) − 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢))

|𝑌 |
6

6 𝑐2 − 𝑐𝜈2𝜅(𝑑)E𝜃|𝑌 |−1.
Используя неравенство треугольника и Йенсена, оценим мате-

матическое ожидание величины |𝑌 |−1:

E𝜃|𝑌 |−1 = E𝜃
1

|𝜃 + 𝜈𝜉|
>

1

|𝜃| + 𝜈E𝜃|𝜉|
>

1

𝜌+ 𝜈E𝜃|𝜉|
,

где

E𝜃|𝜉| =

∫︁
R𝑑

|𝑥|𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =
1

(2𝜋)𝑑/2
√︀
𝑑𝑒𝑡𝐷(𝒢)

∫︁
R𝑑

|𝑥|𝑒−
𝑥
′
𝐷−1(𝒢)𝑥

2 𝑑𝑥.

Сделаем замену 𝑢 = 𝐷−1/2(𝒢)𝑥, тогда

E𝜃|𝜉| =
1

(2𝜋)𝑑/2

∫︁
R𝑑

|𝐷1/2(𝒢)𝑢|𝑒−
|𝑢|2
2 𝑑𝑢 6

√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢))

(2𝜋)𝑑/2

∫︁
R𝑑

|𝑢|𝑒−
|𝑢|2
2 𝑑𝑢.

В последнем интеграле перейдем к сферическим координатам и по-
лучим

E𝜃|𝜉| 6
√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷(𝒢))

2𝜋𝑑/2

(2𝜋)𝑑/2Γ(𝑑
2 )

∫︁ ∞

0

𝑟𝑑𝑒−𝑟2/2𝑑𝑟 6

6
√
𝜆*

2

(2)𝑑/2Γ(𝑑
2 )

∫︁ ∞

0

(2𝑡)
𝑑−1
2 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

√
2𝜆*

Γ(𝑑+1
2 )

Γ
(︀
𝑑
2

)︀ .
Таким образом, E𝜃|𝑌 |−1 > 𝛿𝑑 и

∆𝜃 6 𝑐2 − 𝑐𝜈2𝜅(𝑑)𝛿𝑑.
Минимизируя правую часть по 𝑐, находим 𝑐 = 𝜈2𝜅(𝑑)𝛿𝑑. Следова-
тельно,

∆𝜃 6 −𝑐2.
Теорема доказана.

Замечание 1. Теорема 1 утверждает, что предложенная оценка
(3) является улучшенной в понимании среднеквадратической точ-
ности в сравнении с оценкой максимального правдоподобия. При
этом минимальный выигрыш в точности равен −𝑐2.

Численный анализ эмпирических рисков. Для численного
подтверждения аналитических результатов проведено имитацион-
ное моделирование в среде MATLAB. Предполагаем, что 𝜃 – еди-
ничный вектор размерности 𝑑, 𝜉𝑡 – значения процесса𝐴𝑅(1)/𝐴𝑅𝐶𝐻(1)
c коэффициентами 𝛽0 = 𝛼0 = 0, 𝜈 = 1, а

E𝜃(𝜉0) = 0,D𝜃(𝜉0) = 𝑠2,
E𝜃(𝜀𝑡) = 0,D𝜃(𝜀𝑡) = 𝜎2.
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При этом модель шума будет выглядит так:

𝜉𝑡 = 𝛽1𝜉𝑡−1 +
√︁
𝛼1𝜉2𝑡−1𝜀𝑡. (4)

Остальные параметры меняются. Ковариационная матрица 𝐷(𝒢) с
элементами < 𝐷(𝒢) >𝑖𝑗= 𝑠2𝛽

|𝑖−𝑗|
1 𝑎𝑚𝑖𝑛{𝑖,𝑗} имеет вид:

𝐷(𝒢) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎𝑠2 𝑎𝛽1𝑠

2 . . . 𝑎𝛽𝑑−1
1 𝑠2

𝑎𝛽1𝑠
2 𝑎2𝑠2 . . . 𝑎2𝛽𝑑−2

1 𝑠2

...
...

...
...

𝑎𝛽𝑑−1
1 𝑠2 𝑎2𝛽𝑑−2

1 𝑠2 . . . 𝑎𝑑𝑠2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Среднеквадратический риск оценки вычислялся по следующей
эмпирической формуле

�̃�(𝜃, 𝜃) ≃ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

|𝜃 − 𝜃𝑘|2,

где 𝜃𝑘– 𝑘−я реализация оценки 𝜃, а 𝑁 = 1000.
Далее в таблицах приводятся результаты моделирования при

изменении параметров шума

Таблица 1 — Поведение эмпирических среднеквадратических рис-
ков оценок при изменении параметра 𝛼1 с 𝛽1 = 0, 1;𝜎2 = 1; 𝑠2 =
1; 𝑑 = 5

𝛼1 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) 𝑅(𝜃*, 𝜃) ∆𝜃 −𝑐2
0.1 0.6514 0.6383 −0.0131 −0.0013
0.2 2.3788 2.2696 -0.1092 -0.0149
0.4 36.5023 34.4281 -2.0741 -0.3936
0.8 502.7098 478.9157 -23.7941 -2.9729
1.6 2.6920e+04 2.6656e+04 -264.440 -14.3808
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Таблица 2 — Поведение эмпирических среднеквадратических рис-
ков оценок при изменении параметра 𝛽1 с 𝛼1 = 0, 1;𝜎2 = 1; 𝑠2 =
1; 𝑑 = 5

𝛽1 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) 𝑅(𝜃*, 𝜃) ∆𝜃 −𝑐2
0.1 0.6900 0.6800 -0.0100 -0.0013
0.2 0.6521 0.6316 -0.0206 -0.0042
0.4 1.0896 1.0357 -0.0540 -0.0195
0.8 5.4522 5.1229 -0.3293 -0.0470
1 5.4522 5.1229 -0.3293 -0.0470
1.2 21.7047 24.0261 2.3214 -0.1552
1.4 69.9692 87.6838 17.7147 -1.9347

Таблица 3 — Поведение эмпирических среднеквадратических рис-
ков оценок при изменении параметра 𝑠2 с 𝛼1 = 0, 1;𝛽1 = 0, 1;𝜎2 =
1; 𝑑 = 5

𝑠2 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) 𝑅(𝜃*, 𝜃) ∆𝜃 −𝑐2
1 0.6582 0.6459 -0.0124 -0.0013
2 2.4482 2.3790 -0.0691 -0.0040
4 10.8724 10.5511 -0.3213 -0.0116
8 40.6176 39.4273 -1.1902 -0.0315
16 143.0420 139.0146 -4.0275 -0.0810
32 763.4839 749.0109 -14.4730 -0.1975

Как видно из таблиц 1-4, с увеличением интенсивности влияния
шума риск МНК-оценки растет быстрее, чем улучшенной оценки.

В таблице 2 можно заметить, что как только 𝛽1 > 1, то предло-
женная оценка 𝜃* не всегда является улучшенной. Это связанно с
тем, что шум (4) в модели (1) при таком значении параметра 𝛽1 не
является стационарным.
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Таблица 4 — Поведение эмпирических среднеквадратических рис-
ков оценок при изменении параметра 𝜎2 с 𝛼1 = 0, 1;𝛽1 = 0, 1; 𝑠2 =
1; 𝑑 = 5

𝜎2 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) 𝑅(𝜃*, 𝜃) ∆𝜃 −𝑐2
2 0.7752 0.7611 -0.0140 -0.0013
4 27.7204 27.2507 -0.4697 -0.0149
8 5.3665e+04 5.3611e+04 -53.6798 -0.3936
16 2.3232e+07 2.3228e+07 -3.86e+03 -2.9729

Таблица 5 — Поведение эмпирических среднеквадратических рис-
ков оценок при изменении параметра 𝑑 с 𝛼1 = 0, 1;𝛽1 = 0, 1; 𝑠2 =
1;𝜎2 = 5

𝑑 𝑅(̂︀𝜃, 𝜃) 𝑅(𝜃*, 𝜃) ∆𝜃 −𝑐2
2 2.2980 1.6339 -0.6641 -0.3052
4 14.1171 5.6467 -8.4704 -3.3195
8 219.8571 27.5221 -192.3350 -102.4923
16 1.7054e+09 1.6782e+09 -2.7113e+07 -1.0863e+05
32 3.1531e+18 3.1514e+18 -1.7156e+15 -2.3343e+11

При увеличении размерности 𝑑 в таблице 5 видно, что улуч-
шенная оценка на порядок точнее. Таким образом, при больших 𝑑
оценка МНК более уязвима к влиянию шума типа 𝐴𝑅/𝐴𝑅𝐶𝐻. В
заключении отметим, что когда шумы оказывают сильное влияние
на данные, то предложенная оценка гораздо лучше с ними справ-
ляется.
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Использование заданий в тестовой форме
в процессе обучения математике в школе

Бумагина Е.А.

ТГУ, Томск
e-mail: milenaalex88@sibmail.com

Аннотация

Для создания и внедрения комплекса обучающих тестов
выбрана тема «Неравенства» в курсе алгебры 8 класса. По-
казана актуальность данной темы и возможность алгоритми-
зации типичных задач школьного курса. Изложены содержа-
ние и структура тестовых заданий, подготовленных в системе
Айрен. Описан процесс и результаты тестирования. Отмеча-
ется, что прохождение тестов повысило интерес учеников к
изучению предмета.

Ключевые слова: неравенства, обучающий тест, Айрен.

Введение. В курсе алгебры средней школы тема «Неравенства»
занимает важное место. Тема богата по содержанию, имеет множе-
ство способов и методов решения. Значительную роль неравенства
играют при изучении целого ряда тем в курсе алгебры, математи-
ческого анализа, в процессе решения важных прикладных задач.
Задания по этой теме включены в контрольно-измерительные ма-
териалы для проведения итоговой аттестации в 9 и 11 классе (ОГЭ
и ЕГЭ).

Oтношения больше, меньше, равно на уроках математики вво-
дятся в начальной школе. В 5 классе простейшие свойства нера-
венств систематизируются. Рассматривается сравнение чисел на ко-
ординатном луче. В курсе алгебры 7 класса неравенства представ-
лены как аналитическая модель числовых промежутков. Так же
рассматривается графическая модель числовых промежутков на
прямой и их обозначение.

Изучение этой темы в школьном курсе алгебры 8 класса в со-
ответствии с учебным пособием под ред. А.Г.Мордковича [1, 2] по
программе отводится 12 часов. Основные разделы темы: 1.Свойства
числовых неравенств. 2. Исследование функции на монотонность. 3.
Решение линейных неравенств. 4. Решение квадратных неравенств.
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Для создания и внедрения комплекса обучающих тестов была
выбрана тема «Неравенства», так как она начинается с простых,
легко поддающихся алгоритмизации правил. Цель создания ком-
плекса тестов – активизировать и упорядочить процесс обучения.
Компьютерное тестирование актуально ввиду автоматической про-
верки ответов, более объективной оценки результатов и повышения
интереса учащихся к выполнению учебных действий. При этом про-
исходит оперативное выявление затруднений учащихся.

Описание тестов. Для реализации технологии тестирования вы-
брана программа Айрен [3], наиболее подходящая по своим функци-
ональным возможностям. Эта программа позволяет создавать сце-
нарии на языке программирования Pascal для генерации изменяе-
мых числовых параметров тестовых вопросов. Таким образом мы
создали задания с числовыми параметрами, которые случайным
образом меняются при каждом новом запуске. Дополнительную ва-
риативность тестовым заданиям придают разделы с однотипными
вопросами. При тестировании каждый ученик получает свой ин-
дивидуальный набор заданий (по одному из каждого раздела), ко-
торый при следующей попытке прохождения теста не повторяется.
Таким образом, исключаются повторения заданий, угадывание пра-
вильного ответа путем его запоминания, списывания у соседа. Это
позволяет получить объективные результаты.

Тест 1. Тест «Свойства неравенств» знакомит учащихся с эле-
ментарными свойствами неравенств (прибавление слагаемого, умно-
жение на число, не равное нулю). В тесте 14 заданий различных
типов: выбор одного правильного ответа из нескольких данных,
выбор нескольких правильных ответов из данных, упорядочение.
Примеры тестовых заданий первого теста:

Задание 1 теста 1. Расположите в порядке убывания числа
𝑎,𝑏 и 𝑐, если 𝑎− 𝑐 > 0, 𝑏− 𝑐 < 0.

Задание 8 теста 1. Пусть 𝑎 > 𝑏. Укажите неверные неравен-
ства:

Варианты ответа:
𝑎+ 10 > 𝑏+ 10 𝑎+ 8 < 𝑏+ 8 𝑎− 15 > 𝑏− 15

2𝑎 < 2𝑏 −5𝑎 < −5𝑏 𝑎− 17 < 𝑏− 17
Задание 10 теста 1. Зная, что 𝑎 > 𝑏 , расположите в порядке

убывания числа
𝑎+ 2, 8 𝑏 𝑏− 1, 7 1 + 𝑎 𝑏− 10
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Задание 13 теста 1. Выберите верное неравенство, полученное
в результате почленного умножения неравенств 8 < 12 и 11 < 12:

Варианты ответа: 19 < 24 88 < 144 20 < 23 96 < 132

Тест 2 Тест «Числовые промежутки» направлен на закрепле-
ние соответствия между алгебраической записью неравенств, обо-
значением промежутков и их отражением на числовой оси. Тест
содержит 20 заданий, среди которых задания на соответствие, на
классификацию, с открытым ответом и задания множественного
выбора. В заданиях второго теста, требующих сопоставить рисунок
и запись промежутка (см.задание 1 ниже), ученики имеют дело с
изображениями промежутков числовой оси, вставленными в тест.
При этом границы числовых промежутков изменяются при следу-
ющем прохождении теста, как и числовые параметры в вопросе.

Задание 1 теста 2. Укажите рисунок, на котором изображено
множество решений неравенства 𝑥 > −4.

Задание 15 теста 2. Установите соответствие между неравен-
ством и множеством его решений:

𝑥 > 5 (−∞; 5]
𝑥 < 5 [5; +∞)
𝑥 ≥ 5 (5; +∞)
𝑥 ≤ 5 (−∞; 5)

Задание 17 теста 2. Укажите, какие из чисел
1, 75; 4, 25; 6, 75; 8; 9, 25

принадлежат промежутку (3; 8], а какие не принадлежат.
Задание 20 теста 2. Сколько целых чисел принадлежат про-

межутку (5; 8,8]?

Тест 3. Тест «Преобразования неравенств» посвящен реше-
нию неравенств с помощью элементарных преобразований: перенос
слагаемого, умножение на ненулевой коэффициент. Тест содердит
14 заданий с выбором одного правильного ответа из нескольких
предложенных.

Задание 1 теста 3. Решите неравенство 𝑥− 1 > 7
Варианты ответа: 𝑥 < 6 𝑥 < −6 𝑥 < 8 𝑥 > 8
Задание 6 теста 3. Решите неравенство 6𝑥 < 42
Варианты ответа: 𝑥 < 7 𝑥 < 7 𝑥 > 1/7 𝑥 < 1/7
Задание 12 теста 3. Решите неравенство 5𝑥− 3 > 18
Варианты ответа: 𝑥 > 1/3 𝑥 > 5/21 𝑥 > 3 𝑥 > 21/5
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Тест 4. Тест «Линейные неравенства» предлагает ученикам
решить 8 линейных неравенств разной степени сложности: от за-
дания 1, аналогичного последним заданиям предыдущего теста, до
задания 8, требующего аккуратного применения навыков работы с
неравенствами и алгебраическими выражениями.

Задание 8 теста 4. Решите неравенство 10−7(𝑥+9) ≤ −46−6𝑥
Варианты ответа:
𝑥 ≥ 7 𝑥 ≤ 7 𝑥 ≥ −7 𝑥 ≤ −7

Тест 5. Тест «Квадратные неравенства» предлагает ученикам
8 заданий различных типов, связанных с решение квадратных нера-
венств. Эта тема является заключительной в 8 классе, к ней пред-
стоит возвращаться в дальнейшем, поэтому в данном случае тема
не раскрывается полностью в одном тесте. Цель данного теста – по-
казать, какие возможны ситуации при решении квадратных нера-
венств. В тесте присутствуют задания на выбор одного правильно-
го ответа и на установление соответствия. Примеры заданий пятого
теста:

Задание 1 теста 5. На рисунке изображен график функции
𝑦 = −𝑥2 − 2𝑥+ 3. Используя график, решите неравенство

−𝑥2 − 2𝑥+ 3 ≤ 0.

Рис. 1. Рисунок к заданию 1 теста 5.

Варанты ответа:
(−3; 1) [−3; 1] (−∞;−3) ∪ (1; +∞) (−∞;−3] ∪ [1; +∞)
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Задание 8 теста 5. Установите соответствие между неравен-
ством и множеством его решений

Неравенства Варианты ответа

𝑥2 − 16 > 0 (−4; 4)
𝑥2 + 16 > 0 (−∞;−4) ∪ (4; +∞)
𝑥2 − 16 < 0 нет решений
𝑥2 + 16 < 0 (−∞; +∞)

Проведение тестирования. Аппробация тестов проводилась в
одном из двух восьмых классов образовательного учреждения «Се-
верский кадетский корпус». Это школа-интернат, обучающиеся в
ней находятся на круглосуточном пребывании, домашнее задание
они выполняют во время самоподготовки. В школе существует ком-
пьютерный класс с локальной сетью. Доступ в компьютерный класс
во время самоподготовки свободен и все желающие могли выпол-
нять назначенные тесты в дополнении к домашнему заданию. Ко-
личество попыток решения теста не ограничено.

Профиль тестов. Необходимо выполнить по одному вопросу из
каждого раздела теста. Правильность ответа во время прохождения
теста не сообщается. Таким образом, можно вернуться к вопросу и
исправить ответ на него. Существует обзор вопросов и ученик мо-
жет решить вначале самые легкие на его взгляд задания. Вариан-
ты ответов в каждом задании перемешиваются. Время выполнения
теста не ограничивается. По окончании тестирования показывается
результат в процентах, правильность ответа тестируемого и верные
ответы.

Информация о выполнении тестовых заданий поступает на ком-
пьютер учителя. Это позволяет собрать и проанализировать: кто из
кадет и сколько раз выполнял задания, с каким результатом, уви-
деть динамику результатов.

Трудные задания ребята решали сначала на черновиках, имели
возможность помогать друг другу, получать консультации учителя.
Цель такого тестирования – не жесткий контроль, не диагностика,
а обучение.

Результаты тестирования. Результаты тестирования обобще-
ны и представлены в таблице 1. Так как каждый кадет делал несколь-
ко попыток при решении тестов, в таблице указан результат лучшей
попытки по каждому тесту. Оценка за тест дается в процентах от
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всех заданий теста. Если тест не был пройден учеником ни разу, то
соответсвующая ячейка – пустая. Средние значения баллов за каж-
дый тест обусловлены не только трудностью теста, но и временем,
уделенным изучению соответствующего раздела.

Таблица 6 — Результаты тестирований
Тест1 Тест2 Тест3 Тест4 Тест5 Средний

балл
кадета
по всем
тестам

Кадет 001 82 50 88 25 61,25
Кадет 002 93 100 88 93,67
Кадет 003 54 30 14 38 25 32,2
Кадет 004 79 100 100 50 82,25
Кадет 005 93 95 50 38 69
Кадет 006 75 65 64 50 38 58,4
Кадет 007 79 35 93 69
Кадет 008 56 90 29 38 53,25
Кадет 009 86 30 64 50 38 53,6
Кадет 010 53 35 14 38 38 35,6
Кадет 011 68 45 50 50 12 45
Кадет 012 51 25 43 39,67
Кадет 013 86 100 29 50 25 58
Кадет 014 66 95 100 38 38 67,4
Кадет 015 93 100 25 12 57,5
Кадет 016 79 90 50 12 38 53,8
Кадет 017 67 55 61
Кадет 018 56 10 57 41
Кадет 019 79 20 50 12 40,25
Среднее зна-
чение балла
по каждому
тесту

73,42 60 56,29 44,79 29,73 56,41

Заключение. Получены первые результаты использования обу-
чающих тестов, и можно сделать некоторые выводы. Прохождение
тестов повысило интерес учеников к изучению предмета. Происхо-
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дящая смена формы деятельности сыграла положительную роль.
Однако не обошлось без трудностей, как технических, так и ор-
ганизационных. Программа Айрен не позволяет назначать неогра-
ниченное число попыток прохождения теста, поэтому приходилось
назначать копии одного теста несколько раз, что приводило к пута-
нице номеров попыток. Иногда недобросовестные ученики решали
тест под чужой фамилией, что снизило инфомационную ценность
результатов тестирований. В дальнейшем нужно учесть эти детали
и подобрать оптимальную схему проведения тестирования.

В целом кадеты остались довольны новой формой заданий по
математике, интересовались, будет ли следующий тест, говорили,
что тестирование помогло разобраться в теме «Неравенства».

Работа по использованию обучающих тестов в процессе препо-
давания математики будет продолжена.
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Аннотация

В данной статье рассмотрены нестандартные методы ре-
шения квадратных уравнений. Проанализированы характер-
ные особенности и наиболее подходящие случаи использова-
ния этих методов. Выявлена и обоснована необходимость ис-
пользования этих методов. К ним относятся нестандартная
формула корней, метод коэффициентов, метод «переброски»
старшего коэффициента, выделение полного квадрата, реше-
ние с помощью циркуля и линейки, решение с помощью но-
мограммы и геометрический метод.

Ключевые слова: Квадратное уравнение, нестандарт-
ные методы решения уравнений, метод коэффициентов, гра-
фический метод, номограмма.

Понятие уравнения относится к разряду фундаментальных ма-
тематических понятий, на основе которых строится все здание не
только современной математики, но и в целом современного есте-
ствознания. Большинство теоретических и прикладных задач, до-
пускающих математическое моделирование, полностью или частич-
но сводятся к решению различных типов уравнений.

Именно поэтому значительная часть школьного курса матема-
тики посвящена методам решений различных типов числовых урав-
нений, из которых наиболее важными и основополагающими явля-
ются линейные и квадратные уравнения.

Особая роль квадратных уравнений обусловлена тем, что мно-
гие другие более сложные уравнения с помощью различных преоб-
разований приводят к квадратным уравнениям. В частности, к ре-
шению квадратных уравнений сводится решение большинства ал-
гебраических, тригонометрических, показательных и логарифми-
ческих уравнений и неравенств, предлагаемых на Едином государ-
ственном экзамене (ЕГЭ). Также квадратные уравнения с допол-
нительными ограничениями являются математическими моделями
многих текстовых и прикладных задач ЕГЭ.
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Отметим, что наиболее общие методы решения полиномиаль-
ных уравнений, степень которых выше двух, также подразумевают
сведение их к квадратным уравнениям, в частности, это относится
к формуле Кардано и подстановке Виета для решения кубических
уравнений.

Наличие в школьной программе формулы корней квадратного
с помощью дискриминанта и постоянное обращение к квадратным
уравнениям на протяжении всего периода обучения безусловно спо-
собствует хорошему овладению учащимися навыка решения квад-
ратных уравнений. Однако, к сожалению, большинство учеников
при этом не задумываются ни о смысле этой формулы ни о других
зачастую более рациональных методах решения.

Более того, использование школьниками одного строго алгорит-
мизированного метода приводит к сужению области их творческой
интеллектуальной деятельности и к потере интереса к решению за-
дач, сводящихся к одной «скучной» формуле. С другой стороны,
знание богатства и многообразия методов решения одной задачи
помогает ученику развивать его креативные способности по выбо-
ру наиболее оптимального пути решения.

Перечислим методы решения квадратных уравнений:
∙ Метод выделения полного квадрата;
∙ Метод разложения на множители;
∙ Применение формул корней квадратного уравнения;
∙ Применение теоремы Виета;
∙ Применение теоремы Безу;
∙ Применение свойств коэффициентов;
∙ Метод «переброски» старшего коэффициента;
∙ Графический метод;
∙ Решение с помощью циркуля и линейки;
∙ Решение с помощью номограммы;
∙ Геометрический метод.
Заметим, что многие из этих методов допускают вариации при

их применении. Например, разложение на множители можно про-
водить различными способами (вынесение общего множителя, груп-
пировка, применение ФСУ); известны различные формулы корней
квадратного корней; при графическом решении можно выделять
различные функции.

Данная работа посвящена нестандартным методам, которые ма-
ло известны современным школьникам. К ним относятся нестан-
дартная формула корней, метод коэффициентов, метод «переброс-
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ки» старшего коэффициента, выделение полного квадрата, решение
с помощью циркуля и линейки, решение с помощью номограммы и
геометрический метод.

Нестандартная формула корней квадратного уравнения.
Домножив числитель и знаменатель стандартной формулы кор-
ней квадратного уравнения на выражение 𝑏 ±

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐, получим

𝑥1,2 = − 2𝑐
𝑏±

√
𝑏2−4𝑎𝑐

. Данная нестандартная формула интересна тем,
что, в отличие от стандартной, она применима и в случае невырож-
денного линейного уравнения, т.е. при 𝑎 = 0 и 𝑏 ̸= 0. В этом случае
одно из значений будет равняться 𝑥 = − 𝑐

𝑏 , а второе значение не
будет иметь смысла, так как будет содержать деление на ноль. Од-
нако при 𝑐 = 0 нестандартная формула позволяет получить только
один из двух корней уравнения, а именно 𝑥 = 0, а при нахождении
второго корня возникает неопределенность 0

0 . Если же 𝑏 = 𝑐 = 0, то
нестандартная формула дает неопределенность 0

0 при вычислении
обоих корней.

Устраняет эти недостатки смешанная формула 𝑥1 = − 2𝑐
𝑏+𝜀

√
𝑏2−4𝑎𝑐

,

𝑥2 = − 𝑏+𝜀
√
𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎 , где 𝜀 = 1 при 𝑏 ≥ 0 и 𝜀 = −1 при 𝑏 < 0 . Множе-

ство всех допустимых значений этой формулы совпадает со множе-
ством корней уравнения 𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐 = 0 при условии, что уравнение
содержит переменную 𝑥, т.е. 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0.

Метод коэффициентов. Если коэффициенты квадратного урав-
нения 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 удовляетворяют условию 𝑎+ 𝜀𝑏+ 𝑐 = 0, где
𝜀 = ±1, то уравнение имеет два корня 𝑥1 = 𝜀 и 𝑥2 = 𝜀𝑐

𝑎 .

Доказательство. Согласно теореме Виета 𝑥1+𝑥2 = − 𝑏
𝑎 и 𝑥1𝑥2 = 𝑐

𝑎 .

Подставив 𝑏 = −𝜀(𝑎+ 𝑐), получим 𝑥1 +𝑥2 = 𝜀(𝑎+𝑐)
𝑎 = 𝜀+ 𝜀𝑐

𝑎 . Так как
𝑥1𝑥2 = 𝑐

𝑎 = 𝜀 · 𝜀𝑐
𝑎 , то 𝑥1 = 𝜀 и 𝑥2 = 𝜀𝑐

𝑎 .

Пример. 24𝑥2− 37𝑥+ 13 = 0. Так как 24− 37 + 13 = 0, то 𝑥1 = 1,
𝑥2 = 13

24 .

Метод «переброски» старшего коэффициента. Суть метода
состоит в том, что корни квадратных уравнений 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 и
𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑎𝑐 = 0 связаны соотношением 𝑥 = 𝑦

𝑎 .

Доказательство. Умножая обе части уравнения 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0
на 𝑎 ̸= 0, получаем равносильное уравнение 𝑎2𝑥2 + 𝑎𝑏𝑥 + 𝑎𝑐 = 0.
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Обозначив 𝑦 = 𝑎𝑥, приходим к уравнению 𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑎𝑐 = 0, причем
𝑥 = 𝑦

𝑎 .

При этом способе старший коэффициент умножается на свобод-
ный член, как бы «перебрасывается» к нему. Данный метод удобен,
когда корни уравнения легко находятся с помощью теоремы Виета.

Пример. 4𝑥2 − 23𝑥 + 15 = 0. «Перебросив» коэффициент 4 к
свободному члену, получим уравнение 𝑦2−23𝑦+60 = 0. По теореме
Виета 𝑦1 = 3, 𝑦2 = 20. Следовательно, 𝑥1 = 3

4 , 𝑥2 = 20
4 = 5.

Метод выделения полного квадрата. Цель — привести урав-
нение общего вида к неполному квадратному уравнению. В этом
нам помогут формулы сокращенного умножения, а именно, квад-
ратов суммы и разности: (𝑎±𝑏)2 = 𝑎2±2𝑎𝑏+𝑏2. Поясним этот метод
на примере.

Пример. 625𝑥2 + 300𝑥+ 11 = 0. Выделим в левой части полный
квадрат: 625𝑥2 + 300𝑥 + 11 =

(︀
(25𝑥)2 + 2 · 25𝑥 · 6 + 62

)︀
+ 11 − 62 =

(25𝑥+ 6)2 − 25. Таким образом, данное уравнение можно записать
так: (25𝑥 + 6)2 = 25. Следовательно, 25𝑥 + 6 = ±5 и 𝑥1 = − 11

25 ,
𝑥2 = − 1

25 .

Графический метод. Решим графически уравнение 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+
𝑐 = 0, где 𝑎 ̸= 0. Оно равносильно уравнению 𝑎𝑥2 = −(𝑏𝑥 + 𝑐). По-
строим графики функций 𝑦 = 𝑎𝑥2 и 𝑦 = −(𝑏𝑥+ 𝑐) в одной системе
координат (рис.1a). График первой функции — парабола, проходя-
щая через начало координат. График второй функции — прямая.
В точках 𝑥1 и 𝑥2 значения обеих функций равны. Следовательно,
𝑥1 и 𝑥2 являются корнями уравнения.

Рис. 1. Графический метод.

Возможны следующие случаи:
1. Прямая и парабола могут пересекаться в двух точках, абсцис-

сы точек пересечения являются корнями квадратного уравнения.
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2. Прямая и парабола могут касаться (только одна общая точ-
ка), т. е. уравнение имеет одно решение.

3. Прямая и парабола не имеют общих точек, т. е. квадратное
уравнение не имеет действительных корней.

Уравнение 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 можно решить графически иначе,
построив параболу 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 и найдя точки ее пересечения с
осью абсцисс (рис.1b).

Применяя графический метод не всегда можно найти точное
значение корней. Поэтому этот метод часто применяют в задачах
с параметром не для нахождения корней уравнения, а для опреде-
ления их количества или каких-либо свойств.

Решение с помощью циркуля и линейки. Проблема: по дан-
ным действительным коэффициентам 𝑎, 𝑏 и 𝑐 уравнения 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+
𝑐 = 0 определить радиус и координаты центра окружности, пере-
секающей ось 𝑂𝑥 в точках, абсциссы которых являются корнями
данного уравнения.

Рис. 2. Метод циркуля и линейки.

Допустим, что искомая окружность пересекает ось абсцисс в
точках 𝐵(𝑥1; 0) и 𝐶(𝑥2; 0), где 𝑥1 и 𝑥2 — корни уравнения 𝑎𝑥2 +
𝑏𝑥 + 𝑐 = 0, а ось ординат — в точках 𝐴(0; 1) и 𝐸(0; 𝑦) (рис.2a).
Тогда по теореме о секущих имеем: 𝑂𝐵 · 𝑂𝐶 = 𝑂𝐴 · 𝑂𝐸, откуда
𝑦 = 𝑂𝐸 = 𝑂𝐵·𝑂𝐶

𝑂𝐴 = 𝑐
𝑎 .

Центр окружности 𝑆 находится в точке пересечения перпенди-
куляров 𝑆𝐹 и 𝑆𝐾, восстановленных в серединах хорд 𝐵𝐶 и 𝐴𝐸,
поэтому 𝑆𝐹 = 𝑥1+𝑥2

2 = − 𝑏
2𝑎 и 𝑆𝐾 =

1+ 𝑐
𝑎

2 = 𝑎+𝑐
2𝑎 .

Получаем алгоритм: 1) выберем систему координат; 2) постро-
им точки 𝑆

(︀
− 𝑏

2𝑎 ; 𝑎+𝑐
2𝑎

)︀
и 𝐴(0; 1); 3) проведем окружность с центром

в точке 𝑆 и радиусом, равным длине отрезка 𝑆𝐴; 4) абсциссы точек
пересечения этой окружности с осью 𝑂𝑥 являются корнями квад-
ратного уравнения.

При этом возможны три случая:

233



1. Радиус окружности больше ординаты центра (𝑆𝐴 > 𝑆𝐾),
окружность пересекает ось 𝑥 в двух точках 𝐵(𝑥1; 0) и 𝐶(𝑥2; 0), где
𝑥1 и 𝑥2 — корни квадратного уравнения (рис.2b).

2. Радиус окружности равен ординате центра (𝑆𝐴 = 𝑆𝐾), окруж-
ность касается оси 𝑥 в точке 𝐾(𝑥1; 0), где 𝑥1 — корень квадратного
уравнения (рис.2c).

3. Радиус окружности меньше ординаты центра (𝑆𝐴 < 𝑆𝐾),
окружность не имеет общих точек с осью абсцисс, уравнение не
имеет решениq (рис.2d).

Решение квадратных уравнений с помощью номограммы.
Это старый и незаслуженно забытый способ решения квадратных
уравнений помещен в [1] под названием «Таблица XXII. Номограм-
ма для решения уравнения 𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0.» Эта номограмма поз-
воляет, не решая квадратного уравнения, по его коэффициентам
определить корни уравнения.

Получить такую номограмму можно следующим образом. На-
рисуем две вертикальные одинаково направленные числовые оси со
стандартной линейной шкалой — 𝑂𝑝 и 𝐸𝑞. Расстояние между точ-
ками отсчета 𝑂 и 𝐸, равное расстоянию между осями, обозначим
𝑎. Для произвольного положительного 𝑧 построим такие точки 𝐵
и 𝐴, что 𝐵 принадлежит отрезку 𝑂𝐸, луч 𝐵𝐴 противоположно на-
правлен к осям 𝑂𝑝 и 𝐸𝑞, 𝑂𝐵 = 𝑎

1+𝑧 , 𝐴𝐵 = 𝑧2

1+𝑧 . Тогда числу 𝑧 на
криволинейной шкале номограммы будет соответствовать точка 𝐴,
нулю соответствует точка 𝐸.

Рис. 3. Построение номограммы.

Если теперь выбрать точки 𝐶 и 𝐷 с координатами 𝑝 и 𝑞 на
осях 𝑂𝑝 и 𝐸𝑞 соответственно такие, что отрезок 𝐶𝐷 проходит через
точку 𝐴, то 𝑧 является корнем уравнения 𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0.

Доказательство. Как видно из рисунка 3, возможны два случая
расположения точек 𝐶 и 𝐷. В обоих случаях треугольники 𝐶𝐴𝐾 и
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𝐶𝐷𝐹 подобны. Следовательно, 𝐶𝐾
𝐴𝐾 = 𝐶𝐹

𝐷𝐹 . Так как 𝐶𝐾 =
⃒⃒⃒
𝑝+ 𝑧2

1+𝑧

⃒⃒⃒
,

𝐴𝐾 = 𝑎
1+𝑧 , 𝐶𝐹 = |𝑝− 𝑞| и 𝐷𝐹 = 𝑎, то после упрощений из пропор-

ции получаем уравнение
⃒⃒
𝑝(1 + 𝑧) + 𝑧2

⃒⃒
= |𝑝 − 𝑞|. В первом случае

(рис.3a) оба модуля раскрываются со знаком минус, а во втором
(рис.3b) — со знаком плюс. Таким образом, приходим к уравнению
𝑝(1 + 𝑧) + 𝑧2 = 𝑝− 𝑞, равносильному уравнению 𝑧2 + 𝑝𝑧+ 𝑞 = 0.

Рис. 4. Номограмма решения квадратных уравнений.

Номограмма для отыскания положительных корней уравнения
𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0 рисуется следующим образом (рис.4):

1) параметру 𝑧 придаются разные положительные значения и
для каждого из них строится точка 𝐴 так, как описано выше;

2) полученные точки, помеченные соответствующими значени-
ями параметра 𝑧, соединяются гладкой кривой Γ.

Прямая 𝐶𝐷 и кривая Γ могут:
∙ пересекаться в двух точках, оба корня уравнения положитель-

ны;
∙ пересекаться в одной точке, корни уравнения имеют разные

знаки;
∙ касаться, уравнение имеет кратный положительный корень;
∙ не иметь ни одной общей точки, либо оба корня уравнения

отрицательны, либо у него вообще нет действительных корней.
Номограмма дает положительные значения корней. Для полу-

чения отрицательных корней уравнения 𝑧2+𝑝𝑧+𝑞 = 0 надо, сделав
замену переменной 𝑧 = −𝑡, искать на той же номограмме положи-
тельные корни для уравнения 𝑡2 − 𝑝𝑡+ 𝑞 = 0. Если коэффициенты
𝑝 и 𝑞 выходят за пределы шкал, то выполняют подстановку 𝑧 = 𝑘𝑡.
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Примеры. a) Для уравнения 𝑧2 − 9𝑧 + 8 = 0 номограмма дает
корни 𝑧1 = 8 и 𝑧2 = 1.

б) 2𝑧2 − 9𝑧 + 4 = 0. Разделив коэффициенты уравнения на 2,
получим 𝑧2−4, 5𝑧+2 = 0. Номограмма дает корни 𝑧1 = 4 и 𝑧2 = 0, 5.

в) 𝑧2 + 9𝑧 + 8 = 0. Делаем замену 𝑧 = −𝑡. Корни уравнения
𝑡2 − 9𝑡 + 8 = 0 находим по номограмме: 𝑡1 = 8 и 𝑡2 = 1. Значит,
𝑧1 = −8 и 𝑧2 = −1.

г) 𝑧2 − 18𝑧 + 32 = 0. Подстановка 𝑧 = 4𝑡 приводит к уравнению
16𝑡2 − 72𝑡 + 32 = 0. Сокращая на 16, получим 𝑡2 − 4, 5𝑡 + 2 = 0.
Номограмма дает корни 𝑡1 = 4 и 𝑡2 = 0, 5. Значит, 𝑧1 = 16 и 𝑧2 = 2.

Геометрический способ решения квадратных уравнений.
В древности, когда геометрия была более развита, чем алгебра,
квадратные уравнения решали не алгебраически, а геометрически.

Рис. 5. Геометрический метод.

Вот пример, ставший знаменитым, из «Алгебры» ал - Хорезми:
𝑥2 + 10𝑥 = 39. В оригинале эта задача формулируется следующим
образом: «Квадрат и десять корней равны 39». На сторонах квад-
рата со стороной 𝑥 строятся прямоугольники так, что другая сто-
рона каждого из них равна 2,5. Площадь каждого прямоугольника
равна 2, 5𝑥. Полученную фигуру дополняют до нового квадрата,
достраивая в углах четыре равных квадрата, сторона каждого из
них равна 2,5, а площадь 6,25. Площадь квадрата 𝑆 можно предста-
вить как сумму площадей: первоначального квадрата 𝑥2, четырех
прямоугольников 4 · 2, 5𝑥 = 10𝑥, четырех пристроенных квадратов
6, 25 · 4 = 25. Таким образом, 𝑆 = 𝑥2 + 10𝑥 + 25. Заменяя 𝑥2 + 10𝑥
числом 39, получим 𝑆 = 39 + 25 = 64, откуда следует, что сторона
квадрата равна 8. Для искомой стороны первоначального квадрата
получим 𝑥 = 8 − 2, 5 · 2 = 3 (рис.5).

Отметим, что подобным образом можно находить положитель-
ные корни уравнений вида 𝑥2 ± 𝑝𝑥 = 𝑞, где 𝑝 и 𝑞 — положительные
числа. Например, для решения уравнения 𝑥2 − 4𝑥 = 12 необходимо
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внутри квадрата со стороной 𝑥 построить четыре прямоугольника
𝑥 × 1, на пересечении которых образуется четыре квадрата 1 × 1.
Тогда площадь внутреннего квадрата 𝑆 = 𝑥2−4𝑥+ 4 = 12 + 4 = 16.
Следовательно, 𝑥 = 4 + 2 = 6.
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Аннотация

Статья описывает промежуточные результаты работы ав-
тора по разработке курса «Решение задач на позиционную
запись числа» и создания к нему банка задач для учеников
5–8 классов средней школы. Предполагается, что система за-
дач будет постепенно формировать навыки работы с нату-
ральным числом как с суммой разрядных слагаемых, что,
с одной стороны, подготовит учащихся к решению сложных
олимпиадных задач, связанных с позиционной записью чис-
ла, а с другой стороны поможет учащимся при изучении дей-
ствий над многочленами от одной переменной.

Ключевые слова: позиционные системы счисления, ариф-
метические действия над натуральными числами, действия
над многолченами.

Арифметические действия над натуральными числами и над
многочленами от одной переменной выполняются по схожим ал-
горитмам (сложение, вычитание и умножение «в столбик», деле-
ние «уголком»). Однако если действия над числами большинство
школьников выполняют достаточно уверенно, то действия над мно-
гочленами у многих учеников вызывают серьезные затруднения.

Одной из причин возникновения проблем у школьников при пе-
реходе от действий над числами к действиям над многочленами
может являться то, что отработанный еще в начальном звене шко-
лы навык арифметических действий фактически никак в школьном
курсе математики не обосновывается. Обоснование же невозможно
провести без глубокого понимания сути десятичной записи нату-
рального числа, а следовательно, без понимания того, что подразу-
мевается под записью числа в позиционной системе счисления.
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Определение 1. Под записью
𝐴 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1𝑎𝑛(𝑝), (1)

где 0 ≤ 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 < 𝑝, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Z, 𝑎1 ̸= 0, 𝑝 ∈ N, 𝑝 ̸= 1,
понимают число, равное сумме

𝐴 = 𝑎1 · 𝑝𝑛−1 + 𝑎2 · 𝑝𝑛−2 + · · · + 𝑎𝑛−1 · 𝑝+ 𝑎𝑛 (2)
Запись (1) называют записью числа 𝐴 в позиционной системе
счисления с основанием 𝑝, а сумму (2) называют суммой разряд-
ных слагаемых числа в системе счисления с основанием 𝑝. Сим-
волы, обозначающие числа 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, называют цифрами, а про
число 𝐴 говорят, что оно является 𝑛-значным.

Пример 1. 𝐵 = 7892(10). Здесь 𝑛 = 4, 𝑝 = 10, 𝑎1 = 7, 𝑎2 = 8,
𝑎3 = 9, 𝑎4 = 2. Имеем 𝐵 = 7·103+8·102+9·10+2. Число 𝐵 записано в
десятичной системе счисления, число 𝐵 является четырехзначным.

Пример 2. 𝐶 = 24031(6). Здесь 𝑛 = 5, 𝑝 = 6, 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 4,
𝑎3 = 0, 𝑎4 = 5, 𝑎5 = 1. Имеем 𝐶 = 2 · 64 + 4 · 63 + 3 · 6 + 1. Число
𝐶 записано в шестеричной системе счисления, число 𝐶 является
пятизначным.

Замечание. При записи чисел в позиционной системе с осно-
ванием 10 принято основание не указывать: 7892(10) = 7892.

Итак, любое натуральное число можно записать в позиционном
виде с любым натуральным основанием, не равным единице. Мы
традиционно привыкли работать в десятичной системе счисления,
поэтому десятичная запись числа большинством людей восприни-
мается как основная, главная. Однако нет никаких причин считать
основание 10 более приоритетным по отношению к другим основа-
ниям, кроме привычки работать в десятичной системе. Но именно
эта многолетняя привычка мыслить десятками делает задачи на
недесятичную запись числа достаточно трудными. Поэтому, что-
бы успешно решать такие задачи, необходимо достаточно свободно
уметь переводить недесятичную запись в десятичную и наоборот.
Этому навыку нужно заранее уделить особое внимание.

С другой стороны, безусловно, десятичная запись, как наиболее
популярная в окружающей нас реальности, может выполнять роль
некого эталона, образца при изучении других систем счисления.
Поэтому удобно начинать освоение позиционных систем счисления
с рассмотрения задач, связанных именно с десятичной записью на-
туральных чисел. Эти задачи должны помочь в осознании понятий
цифра, разрядное слагаемое, 𝑛-значное число.

К сожалению, традиционные УМК по математике, предназна-
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ченные для российских школ, не содержат достаточного количества
заданий по данной тематике. Поэтому весьма актуальной становит-
ся проблема разработки банка таких задач. В статье приведены ав-
торские задачи, аппробированные на факультативных занятиях с
учениками 5–6 классов.

Типы задач.
1. Задачи, содержащие условие, связанное с суммой цифр.
2. Задачи, содержащие условие, связанное с результатом раз-

личных арифметических операций над цифрами.
3. Задачи, содержащие условие, связанное с обратным прочте-

нием числа или перестановкой цифр.
4. Задачи, содержащие условие, связанное с арифметическими

действиями над целыми числами.
5. Задачи, содержащие условие, связанное с кратностью или

остатком от деления.
6. Задачи на определение основания позиционной записи целого

числа.
7. Задачи на определение количества цифр в позиционной запи-

си целого числа.
8. Другие типы задач.
Вспомогательные задачи.
1. Задачи на перевод записи целого числа из десятичной систе-

мы в недесятичную позиционную систему счисления и наоборот.
2. Задачи на арифметические действия с целыми числами в

недесятичных позиционных системах счисления.
3. Действия с многочленами, записанными в общем виде.
Уровни сложности задач.
1. Двузначные числа.
2. Трехзначные числа.
3. Многозначные числа.
4. Числа с неопределенным количеством знаков.
Решение задач на нахождение двузначного числа обычно сво-

дится к линейному уравнению с двумя неизвестными, а трехзнач-
ного — с тремя неизвестными. Однако можно подобрать такие зада-
чи на нахождение трехзначного числа, которые при использовании
дополнительного условия сразу сводятся к линейному уравнению с
двумя неизвестными. Такие задачи можно отнести к промежуточ-
ному уровню сложности между первым и вторым. Эти задачи очень
важны, так как опыт их решения поможет преодолеть психологиче-
ский барьер при решении более сложных задач, в которых действи-
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тельно придется иметь дело с уравнением или системой уравнений
с тремя неизвестными.

Решение задач на определение основания позиционной записи
двузначного целого числа обычно приводит к линейному уравне-
нию с одной неизвестной, тогда как такие же задачи о трехзначных
числах — к квадратному уравнению. Можно осторожно подбирать
такие задачи уже для учеников шестого класса, если квадратное
уравнение получается неполным. Тогда оно может быть решено ли-
бо подбором, либо разложением на множители. Однако весь пласт
этих задач возможно систематически решать только после освоения
методов решения квадратных уравнений.

Нужно понимать, что деление задач на уровни сложности доста-
точно условно, так как встречаются тривиальные задачи на нахож-
дение числа с неопределенным количеством знаков, в то же время
есть достаточно сложные задачи с двузначными числами.

Задача 1. Найдите двузначное число, которое в два раза боль-
ше суммы его цифр.

Решение. Одно из решений, число 18, находится подбором. Есть
ли другие решения? 𝑎𝑏 = 10𝑎 + 𝑏, 10𝑎 + 𝑏 = 2(𝑎 + 𝑏), 8𝑎 = 𝑏. Ко-
нечность множества цифр позволяет легко установить, что 𝑏, ко-
торое обязано быть кратно восьми, может быть равно только 8,
соответственно 𝑎 = 1, и найденное подбором решение 18 является
единственным.

Задача 2. Найдите двузначное число, которое в четыре раза
больше суммы его цифр.

Решение. Первое подходящее число 12. С помощью простого пе-
ребора можно найти остальные решения, либо установить, что та-
ковых больше нет. Однако аналитический подход дает полную кар-
тину с минимальными трудозатратами: 10𝑎 + 𝑏 = 4(𝑎 + 𝑏), 2𝑎 = 𝑏.
Решение свелось к условию, что вторая цифра в два раза больше
первой. Этому условию удовлетворяют четыре числа: 12, 24, 36, 48.

Задача 3. Найдите двузначное число, которое в десять раз
больше суммы его цифр.

Решение. Легко заметить, что все числа, оканчивающиеся на
ноль, удовлетворяют условию. Докажем, что других решений нет.
10𝑎+ 𝑏 = 10(𝑎+ 𝑏), 𝑏 = 0. Ответ: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90.

Задача 4. Найдите двузначное число, которое в одиннадцать
раз больше суммы его цифр.

Решение. 10𝑎 + 𝑏 = 11(𝑎 + 𝑏), 𝑎 + 10𝑏 = 0, что невозможно, так
как 𝑎 положительно, а 𝑏 неотрицательно. Таким образом, чисел,
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удовлетворяющих условию задачи, не существует.
Подборка задач типа 1–4 полезна тем, что она иллюстрирует

разнообразие возможных результатов при решении казалось бы со-
верешенно однотипных задач. Тем самым, эти задачи обосновыва-
ют необходимость не останавливаться на первом найденном реше-
нии, а либо проводить полный перебор, либо, что оказывается более
эффективным, решать задачу аналитически в общем виде.

Задача 5. Если данное двузначное число записать наоборот
и к полученному числу прибавить сумму его цифр, то получим
утроенное данное число. Найдите данное число.

Решение. 𝑎𝑏 = 10𝑎+𝑏, 𝑏𝑎 = 10𝑏+𝑎, (10𝑏+𝑎)+(𝑎+𝑏) = 3(10𝑎+𝑏),
7𝑎 = 2𝑏. Этому условию удовлетворяют только цифры 𝑎 = 2 и 𝑏 = 7.
Значит, искомое число равно 27.

Задача 6. Если из данного двузначного числа вычесть 10, а
полученный результат умножить на 2, то получим данное число,
записанное наоборот. Найдите данное число.

Решение. (10𝑎 + 𝑏 − 10) · 2 = 10𝑏 + 𝑎, 19𝑎 − 20 = 8𝑏. Заметим,
что для выполнения равенства необходимо, чтобы 𝑎 было четным.
Есть 5 четных цифр. Первая цифра не может быть нулем. При
𝑎 = 2 получаем уравнение 18 = 8𝑏, которое не имеет целых корней.
Если 𝑎 = 4, то 𝑏 = 7. При 𝑎 = 6 или 𝑎 = 8 получаем 𝑏 > 9. Итак,
искомое число равно 47.

Отметим, что перебор значений 𝑎 можно было уменьшить, если
заметить, что 𝑎 кратно четырем.

Задача 7. Найдите основание позиционной системы счисления,
если 32(𝑛) + 43(𝑛) = 130(𝑛).

Решение. Так как 2 + 3 дает на конце 0, то, очевидно, основание
равно 5. Остается проверить, что равенство выполняется и задача
имеет решение.

Задача 8. Найдите основание позиционной системы счисления,
если 32(𝑛) + 23(𝑛) = 130(𝑛).

Решение. Аналогично, по последним цифрам основание должно
быть 5, однако проверка показывает, что равенство не выполняется.
Следовательно, задача не имеет решений.

Задача 9. Найдите основание позиционной системы счисления,
если 32(𝑛) + 53(𝑛) = 130(𝑛).

Решение. Наличие цифры 5 говорит о том, что 𝑛 > 5, однако
условие, о котором шла речь в решении предыдущих задач, одно-
значно указывает на то, что 𝑛 = 5. Значит, нет решений.

Задачи типа 7–9 очень полезны, несмотря на их кажущуюся три-
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виальность. Они хорошо иллюстрируют тот факт, что сложная с
виду задача может иметь очень простое решение, с другой стороны,
очевидное на первый взгляд решение может таковым не оказаться.

Задача 10. Найдите основание позиционной системы счисле-
ния, если 32(𝑛) + 4⋆(𝑛) = 130(𝑛), и запишите данное равенство в
десятичной системе счисления.

Решение. Используя все то же условие суммы последних цифр,
имеем ⋆ = 𝑛 − 2. Расписывая через сумму разрядных слагаемых,
получим (3𝑛+2)+(4𝑛+(𝑛−2)) = 𝑛2+3𝑛. Упрощаем 𝑛2 = 5𝑛. Корни
уравнения 0 и 5, однако, основание позиционной системы счисле-
ния есть натуральное число больше единицы. Проверка покажет,
что равенство выполняется и выглядит так: 32(5) + 43(5) = 130(5).
Переведем в десятичную систему: 32(5) = 17; 43(5) = 23; 130(5) = 40
и 17 + 23 = 40.

Задача 11. Найдите сумму чисел 234𝑛 и 351𝑛 для 6 ≤ 𝑛 ≤ 9,
результаты запишите в десятичной системе счисления.

Решение.
1 способ. Подставляем по очереди вместо 𝑛 числа 6, 7, 8, 9 и

вычисляем, затем переводим в десятичную форму, либо сначала
переводим, а потом вычисляем. Очень трудоемкий процесс.

Когда задача будет решена первым способом, сверены ответы,
имеет смысл предложить такой способ решения этой задачи.

2 способ.

2𝑛2 + 3𝑛+ 4
3𝑛2 + 5𝑛+ 1
5𝑛2 + 8𝑛+ 5

Подставляя вместо 𝑛 числа 6, 7, 8, 9 сразу получаем значения
суммы в десятичном виде.

Таким образом, 2 способ решения задачи 11 подводит школь-
ников к идее, что действия над многочленами можно выполнять
аналогично действиям над натуральными числами.
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Аннотация

Поставленная перед современной школой задача форми-
рования у обучающихся умения учиться предполагает разра-
ботку средств рефлексии учебно-познавательной деятельно-
сти в процессе изучения математики. Ведущую роль в реше-
нии этой проблемы играет проведение рефлексии как этапа
современного урока математики. При этом рефлексивная ме-
тодика должна включать не только рефлексию учебных зна-
ний, содержания учебного материала, но и рефлексию спосо-
бов познавательной деятельности, то есть деятельностную и
эмоциональную рефлексию. Рассмотренные различные типы
и приемы рефлексии являются ориентирами для реализации
рефлексии на современном этапе развития школьного мате-
матического образования.

Ключевые слова: рефлексия учебной деятельности, ре-
флексия как этап современного урока математики.

Федеральный государственный стандарт образования предъяв-
ляет новые требования к современному уроку. Учителю-практику
важно иметь некий арсенал приемов, чтобы грамотно организовать
тот или иной этап современного урока. Остановимся на приемах
проведения этапа рефлексии.

Слово «рефлексия» происходит от латинского слова «reflexio»,
то есть «обращение назад». Другими словами, рефлексия - это са-
моанализ человеком содержания своего сознания. Одна из задач ре-
флексии в учебной деятельности - выяснить, что же на самом деле
происходило во время урока? Исходя из этого, этап рефлексии на
уроке выстраивается так, чтобы обучающийся имел возможность
обратить внимание на себя, на свою деятельность и на деятель-
ность своих одноклассников. Учитель на этапе рефлексии может
увидеть динамику эмоционального состояния каждого обучающе-
гося во время урока, уровень понимания учебного материала, со-
ответствие темпа урока возможностям обучающихся, степень за-
интересованности и т.д. В зависимости от типа урока проводить
рефлексию можно в начале, в середине или в конце урока.
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В различных источниках представлено многообразие приемов
для проведения рефлексии на уроке. Чем же должен руководство-
ваться учитель, выбирая тот или иной прием? Во-первых, учите-
лю следует учитывать цели применения рефлексии, содержание и
трудность учебного материала. Во-вторых, обязательно учитыва-
ется возраст обучающихся и их психологические особенности. В-
третьих, применять рефлексию нужно систематически, при этом не
обязательно брать огромное количество приемов, тогда и обучаю-
щимся будет легче ориентироваться и не потребуется тратить время
урока, чтобы дать инструкции к новому приему. В-четвертых, нуж-
но договориться с коллегами об единых обозначениях, чтобы обуча-
ющийся привык к единой системе знаков и понятий, применяемых
на этапе рефлексии. В-пятых, желательно фиксировать данные, по-
лученные на этапе рефлексии, чтобы иметь возможность выявить
динамику.

Кроме того, учителю для организации этапа рефлексии на уро-
ке необходимо учитывать такие факторы, как: простые инструкции
для обучающихся; небольшие затраты времени на уроке; обучаю-
щимся должно быть интересно; минимум затрат времени и средств
для подготовки и оформления; фиксация результата.

Приемы рефлексии можно разбивать на группы по разным при-
знакам:

∙ по содержанию (устно, письменно);
∙ по форме деятельности (индивидуальная, групповая, коллек-

тивная);
∙ по способам проведения (анкетирование, опрос, рисунок и т.д.);
∙ по функциям (физическая, сенсорная, интеллектуальная, ду-

ховная);
∙ по цели (эмоциональное состояние, деятельность, содержание

учебного материала).
Рассмотрим подробнее некоторые приемы рефлексии, которые

можно использовать на уроке математики. При этом ориентируем-
ся на типы рефлексии, связанные с целью ее применения.

1) Рефлексия настроения, эмоционального состояния.
Эмоция-солнышко. Изготовим солнышко, где все лучи прону-

мерованы согласно списку обучающихся, чтобы зафиксировать из-
менение настроения каждого. Перед уроком обучающийся может
прикрепить магнитом к лучу со своим номером облако или тучку,
означающие соответственно нормальное или плохое настроение, ес-
ли на луче нет облаков и тучек, значит настроение отличное. Де-
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журный заносит в специальную таблицу (назовем ее - дневник на-
строения) данные с солнышка с помощью условных обозначений.
Условные обозначения такие: желтый кружок - настроение отлич-
ное; голубой кружок - нормальное, но хотелось бы лучше; черный
кружок - плохое. После урока процедура повторяется. Как показы-
вает опыт, проделывают это школьники легко, быстро привыкают
к этой процедуре. Учителю важно видеть динамику, если после
урока эмоциональный фон улучшается или остается прежним - это
хороший показатель, если же настроение ухудшается - нужно обя-
зательно поговорить с обучающимся, выяснить причину и создать
более комфортные условия на уроке. К тому же результат всегда
фиксируется в дневнике настроения и, если у обучающегося часто
наблюдается плохое настроение и до урока тоже, нужно обратить
внимание классного руководителя или психолога на это обстоятель-
ство.

2) Рефлексия деятельности.
Лестница успеха. Обучающийся размещает силуэт человечка

(себя) на какой-либо ступени в соответствии с тем, как работал на
уроке. Предлагаем такие варианты подписи к ступеням: пассивен,
ничего не получилось; работал не активно и мало, что получилось;
работал активно, но не все получилось; работал не очень активно,
но все получилось; работал активно и все получилось...

Дерево познания. В конце изучения какой-либо темы обучаю-
щийся прикрепляет к веткам дерева плод, цветок или листик в со-
ответствии со значением. Например, красное яблоко - все легко и
понятно; зеленое яблоко - понятно, но нужно еще поработать; лист -
трудно и не очень понятно. Лучше, чтобы элементы, которые обуча-
ющиеся прикрепляют, были подписаны, тогда учитель сможет сде-
лать выводы о том, кому из учеников нужно уделить внимание для
полного усвоения материала. Для этого приема можно придумать
множество вариаций. Например, аквариум с рыбками, новогодняя
елка с игрушками, цветочная поляна и т.д.

Поезд. На паровозе размещена тема урока. Этапы урока симво-
лизируют вагончики, под каждым подписывается деятельность на
данном этапе, а внутри вагона школьники фиксируют вывод, по-
лученный в результате работы. Этот прием хорошо применять на
уроках закрепления и обобщения. Обучающиеся работают с картой
рефлексии в течение всего урока.

Рефлексивный экран. Обучающимся предлагается закончить
несколько фраз, касающихся урока, и записать их на стикере. Да-
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лее все стикеры наклеиваем в одном месте. Таким образом, у ребят
есть возможность не только высказаться, но и познакомиться с на-
блюдениями других участников учебного процесса. Учитель может
сам предложить несколько фраз для продолжения или дать воз-
можность выбрать конкретное количество фраз для продолжения
ученикам. Примерные начала фраз приведены в следующей табли-
це.

Я узнал . . . Я разобрался . . .
Было интересно . . . Я похвалил бы себя . . .
Было трудно . . . Особенно мне понравилось . . .
Я выполнял задания . . . После урока мне захотелось . . .
Я понял, что . . . Я мечтаю о . . .
Теперь я могу . . . Сегодня мне удалось . . .
Я почувствовал, что . . . Я сумел . . .
Меня удивило . . . Урок дал мне для жизни . . .

Пять пальцев. Обучающиеся на листе обводят свою ладонь и на
нарисованных пальцах пишут анализ своей деятельности на уроке
в соответствии со значениями:

М (мизинец) — мышление. Какие знания, опыт я сегодня полу-
чил?

Б (безымянный) — близость цели. Что я сегодня делал и чего
достиг?

С (средний) — состояние духа, настроения. Каким было моё
эмоциональное состояние?

У (указательный) — услуга, помощь. Чем я сегодня помог, чем
порадовал или чему поспособствовал?

Б (большой) — бодрость, здоровье. Каким было моё физическое
состояние? Что я сделал для своего здоровья?

Фоторефлексия. Во время урока делают несколько фотографий
(их количество зависит от занятости учителя на конкретном уроке
или от этапов урока). В конце урока фотографии просматриваем
с учениками. У школьника включаются процессы непроизвольной
самооценки, таким образом, развиваются навыки рефлексивной де-
ятельности.

Рефлексивная мишень. Делим мишень на четыре сектора: ак-
тивность на уроке, было интересно, было понятно, узнал новое.
Каждому сектору соответствует свой параметр (утверждение или
вопрос). Обучающийся оценивает себя по данному параметру по
10 балльной шкале и ставит метки в сектор соответственно оценке
результата: чем ближе к центру мишени, тем ближе к десятке, на

247



краях мишени оценка ближе к 0. Затем проводят краткий анализ.
3) Рефлексия содержания.
Данный тип рефлексии позволяет обучающемуся оценить свои

знания, сделать собственные выводы.
Рефлексивные вопросы. Учитель в конце урока предлагает обу-

чающимся в письменной или устной форме ответить на вопросы,
касающиеся содержания урока. Приведем примерные вопросы: «Что
было самым важным на уроке?», «Как бы вы назвали урок?», «
Зачем мы сегодня на уроке . . . ?», «Какова тема урока?», «Какова
цель урока, и достигнута ли эта цель?», «Чему посвятим следую-
щий урок?», «Какие задачи поставим на следующий урок?».

Верю-не верю. Учащимся в парах предлагается составить по три
утверждения, используя изученный на уроке материал. При этом
одно из утверждений должно быть ложным. Затем пары обменива-
ются составленными утверждениями. После непродолжительного
обсуждения пара должна выявить ложное утверждение.

Синквейн. Предлагаем обучающимся составить высказывание
по теме урока, следуя следующим правилам:

1-я строка - 1 или 2 ключевых слова, определяющее содержание
синквейна;

2-я строка - свойство этого объекта или 2 прилагательных, ха-
рактеризующих данное понятие;

3-я строка - три глагола или действие в рамках заданной темы;
4-я строка - короткое предложение, суть темы или отношение к

ней из 4-х слов;
5-я строка - 1 слово, синоним ключевого слова (существитель-

ное) или резюме.
Приведем примеры синквейнов по математике.
Теорема Пифагора (заголовок)
В прямоугольном треугольнике (свойство)
По двум сторонам нахожу третью (действие)
Могу использовать в жизни (отношение)
Великая (резюме)
Квадратное уравнение
Неполное, приведенное
Преобразовать уравнение, найти дискриминант и корни
Знак дискриминанта — количество корней
Легко

Акрослово. Данный прием лучше применять на уроках обобще-
ния. С помощью этого приёма собираем всю информацию о матема-
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тическом понятии. Выбираем ключевое понятие и на каждую букву
группе обучающихся предлагаем составить утверждение, связанное
с данным понятием. Примеры приведены в таблице.

П — пока нет формулы
Р — решето Эратосфена
О — один делитель единица, другой само это число
С — составное число единственным образом

раскладывается на простые множители
Т — только два делителя
О — один не является простым числом
Е — единственное четное простое число 2
число

С — сложение
У — умение вычислять
М — можно менять местами слагаемые
М — магазинный чек
А — арифметическое действие
П — приводится к стандартному виду
О — одночлены сложили
Л — лишь коэффициенты могут отличаться

у подобных слагаемых
И — имеет каноническую запись
Н — наибольшая степень его членов является

степенью многочлена
О — однородный, если все его члены имеют

одинаковые степени
М — многочлен
К — каждое число кратно самому себе
Р — разложение чисел на простые множители упрощает

поиск их наименьшего общего кратного
А — алгоритм
Т — такое число, которое нацело делится на заданное
Н — наименьшее общее кратное взаимно простых чисел

равно их произведению
О — общее кратное нескольких чисел нацело делится

на каждое из них
Е — если НОК чисел умножить на их НОД, то результат

равен произведению этих чисел
Кластер.Представляет собой графическую систематизацию зна-

ний по заданной теме. Применим в групповой работе. В центре ли-
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ста записываем ключевое понятие. Выстраивая ассоциативный ряд,
вокруг него записываем другие слова. Устанавливаем связи между
словами, объединяем их в группы.

ПОПС-формула. Данный прием позволяет обучающимся кратко
и всесторонне выразить свою позицию по изученной теме. Предла-
гаем написать четыре предложения, используя ПОПС-формулу:

П — позиция;
О — обоснование;
П — пример;
С — суждение.
Первое предложение (позиция) начинается со слов «Я считаю,

что . . . » и далее по теме урока обучающийся высказывает свою
позицию.

Второе предложение (обоснование своей позиции) начинается
со слов «Потому, что . . . » и далее обучающийся обосновывает свою
позицию.

Третье предложение (умение доказать правоту своей позиции
на практике) начинается со слов «Я могу доказать тем, что . . . »
или «На примере того, что . . . ».

Четвертое предложение (суждение выводы) начинается со слов
«Исходя из этого, я делаю вывод о том, что . . . ».

Таким образом, мы предлагаем своеобразный образец краткого,
аргументированного и цельного высказывания.

Рефлексивные сочинения. Обучающимся предлагается написать
небольшое сочинение (5-7 предложений), используя примерный план
рассуждений в соответствии с этапами урока:

∙ Сначала мы рассуждали так . . .
∙ Потом мы столкнулись с проблемой . . .
∙ Затем мы наблюдали (сравнивали, делали) . . .
∙ Мы увидели (поняли) . . . Значит. . .
∙ Теперь мы будем . . .
Реклама. За небольшой промежуток времени предлагаем обуча-

ющимся ознакомиться с рекламным буклетом и найти допущенные
ошибки. Причем ошибки могут быть не только из области матема-
тики, но и других предметных областей. Затем совместно обсуж-
даем и исправляем ошибки (рис.1).
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Рис. 1. Реклама

Рефлексивная карта.Можно комбинировать несколько приемов
и составить текст с пропусками, которые обучающиеся заполняют
в конце урока.

Пример такой карты:
Карта рефлексии

Фамилия имя Дата
Тема урока: Умножение десятичной дроби на однозначное на-

туральное число.
1) Какие шаги нужно сделать при умножении десятичной дроби

на однозначное число
1 шаг
2 шаг
3 шаг
2) Оцените важность данной темы по 5-ти балльной шкале
3) Оцените свою активность на уроке, поставьте точку или кре-

стик на координатном луче
-t

0 10
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4) Нарисуйте смайлик. «Улыбка» — все понятно; «прямой» —
понятно, но не все; «грустный» — ничего не понятно.

Известно, что человек с удовольствием делает то, что у него
хорошо получается. Но для этого нужно понять, а что у меня по-
лучается лучше всего. Поэтому рефлексировать нужно не только
обучающимся, но и педагогам. У рефлексирующих людей путь от
первых трудностей до первых успехов значительно короче.
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Применение межпредметных связей
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Аннотация

В настоящее время компьютерные технологии играют чрез-
вычайно важную роль. При решении актуальных задач прак-
тически в любой отрасли современного естествознания (в том
числе, и в математике) широко применяются вычислитель-
ные возможности компьютера. В данной работе представле-
ны решения некоторых теоретико-числовых задач повышен-
ного уровня сложности, иллюстрируемые вычислительными
экспериментами.

Ключевые слова:Междисциплинарный курс, межпред-
метные связи, теория чисел, математические олимпиады.

Существуют различные теоретико-числовые задачи, строгое ма-
тематическое решение которых хорошо иллюстрируется вычисли-
тельными экспериментами.

В методике для обозначения такого подхода, сочетающего ме-
тоды и концепции различных дисциплин (например, как в данной
работе, математики и информатики), применяют специальный тер-
мин «междисциплинарный курс» или сокращено «МДК».

Междисциплинарный курс (МДК) – это система знаний, уме-
ний и практического опыта, отобранная на основе взаимодействия
содержания отдельных учебных дисциплин с целью внутреннего
единства образовательной программы.

Межпредметные связи в школьном обучении играют важную
роль в повышении уровня практической и научно-теоретической
подготовки учащихся, существенной особенностью которой являет-
ся овладение школьниками обобщенным характером познаватель-
ной деятельности.

Реализация межпредметных связей дает возможность эконом-
нее во времени определить структуру учебного плана, программ,
учебников, что способствует рационализации учебного процесса в
целом. Межпредметные связи способствуют повышению научности
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и доступности обучения, значительному усилению познавательной
деятельности учащихся, улучшению качества их знаний.

Таким образом, целью данной работы является разработка меж-
дисциплинарного курса, в котором будут рассматриваться различ-
ные теоретико-числовые задачи высокого уровня сложности, реше-
ние которых будет осуществляться двумя путями: путем строгих
математических рассуждений и путем составления программной
реализации решения на компьютере, на языке программирования
Pascal ABC.net [1].

Пример первой задачи. Найдите такое четырехзначное число,
что первые две его цифры одинаковы, следующие две цифры так-
же одинаковы, а само это число является квадратом натурального
числа [2].

Аналитическое решение задачи.
Искомое число 𝑁 имеет вид 𝑁 = 𝑎𝑎𝑏𝑏 и поэтому 𝑁 = 1000𝑎 +

100𝑎+ 10𝑏+ 𝑏 = 1100𝑎+ 11𝑏 = 11(100𝑎+ 𝑏)
Так как число 𝑁 делится на 11 и является квадратом, то оно

делится на 112 , и, значит число 100𝑎+𝑏 делится на 11. Из равенства
100𝑎+ 𝑏 = 99𝑎+ (𝑎+ 𝑏) следует, что число 𝑎+ 𝑏 делится на 11. Так
как 𝑎 и 𝑏 цифры, причем 1 ≤ 𝑎 ≤ 9 и 0 ≤ 𝑏 ≤ 9, то 1 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 18,
и, следовательно, 𝑎+ 𝑏 = 11.

Итак, 𝑁 = 11(99𝑎+11) = 112(9𝑎+1). Чтобы число 𝑁 было квад-
ратом, необходимо и достаточно, чтобы число 9𝑎+ 1 было квадра-
том. Перебирая цифры от 1 до 9, находим единственное подходящее
число 𝑎 = 7, следовательно, 𝑏 = 4, значит 𝑁 = 7744 = 882.

Программная реализация первой задачи.
var
chislo,a,i,j:longword;
m:boolean;
begin
m:=false;
for i:=1 to 9 do
begin
for j:=0 to 9 do
begin
a:=i*1000+i*100+j*10+j;
chislo:=trunc(sqrt(a));
if (sqr(chislo)=a)then begin
m:=true;
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writeln(’Число= ’,a);
end;
end;
end;
if m=false then
writeln(’Чисел нет’);
end.
В результате выполнения программы, получен тот же резуль-

тат, т.е. число 7744. Если же взять и немного видоизменить иско-
мое число, например, рассмотреть число вида 𝑁 = 𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏, то по-
лучим совершенно новую задачу, аналитическое решение которой
имеет следующий вид: 𝑁 = 111(1000𝑎 + 𝑏), 1000𝑎 + 𝑏 делится на
111, 1000𝑎 + 𝑏 = 999𝑎 + (𝑎 + 𝑏), 𝑎 + 𝑏 делится на 111, но 1 ≤ 𝑎 ≤ 9
и 0 ≤ 𝑏 ≤ 9, 1 ≤ 𝑎+ 𝑏 ≤ 18. Так как среди натуральных чисел от 1
до 18 нет чисел, кратных 111, то данная задача не имеет решений.
Программная реализация также показывает, что такого числа не
существует, причем изменение программного кода по сравнению с
исходной задачей осуществляется весьма легко, нужно только за-
менить строку «a:=i*1000+i*100+j*10+j» на строку «a:=i*100000+
i*10000+i*1000+ j*100+j*10+j»

Если взять число вида 𝑁 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐, то получим следующее:
𝑁 = 11(10000𝑎 + 100𝑏 + 𝑐), 10000𝑎 + 100𝑏 + 𝑐 делится на 11,

10000𝑎+ 100𝑏+ 𝑐 = 9999𝑎+ 99𝑏+ (𝑎+ 𝑏+ 𝑐), 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 делится на 11,
1 ≤ 𝑎 ≤ 9 и 0 ≤ 𝑏 ≤ 9, 1 ≤ 𝑎+𝑏 ≤ 27, 𝑎+𝑏+𝑐 = 11 или 𝑎+𝑏+𝑐 = 22.
𝑁 = 11(9999𝑎+99𝑏+11) = 112(909𝑎+9𝑏+1) и 909𝑎+9𝑏+1 — квадрат,
или 𝑁 = 11(9999𝑎+ 99𝑏+ 22) = 112(909𝑎+ 9𝑏+ 2) и 909𝑎+ 9𝑏+ 2 —
квадрат. Далее перебираем 𝑎 и 𝑏.

Таблица 1 — Подбор подходящих цифр 𝑎 и 𝑏

𝑎 𝑏 909𝑎+ 9𝑏+ 1 909𝑎+ 9𝑏+ 2
1 0 910 — не квадрат 911 — не квадрат
1 1 919 — не квадрат 920 — не квадрат
. . . . . . . . . . . .
9 9 8263— не квадрат 8264— не квадрат

Этот способ потребовал больших вычислительных затрат (таб-
лица содержит 90 различных наборов 𝑎 и 𝑏). Программная реали-
зация также показала, что среди чисел данного вида нет квадрата
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натурального числа.

Пример второй задачи. Числа 1, 2, 3, . . . , 1974, 1975 разбиты на
две группы. К первой группе отнесены числа с нечетной суммой
цифр, ко второй группе – с четной. Что больше: сумма всех чисел
первой группы или сумма всех чисел второй группы [2]?

Аналитическое решение задачи.
Для произвольного подмножества 𝑋 множества натуральных

чисел в объединении с нулем обозначим через 𝑆ч(𝑋) сумму всех
таких чисел данного множества, сумма цифр которых четна, а че-
рез 𝑆н(𝑋) — сумму чисел с нечетной суммой цифр. Для примера
рассмотрим множество

𝑋 = {0, 1, 2, 3, ..., 19}
Разобьем данное множество следующим образом:

Таблица 2 — Разбиение множества целых чисел от 0 до 19

Числа с четной
суммой цифр

0 2 4 6 8 11 13 15 17 19

Числа с нечетной
суммой цифр

1 3 5 7 9 10 12 14 16 18

Разность чисел
по столбцам

-1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1

Видно, что в данном случае 𝑆ч(𝑋) − 𝑆н(𝑋) = −1 · 5 + 1 · 5 = 0.
Такое разбиение можно обобщить на любое множество 𝑋, со-

держащее числа от 20𝑘 до 20𝑘+ 19, где 𝑘 — натуральное число или
ноль. Если у числа вида 20𝑘 сумма цифр четная, то получается ана-
логичная таблица, если же нечетная, то первая и вторая строчки
меняются местами. Например, при 𝑘 = 5 получим таблицу:

Поскольку число 1979 имеет остаток 19 при делении на 20, то
для множества 0, 1, 2, . . . , 1979 результат 𝑆ч −𝑆н будет равен нулю.

Обозначим 𝐴 = {1, . . . 1975}, 𝐵 = {0, 1, . . . 1979}. Множество
𝐵 получается добавлением ко множеству 𝐴 чисел 0, 1976, 1977,
1978,1979. Поэтому,

𝑆ч(𝐵) = 𝑆ч(𝐴) + 0 + 1977 + 1979,
𝑆н(𝐵) = 𝑆н(𝐴) + 1976 + 1978,
Откуда 𝑆ч(𝐵) − 𝑆н(𝐵) = 𝑆ч(𝐴) − 𝑆н(𝐴) + 2, поскольку 𝑆ч(𝐵) =

𝑆н(𝐵), то 𝑆н(𝐴) = 𝑆ч(𝐴) + 2. Итак, сумма чисел с нечетной суммой
цифр больше суммы чисел с четной суммой цифр на 2.
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Таблица 3 — Разбиение множества целых чисел от 100 до 119

Числа с четной суммой цифр 101 103 105 107 109
Числа с нечетной суммой цифр 100 102 104 106 108
Разность чисел по столбцам 1 1 1 1 1

Числа с четной суммой цифр 110 112 114 116 118
Числа с нечетной суммой цифр 111 113 115 117 119
Разность чисел по столбцам -1 -1 -1 -1 -1

Программная реализация задачи.
var
sum_digits, sum_even, sum_odd, n, i: integer;
begin
writeln(’Введите натуральное n’);
readln(n);
sum.digits := 0;
sum.even := 0;
sum.odd := 0;
for i := 1 to n do
begin
sum_digits := i mod 10 + i div 10 mod 10 + i div 100 mod 10 + i

div 1000;
if sum_digits mod 2 = 0 then sum_even := sum_even + i;
if sum_digits mod 2 = 1 then sum_odd := sum_odd + i;
end;
begin
if sum_even > sum_odd then writeln(’Сумма чисел с четной сум-

мой цифр больше на
’,abs(sum_even - sum_odd));
if sum_even < sum_odd then writeln(’Сумма чисел с нечетной

суммой цифр больше
на ’,abs(sum_even - sum_odd));
if sum_even = sum_odd then writeln(’Сумма чисел с четной сум-

мой цифр равна сумме чисел с нечетной суммой цифр ’, abs(sum_even
-sum_odd));

end;
writeln();
end.
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Программная реализация показывает тот же результат.

Пример третьей задачи. Чему равно максимальное значение
разности трехзначного числа и суммы кубов его цифр? Для какого
трехзначного числа достигается этот максимум? Чему равно мини-
мальное положительное значение этой разности [2]?

Аналитическое решение задачи.
Рассмотрим произвольное трёхзначное число 𝑎𝑏𝑐 и обозначим

через 𝑓
(︀
𝑎𝑏𝑐
)︀
разность 𝑎𝑏𝑐 −

(︀
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3

)︀
. Тогда 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 100𝑎 +

10𝑏+ 𝑐− 𝑎3 − 𝑏3 − 𝑐3 =
(︀
100𝑎− 𝑎3

)︀
+
(︀
10𝑏− 𝑏3

)︀
+
(︀
𝑐− 𝑐3

)︀
= 𝑓1(𝑎) +

𝑓2(𝑏) + 𝑓3(𝑐), где 𝑓1(𝑎) = 100𝑎 − 𝑎3, 𝑓2(𝑏) = 10𝑏 − 𝑏3, 𝑓3(𝑐) = 𝑐 −
𝑐3. Число 𝑓

(︀
𝑎𝑏𝑐
)︀
будет наибольшим тогда и только тогда, когда

будут наибольшими величины 𝑓1(𝑎), 𝑓2(𝑏), 𝑓3(𝑐). Так как 𝑓1(1) =
99, 𝑓1(2) = 192, 𝑓1(3) = 273, 𝑓1(4) = 336, 𝑓1(5) = 375, 𝑓1(6) =
384, 𝑓1(7) = 357, 𝑓1(8) = 288, 𝑓1(9) = 171, то наибольшее значение
𝑓1(𝑎) равно 384 и достигается при 𝑎 = 6. Аналогично находим, что
наибольшее значение 𝑓2(𝑏) равно 12 и достигается при 𝑏 = 2, а
наибольшее 𝑓3(𝑐) равно нулю и достигается при 𝑐 = 0 и 𝑐 = 1.
Следовательно, наибольшее значение разности 𝑓

(︀
𝑎𝑏𝑐
)︀
равно 384 +

12 + 0 = 396 и достигается при 𝑎𝑏𝑐 = 621 и 𝑎𝑏𝑐 = 620.
Поскольку произведение любых трех последовательных целых

чисел делится на 3, числа
𝑓1(𝑎) = 100𝑎− 𝑎3 = 99𝑎+

(︀
𝑎− 𝑎3

)︀
= 99𝑎− 𝑎(𝑎− 1)(𝑎+ 1),

𝑓2(𝑏) = 10𝑏− 𝑏3 = 9𝑏+
(︀
𝑏− 𝑏3

)︀
= 9𝑏− 𝑏(𝑏− 1)(𝑏+ 1),

𝑓3(𝑐) =
(︀
𝑐− 𝑐3

)︀
= −𝑐(𝑐− 1)(𝑐+ 1)

делятся на 3. Значит, на 3 делится число 𝑓
(︀
𝑎𝑏𝑐
)︀
. Таким образом,

наименьшее положительное значение разности 𝑎𝑏𝑐 −
(︀
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3

)︀
не меньше 3. Значение 3 достигается, например, при 𝑎 = 4, 𝑏 = 3,
𝑐 = 7. Следовательно, наименьшее положительное значение рас-
сматриваемой разности равно 3.

Программная реализация третьей задачи.
var
i, j, k, n, a, b, c, nn, nn1, a1, b1, c1: integer;
max := 99;
min := 99 ;
begin
for i := 1 to 9 do
begin
for j := 0 to 9 do
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begin
for k := 0 to 9 do
begin
n := 100 * i + 10 * j + k - i * i * i - j * j * j - k * k * k;
if n > max then
begin
max := n;
a := i;
b := j;
c := k;
end;
if (n > 0) and (n < min) then
begin
min := n;
a1 := i;
b1 := j;
c1 := k;
end;
end;
end;
end;
nn := 100 * a + 10 * b + c;
nn1 := 100 * a1 + 10 * b1 + c1;
writeln(’Max=’, max, ’ Число=’, nn);
writeln(’Min=’, min, ’ Число= ’, nn1);
end.
После запуска программы были получены следующие результа-

ты:
Max=396 Число=620
Min=3 Число= 437
В итоге, после проведенного исследования, можно сделать вы-

вод, что программный метод проще в плане реализации и полу-
чении результата, однако незнание основ математики (десятичной
записи натуральных чисел, деления натуральных чисел с остатком)
может привести к непреодолимым затруднениям при создании про-
граммного кода. Следовательно, для решения многих задач необ-
ходимы как математические знания, так и хорошие навыки постро-
ения алгоритмов и написания программ.
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