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Î ïðîåêòèâíî âïîëíå òðàíçèòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ

×åõëîâ À.Ð. (Òîìñê)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HG(g) � âûñîòíóþ ìàòðèöó ýëåìåíòà g ãðóïïû G.
Â ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé âìåñòî HG(g) ðàññìàòðèâàåì
èíäèêàòîð UG(g) ýëåìåíòà g; àíàëîãè÷íî, åñëè G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ,
ðàññìàòðèâàåì åãî õàðàêòåðèñòèêó χG(g). ×åðåç o(g) îáîçíà÷àåòñÿ ïîðÿäîê
ýëåìåíòà g; E(G) � êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G; End(G) = E(G)+ �
åå ãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ; Proj(G) � ïîäêîëüöî â E(G), ïîðîæäåííîå âñå-
ìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà E(G); Π(G) � ïîäãðóïïó â End(G), ïîðîæäåí-
íóþ âñåìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà E(G). Åñëèm � íåêîòîðîå êàðäèíàëüíîå
÷èñëî, òî A(m) � ïðÿìàÿ ñóììàm ÷èñëà êîïèé ãðóïïû A. Z� êîëüöî öåëûõ
÷èñåë, Q � êîëüöî (àääèòèâíàÿ ãðóïïà) âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. r(A) �
ðàíã, à T (A) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû A.

Íà ìíîæåñòâå N ∪ {∞} ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå 4: ïîëàãàåì
m 4 n ⇔ m,n ∈ N è n | m èëè m = ∞.

Ðÿäîì àâòîðîâ èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå êëàññû âïîëíå òðàíçèòèâíûõ ãðóïï
(ñì., íàïðèìåð, [1]). Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ âïîëíå òðàíçè-
òèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G ñ óñëîâèåì HG(x) 6 HG(y) è o(x) 4 o(y)
íàéäåòñÿ α ∈ E(G) ñî ñâîéñòâîì α(x) = y. Åñëè ãðóïïà G ðåäóöèðîâàíà,
òî óñëîâèå o(x) 4 o(y) ìîæíî îïóñòèòü.

Ñëåäóÿ [2] ãðóïïó G íàçîâåì ïðîåêòèâíî âïîëíå òðàíçèòèâíîé (êðàò-
êî, pft-ãðóïïîé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G ñ óñëîâèåì HG(x) 6 HG(y) è
o(x) 4 o(y) íàéäåòñÿ α ∈ Proj(G) ñî ñâîéñòâîì α(x) = y; åñëè α ìîæíî
âûáðàòü èç Π(G), òî ãðóïïó íàçîâåì spft-ãðóïïîé. Åñëè E(G) = Proj(G),
òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ IG-ãðóïïîé, à åñëè E(G) = Π(G), òî � IS-ãðóïïîé.
Â [2] èçó÷àëèñü IG-ãðóïïû è IS-ãðóïïû, à òàêæå ïðèìàðíûå pft-ãðóïïû è
spft-ãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0 � (
⊕

p∈ΠDp) ÿâëÿåòñÿ IG-
ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 2; è äëÿ
êàæäîãî p ∈ Π, åñëè Dp ̸= 0, òî r(Dp) > 2.

Ïðåäëîæåíèå 2. Âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G ÿâëÿåò-
ñÿ IG-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå îäíîðîäíàÿ êîìïî-
íåíòà, äåëèìàÿ õîòÿ áû íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò ðàíã > 2; ìíîæå-
ñòâî æå îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò, èìåþùèõ ðàíã 1, êîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Âåêòîðíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G =
∏

t∈ΩGt, ãäå
Gt � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ðàíãà 1 òèïà t, à Ω � íåêîòîðîå ìíî-
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æåñòâî òèïîâ, ÿâëÿåòñÿ IG-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæ-
äàÿ ãðóïïà Gt, äåëèìàÿ õîòÿ áû íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò ðàíã > 2;
ìíîæåñòâî æå ãðóïï Gt, èìåþùèõ ðàíã 1, êîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 4.Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0�T (D) ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé
åñëè è òîëüêî åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè G = D � A, ãäå D � äåëèìàÿ, à A � ðåäóöè-
ðîâàííàÿ ÷àñòè ãðóïïû G, òî G ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî,
spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D è A � pft-ãðóïïû (ñîîòâåò-
ñòâåííî, spft-ãðóïïû).

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè A =
⊕

i∈I Ai, ãäå êàæäàÿ Ai ÿâëÿåòñÿ pft-
ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé), òî A ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñî-
îòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A âïîëíå òðàí-
çèòèâíà.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè G =
⊕

i∈I Ai ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ
è Hom(Ai, Aj) = 0 èëè Hom(Aj, Ai) = 0 äëÿ ëþáûõ i ̸= j, òî G ÿâëÿåòñÿ
pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäàÿ Ai ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) è åñëè
pAi ̸= Ai, òî pAj = Aj äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáûõ i ̸= j, ãäå
i, j ∈ I.

Ñëåäñòâèå 8.Ïóñòü κ > 1 è G ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé èëè îäíîðîäíîé
ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) G âïîëíå òðàíçèòèâíà;

(b) G(κ) âïîëíå òðàíçèòèâíà;

(c) G(κ) ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé.

Ëåììà 9. Åñëè A � âïîëíå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, âñå íåíóëåâûå ýí-
äîìîðôèçìû êîòîðîé ñóòü ìîíîìîðôèçìû, òî A ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé
(ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E(A) ∼= Z.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Ãîâîðÿò, ÷òî p-ãðóïïû G1 è G2 îáðàçó-
þò âïîëíå òðàíçèòèâíóþ ïàðó, åñëè äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ x ∈ Gi, y ∈ Gj

(i, j ∈ {1, 2}) óñëîâèå UGi
(x) 6 UGj

(y) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãîìî-
ìîðôèçìà α ∈ Hom(Gi, Gj), ÷òî α(x) = y.

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè {Gi}i∈I � p-ãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ pft-ãðóïïàìè
(ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïàìè), òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòüH = T (

∏
i∈I Gi)

áóäåò pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I ïàðà (Gi, Gj) âïîëíå òðàíçèòèâíà.
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Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü {Gi}i∈I � p-ãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ñåïàðà-
áåëüíûìè, ëèáî òîòàëüíî ïðîåêòèâíûìè pft-ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåí-
íî, spft-ãðóïïàìè). Òîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü H = T (

∏
i∈I Gi) áóäåò pft-

ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü G = A � T , ãäå A � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ, à T � ðåäóöèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà G áóäåò pft-
ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è
T ÿâëÿþòñÿ pft-ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïàìè).

Ëåììà 13. Ïóñòü A � âïîëíå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, à G � òàêàÿ
ãðóïïà, ÷òî êàæäûé åå ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì, èçî-
ìîðôíîì ãðóïïå A, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå îòëè÷íî
îò 0 è òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ spft-
ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 14. Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0 �T (D) ÿâëÿåòñÿ spft-ãðóïïîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 1.

Ñëåäñòâèå 15. Àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G =∏
p∈ΠGp ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rp(Gp) > 1 äëÿ

êàæäîãî p ∈ Π.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè êàæäûé åå ýëå-
ìåíò ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì, ÿâëÿþùèìñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïï
ðàíãà 1.

Ñëåäñòâèå 16. Ðåäóöèðîâàííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà ðàíãà áåç êðó-
÷åíèÿ > 2 ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ åå íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ G1, G2

ðàíãà 1 è êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, åñëè pG1 ̸= G1, òî pG2 = G2, ïðè-
÷åì åñëè A � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1 ãðóïïû G, òî â G íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîäãðóïïà B ∼= A, ÷òî A�B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû G.
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