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ОБ УРАВНЕНИЯХ ЛАГРАНЖЕВОЙ ГИДРОДИНАМИКИ
О.А.Арбит, Э.Е.Либин

Томский государственный университет, Томск

Двумерные уравнения гидродинамики, записанные в форме Лагранжа [1]
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состоят из двух уравнений движения и из условия несжимаемости. Искомыми величинами
являются функции: x(a, b, t), y(a, b, t) и p (a, b, t), которые должны определяться по условиям
на свободной границе, на твердых стенках и по начальным данным. Независимыми перемен-
ными являются параметры a, b, которые позволяют различать частицы, и время t. Насколько
известно, до сих пор не предпринимались попытки упрощения нелинейной системы уравне-
ний (1). Это можно сделать, если представить себе, что координаты a, b выражены через
другую пару координат α и β. Тогда условие несжимаемости можно записать в виде
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Легко проверить, что условие (2) выполняется, если представить величины x, y и a, b через
произвольную функцию ψ(α, β, t), следующими зависимостями:

x = α + ψβ, y = β − ψα; a = α− ψβ, b = β + ψα. (3)

Подстановка (3) в уравнения движения (1) приводит их к виду
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= −Φβ , (4)

где Φ = p/ρ + gβ. Исключая Φ из уравнений (4), получаем, что функция ψ должна удовле-
творять однородному дифференциальному уравнению

ψ̈αα + ψ̈ββ +
∂(ψα, ψ̈α)
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+
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= 0. (5)

Если известна какая-либо функция ψ(α, β, t), удовлетворяющая уравнению (5), то нахож-
дение давления из системы уравнений (4) сводится к решению уавнения Пуассона. В задаче
о стоячих или бегущих волнах получается точное решение, обобщающее известное решение
Герстнера о трохоидальных волнах.

Работа выполнена в рамках Программы повышения конкурентоспособности Томского го-
сударственного университета.
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