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В.А.Беляев

АЛГОРИТМ РАСКРАСКИ ГРАФА МЕТОДОМ СОКРАЩЁННОГО 
ОБХОД ДЕРЕВА ПОИСКА

Задача раскраски графа находит многочисленные приложения на 
различных этапах проектирования цифровой аппаратуры. В конструк­
торском проектировании задача раскраски возникает в связи с воп­
росами компоновки, распределения по слоям и трассировки межсое­
динений элемннтов охем. В логическом проектировании она возника­
ет при минимизации числа состояний автомата, при кодировании его 
внутренних состояний и при получении минимальных д.н.ф.булевых 
функций [ I ] .  В теоретическом программировании к ней сводится 
задача получения наиболее экономного распределения памяти в опе­
раторных схемах программ [2 ,3 ] . Известная трудоёмкость существу­
ющих алгоритмов решения этих задач практической сложности побуж­
дает к изысканию новых подходов и методов, совершенствованию из­
вестных алгоритмов. В работе предлагается усовершенствованный 
алгоритм решения задачи раскраски графа методом сокращённого об­
хода дерева поиска [4 ]. Усовершенствование проводится по двум 
путям: во-первых, в случае существования в заданном графе разде­
ляющего полного подграфа решение задачи раскраски всего графа 
заменяется решением болез простых задач раскраски для покрываю­
щих" подграфов с меньшим числом вервин, вс-вторых, вводятся более 
эффективные, чем в [ 4 ] ,параметры метода сокращённого обхода.

Задача раскраски графа ставится следующем образом: для за­
данного симметрического графа требуется указать такое
разбиение множества вершин V  , называемое минимальной раскрас­
кой графа G , в котором число классов (красок) минимально и ка­
ждый класс есть внутренне устойчивое множество (ВУМ). т .е .  мно­
жество с попарно несмежными вершинами.

Введём необходимые определения и понятия. Говорят, что вер­
шина x e V  связного графа C r*(V ,U ) является точкой сочленения, 
если ( .дграф, подучаемый удалением х , несвязен [5 ] .  Полный под­
граф Н я  графе Q называется разделяющем полным подграфом, 
если подграф, получаемый удалением Н hs несвязен. По опреде­
лению, одновершинны, разделяющий подграф является точкой сочлене­
ния. Пусть Н -  разделяющий полный подграф в графе Сг и ,
I* ^  2 подграфы, являющиеся компонентами связности в От "  И . Обо­

значим через R1 r , . ) Rk минимальные раскраски подграфов



соответственно, а  через у  (( f)  -  хрома­
тическое число графа Q , т .е .  число классов (красок) в минималь­
ной раскраске графа G ,  тогда справедливы следующие ооотношо ия:

У & ) >  » м (  № ) ,  • • •, )((<?*) ) ,  ( I )

гои,--,уш ъ у(н).
Из определения раскраски следует, что все вершины полного под-, 

графа Н содержатся в разных блоках разбиений Я ,,...,# * . Пусть 
У(И ) »  к  ; перенумеруем все вершины в И  натуральными числами 

1 , 2 , . . . ,  h  и в  соответствии с етой нумерацией упорядочим блоки в 
разбиениях А ,,..., А* так, чтобы блок, содержащий вершину <■ из Н , 
имел номер h }  в овоём разбиении, порядок остальных бло­
ков (если они имеются) в соответствующих разбиениях R ,,  . А* 
произволен. Упорядоченные таким образом разбиения обозначим через

соответственно. Пусть Ь чуп лЦ  ........./А*1) и пусть
для определённости R * v ^ r . )  • « € £ / , . . . , тогда постро­
им множество Л *'*(Я ,,..., В*} , в котором каждый элемент 8 j  , )€{(•••,*} 
есть объединение классов с номерами из разбиений А*, ^

/СО,-,*} « ^  j>*t 6*1 . (2)
Непосредственно из построения следует, что множество £*■ 
образует разбиение множества V вершин графа О . В дальнейшем 
процесс подучения разбиения Л* по правилу (2 )  будем называть 
склеиванием разбиений Л ,,...,Л * , а  само разбиение А* -  .результатом 
склеивания.

Имеет место следующая теорема.
Теорема I .  Иножеотво Я* •* /В „ . . Bt } есть минимальная раск­

раска графа Сг *
Сначала покажем, что каждый блок Bj ,  / €  М  •••»*} , разбиения 

R*  есть внутренне устойчивое множество в графе 0  . Из определе­
ния разделяющего полного подграфа Wc f f  следует, что объединение 
любых внутренне устойчивых множеотв, взятых по одному из разных 
компонент связности графа #  •» И ,  является внутренне устойчивым 
множеством в графе Q .  В дальнейшем будем называть такое объеди­

нение БУМ типа I .  Рассмотрим набор В блоков, взятых п одному 
из каждого разбиения-раскраски А* соответствующих графов
CtjV h, . . . ,£ « ( /#  и содержащих одну и ту же вершину л  полного гра­
фа И . Удалив вершину л  из каждого класса наборе В ,  получим



набор внутренне устойчивых множеств из разных компонент связнос­
ти <г(!, объединение которых есть ВУМ типа I .  В силу того,
что вершина а. графа Н совместима с каждым подмножеством в на­
боре 6 , она совместима и с объединением этих подмножеотв, т .е .  
объединение классов в наборе В есть внутренне устойчивое мно­
жество, назовём его ВУМ типа 2. Из правила (2 ) построения блоков 
разбиения R* следует, что каждый блок Bj является ВУМ типа I  или В 
ВУМ типа 2, т .е .  состоит из попарно несмежных вершин в й  .  Следо­
вательно, каждый класс разбиения R* есть внутренне устойчивое 
множество и Л* есть раскраска графа Сг .'

По построению число блоков в R* равно t  ,  следовательно, 
на основании ( I )  Л* есть минимальная раскраска графа .

Таким образом, процесс минимальной раскраски заданного графа 
G в случае существования в нём разделявшего полного подграфа 
Н предлагается разлагать на следующие этапы:

-  нахождение компонент связности <?/,...,(7* графа Н ;
-  нахождение минимальных раскрасок для каждого

из графов Q-'vH, ,  G * V H }
-  получение минимальной раскраски к*  графа £7 путём склеи­

вания разбиений-раскрасок .. . /£ «  по правилу (2 ) .
Преимущество такого подхода подтверждают следующие рассуждения. 
Поскольку объём перебора $(п,*•») при решении задачи раскраски с 
ростом числа н. и п \ соответственно вершин и рёбер в графе й  
растёт нелиней-но, то суммарный объём вычиолений, затрачиваемый 
для раскраски подграфов <7* , покрывающих G , значительно
ниже, чем S (*., ж) • Следовательно, располагая эффективным алгори­
тмом нахождения разделяющего полного подграфа в заданном графе

(г , удаётся значительно сократить объём вычислений, заменяя за­
дачу раскраски графа <7 задачами раскраоки графов С* о
меньшим числом вершин, которые могут быть решены любым известным 
алгоритмом.

В [</J задача раскраски графа решается методом сокращённого 
обхода дерева поиска, в качестве параметров используется алгоритм 
У построения максимальных внутренне устойчивых множеств, опера­

ция V  сокращения и функция Ро нижней оценки, которые в основном 
определяют эффективность метода в целом. В данной работе предла­
гаются улучшенные параметры, повышающие эффективность метода со­
кращённого обхода для задачи раскраски графа.

Ниже описывается более эффективный, чем в алгоритм 9V 
построения множества всех максимальных внутренне устойчивых под-



множеств вершин заданного rpafra б ’ ф и ) ,  содержащих некоторую фик­
сированную вершин/ V- из V ; при изложении алгоритма предполагается, 
что вершины графа G упорядочены некоторым образом и образуют ряд 
f , , . . . ,  v k , в котором v,= V, Пусть также 0/Л) обозначает множество 
всех верлин в & , смежнюс вершинам из А . Описываемый алгоритм осу­
ществляет направленный перебор по дереву и является модификацией 
алгоритма построения максимальных независимых множеств из [ 6 ] .  Ра­
бота алгоритма состоит в последовательном выполнении шагов ветвле­
ния и возвращения, причём шаг возвращения выполняется лишь тогда, 
когда невозможен шаг ветвления, 3 процессе поиска на некотором ша­
ге 6 рассматриваются три множества: А* -  строящееся внутренне уо- 
то!:ч:геое множество; й*-наибольшее множество совместимых с вер­
шин такое, что А*./)8^= 0,и после добавления любой вершины из в* к А* 
получается новое соьлестимое множество А*,,<, т .е ,  6* состоит из ве­
ршин графа.5 , являющихся кандидатами на расширение множества Ai  и, 
наконец, множество С* содержит все несовместимые с А  ̂ вершины из в  , 
т . .. С*.~0/А), Тогда ваг зетзленяк в дереве поиска состоит в выборе 
вершины включении её в А*, для построения множества
вычислении новых (.тожеств: 8^,, =- 84-  (fn,4} U 0/Ач)) ,  U O ifa t)  •
1Саг возвращения алгоритма 41 состоит в возвращении к исходному мно­
жеству A-i и удалении верш инку из 8 * ,  Нетрудно вздеть,что множес­
тво А^ на некотором шаге *i является максимальным тогда и только 
тогда, когда

8 4 * 0  л (3 )
В [6J предложено достаточное условие для осуществления шага возвра­
щения, заключающееся в следующем. Пусть 8* подмножество тех вершин 
из первоначального 8 * ,  которые уже использовались для расширения 
А* и В£ -  те вершины из а* , которые ещё не использовались. Тогда 

условие существования в 8» вершины такой, что

0,М /) В% * 0  , (4 )
является достаточным для осуществления шага возвращения,Донное ус­
ловие в алгоритме V/ удобнее иопольаовать при выполнении шага вет­
вления з  следующем виде. Пуоть 1 вершина,  выбранная для ветвле­
ния и v± вершина о максимально: номером в множестве тогда,
удалиг из 8* вершины с номерами t * 1 , . . . , n ,  мы тем с т а м  исключим из 
кандидатов на расширение множества А« все те вершины О , для ко­
торых выполнено условие (4 ) , поскольку любое расширение множества 
Аа,м*Ад, i l{v ]  не является максимальным внутренне устойчива множес­
твом.



ооотоит из оледующих подмножеств в V : {1 ,3 ,5 ,9} , { 1 ,з ,5 ,ю } ,
{ 1 ,3 .8 ,9}, { 1 ,6 ,8 ,9 } , Для простоты изображения на рис,2 множест­
во {а ,в ,с }  обозначается без окобок через в , ё } С.

Рио. 2
Эа функцию нижней оценки F0 принимается число k  -м ц (  a .  S'), 

где а  есть наибольшее число вершин в максимальном полном подграфе 
в в  (кликовое число (г [б ]) и t l~  число вершин в графе G ,
а с *  число независимости G [6]  (или кликовое число дополнитель­
ного графа Сг).

Кликовое число у  для любого графа находится следующим быстро­
действующим алгоритмом При изложении алгоритма предполагается, 
как и раньше, что вершины в графе О упорядочены и образуют ряд 

граф $  не пуотоЯ (А& 2), т .е .  содержит по крайней 
мере одно ребро. Алгоритм осуществляет направленный перебор о ис­
пользованием дерева поиска. В алгоритме осуществляется последова­
тельное выполнение щагов двух типов -  ветвления и возвращения. 
Причем шаг ветвления выполняется всегда, когда невозможен шаг 
возврата. На каждом шаге ветвления, рассматривается текущее 
множество вершин 2)^ (2)< • V , в котором выбирается вершина
о наименьшим номером, строится множество Ь ^ т Х)^П0)(и)*>  если 
12)^1 ♦ ■бйу» выполняется шаг возвращения, заключающийся в вычис­
лении новых и •£: -  -S-I и переходе к выполнению чага



Кроме того, при выполнении очередного шага ветвления сократить 
число ветвлений можно включив в все те вершины v  из В * ,  для 
которых справедливо

(5 )
поскольку отсутствие любой такой вершины в расширении множества 
приведёт к нарушению условия (3 )  максимальности.

Ниже даётся формальное описание алгоритма.
Алгоритм У1.

2. Положим 4:«4+1 и, если Ъ $ - 0 ,  выполним п.4, иначе п .З .
3. и, если не существует вершины со свойством 0,(ir)&Ci f

выполним п.5, иначе положим At*  и, в случае
выполним п.З, а при^4 « 0  -  п .4 .

4. Воли А ^ Ч С ^ ^ у  t то п.5, иначе A$+ i отмечается как очередной 
элемент перечисляемого множества и-п«5.

5 . Если Da, '  О ,  положим 4:» б - /  и п .б , иначе пусть и  есть верши­
на с наименьшим номером в J34 , а  v t  -  вершина с наибольшим но­
мером ъ Of (и) t тогда положим А ^ {:^Ч {и } ,£ ^ :°В л~{“} ,

выполним п .2 .
6 . Ес л и $ > 0 ,  выполним п,5, в противном случае алгоритм свою рабо­

ту заканчивает.
Пример I.Проиллюстрируем работу описанного алгоритма У1. Постро­

им множество -всех максимальных внутренне устойчивых множеств (МВУМ)
для графа <? из [7] на рис.1 с мно­
жеством вершин У  — f l ,  . . . ,1 0 }  и на­
чальной фиксированной вершиной 9-« I . 
На рис.2 изображено дерево перебо­
ра 2) , которое обходит алгоритм^/ 
из £41 в процессе построения МВУМ 
для данного примера; двойными л 
ниями изображена та  часть дерева 
JD , которую обходит описанный выше 

алгоритм ? 1  при построении того же 
Рио.1 множества.

Корню дерева на рио. 2 соответствует множество АЦ я {1 ] . а  концевые 
вершины, отмеченные знаком (* ) ,  представляют перечисляемые МВУМ. 
Каждое ребро помечено вершиной и  ,  выбираемой для расширения j  
при реализации соответствующего шага ветвления в алгоритме 9*1, а 
каждая вершина помечена соответствующим множеством J f , ,
Таким образом, множество всех максимальных совместимых подмножеств



ветвления; в противном случае выполняется очередной шаг ветвления» 
В олучае 0  величина у  принимается равной $  и выполняет­
ся шаг возврата. По$ле завершения работы алгоритма величина у  
ес т'ь кликовое число графа £  .

Алгоритм у 0 .
1. <>"=/, y i «=2 ,  ...» # t}  .
2. Если D $ * 0 , то п.З. иначе в множестве выбрать вершину о

наименьшим номером, положить и, если
lDM J +-6 у  , то п .2, в противном случае положить Д)»&+1 и.
если 1 > ъ * 0 , выполнить п.2, иначе положить I  и п.Э .-

3. Положить и при Д ?<0, если выполним п.2, а
при -  п. 3; при 6 * 0  алгоритм работу заканчивает,
значение у  есть кликовое число графа &  .
Для нахождения С -числа независимости графа Q  достаточно при» 

менить алгоритм к графу
Например, применив опиоанный алгоритм к графу Q из [б ] на 

рио.Э о множеством вершин V » { J , . . . ,1 6 }  получим кликовое число 
а  «2, применив алгоритм к графу ( j  получим кликовое число дополни­
тельного графа 6 *5; в результате: имеем P0 ^ M a x ( i , 1 W s O

i

Рио.З
Применение указанных параметров позволяет находить минимальную 

раскраску графов методом сокращённого обхода дерева поиска с мень­
шими вычислительными затратами.
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