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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. Телекоммуникации в современном мире являют-
ся составной частью практически всех общественных процессов. В условиях
постоянного роста требований к эффективности устройств, применяемых в
системах передачи и обработки информации, к сокращению сроков исследо-
вания и разработки новых телекоммуникационных систем и сетей актуально
их исследование с помощью построения математических моделей. Случайный
характер процессов формирования, обработки и передачи данных обуславли-
вает необходимость применения стохастических моделей, в качестве которых
широко используются модели массового обслуживания, представляющие со-
бой системы и сети массового обслуживания различной конфигурации.

Многие актуальные проблемы формулируются в терминах теории мас-
сового обслуживания, и многие методы решения, развиваемые в рамках этой
теории, оказываются вполне пригодными для использования.

Системы с неограниченным числом обслуживающих приборов вызыва-
ют большой интерес у исследователей и встречаются во многих научных
трудах. Например,в статьях П. П. Бочарова и А. В. Печинкина,P. Abaev,
B. D. Auria, D. Baum и L. Breuer, J. Bojarovich и L. Marchenko, E. A. van Doorn
и A. A Jagers, N. G. Duffield, C. Fricker и M. R. Jaibi, E. Girlich, A. K. Jayawardene
и O. Kella, M. Parulekar, A. M. Makowski и многих других.

Сигналы в вычислительных сетях зачастую приходят не поодиночке, и
мы имеем неординарный входящий поток и сталкиваемся с необходимостью
обслуживания сразу нескольких заявок. Впервые системы с неординарными
пуассоновскими входящими потоками и экспоненциальным временем обслу-
живания описаны в работах украинских ученых Е. А. Лебедева, А. А. Чечель-
ницкого и О. В. Кучеренко. СМО с параллельно функционирующими блока-
ми можно встретить в статьях Г. П. Башарина, К. Е. Самуйлова, A. Movaghar,
Kargahi M., C. Knessl, J. A. Morrison, D. G. Down, N. Bambos, G. Michailidis,
И. Синяковой и многих других. Но, как правило, в данных работах все заявки
в группе являются однотипными и время их обслуживания одинаково рас-
пределено, что не всегда применимо для описания реальных вычислительных
процессов.

Одной из модификаций систем с неограниченным числом приборов яв-
ляются неоднородные системы массового обслуживания, в иностранной ли-
тературе они также называются гетерогенными, которые применяются для
описания процессов в мультисервисных сетях связи и телекоммуникационных
системах. Такие модели позволяют учитывать неоднородность каналов связи,
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которые могут различаться по скорости, надежности, стоимости эксплуата-
ции и т.д. Моделируются такие процессы системами с непуассоновскими вхо-
дящими потоками и разнотипными обслуживающими приборами. Решение
задач анализа неоднородных немарковских систем массового обслуживания
с непуассоновскими входящими потоками на сегодняшний день представлено
лишь отдельными работами и является актуальной научной проблемой.

В настоящей диссертационной работе проводится исследование неодно-
родных систем массового обслуживания, на вход которых поступают орди-
нарные специальные потоки заявок, а именно МАР-поток и рекуррентный.

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является постро-
ение и исследование математических моделей неоднородных немарковских
бесконечнолинейных СМО со специальными входящими потоками разнотип-
ных заявок.

Задачи:
1. Построение математических моделей неоднородных бесконечнолиней-

ных (гетерогенных) СМО с входящими марковским модулированным пуассо-
новским (МАР) и рекуррентным потоками разнотипных заявок.

2. Нахождение основных вероятностных характеристик числа занятых
приборов каждого типа в рассматриваемых системах методом моментов.

3. Разработка асимптотических методов исследования систем в условии
эквивалентного роста времени обслуживания на приборах различного типа
и предельно редких изменений состояний управляющей МАР-потоком цепи
Маркова.

4. Разработка проблемно-ориентированных программ имитационного мо-
делирования и численного анализа для оценки области применимости полу-
ченных асимптотических результатов.

Научная новизна результатов, представленных в диссертации,
состоит в следующем:

1. Предложены новые математические модели неоднородных (гетероген-
ных) бесконечнолинейных СМО с различными типами обслуживающих при-
боров, позволяющие учитывать неоднородность поступающих заявок, тре-
бующих различного времени обслуживания, что более адекватно описывает
реальные информационные системы.

2. Получены аналитические выражения для основных вероятностных ха-
рактеристик числа занятых приборов каждого типа в системах с входящими
МАР- и рекуррентным потоками, n типами обслуживающих приборов и экс-
поненциальным временем обслуживания. Выявлены корреляционная связь
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между компонентами многомерного случайного вектора — числа занятых
приборов каждого типа и факторы, влияющие на ее усиление.

3. Предложено новое асимптотическое условие эквивалентного роста вре-
мени обслуживания на приборах различного типа, применение которого для
исследования систем типа MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞ позволило доказать, что
распределение числа занятых приборов в них можно аппроксимировать мно-
гомерным гауссовским.

4. Впервые показано, что при условии предельно редких изменений со-
стояний управляющей МАР-потоком цепи Маркова асимптотическая харак-
теристическая функция числа занятых приборов в системе MAP|M(n)|∞ име-
ет вид взвешенной суммы пуассоновских распределений.

5. Предложена модификация метода просеянного потока, позволяющая,
в отличие от существующих подходов, выполнять анализ многомерных про-
цессов в гетерогенных СМО вида MMPP|GI(n)|∞, GI|GI(n)|∞, что позволяет
проблему исследования немарковских СМО с разнотипным обслуживанием
(с произвольными функциями распределения времени обслуживания) свести
к задаче анализа многомерного просеянного нестационарного потока, реше-
ние которой проводится методом асимптотического анализа в условии экви-
валентного роста времени обслуживания на приборах.

Положения и результаты, выносимые на защиту состоят в следу-
ющем:

1.Математические модели неоднородных бесконечнолинейных СМО ви-
да MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞.

2. Аналитические выражения для основных вероятностных характери-
стик числа занятых приборов каждого типа систем с входящими МАР- и
рекуррентным потоками, n типами обслуживающих приборов и экспоненци-
альным временем обслуживания.

3. Модификация метода асимптотического анализа для построения ста-
ционарного распределения числа занятых приборов в системах типа
MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞.

4. Теорема о виде асимптотической характеристической числа занятых
приборов системы MAP|M(n)|∞ при условии предельно редких изменений
состояний управляющей МАР-потоком цепи Маркова.

5.Модификация метода просеянного потока и асимптотического анали-
за в условии эквивалентного роста времени обслуживания на приборах для
анализа многомерных процессов в гетерогенных СМО вида MMPP|GI(n)|∞,
GI|GI(n)|∞.
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6.Комплекс проблемно-ориентированных программ имитационного мо-
делирования и численного анализа распределений для оценки области при-
менимости полученных асимптотических результатов.

Методы исследования. Для исследования рассмотренных моделей ис-
пользуется метод математического моделирования, аппарат теории вероятно-
стей, теории случайных процессов, теории массового обслуживания, теории
дифференциальных уравнений и информационные технологии.

В качестве методов исследования СМО применяются метод начальных
моментов и модификация метода асимптотического анализа при условии рас-
тущего времени обслуживания требований на приборах. А также модифика-
ция метода асимптотического анализа в условии предельно редких изменений
состояний управляющей цепи Маркова.

Оригинальным авторским методом исследования систем с произвольной
функцией распределения времени обслуживания является модификация мно-
гомерного метода просеянного потока.

Обработка результатов имитационного моделирования проводится мето-
дами математической статистики. Результаты, полученные в работе, имеют
как теоретическое, так и практическое значения.

Теоретическая и практическая значимость работы. Модели гете-
рогенных СМО позволяют существенно расширить круг решаемых задач в
теории массового обслуживания. Предложеные асимптотическое условие эк-
вивалентного роста времени обслуживания на приборах разного типа и моди-
фикация метода многомерного динамического просеивания являются вкла-
дом в развитие методов, используемых для анализа систем массового обслу-
живания.

Системы массового обслуживания с неоднородными приборами актуаль-
но использовать в качестве математических моделей работы гибридного ка-
нала, с помощью которых можно рассчитать его характеристики производи-
тельности и надежности в работе.

Кроме того, разработан комплекс проблемно-ориентированных программ
имитационного моделирования и численного анализа распределений для оцен-
ки области применимости полученных асимптотических результатов, позво-
ляющий решать ряд практически значимых задач при проектировании ре-
альных телекоммуникационных систем.

Достоверность полученных результатов подтверждается матема-
тически корректными выводами и доказательствами теорем, представленны-
ми в работе, согласованностью результатов, полученных для разных моделей,
как между собой, так и с известными в теории массового обслуживания ре-
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зультатами, а также многочисленными экспериментами с применением ими-
тационного моделирования и численного анализа.

Личное участие автора в получении результатов, изложенных в
диссертации. Автор лично участвовал в получении всех результатов, изло-
женных в работе, а именно в разработке и применении методов исследования
рассматриваемых моделей, выводе всех формул, доказательстве всех пред-
ставленных в диссертации теорем, разработке представленного комплекса
проблемно-ориентированных программ и алгоритмов моделирования процес-
сов массового обслуживания, выполнении численного анализа полученных
результатов.

Связь работы с крупным научным проектом. Результаты диссер-
тационной работы были получены в рамках выполнения следующих научных
проектов: 1) госзадание минобрнауки РФ на проведение научных исследова-
ний в Томском государственном университете на 2012–2013 годы «Разработка
и исследование вероятностных, статистических и логических моделей компо-
нентов интегрированных информационно-телекоммуникационных систем об-
работки, хранения, передачи и защиты информации»
№ 8.4055.2011, номер госрегистрации 01201261193; 2) научно-исследователь-
ская работа в рамках проектной части государственного задания в сфере
научной деятельности Минобрнауки РФ № 1.511.2014/К «Исследование ма-
тематических моделей информационных потоков, компьютерных сетей, ал-
горитмов обработки и передачи данных» (2014–2016г.).

Соответствие паспорту специальности. Диссертационное исследо-
вание выполнено в соответствии с паспортом специальности 05.13.18 «Ма-
тематическое моделирование, численные методы и комплексы программ» и
включает в себя оригинальные результаты одновременно из трех областей:
математического моделирования, численных методов и комплексов программ,
а именно соответствуют следующим областям (номера соответствуют пунк-
там в паспорте специальности): п. 2. — Развитие качественных и приближен-
ных аналитических методов исследования математических моделей; п. 4. —
Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде комплек-
сов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислительного
эксперимента; п. 5. — Комплексные исследования научных и технических
проблем с применением современной технологии математического моделиро-
вания и вычислительного эксперимента.

Апробация работы. Основные положения работы и отдельные ее во-
просы докладывались и обсуждались на следующих научных конференци-
ях: XI–XIV Всероссийская научно-практическая конференция c международ-
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ным участием «Информационные технологии и математическое моделирова-
ние», г. Анжеро-Судженск, 2012–2015 гг; Всероссийская конференция с меж-
дународным участием «Информационно-телекоммуникационные технологии
и математическое моделирование высокотехнологичных систем», г. Москва,
2013, 2016 гг.; 17-ая, 18-ая Международная конференция «Распределенные
компьютерные и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь
(DCCN-2013, 2015)», г. Москва, 2013, 2015 гг.; X Российская конференция с
международным участием «Новые информационные технологии в исследова-
нии сложных структур», пос. Катунь Алтайского края, 9–11 июня 2014 г.; 6th
International Congress «Ultra Modern Telecommunications and Control Systems
and Workshops (ICUMT)», г. Санкт-Петербург, 6–8 октября 2014 г.; Между-
народная научная конференция, посвященная 80-летию проф. Г. А. Медведе-
ва «Теория вероятностей, случайные процессы, математическая статистика
и приложения», г. Минск, 23–26 февраля 2015г.; XIX Всероссийская научно-
практическая конференция «Научное творчество молодежи», г. Анжеро-
Судженск, 15–16 мая 2015 г.; Международная научная конференция
«Information Technologies for Complex System Analysis and Synthesis. The Second
International Summer School», г. Анапа, 8–12 июня 2015г.

Публикации. По тематике диссертации опубликовано 16 работ, из них 2
статьи в журналах, входящих в Перечень рецензируемых научных изданий,
в которых должны быть опубликованы основные научные результаты дис-
сертаций на соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой
степени доктора наук, 2 свидетельства о регистрации электронного ресур-
са, 12 публикаций в сборниках материалов международных и всероссийских
научных и научно-практических конференций (в том числе 3 публикации в
сборниках материалов конференций, индексируемыхWeb of Science и Scopus).

Структура работы. Работа состоит из введения, четырех глав, заклю-
чения и списка использованной литературы (143 наименования). Общий объ-
ем работы — 134 страницы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении описаны актуальность, теоретическая и практическая зна-
чимость работы, цель, основные задачи и методы исследования.

В первой главе исследуются математические модели неоднородных бес-
конечнолинейных СМО с входящим MAP-потоком разнотипных заявок.

МАР-поток задан управляющей цепью Маркова k(t) с конечным числом
состояний K и определяемый матрицей инфинитезимальных характеристик
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Q, матрицей условных интенсивностей Λ = diag[λk], матрицей
D = dνk, ν, k = 1, . . . , K. dνk — вероятности наступления событий в потоке
в момент изменения состояния управляющей цепи (ν 6= k), dkk = 0.

Заявки, поступившие в систему, с вероятностью pi
(i = 1, . . . , n) обслуживаются в течение случайного времени, распределенно-
го по экспоненциальному закону с параметром µi (i = 1, . . . , n), соответству-
ющим типу заявки. Ставится задача исследования n-мерного немарковско-
го случайного процесса {l1(t), . . . , ln(t)}, где li(t) — число занятых приборов
i-ого типа в системе в момент времени t.

Для стационарного распределения вероятностей Π(k, l1, . . . , ln) марков-
ского (n+ 1)-мерного случайного процесса {k(t), l1(t), . . . , ln(t)} записана си-
стема дифференциальных уравнений Колмогорова

0 =

(
−λk −

n∑
i=1

liµi

)
Π(k, l1, . . . , ln)+

+Π(k, l1 − 1, . . . , ln)λkp1 + · · ·+ Π(k, l1, . . . , ln − 1)λkpn+ (1)

+Π(k, l1 + 1, . . . , ln)(l1 + 1)µ1 + · · ·+ Π(k, l1, . . . , ln + 1)(ln + 1)µn+

+
K∑
ν=1

{(1− dνk)Π(ν, l1, . . . , ln) + dνk (p1Π(ν, l1 − 1, . . . , ln)+ . . .

+ pnΠ(ν, l1, . . . , ln − 1))} qνk.

Далее, определив частичные характеристические функции в виде
H(k, u1, . . . , un) =

∑∞
l1=0 . . .

∑∞
ln=0 e

ju1l1×· · ·×ejunlnΠ(k, l1, . . . , ln), (j =
√
−1),

получено матричное уравнение

n∑
i=1

µij(e
−jui − 1)

∂H(u1, . . . , un)

∂ui
= H(u1, . . . , un)

[
Q +

(
n∑

i=1

pie
jui − 1

)
B

]
,

H(0, . . . , 0) = r. (2)

здесь
• H(u1, . . . , un, t) = [H(1, u1, . . . , un, t), . . . , H(K, u1, . . . , un, t)] — вектор-

строка, компонентами которой являются характеристические функции слу-
чайного процесса {k(t), l1(t), ..., ln(t)} для каждого состояния управляющей
цепи Маркова k(t);
• B = Λ + A;
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• A — произведение Адамара матриц D и Q, то есть матрица из элемен-
тов dνkqνk, ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K;
• r = [r(1), . . . , r(K)] — ветор-строка стационраного распределения управ-

ляющей цепи Маркова, определямая системой уравнений{
rQ = 0,

re = 1, e = [1, . . . , 1]T .
(3)

Получены выражения для начальных моментов первого и второго поряд-
ка числа занятых приборов неоднородной бесконечнолинейной СМО
MAP|M|(n)|∞.

Обозначим fmi (first moment) — среднее число занятых приборов типа i,
smi (second moment) — начальный момент второго порядка, cmig(correlation
moment) — корреляционный момент числа занятых приборов типа i и g

(i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g).

Начальные моменты первого порядка

fmi =
pi
µi

rBe, (i = 1, . . . , n) (4)

где e —единичный вектор-столбец.
Начальные моменты второго порядка

smi = pirB
{

I + [µiI−Q]−1 [µiI + 2piB]
}
{2µiI−Q}−1 e, (5)

где I — единичная матрица.
Корреляционный момент

cmig = (pgfmi + pifmg)B [(µi + µg)I−Q]−1 e, (6)

где fmi = pirB[µiI−Q]−1.

На численных примерах исследовано влияние исходных параметров си-
стемы на значение коэффициента корреляции rig между компонентами мно-
гомерного вектора {l1(t), · · · , ln(t)}. Сделаны следующие выводы для систе-
мы MAP|M(2)|∞:

1) чем выше интенсивность входящего потока, тем больше зависимость
между компонентами двумерного процесса {l1(t), l2(t)};

2) зависимость между числом занятых приборов каждого типа в системе
обратно пропорциональна соотношению между параметрами обслуживания
на приборах;
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3) c увеличением соотношения вероятностей p1 и p2 коэффциент корре-
ляции r(l1, l2) уменьшается.

Далее исследование системы (2) проводилось методом асимптотического
анализа при различных асимптотических условиях: 1)эквивалентного роста
времени обслуживания на приборах каждого типа

µi = qiµ, µ→ 0,

(
1

µi
→∞

)
, i = 1, . . . , n. (7)

2)предельно редких изменений состояний (ПРИС) управляющей цепи Мар-
кова

q
(1)
νk = εqνk, ε→ 0, ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K. (8)

Доказаны теоремы.

Теорема 1. 1 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в неоднородной системе MAP |M(n)|∞ при условии эквивалент-
ного роста времени обслуживания на приборах можно аппроксимировать
многомерным гауссовским распределением с параметрами:

aT = [κ p1
µ1
, . . . ,κ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа заня-

тых приборов,
K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, где Kii = κpi+κ2p

2
i

µi
— дисперсия числа занятых

приборов i-ого типа, Kis = κ2pips
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты числа
занятых приборов, где κ2 = fBe, вектор f является решением уравнения

fQ + r [B− κI] = 0,

fe = 0.
(9)

Теорема 1. 2 Асимптотическая характеристическая функция многомер-
ного процесса {l1(t), · · · , ln(t)} — числа занятых приборов разного типа в
системе MAP |M (n)|∞ в условии предельно редких изменений состояний
входящего МАР-потока имеет вид

h1(u1, ..., un) =
K∑
k=1

r(k) exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

(
ejui − 1

)}
. (10)

Для определения области применимости асимптотических алгоритмов
проведено численное сравнение асимптотических и допредельных характе-
ристик системы.

Пример 1



12

Рассмотрим СМО MAP|M(2)|∞, на вход которой поступает МАР-поток
заявок, управляемый цепью Маркова с тремя сосотояниями.

Зададим следующие параметры входящего потока:

Λ =

1 0 0

0 12 0

0 0 2

 , Q =

−11 5 6

0, 5 −1 0, 5

2, 5 2, 5 −5

 , D =

 0 0, 2 0, 5

0, 1 0 0

0, 9 0, 6 0

 .

Положим p1 = 0, 4, p2 = 0, 6 — вероятности, определяющие тип заявки
входящего МАР-потока, µ1 = ε, µ2 = 2ε — параметры экспоненциального
времени обслуживания на приборах первого и второго типа соответственно.

Будем оценивать величину относительной погрешности в виде

∆i =

∣∣∣∣V ari−V arasi
V ari

∣∣∣∣, где V ari — точное значение дисперсии числа занятых при-

боров i-ого типа, а V arasi — асимптотическое.

Таблица 1 – Сравнение допредельных и асимптотических характеристик системы
MAP|M(2)|∞

ε 1 0, 5 0, 1

aT = aT
as [4, 143 3, 107] [8, 285 6, 214] [41, 426 31, 069]

K

(
4, 6 0, 457

0, 457 3, 621

) (
9, 199 0, 914

0, 914 7, 242

) (
45, 995 4, 569

4, 569 36, 21

)

Kas

(
4, 508 0, 335

0, 335 3, 45

) (
9, 098 0, 772

0, 772 7, 037

) (
45, 884 4, 406

4, 406 35, 966

)
∆1 0, 02 0, 011 0, 002

∆2 0, 038 0, 023 0, 005

Из Таблицы 1 видно, что уже при ε = 0, 5 величина относительной по-
грешности не превосходит 3%, что мы считаем очень хорошим результатом с
точки зрения эффективности применения метода асимптотического анализа.

В Таблице 2 отображена зависимость относительных погрешностей от
разности интенсивностей исходного МАР-потока и МАР-потока, в котором
предельно редко изменяются состояния управляющей цепи Маркова. Можно
сделать логичный вывод, что чем реже изменяется состояние управляющей
входящим МАР-потоком цепи Маркова, тем точнее аппроксимация допре-
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дельных характеристик соответствующими асимптотическими характеристи-
ками.

Таблица 2 – Зависимость относительных погрешностей от разности интенсивностей
исходного МАР-потока и МАР-потока в условии ПРИС

|rBe−rΛe|
rBe ∆1 ∆2 ∆3

9, 831 · 10−3 0, 123 0, 165 0, 062

9, 919 · 10−4 0, 032 0, 060 0, 011

9.928 · 10−5 0, 004 0, 008 0, 001

Вторая глава посвящена исследованию математических моделей неод-
нородных бесконечнолинейных СМО GI|M(n)|∞ с входящим рекурретным по-
током разнотипных заявок.

Рекуррентный поток задан функцией распределения длин интервалов
между моментами наступления событий A(z). Дисциплина обслуживания та-
кая же как в уже рассмотренной СМО MAP|M(n)|∞.

Исследован n-мерный немарковский случайный процесс
{l1(t), l2(t), . . . , ln(t)} — числа занятых приборов каждого типа. Для стацио-
нарного распределения вероятностей Π(z, l1, l2, . . . , ln) (n+1)-мерного марков-
ского процесса {z(t), l1(t), l2(t), . . . , ln(t)}, z(t) — остаточное время от момен-
та времени t до момента наступления следующего события потока, записана
система дифференциальных уравнений Колмогорова и система дифференци-
альных уравнений для характеристических функций

H(z, u1, . . . , un) =
∞∑

l1=0

· · ·
∞∑

ln=0

eju1l1 × · · · × ejunlnP (z, l1, . . . , ln)

∂H(z, u1, . . . , un)

∂z
+
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z

(
n∑

i=1

pie
juiA(z)− 1

)
−

−j
n∑

i=1

µi(e
−jui − 1)

∂H(z, u1, . . . , un)

∂ui
= 0,

(11)

где
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z
=
∂H(z, u1, . . . , un)

∂z

∣∣∣∣
z=0

.
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Выражение для стационарного распределения вероятностей процесса z(t)

имеет вид

R(z) =
∂R(0)

∂z

∫ z

0

(1− A(x))dx. (12)

Доказаны следующие утверждения.
Утверждение 1. Среднее значение числа занятых приборов i -ого типа

fmi, (i = 1, . . . , n) в системе GI|M (n)|∞ имеет вид

fmi =
pi
µi
λ, (13)

где λ = R′(0).

Утверждение 2.
Начальные моменты второго порядка числа занятых приборов i-ого типа

smi, (i = 1, . . . , n) в системе GI|M (n)|∞ имеют вид

smi =
piλ

µi
+
p2iλ

µi

A∗(µi)

1− A∗(µi)
, (14)

где A∗(α) =
∞∫
0

e−αzdA(z) — преобразование Лапласа-Стилтьеса.

Утверждение 3.
Корреляционный момент числа занятых приборов i-ого и g-ого типов

cmig, (i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g) в системе GI|M (n)|∞ имеет вид

cmig =
pipg
µi + µg

{
A∗(µi)

1− A∗(µi)
+

A∗(µg)

1− A∗(µg)

}
λ. (15)

Теорема 2. 1 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в системе GI|M (n)|∞ при условии эквивалентного роста времени
обслуживания на приборах можно аппроксимировать многомерным гаус-
совским распределением с параметрами:

aT = [λ p1
µ1
, . . . , λ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа заня-

тых приборов,
K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, где Kii = λpi+p2i f0

µi
— дисперсия числа занятых

приборов i-ого типа, Kis = pipsf0
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты числа
занятых приборов, где f0 определяются выражением

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du. (16)
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Численные эксперименты позволили сформулировать выводы о зависи-
мости между числом занятых приборов каждого типа в системе и соотно-
шении между параметрами обслуживания на приборах и вероятностей pi. А
также о том, что точность аппроксимации очень велика и разница в значени-
ях точных и асимптотических характеристик не превышает 3% уже в случае
когда средняя продолжительность обслуживания в 10 и более раз больше
интенсивности входящего потока.

В третьей главе выполнено исследование неоднородных немарковских
СМО вида MMPP|GI(n)|∞ и GI|GI(n)|∞.

В качестве входящих потоков в данной главе рассматриваются матема-
тические модели МMPP-потока и рекуррентного потока разнотипных заявок.
Время обслуживания на приборах имеет произвольную функцию распреде-
ления Bi(x)(i = 1, . . . , n). Для исследования данных систем применена моди-
фикация метода многомерного динамического просеивания. Она позволяет,
получив выражения для характеристик потоков так назывемых �просеян-
ных�заявок, перейти к выражениям для характеристик изначально рассмат-
риваемых потоков.

Далее поток просеянных заявок {m1(t), . . . ,mn(t)} был преобразован в
нестационарную (n+ 1)-мерную цепь Маркова путем введения дополнитель-
ной компоненты k(t) для СМО MMPP|GI(n)|∞ и z(t) для СМО GI|GI(n)|∞,
которая исследуется методом асимптотического анализа в условиях эквива-
лентного роста времени обслуживания на приборах

bi = qib, b→∞,
(

1

bi
→ 0

)
, i = 1, . . . , n. (17)

Здесь bi =
∞∫
0

(1 − Bi(x))dx (i = 1, . . . , n) — среднее значение времени

обслуживания заявки на приборе i-ого типа.
Доказаны соотвествующие теоремы.

Теорема 3. 1 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в неоднородной системеMMPP |GI(n)|∞ при условии эквивалент-
ного роста времени обслуживания на приборах можно аппроксимировать
многомерным гауссовским распределением с параметрами:

aT = [κ1p1b1, . . . ,κ1pnbn] — вектор математических ожиданий числа
занятых приборов, где κ1 = rΛe, e — единичный вектор-столбец;

K = [Kig], i, g = 1, . . . , n, где Kii = κ1pibi + 2p2iβiκ2 — дисперсия чис-
ла занятых приборов i-ого типа, Kig = κ2pipgβig, i 6= g — ковариационные
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моменты числа занятых приборов. Здесь κ2 = fΛe, а вектор-функция f

является решением неоднородной системы линейных алгебраических урав-
нений

fQ + r(Λ− κ1I) = 0,

fe = 0.
(18)

Теорема 3. 2 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в системе GI|GI(n)|∞ с n типами обслуживающих приборов при
условии эквивалентного роста времени обслуживания на приборах можно
аппроксимировать многомерным гауссовским распределением с параметра-
ми:

aT = [λp1b1, . . . , λpnbn] — вектор математических ожиданий числа за-
нятых приборов;

K = [Kig], i, g = 1, . . . , n, где Kii = λpibi + 2p2iβif0 — дисперсия числа
занятых приборов i-ого типа, Kig = pipgβigf0, i 6= g — ковариационные
моменты числа занятых приборов, где

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du. (19)

Здесь

βi =

∫ 0

−∞
(Si(z))2dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))2dz =

∫ ∞
0

(1−Bi(z))2dz,

βig =

∫ 0

−∞
Si(z)Sg(z)dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))(1−Bg(−z))dz =

=

∫ ∞
0

(1−Bi(z))(1−Bg(z))dz,

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g.

(20)

Сделаны выводы о хорошей сходимости результатов, полученных разны-
ми методами (асимптотического анализа и имитационного моделирования)
для рассматриваемых систем в случае, когда средняя продолжительность
обслуживания в 100 и более раз больше интенсивности входящего потока.

В четвертой главе представлено описание разработанного комплекса
программ, реализующего имитационное моделирование и численный анализ
вероятностно-временных характеристик исследуемых СМО. В представлен-
ный комплекс входит: программа численной реализации нахождения допре-
дельных характеристик исследуемых процессов; программы, реализующие
гауссовскую аппроксимацию числа занятых приборов в исследуемых СМО,
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полученную методом асимптотического анализа при условии растущего вре-
мени обслуживания и ПРИС; имитационное моделирование СМО с неограни-
ченным числом приборов и разнотипным обслуживанием. Распределение вре-
мени обслуживания на приборах экспоненциальное или произвольное (рав-
номерное или гамма-распределение). Численные алгоритмы для расчета точ-
ных и асимптотических характеристик ассматриваемых систем представлены
в виде рабочих листов системы MathCAD. Для моделирования исследуемых
систем был выбран дискретно-событийный метод моделирования. Разработан
удобный нтерфейс пользователя. Проведена оценка области применимости
результатов, полученных с помощью имитационного моделирования.

В Заключении сформулированы основные результаты и выводы, полу-
ченные на основе настоящей диссертационной работы.
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