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1. Скалярное произведение.                         
Евклидово пространство 

 
Пусть дано линейное пространство nL  над полем R .  
Определение. Билинейная, симметричная форма, у которой 

соответствующая квадратичная положительно определена 
называется скалярным произведением. 

Будем обозначать это таким образом 

     yxxyByxB ,,,  . 
Определение в математической символике запишется так 

1)    xyyx ,,  ; 

2)      yxyxyxx ,,, 2121  ; 

3)    yxyx ,,   ; 

4)   0, xx    00,  xxx . 
В силу последнего условия, можно ввести модуль вектора, как 

корень квадратный из скалярного произведения 

 xxx , . 

А в силу неравенства Коши-Буняковского      yyxxyx ,,,
2

 , 

можно ввести угол между векторами x , y . 

Определение. За угол между векторами x , y  берется угол 

  ,0 , такой что  

 
yx

yx




,
cos . 

В силу неравенства Коши-Буняковского эта дробь 
принадлежит промежутку  1,1  и действительно может 
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определять косинус некоторого угла. 
 

1
,


 yx

yx
. Равенство 

достигается тогда и только тогда, когда векторы коллинеарны 
(линейно зависимы). Используя угол, скалярное произведение 
можно записать в виде 

  cos,  yxyx . 

Определение. Линейное пространство nL  вместе с 
определенным в нем скалярным произведением называется 
Евклидовым пространством nE . В nE  можно определить 
ортонормированный базис. 

Определение. Будем говорить, что вектор x  ортогонален 

вектору y , если   0, yx . 

Определение. Будем говорить, что вектор x  нормирован, если 

1x . 

Определение. Базис называется ортонормированным 
(декартовым), если все его векторы нормированы и попарно 
ортогональны. Координаты вектора в данном базисе называются 
декартовыми.  

Пусть 1e , 2e , …, ne  – декартов базис. Тогда   ijji ee , , 

nji ,1,  , где символ Кронекера 








ji

ji
ij ,0

,1
 . 

Формулы вычисления скалярного произведения и модуля в 
декартовых координатах: 

i
i

n
n exexexexx  ...2

2
1

1 , 

j
j

n
n eyeyeyeyy  ...2

2
1

1 , 

      nn
ij

ji
ji

ji
j

j
i

i yxyxyxyxeeyxeyexyx  ...,,, 2211 , 

       22221 ..., nxxxxxx  . 
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Пусть даны два декартовых базиса  





















n
n
nnn

n
n

n
n

nn

epepep

epepep

epepep

eeeeee

...e

..........................................

...e

...e

вый)но( ..., ,, и арый)ст( ..., ,,

2
2

1
1*

n

22
2
21

1
2

*
2

12
2
11

1
1

*
1

**
2

*
121

. 

Матрица перехода 























n
n

nn

n

n

ppp

ppp

ppp

P

...

............

...

...

21

22
2

2
1

11
2

1
1

 

и в общем случае является невырожденной, а для декартова базиса 
обладает в силу ортонормированности векторов еще двумя 
свойствами: 
1) сумма попарных произведений соответствующих элементов 
двух различных столбцов ( строк) равна 0. 
2) сумма квадратов элементов любого столбца (строки) равна 1. 

Определение. Матрица, обладающая этими свойствами 
называется ортогональной.  

Из определения ортогональной матрицы следует: 
1) квадратная матрица является ортогональной тогда и только 

тогда, когда она удовлетворяет условию TPP 1 . 
2) для каждой ортогональной матрицы 1det P  ( +, если базисы 
одноименные, – , если базисы разноименные).  
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2. Процесс ортогонализации базиса 

 
Теорема. В nE  существует ортонормированный базис.  
Процесс построения из произвольного базиса декартова базиса 

называется процессом ортогонализации базиса Грама–Шмидта. 
Процесс состоит из 2 частей: 

1) из произвольного базиса naaa ,...,, 21  получаем сначала 

ортогональный базис nbbb ,...,, 21 , все векторы которого попарно 
ортогональны, но не нормированы. 

11 ab  . 

1
1
222 bab  , при этом   0, 21 bb . 

  0, 11
1
22  bba  , откуда 

 
2

1

121
2

,

b

ba
 . 

2
2
31

1
333 bbab   , при этом   0, 13 bb  и   0, 23 bb . 

  0, 12
2
31

1
33  bbba  , 

  0, 22
2
31

1
33  bbba  , откуда  

 
2

1

131
3

,

b

ba
 , 

 
2

2

232
3

,

b

ba
 . 

и т. д. 
В общем случае 

1
1

2
2

1
1 ... 

 k
k
kkkkk bbbab  , где  

 
2

,

p

pkp
k

b

ba
 , nk ,2 , 1,1  kp . 

Система векторов ib  линейно независима и ортогональна. 
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2) из ортогонального базиса nbbb ,...,, 21  получаем 

ортонормированный базис neee ,...,, 21 , где  

i

i
i
b

b
e  , ni ,1 . 

Система векторов ie  линейно независима и ортонормирована, 
то есть составляет декартов базис. 
 

Пример 
 

3E .  3,2,11 a ,  5,0,12 a ,  4,2,23 a . Убедимся что эти 

векторы действительно можно взять за базис в 3E . Так как 

3dim 3 E , достаточно проверить их линейную независимость. 
Составим матрицу 




















































1400

820

321

~

1060

820

321

~

422

501

321

. 

Ранг матрицы максимален, значит, три вектора линейно–
независимы и в трехмерном пространстве 3E  действительно 
образуют базис. 
1) Получим базис ортогональный. 

 3,2,111  ab , 

1
1
222 bab  , 

 
1

14

14

941

151,
2

1

121
2 





b

ba , 

     2,2,23,2,15,0,12 b , 

2
2
31

1
333 bbab   , 
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 
1

,
2

1

131
3 

b

ba , 

 
3

2,
2

2

232
3 

b

ba , 

     






 

3

1
,

3

4
,

3

5
2,2,2

3

2
3,2,14,2,23b . 

321 ,, bbb  – ортогональный базис. 
Векторы линейно–независимы и попарно ортогональны. 

2)  









14

3
,

14

2
,

14

1

14

3,2,1

1

1
1
b

b
e , 

 












3

1
,

3

1
,

3

1

12

2,2,2

2

2
2

b

b
e , 















 


42

1
,

42

4
,

42

5

3
42

3
1

,
3
4

,
3
5

3

3
3

b

b
e . 

321 ,, eee  – декартов базис. 
Векторы линейно–независимы, нормированы и попарно 

ортогональны. 
 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. Для базисных векторов  1,0,11 a ,  0,1,12 a , 

 1,2,03 a  провести процесс ортогонализации. 
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2. Для векторов  1,2,2,11 a ,  3,5,1,12 a ,  7,8,2,33 a  

провести процесс ортогонализации. 
 

3. Для базисных векторов  0,0,1,11 a ,  0,1,0,12 a , 

 1,0,0,13 a ,  1,1,1,34 a  провести процесс ортогонализации. 
 

4. Для базисных векторов  0,1,21 a ,  2,0,42 a , 

 2,2,13 a  провести процесс ортогонализации. 
 

5. Доказать, что взаимно–ортогональные, не нулевые 
векторы линейно–независимы. 
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3. Самосопряженный оператор 
 

Рассмотрим в nE  линейные операторы 1  и 2 . 

Определение. Линейные операторы 1  и 2  называются 

сопряженными, если    yxyx 21 ,,    для любых nEyx , . 

Определение. Линейный оператор   называется 
самосопряженным, если он сопряжен самому себе,  то есть 

   yxyx  ,,   для любых nEyx , . 
Свойства самосопряженного оператора: 

1) самосопряженный оператор имеет симметричную матрицу 
TAA   в любом ортонормированном базисе и наоборот. 

2) все корни характеристического уравнения самосопряженного 
оператора (собственные числа) – вещественны.  
3) собственные векторы самосопряженного оператора, 
соответствующие различным собственным числам, ортогональны 
между собой. 
4) для всякого самосопряженного оператора   в nE  существует 
ортонормированный базис, состоящий из собственных векторов 
этого оператора. 
 
 

Примеры 
 

1. Пространство 3E . Дан линейный оператор 

   321321321 5108,1022,8211 xxxxxxxxxx  . 

   yxyx  ,,  , то есть оператор самосопряженный. Его 
симметричная матрица имеет вид 






















5108

1022

8211

A . 
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Характеристическое уравнение имеет вид 

0

5108

1022

8211











 

или в раскрытом виде 

014588118 23   . 
Оно легко группируется 

    01881182   , 

    09918   . 
Три различных собственных значения у этого оператора 

181  , 92  , 93  . 
Находим собственные векторы для каждого собственного числа и 
в каждом подпространстве из собственных векторов находим 
базис (ФСР). 

181  . 

~

27540

27540

581

~

13108

827

581

~

13108

10162

827

1





























































 EA   












120

581
~ . 

  21  EAR  . 
Восстанавливаем системы 







02

058
32

321

xx

xxx
. 

Общее решение 








23

21

2

2

xx

xx
. 

ФСР 
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 1x  2x 3x  

1a  -2 1 2 

Подпространство собственных векторов оператора, 
соответствующих 181  , одномерно с базисным вектором 

 2,1,21 a . 

92  . 

~

1890

1890

411

~

254

1072

411

~

4108

1072

822

2






























































 EA   












210

411
~ . 

  22  EAR  . 
Восстанавливаем системы 







02

04
32

321

xx

xxx
. 

Общее решение 








32

31

2

2

xx

xx
. 

ФСР 
 1x  2x 3x  

2a  2 2 1 

Подпространство собственных векторов оператора, 
соответствующих 92  , одномерно с базисным вектором 

 1,2,22 a . 

93  . 

~

754

4110

10112

~

754

10112

4110

~

14108

10112

8220

3


























































 EA   
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

























110

10112
~

27270

54540

10112

~ . 

  23  EAR  . 
Восстанавливаем системы 








0

010112
32

321

xx

xxx
. 

Общее решение 










32

3
1

2
xx

x
x . 

ФСР 
 1x  2x 3x  

3a  1 -2 2 

Подпространство собственных векторов оператора, 
соответствующих 93  , одномерно с базисным вектором 

 2,2,13 a . 

Три вектора 1a , 2a , 3a  линейно–независимы  и попарно–
ортогональны. Значит, достаточно их просто нормировать. 









3

2
,

3

1
,

3

2

1

1
1

a

a
e , 









3

1
,

3

2
,

3

2

2

2
2

a

a
e , 







 

3

2
,

3

2
,

3

1

3

3
3

a

a
e  

Базис 1e , 2e , 3e  составлен из собственных векторов оператора  и 
является декартовым. 
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2. Пространство 3E . Дан линейный сопряженный оператор с 

симметричной матрицей 























1144

4178

4817

A . 

Характеристическое уравнение оператора имеет вид 

0

1144

4178

4817











 

или в раскрытом виде 

0218756745 23   . 
Убедившись, что 9  является корнем этого уравнения и 
разделив многочлен третьей степени на многочлен первой, 
приводим уравнение к виду 

   0243369 2    
или 

    02799   . 

У данного оператора два различных собственных числа 271  , 

932   . Находим собственные векторы. 

271  . 

~

1890

1890

411

~

254

245

411

~

1644

4108

4810

1





























































 EA 

 








 
210

411
~ . 

  21  EAR  . 
Восстанавливаем системы 
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





02

04
32

321

xx

xxx
. 

Общее решение 








32

31

2

2

xx

xx
. 

ФСР 
 1x  2x 3x  

1b  1 -2 2 

Подпространство собственных векторов оператора, 
соответствующих собственному значению 271  , одномерно с 

базисным вектором  1,2,21 b . 

932   . 

 1,2,2~

244

488

488

2 




















 EA   

  12  EAR  . 
Восстанавливаем системы 

022 321  xxx . 
Общее решение 

213 22 xxx  . 
ФСР 

 1x  2x 3x  

2a  1 0 -2 

3a  0 1 2 

Подпространство собственных векторов оператора, 
соответствующих собственному значению 92  , двумерно с 

базисными векторами  2,0,12 a  и  2,1,03 a . Оба этих вектора 

ортогональны вектору 1b , но не ортогональны между собой, так 
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как относятся к одному собственному значению. Проводим для 
этих двух векторов процесс ортогонализации 

 2,0,122  ab , 

233 bab  , где 
 

5

4,
2

2

32 
b

ab , 

   








5

2
,1,

5

4
2,0,1

5

4
2,1,03b . 

Три вектора 1b , 2b , 3b  линейно–независимы  и попарно–
ортогональны. Осталось нормировка. 







 

3

1
,

3

2
,

3

2
1e , 










5

2
,0,

5

1
2e , 










53

2
,

53

5
,

53

4
3e . 

Декартов базис, составленный из собственных векторов линейного 
оператора. 
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4. Приведение квадратичной формы к главным осям 

 

Пусть в nE  определена квадратичная форма   ji
ij xxaxxA , , 

nji ,1,  . 
Определение. Если квадратичная форма в некотором базисе 

принимает вид 

       222
2

21
1 ..., n

n xxxxxA   , 

где Ri  , то говорят, что она имеет канонический вид и сам базис 
называется каноническим. 

Матрица квадратичной формы i
jaA   является 

симметричной по определению. Но по каждой симметричной 
матрице в данном декартовом базисе можно восстановить 
самосопряженный линейный оператор. Получается соответствие 
между квадратичной формой и самосопряженным линейным 

оператором в данном базисе.    xAxxA , . 
Матрицы линейного оператора и квадратичной формы в 

линейном пространстве меняются по разным законам. 

PAPA T
фкв *

.. , 

PAPA опл  1*
.. , 

где P  невырожденная матрица перехода. Но если P  матрица 
перехода от одного декартова базиса в nE  к другому, то P  – 

ортогональная матрица, для которой TPP 1 . А значит, если 
матрицы квадратичной формы и линейного оператора совпали в 
одном базисе, то совпадут и в другом. Более того, в декартовом 
базисе из собственных векторов матрица оператора имеет 
диагональный вид, где по диагонали стоят собственные числа, а 
значит, в этом базисе квадратичная форма имеет канонический 
вид, где коэффициенты – собственные числа оператора.  
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Теорема. Для каждой квадратичной формы существует 
декартов базис, в котором форма принимает канонический вид.  

Данный канонический базис состоит из собственных векторов 
того линейного самосопряженного оператора, который 
соответствует данной форме через равенство их матриц. 

Определение. Приведение квадратичной формы к 
каноническому виду с отысканием того декартового базиса, в 
котором форма имеет такой вид, называется приведением 
квадратичной формы к главным осям. 

Алгоритм приведения к главным осям. 
1) Составляем матрицу квадратичной формы. 
2) Находим собственные числа соответствующего 
самосопряженного линейного оператора i . 

3) Записываем канонический вид квадратичной формы 

       222
2

21
1 ..., n

n xxxxxA   . 

4) Для каждого собственного значения i  находим базис 
подпространства собственных векторов, соответствующих этому 
значению (ФСР). Из всех таких базисных векторов составляем 
декартов базис nE , применяя, если надо, процесс ортогонализации 
и нормировки. 
5) Составляем матрицу преобразования базиса P , а так же 
формулы преобразования координат. 
 

Пример 
 

В 3E  дана квадратичная форма.  

      3231212322 24433, xxxxxxxxxxA  . 

1) Матрица данной квадратичной формы 



















312

132

220

A . 
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2) Характеристическое уравнение соответствующего оператора 
имеет вид 

0

312

132

22











 

или в раскрытом виде 

0326 23   . 
Подбором находим первый корень 21  . Деля многочлен 
третьей степени на многочлен первой и решая квадратичное 
уравнение, находим еще 2 корня. Уравнение имеет вид 

   042 2   , 

а корни (собственные числа линейного оператора) 21  , 

43,2  . Значит канонический вид квадратичной формы 

3)        23*22*21* 442, xxxxxA  . 

4) Находим канонический базис 
















































110

111
~

330

330

111

~

512

152

222

1EA  . 

  21  EAR  . 
Восстанавливаем системы 







0

0
32

321

xx

xxx
. 

Общее решение 








32

31 2

xx

xx
. 

ФСР 
 

 1x  2x 3x  

1b  -2 1 1 
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 1,1,2~

112

112

224

2 




















 EA   

  12  EAR  . 
Восстанавливаем систему 

02 321  xxx . 
Общее решение 

213 2 xxx  . 
ФСР 

 1x  2x 3x  

2a  1 0 2 

3a  0 1 -1 

Векторы 2a , 3a  ортогональны вектору 1b , но не ортогональны 
между собой. Проводим процесс ортогонализации в этом 
подпространстве 

 2,0,122  ab . 

233 bab  . 

Из условия   0, 32 bb , находим 

 
5

2,
2

2

23 
b

ba . 

   






 

5

1
,1,

5

2
2,0,1

5

2
1,1,03b . 

Базис 1b , 2b , 3b – ортогональный. Проводим нормировку. 










6

1
,

6

1
,

6

2*
1e , 










5

2
,0,

5

1*
2e , 
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








30

1
,

30

5
,

30

2*
3e . 

*
1e , *

2e , *
3e – канонический декартов базис, в котором форма 

принимает канонический вид. 

5) 





















321
*
3

31
*
2

321
*
1

30

1

30

5

30

2
5

2

5

1
6

1

6

1

6

2

eeee

eee

eeee

. 

Матрица преобразования базиса P  имеет вид 





























30

1

5

2

6

1
30

5
0

6

1
30

2

5

1

6

2

P . 

Формулы преобразования координат имеют вид 





















3*2*1*3

2*1*2

3*2*1*1

30

1

5

2

6

1
30

5

6

1
30

2

5

1

6

2

xxxx

xxx

xxxx

. 

Задачи для самостоятельного решения 

Привести квадратичные формы к главным осям. 

1.         313221232221 444, xxxxxxxxxxxA  .
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2.         323121232221 2265, xxxxxxxxxxxA  . 

3.         323121232221 4842, xxxxxxxxxxxA  . 

4.         313221232221 222, xxxxxxxxxxxA  . 

5.         3121232221 44756, xxxxxxxxxA  . 

6.         3221232221 4423, xxxxxxxxxA  . 

7.         323121232221 44844, xxxxxxxxxxxA  . 

8.   323121 222, xxxxxxxxA  . 

9.         323121232221 2625, xxxxxxxxxxxA  . 

10.         323121232221 884244, xxxxxxxxxxxA  . 

11.         323121232221 444, xxxxxxxxxxxA  . 

12.       3231212221 22
2

1

2

1
, xxxxxxxxxxA  . 

13.         323121232221 4245, xxxxxxxxxxxA  . 

14.         323121232221 204162511, xxxxxxxxxxxA  . 

15.         323121232221 2265, xxxxxxxxxxxA  . 
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