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ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ МОРИГЫ КАТЕГОРИЙ 
ГРАДУИРОВАННЫХ МОДУЛЕЙ

и. Н. Балаба

Пусть /? и S — градуированные кольца, gr-/? и gr-5 — катего­
рии градуированных /^-модулей и S-модулей соответственно [1]. 
Градуированные варианты теоремы Мориты о5 эквивалентности 
категорий gr-/? и gr-S были получены автором [2], а также 
R. Gordon и Е. Green [3]. В то же время в работах К. Fuller [4] 
и Т. Kato [5] были предложены интересные обобщения теоремы 
Мориты, а К. Ohtake |6 ] предложил вариант теоремы Мориты, 
vжe включающий в себя одновременно результаты К. Fuller и 
Т. Kato. Цель данной работы — градуированный вариант теоремы 
Отаке, который включает в себя результаты работ [2 и 3].

§ 1. Радикалы в ситуации сопряженности
Всюду далее Z — кольцо целых чисел. Рассмотрим категорию 

gr-S и определим функтор сдвига градуировки : gr-S—>• gr-S, 
полагая т„(Л'=(Т) А';)=А'(г/), где  ̂ для всех «, / e Z .
Для любых X,  K eg r-S  обо начим через Н0 М5 (А', У)„ все S-mo- 
дульпые гомоморфизмы степени п. Тогда НОМДА', K)„=Homgr-s 
( Х { - п ) ,  r)=Homgr-5(A', Y{n)) и НОМД-V, К)=фНО М ДА ', К )„ -
градуированная абелева группа.

Теорию кручения (Г, F) в категории gr-S’ назовем жесткой, 
если выполнены следующие эквивалентные условия;

1) если М ^ Т ,  то М ( т ) ^  Т для всех t n ^ Z .
2 ) е ли j \ ' ^ F ^  то X { n ) ^ F  для всех « e Z .
' Ле мма  1.1 | 1, лгм.ма 12.1.3|. Жесткой теории кручения 

{Т, F) в gr-S соответствует жесткий радикал t, для которого 
t(M(n))=t{M)(n)  для всех n ^ Z .

Л е м м а  1.2 [1, лемма 12.1.4]. Существует биективное соот­
ветствие между:

1) жесткими наследственными теориями кручения в gr-S;
2) жесткими кручениями категории gr-S;
3) градуированными фильтрами в S.
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Пусть далее А — жесткая подкатегория в gr-S, т. е. полная 
подкатегория, замкнутая относительно подмодулей, гомоморфных 
образов, прямых сумм и сдвигов градуировки. Для t / e A  рас­
смотрим функтор H O M s(f/,—) :A ^ g r - i? ,  где .^ =  END5(60 =  
HOM5(f/, U) — градуированное кольцо эндоморфизмов. Так как 
существует естественный изоморфизм градуированных абелевых 
групп

vj:HOMs(AfX«f/, А ) ^ Н О Щ (М ,  HON[s{U, А))'
для любых A fegr-/?, A egr-5 , то функтор { - ) X f t ' J : g r - R - > A  
является сопряженным справа к функтору HOMs(6’, —). Обозна- 
ЧИ.М естественные преобразования, индуцированные изоморфиз­
мом т), через

_  . -1. 
и

Ф :Н 0 М 5 (^ ,  - ) X rU-

lgr-л^Н О М Д ^/ ,  ( - )Х ^ Д ) .  
Тогда функция t, сотоставляющая объекту Ле А подмодуль

^(Л)=1т Фд= и (Im /|/eH O M s(^^. Л)), определяет жесткий ндем- 
потентный предрадикал категории А.

Л е м м а  1.3. Функция г, со.чоставляющая каждому Ms.gx-R  
п о д мо д у л ь / - ( у И) =к е т я в ля е т с я  жестким радикалом в gx-R.

- Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку {r{M)XR'J-^MX,^U)—i), то 
Л1Х д -'^ Л 1 г ( М ) Х ^ и ■ Стедовательно, г{М г(Ж ))= 0 .

Градуированныз! модуль Л е А  называется Срр-З-объекгом в 
А, е:лп из toi'o, что / :  А —̂ А"  — эпиморфизм в А и Honigr,s(f7, 
/ ) = 0 ,  следует, что Homgr-s(^/, Л")=0.

Л е м м а  1.4. Предрадикал t сохраняет эпиморфизмы тогда и 
только тогда, когда @U{n)  является CQF-3-объектом.n^Z

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим теорию кручения (Г, F) в 
А, порожденную объектомф{У(«), т. е. Р '= 1 Л е  A|Homgr-5(@fv'(«),

лС Z
Л )= 0). Она является кона:лёд:твенной тогда и только тогда, 
когда модуль £)U(n) является CQP'-З-объектом [6, лемма 2.2|.

«С 2
Если же t является радикалом, то (Г, F ) — соответствующая ему 
теория кручения. Остается заметить, что если (^U(ti )  является

Z
■CQF-3-объектом, то / — радикал Действительно, поскольку 
HOMs(E^ / ) = 0  для канонического эпиморфизма f  \ А —̂  А t{A), 
то H0Ms(6^ Л Д Л ))= 0  для любого Л е А .

Градуированный модуль j '̂J назовем слабо плоским, если из 
того, что / :  — мономорфизм-в gx-R и следу­
ет, что Y 'X r(J==0 .

‘ Знак X обозначает тензорное произведение.
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тогда, когда f /J  — слабо плоский градуированный модуль.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что г является кручени­

ем, тогда для любого мономорфизма / :  имеем мономор- •
физм f  : X '  г { Х ' )—* Xjr  {X). Если кроме того f X t i U = 0 ,  то из 
ко.ммугатиЕнэсти диаграммы ^

О О , ,

О
1

-  Х!г{Х)
\

*W01>\s(U,X:r{X)XRU)

■X'lr(X')
i

HOMs((J,X'  г (Х ' ) Х ^ и ) -  
следует, что Х '= г (Х ' ) .

С другой стороны, если градуированный модуль является 
слабо плоским, то для любого X ^ g r - R  имеем r{X)X f t (J  =  0. 
Следовательно, г — идемлотентный радикал и -V X л ^ = 0  в том 
и только том случае, если Х  =  г{Х)-  Далее заметим, что если 
Х= г{Х)  и Х'с^Х,  то Х'=г{Х') .  Следовательно, г является кру­
чением.

Д е м м а  1.6. Пусть И ^ А ,  @(J(n)  является CQF-3-объектом,
.. Z

и —END5(^y). Тогда я'вляется слабо плоским градуирован­
ным модулем.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку V = f f iU (n )  является CQF-3-
 ̂ Z ,

объектом, то поро'жденная им жесткая теория кручения (Г, F) 
является конас^едственной и соответствует радикалу t. Легко , 
проверить, что класс F  замкнут относительно прямых сумм. 
Действительно, пусть Т ^  F, F i ^ F ,  тогда Homgr-s(7',*0F'i)-^ 
-e-HoHigr-sir, П П Honigr.5 (Г, Л'Д=0.

Так как .модуль ;? =  0 /? (л )  является образующим в категории
flQ Z

gr-/?, то для любого мономорфизма / е  Homgr-s(A'', X)  имеет 
место коммутатир.шя диаграмма

ф  Ri * 0  Rj —* X'  » О

1 _ i _ i
0  R i —* @ Ri * ̂ler i^J

Тогда коммутативна и индуцированная диаграмма
0  1/^ ^  0  I/. _  х ^ и - ^ 0

1 i . 1
X  X rU-

lei ieJ
' 0.
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кег f  X  rU ^  F. Если /  X rJiJ= 0 , то кег f  Х  =  X '  X rCJ^ F.  
Таким образом, HOM5(f/, X '  X rU) =  0, и, следовательно, X' х  
X rU=0,  т . е. rU является слабо плоским.

§ 2. Эквивалентность между локализациями и колокализациями

Пусть А — абелева категория; (Г, F ) — теория кручения в А 
и / — соответствующий радикал. Напомним некоторые определе­
ния. Объект Л е А  называется инъективным относительно теории 
кручения (Т, F)  (или /-инъективным), если функтор Mor^(—, Л) 
точен на всех коротких точных последовательностях 0-^Х'->Х-^  
~ ^Х " ^0  с Х " ^ Т .  Морфизм / : А —В называется /-локализацией 
объекта Л, если кег / ,  с о к е т /е Г , B ^ F  и В является /-инъек­
тивным. Теория кручения (Т, F) называется наследственной, 
если класс Т замкнут относительно подоба,ектов, и с рого на­
следственной, если каждый объект категорией А обладает /-лока­
лизацией. В [7J было доказано существогание взаимно однознач­
ного соответстЕия между строго наследственными теориями 
коучения и рефлективными подкатегориями, рефлекторы которых 
сохраняют ядра. Такие рефлективнь|^е подкатегории называются 
подкатегориями Жиро (см. [8]). Двойственные этим определения 
будут получены при рассмотрении теории кручения {F, Т) в ду­
альной категории А*.

Л е м м а  2.1. Пусть А — жесткая подкатегория в gr-S, 
Х ^ А  и 1{Х)— UHC)M5(6^ Х)„. Рассмотрим семейство градуи-

n -l: I
^̂ лeй \ и ,\ f  ̂ 1{Х), d eg /) )  и канонический

Тогда для объекта U ^  А следующие
Т6/(Х) '

условия эквивалентны:
1) канонический морфизм р является эпиморфизмом для лю­

бого А 'еЛ ; »*
2) функтор H()Ms(/y, —): А—>gr-END5( /7) унивалентен.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) у 2). Пусть / ,  g е  Honijrr-s(А", У).

Если f h = g h  для любого Ае/(А '), то f p  =  gp,  где р — канони­
ческий морфизм. Поскольку р — эпиморфизм, то f = g -

2) >-1). Ilyctb. К=сокег/7 и Х - у У —*0. Так как НОМ5(б/, у)Х 
Х ( / ) = у /  для любого /е /(А " ) , то HOMs(6/, у) =  0. Из унива­
лентности функтора HOM s(^, —) следует, чго р — эпиморфизм.

Т е о р е м а  2.1. Пусть А — жесткая подкатегория Гротендика 
в gr-S; и ^ А  и ^  =  END5 (6/). Предположим, что функтор Т — 
= Н 0 М5(/У, — ) :А —̂gr.-/? унивалентен. Тогда существует естест­
венная эквивалентность функторов HOMs(/7, —

рованных мод^ 
морфизм р :  Q U f —*X.
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Доказательство проводится по той же схеме, что и в случае 
произвольной категории Гротендика [9, теорема 5.70] с учетом 
специфики категорий градуированных модулей.

Поскольку функторы ((—) X НОМ5(^/, —)) образуют со­
пряженную пару, то для доказательства теоремы достаточно до­
казать полноту функтора HOMs(f/, —) [9, следствие 5.69].

Пусть X,  К е А  и tp eHomgr-R(7'A', ГК), тогда ч ( / )  ^ T Y  =  
—HObA.s{U, У) для любого f ^ T X .  Обозначим через I= h (T X )=  
=  и HOM s(^, Х)п и рассмотрим коммутативные диаграммы:

л6 Z

‘/ t
и ,

f /  X  0 f 7  « Г

/ f \  Ч  \  / с р ( / ) ,  
/  U f /

где d eg /).
Поскольку (согласно лемме 2.1) р  является эпиморфизмом, 

то для того, чтобы получить морфизм 4TeHomgr-s(A', К), для 
которого ^=Г(ЧГ), необходимо и достаточно, чтобы кег-7=)кег/>. 
Пусть J  — конечное подмножество в /  к Kj — ядро каноничес­
кого морфизма p j - ( ^ U f —̂ X ,  индуцированного морфизмом р.
Так как А является категорией Гротендика, то достаточно дока­
зать, что /Сускег 7 для любого конического Jcz l.

Пусть Л : /Су —» 0  ^7/ — канонический мономорфизм; и — 
f  ̂

проекции и инъекции для копроизведения В силу унива-
лентности функтора Г для того, чтобы морфизм q аннулировал 
/Су, достаточно, чтобы q аннулировал каждый такой морфизм 
а: ,, для которого коммутативна диаграмма

н/С у Л 0 с/ / - . 0  Uf  
\  i€-r/

\  /  
а ' \  / а

^  и
Пусть fi' — произведение морфизмов (/Су-^(
0 = р у /г 'з '= р у  я Л Л 'я '=  У Ду,

fe-f  ̂ ^
через qj=g\&/,, тогда 7у^ 'а '= 1 ! 7у/> /Л 'а '=  v  /Х^)==0.

f€J  ̂ fe-f feJ
Это завершает доказательство теоремы.

Под эквивалентностью в категориях градуированных модулей 
будем понимать эквивалентность, коммутирующую с функторами 
сдвига градуировки для любого « e Z .

7

где л^=:ЯуА' а'
/7.—>0С/у). Тогда 

 ̂ те/
/?. Обозначим
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Т е о р е м а  2.2. Пусть А — жесткая подкатегория в gr-^9, 
f / e A ,  является CQF-3-объектом и i^=ENDs(^y)- Обоз-n^Z
начим через (Г, F) жесткую конаследсгвенную теорию кручения» 
порожденную объектом U; г" — соответствующее кокручение. 
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) объект и  является /-проективным;
2) для любого Л е А  канонический морфиз.м Фд : HCMs, 

A ) X j i ( J ^ A  является /-колокалнзацней; '
3) градуированный модуль — слабо плоский, для любого

канонический морфизм Тд,: Af —» HOMs(6/, M X r U) 
является г-локализацией, где г — кручение, определенное моду­
лем pfU.

Если эти условия выполнены, то функторы —) и
( — индуцируют эквивалентность между подкатегорией 
ко-Жиро G в А, соответствующей теории кручения (Г, F) и под­
категорией Жиро L в gv-R, соответствующей кручению г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1 )‘=*>-2). Если объект/У является/-про­
ективным, то /-проективным будет и любой градуированный 
модуль U{n), n ^ Z .  Следователыю, теория кручения (Т, F) яв­
ляется строго конаследственной, поскольку ока порождена /-про­
ективным CQF-3-объектом Q^U{n) [6, теорема 2.5].

пег
Пусть G — подкатегория ко-Жиро, соответствующая теории 

кручения (Г, F). Так как G состоит из всех /-радикальных и 
/-проективных объектов категории А, то функтор HOMiCG, —): 
:G—̂ gr-R унивалеитен. Кроме того, категория G обладает точ­
ными» прямыми пределами и M X rU ^  для любого Ж е  gr-/?. 
Следовательно, к категории G применена теорема 2.1. Тогда 
кетФ д^Д  для любого Л еА . Тем самым утверждение 2) дока­
зано.

2)=v 3). Согласно лемме 1.6 градуированный модуль яв­
ляется слабо плоским. Обозначим через (Г ', F') наследственную 
теорию кручения, соответствующую кручению г. Так как функ­
торы T = ‘{ ~ ) X rG и =  —) индуцируют эквивалент­
ность 1ш Г~1т/У , то для любого M ^ g x - R  имеем сокег*ЕжХ/гб/=0, 
т. е. сокет ^ м ^ Т ' ■

Заметим, что HOM5(G', A ) ^ F '  для любого Л еА . Действи­
тельно, пусть А е Т ',  тогда HOMs(/7, Л))^^ПОМ5(А 'X
X rU , Л )=0. Докажем теперь, что модуль HOM5{G, Л) является 
г-инъективным для любого Л еА . Рассмотрим в категории gx-R 
точную последовательность с Х " ^ Т ' .  Тогда
точная последовательность О— A''X;?G—̂ A'Xvj6/->0, где K ^ F ,  
расщепляется в силу /-проективности модуля X X rU. Следова­
тельно, /С=0. Отсюда в силу сопряженности функторов НОМ5(б/, 
8
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что и доказывает 3). •
3)=>-1). Пусть / :  — эпиморфизм категории А. Посколь­

ку эпиморфизм A:HOM,9(f/i А")у, , / j —*t{A") является Минималь­
ным [7, лемма 2.2], то эпиморфизмом является и морфизм 0 — 
= Н 0 М5(7/, / ) Х  ц0.  Рассмотрим в категории А точную последо- 
вате.г1Ьность 0^А'->-А-^А"—*0 с A ' ^ F .  Тогда последовательность 
О—»HOMs(f/, Л ) —» HOMs(7/, Л") —̂ yV—̂ О является точной и 

X =  0. В силу г-инъекгивности градуированного модуля 
ИO^^s(U, А) последняя последовательность расщепляется- Сле­
довательно, yV=0, и градуированный S-модуль U является ^-про­
ективным, что и требовалось доказать.

В качестве следствия получается следующая 
Т е о р е м а  2.3. Для градуированных колец R и S  следующие 

условия равносильны:
1) категории gr-R и gr-S эквивалентны;
2) существуют конечно-порожденный градуированный 5-мо­

д у л ь  5^ , изоморфизм градуированных колец 7?^END5(/7 ) и эпи-
П

морфизм л е  Homgr-5(ff)6^(*(), 5) для некоторых целых чисел
I 1

^ 1,..., kji ̂  Д.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Теоре.ма следует из теоремы 2.2 при 

условии, ч.о С? =  gr-5 и L =gr-7?. Пусть выполнено условие 2). 
Для любого градуированного модуля ATegr-/? имеет место точ­
ная последовательаость 0   ̂ 0  где Rk^R{n^)  для

«-/ /6-/
некоторых чисел //ftSZ. Так как U является конечно-порожден-, 
ны.м проективным -Ь’-.модулем, то ком.мутативна следующая диаг- 

■ рамма:
0 /?, ^ R i  М  - ^ 0

4:1 •  /еу
1 =  ■ 1 =  1

HOMs(t/, 0  и l OMsi U,  0  0 ) -
/с у

где C/k^A/(n,,). Следовательно, является изоморфизмом для 
любого M ^ g r - R  и L=gx-R. Кроме того, в это.м случае G=gr-5.

Обратное утверждение очевидно, поскольку эквивалентность 
Т  :gr-R—^gx-S индуцирует функ.ор HOb\s{TR, — ): gr-S ^  gr-R.

Автор выражает благодарность А- В. Михалеву за постановку 
задачи и руководство работой.
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УНИГАРНОСТЬ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ ГРУППЫ 
ГРУППОВОГО КОЛЬЦА НАД КОНЕЧНЫМ ПРОСТЫМ ПОЛЕМ

л. А. Бовди

Пусть KG — гругшовэе кольцо группы G над коммутативным 
кольцом К с единицей и / — гомоморфизм группы G в мульти­
пликативную группу кольца К- Если л:= — элемент кольца

, г€о *
KG, то обозначим через х '  элемент У Отображение

ееа
j c ^ x f  является антиавтоморфизмом 2-го порядка. Это отображе­
ние в дальнейшем будем называть инволюцией, порожденной 
гомоморфизмом / .

Элемент а мультипликативной группы U (KG) группового 
кольца KG называется /-унитарным, если обратный элемент 
совпадает с элементом зм/ где г — некоторый обратимый элемент 
кольца К. Очевидно, все /-унитарные элементы группы U(KG)  
образуют подгруппу Uf(KG), которая называется '/-унитарной 
подгруппой группы 6  ̂(W ). Если Uj{KG) =  U{KG), то группа 
V{KG) называется /-унитарной.

Работа посвящена выяснению вопроса, когда группа U (KG) 
/-унитарна над конечным простым полем К- Приводятся необхо­
димые условия /-унитарности группы U(KG)  и доказывается, 
что при некоторых- дополнительных ограничениях на группу G 
эти условия являются достаточными для /-унитарности группы 
U(KG). ОтметихМ, что если К — кольцо целых чисел Z, то вопрос 
об унитарности группы U(ZG) рассмотрен в работе [1].

§ I. Некоторые вспомогательные факты

Если X — элемент кольца KQ, то обозначим через /.(а:) сумму 
коэффициентов элемента л:. Подгруппа V(KG)={xGU(kG)\'/(x)=z  
=  1) группы U(KG) называется нормированной мультипликатив­
ной группой кольца KG.

Если /  — тривиальный гомоморфизм группы С и л е  KG, то 
элемент xf  будем обозначать через х*. Очевидно, если u^V(K,G),  
то и u*^V(kG).  Поэтому если й—/ - унитарный элемент группы

И
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\^(А’С?), ТО'и~'=ц*. Следовательно, если /  — тривиальный гомо­
морфизм, то совокупность всех /-унитарных элементов группы 
V{KG) образует подгруппу V ^{KG) и U f(K G ) ^ V ^ { K G ) x  U{K)r 
где U{K) — мультипликативная группа кольца К-

Известно [2], что если К — поле характеристики р и О — ко­
нечная /7-группа, то элемент из KG принадлежит подгруппе 
V(KG) тогда и только тогда, когда сумма коэффтщиентов элемен­
та равна 1. •

Л е м м а  1.1. Пусть К — поле из двух элементов. Тогда:
1) если G = < a la ''= l> ,  то подгруппа V^{KG) совпадает с 

группой V{KG) и l/(/<’G )= G X < а + й ^ + а^ > ;
2) если G = < a la® = l> , то подгруппа l/*(/('G) совпадает с 

группой V {KG) и подгруппа l/*(/('G) представима как прямое 
произведение группы G и элементарной 2-группы порядка 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G = < a |a ‘’= l > . Если х=о.,^-\-7^а-\- 
-|-а2а^-1-»за^ — элемент группы V{KG), то ао4-а |4-я2-}-аз=1 и хх* =  
=  1+(*о+*<2)(“1+=‘з)(о+а^). Так как (ao+a2)(a,-fаз)=0, то группа- 
V(KG) унитарна.

Пусть G = < a |a * '= l> . Тогда элемент л: группы V.^(^KG) с точ­
ностью до элемента группы G можно представить в виде лг=л:,-|- 
-j-Xja, где элементы л:, и Х2 из К<а^>  обладают следующими 
свойствами: x^ — обратим и сумма коэффициентов /(Хз) элемента 
Х2 равна нулю. Очевидно, л:х:* =  1 тогда и только тогда, когда 
jCi 1-Е-7Г2Хр=1 и х*=0. В силу доказанного в первой
части леммы утверждения элемент л:, унитарный. Поэтому ра­
венство л:л:*=1 имеет место только в том случае, когда

( 1. 1>>л:2=0 и Хп а‘=х,г
Пусть x:2=?o+Pifl^4-?2«‘'+ f ‘3a'''- Так как Р(,-|-Р,-1-Э2-Ь?з=0. то в силу 
( 1Л)л:2= ?о (1+ а 2-|-«2‘'+ а “). Следовательно, группа V^{KG) предста­
вима как прямое произведение группы G и подгруппы {1+(1-1- 
- f |1а)| а, РеА"), которая является прямым произве­
дением двух циклических групп 2-го порядка. Ле.мма доказана.

Л е м м а 1.2. Если G = < a , А I а''==1; Ь̂  =  а̂ ; b ' ^ a b  — a * > — 
группа кватернионов 8-го порядка и Л"— поле из двух элементов,, 
то группа l/*(A'G) представп.ма как прямое произведение группы 
G и трех циклических групп 2-го порядка из центра группы 
V{KG).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждый элемент группы V4.KG) с точ­
ностью до элемента группы G можно представить в виде x:=jc,-t- 
+ X 2b, где /(■<«>, х(,х,)=1 и /(.Х2) = 0. В силу леммы 1.1 
элемент лг, унитарный и поэтому равенство х:л:*= 1 имеет место 
тогда и только тогда, когда х:2д:*=0 и Х20^=х\. Пусть X2=Po-t-

12
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+  3, Тогда из равенств X2JC*=0 и у(х2)—0 следует,
что л-2=(РоТ-р| Отсюда и в силу леммы 1.1 Получаем
что группа V^{KG) является прямым произведением группы G и 
подгруппы

(1-! [а(1+ а)+ (Р о + ^ .а )^ ](Н -а2)|а,
которая предс1авима как прямое произведение трех циклических 
групп порядка 2. Лемма доказана.

Л е м м а  1.3. Пусть в группе G все элементы конечного по­
рядка образуют подгруппу л(0 ), группа я (G) абелева и все ее 
подгруппы нормальны в О, а фактор-группа G n(G) правиупорядо- 
чена. Если групповая алгебра K~(G) над полем К полупроста и 
все идемпотенты алгебры Kn.{G) центральны в алгебре KG, то 
V(KG)=V(Kn{G))-G.

Лемма 1.3 доказывается так же, как и теорема 1 из работы [3].

§ 2. Унитарность группы V{KG) относительно инволюции, 
порожденной тривиальным гомоморфизмом

Т е о р е м а  2.1. Пусть группа V{KG) над полем из р элемен­
тов К  унитарна относительно инволюции, порожденной тривиаль­
ным гомоморфизмом группы G. Тогда выполняется одно из сле­
дующих условии;

\. К — поле из двух элементов и группа G, либо показателя 
2, либо циклическая ipynna порядка 4.

2. К — поле из двух элементов и группа G представима как
полупрямое произведение элементарной 3-группы А и группы {Ь) 
порядка 2, причем Ь~̂  а для всех а е Л .

3. К — поле из двух элементов и в группе G все элементы 
конечного порядка образуют подгруппу n(G), каждая подгруппа 
группы л((7) нормальна в G и л (0 )—элементарная абелева 3-группа.

А. К — поле из трех элементов и в группе G все элементы 
конечного порядка образуют подгруппу л(6 ), каждая подгруппа 
группы ~(G) нормальна в О и n{G) — элементаопая абелева 
2-группа.

5. G — группа без кручения.
Если группа G и поле К удовлетворяют одному из указанных 

выше условий и, кроме того, в п. 3—5 фактор-группа группы G 
по подгруппе элементов конечного порядка правоупорядочена, 
то группа V{KG) унитарна относительно инволюции, порожденной 
тривиальным гомоморфизмом группы G.

Д о к а з а т е л ь ' с т в о .  Пусть группа V (KG) унитарна относи­
тельно инволюции, порожденной тривиальным гомоморфизмом 
группы G.

•13
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Если а элемент простого порядка q группы G и в поле К су­
ществует такой ненулевой элемент а, порядок которого не равен 
q,  то элемент л = ( а —а)(1—а )-‘ обратим в KG и л:-’=  (1—а)( 1 — 
— Так как л:*=г=(а~’—а)( 1 — 
—а ) - \  то элемент х  не является унитарным, а это невозможно, 
следовательно, если группа G обдадает элементом конечного 
порядка и группа V(KG) унитарна, то Л" — поле из двух элемен­
тов либо К — поле из трех элементов и в группе G все элементы 
конечного порядка являются 2-элементами. Рассмотрим каждый 
случай отдельно.

1. Пусть /(■—поле из двух элементов. Предположим, что силов- 
ская 2-подгруппа Р группы G нетривиальна. Так как ввиду лем­
мы 1.1 мультипликативная группа U(KH)  группового кольца КН 
циклической группы Н  порядка 8 не унитарна, то показатель 
группы Р делит 4 и в силу теоремы Санова [4, теорема 18.3.1) 
группа Р локально конечна. Докажем, что группа, Р не обладает 
подгруппой, которая представима как прямое произведение цик­
лической группы < а >  порядка 2 и циклической группы < 6>  
порядка 4. Действительно, если < а > Х < Ь >  — подгруппа, груп­
пы Р, то элемент 1 4 -^ (l+ 'i)  обратим и не является унитарным, 
а это невозможно. Пусть группа Р о'^ладает неабелевой конечной 
подгруппой Н. Тогда в центре группы Н  имеется элемент поряд­
ка 2 и, как отмечено выше, содержится в каждой циклической 
подгруппе порядка 4 группы И. Поэтому группа Н  содержит 
единственную подгруппу порядка 2 и в силу теоремы 12.5.2 из
[4] является группой кватернионов порядка-8. Так как U {КН)  
подгруппа /-унитарной группы, то получаем противоречие с лем­
мой 1.2. Следовательно, группа Р либо циклическая группа по­
рядка 4, либо показателя 2.

Докажем, что если Р ф \ ,  то G — периодическая группа. Пусть 
g  — элемент бесконечного порядка группы G и а — элемент по­
рядка 2 группы Р. Тогда agфga, так как в противном случае 
элемент l-p g ( l- fa )  не является унитарным. Очевидно, и= {1+ а)  
^(1+л)=И=0 и элемент 1+w имеет порядок 2. Поскольку этот 
элемент унитарный, то и=и*, и непосредственно проверяем, чго 
это невозможно.

Пусть ^ — нечетное простое число и Z — силовская ^-под­
группа группы G. Если а —элемент порядка q'" группы L и ^ '"> 3, 
то элемент л := 1-1-а-Ьа2-|-...+а'''"“® обратим в групповом кольце 
KL над полем из двух элементов. Очевидно, если ^'"=l(m od 4), 
то

-1 = а"
и в сл'щае ^'"=3(m od4)—

Н
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=  а^-Ь a®-f а ^ + .. а*?”
Так как то отсюда следует, что группа L имеет пока­
затель 3. Докажем, что подгруппа < а >  порядка 3 группы L 
нормальна в G. Действительно, если элемент g ^ G  не принадле­
жит нормализатору подгруппы < а > ,  то u —{\-\-a-{-a^)g{\-Va)фO 
и \^ -u^V{KG).  Ввиду унитарности элемента 1+ы получаем ра­
венство и=и*, а это возможно только в случае м =  0. Поэтому 
каждая подгруппа элементарной 3-подгруппы L нормальна в G.

пусть Р ф \  и 1ф1.  Тогда в силу дока анных выше утверж­
дений группа G периодическая и совпадает с произведением под­
групп Р VL L. Докажем, что группа Р  порядка 2 и Ьа Ь~̂  =  
для всех a ^ L  и Так как циклическая подгруппа
< а >  нормальна в G, то достаточно доказать, что в централиза­
торе элемента а нет элементов порядка 2 из Р. Действительно, 
если Ь ^ Р ,  6^ = 1, аЬ=Ьа, то l-t-a (6+ l )  не унитарный элемент, а 
это невозможно. Следовательно, G — полупрямое произведение 
подгрупп L и Р=<^Ь i й2=1>, причем ЬаЬ для всех a ^ L .

2. К — поле из трех элементов и элементы конечного порядка 
группы G являются 2-элементамн. Если а — элемент порядка 4 
группы G, то 2a-ra^^V{KG)  и хх*=а^, а это противоречит
унитарности элемента. Поэтому в группе G все элементы конеч­
ного порядка имеют попядок 2. Докажем, что эти элементы при­
надлежат центру группы G. Действительно, если а^—1 и аЬфЬа 
для некоторого b ^ G ,  то «=-=(!-; а) Ь{\- -й)фО, u  ̂=  0 w. 1 - \ - и ^  
^ \ \ K G ) .  Тогда из равенства следует

аЬ b—aba—ba-\-b'^~-ab^-\-b ^̂ г—аА 'й  =  0. (2. 1)
Отсюда Ь^аЬ~^а и равенство (2.1) принимает вид 2(аЬ- Ьа)=0, 
а. это невозможно. Следовательно, элементы конечного порядка 
группы G принадлежат центру и образуют элементарную абелеву
2- подгруппу. Необходимость условий теоремы доказана.

11окажем достаточность этих условий при дополнительном 
предположении на группу G в условиях 3—5, что фактор-группа 
группы G по подгруппе элементов конечного порядка правоупо­
рядочена.

Пусть /(■ — поле из двух элементов. Если G — циклическая 
группа порядка 4, то в силу лед^мы 1.1 группа V{KG) унитарна. 
Если же группа G показателя 2, то таким же свойством облада­
ет и группа V{KG) и поэтому унитарна.

Пусть G — полупрямое произведение элементарной абелевой
3- группы Л и  группы < й >  порядка 2. Если x ^ V ( K G ) ,  то х  =  
=rXi-\-X2,b {Xi^KA)  и

у =  д:.х* =  (ATj-f Х2Ь){х\фхф)  =

15

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

Тогда y ^ V { K A )  и у=у*.  Если y — hi^/i ,  то в силу формулы
леА

бинома Ньютона
у2 =  2 а| Д2 _  у; 5(̂  д-1 _  У* _  У

леА *еА
Отсюда у=1 и группа V{KG), а тахже ее подгруппа V(KA)  уни­
тарны.

Пусть К — поле из трех элементов и Л — элементарная абе­
лева 2-группа. Если x^'Lo.f^h, то

леА
x^='L7.lh^=I.7if^h =  x.

ЛеА he А
так как X о5рат.им, то х^=1,  и в силу равенства х  ^ х *  группа 
V{KA) унитарна.

Пусть в группе G все элементы конечного порядка образуют 
подгруппу "(G), каждая подгруппа группы тс(0) нормальна в G и 
фактор-группа G'-(G) правоупорядочена. Если К — поле из двух 
элементов и r{G )- - элементарная абелева 3-группа или Л" —поле 
из трех элементов и z(G) — элемен'’арная абелева 2-группа, то 
все ндемпотенты алгебры Kt.{G) центральны в KG. Так как груп­
па V{K~(G)) унитарна, то в силу леммы 1.3 группа V {KG) уни­
тарна. Теорема доказана.

§ 3. Унитарность группы U(KG) огносигельно инволюции, 
порожденной нетривиальным гомоморфизмом

Т е о р е м а  3.1. Пусть К — поле из р элементов и /  — нетри­
виальный гомоморфизм группы G в мультипликативную группу 
поля К с ядром А. Если группа U{KG) /-унитарна, то в группе 
G существует такой элемент Ь, что группа G порождается этим 
элементом и подгруппой А и выполняется одно из следующих 
условий:

1. А — абелева группа без кручения; Ь — элемент порядка 2; 
/ ( 6)-=—1 и bab^-a * для всех а е Л  и р~>2.

2. А — группа без кручения; Ь — элемент порядка 2 из цент­
рализатора подгруппы А; / { Ь ) ^  — 1 и р>2.

3. К — поле из трех элементов и в группе А эле.менты конеч­
ного порядка образуют элементарную абелеву 2-подгруппу "(Л), 
принадлежащую центру группы G, и фактор-группа G - ( A )  без 
кручения.

4. G — группа без кручения и р>2.
Если группа G и поле К удовлетворяют одному из вышеука­

занных условий и, кроме того, в п. 2—4 фактор-группа группы
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G по подгруппе элементов конечного порядка правоупорядочена, 
то группа U{KG) /-унитарна, где / — гомоморфизм группы G в 
мультипликативную группу поля К с ядром А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть группа U {KG) /-унитарна и Л — 
ядро гомоморфизма / .  Тогда фактор-группа G А циклическая и 
подгруппа U{KA) группы LJ{Ku) унитарна относительно инволю­
ции, порожденной тривиальным гомоморфизмом. Очевидно, р> 2  
и-в силу теоремы 2.1 группа А либо без кручения, либо в груп­
пе А эле.менты конечного порядка образуют подгруппу центра 
показателя 2. Отметим, что в последнем случае К — поле из 
трек элементов. Так как группа G А циклическая, то группа G 
порождается подгруппой А и некоторым элементом Ь.

Рассмотрим случай, когда Ь — элемент конечного порядка. 
Если С = < й >  П к е г /т ^ ! , то в силу теоремы 2.1 группа С по­
рядка 2 и /(■— поле из трех элементов. Докажем, что элемент Ь 
порядка 2.

Пусть группа < й >  обладает элементом а нечетного порядка 
р. Тогда элемент а ^ \  обратим и

(а +  1 )(а -Н У  =  (а I-1 ){а-'  ̂f  {а)А-\)=а \-а~^ / ( а ) + 1 ~г/{а)ШК.

Следовательно, элемент а + 1  не является /-унитарным и полу­
чили противоречие.

Пусть 2‘ — порядок группы < ft> , ^>1 и /?>5. Если а эле­
мент порядка 2 группы < Ь у ,  то, как отмечено выше, а е к е г / ,  
и существует такой элемент а =^0 поля К, что элемент а —а об­
ратим. Очевидно, эле.меит а - а является /-.унитарным тогда и 
только тогда, когда / ( а ) = —1. Так как Т>1,  то группа </Ь> 
обладает элементом с порядка 4, а полз К элементом Э, порядок 
которого не равен 4. Тогда элемент с"—Э обратим, с'^=а и / ( с )ф  
/=—1. Отсюда вытекает, что элемент с — '3 не является унитар­
ным, а это невоз.можно.

Если уо=3 и с — эле.мент порядка 4 группы <ЬУ,  то л:=1-[- 
-т2с-\-с'  ̂ {KG), х ^ = х  и X '= 2 с  f J-c"*, а это невозможно-
Если же p=h,  то элемент х==1-{ с обратим, f ( c )  равто 2
или З и л :  -'нова не является уни арным элементом Следователь­
но, поря ток элемента Ь равен 2 и f ( b ) = ~ \ .

Пус'Ь группа < ft>  порядка 2 не язлязгся. нормальной в G. 
Если /У <й> —нормализатор подгруппы < й >  в G, A \ N ( b  , 
то «=(1  J Ь) а(1—Ь)Ф=0, «2-=о и \- \ -u^V{KG).  Так как элемент 
\-\-u унитарный, то н4-м^=0, а отсюда следует

Ь Х аА а-^ ) ( \ -Ь )= 0 .  (3.1)
В силу того, что /?>2, из (3.1) выте:тае-', что все эле.менгы по-
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из (3.1) следует т,ля всех a e A \ jV < f t> .  Докажем,
что группа Л П периодическая. Действительно, если с
элемент бесконечного порядка группы ЛПЛ/'<6> , то асША1<сьу 
и Ьс=сЬ. Тогда с ' а~^=^ЬасЬ~^=а~^ с и элементы а и переста­
новочны. Повторяя эти рассуждения по отношению к элементу 
ас^, мы получим, йто а~^ с с ,̂ а это невозможно. Следова­
тельно, ЬаЬ~^=а~^ для всех а е Л ,  б силу чего группа Л абелева.

Пусть группа <& > порядка 2 нормальна в G. Тогда 0  =  
= Л Х < 6> ,  и в случае р у З  на основании теоремы 2.1 группа 
Л без кручения. Пусть р —3 и группа Л обладает элементом а 
порядка 2. Тогда /У = < а >  X < А > —подгруппа группы G и Сог­
ласно теореме 2.1 группа U (КИ) унитарна охносительно инво­
люции, порожденной тривиальным гомоморфизмом, поэтому 

для каждого x ^V {K H ) .  Представим элемент х  группы 
V {КН) в виде X == X, +  ^ 2г», где х , ^ К < а у .  Ввиду того, что 
U(KH)  подгруппа /-унитарной группы, то x f =  + x~'- и x f = x \ —x ’̂b. 
Таким образом, мы получаем равенство x f = ± x * ,  а отсюда сле­
дует, что один из элементов х,, х^ равен нулю. Тогда ввиду 
равенства П (А '< й > )= < а >  группа V {КИ) тривиальна, а это не­
возможно. Следовательно, группа Л без кручения и группа G 
удовлетворяет условию 1 или 2 теоремы.

Рассмотрим те-перь случай, когда смежный класс ЬА не обла­
дает элементом конечного порядка. Если множество 0 \ Л  имеет 
элемент с конечного порядка, то Н=<^с, Л >  —подгруппа группы 
G и группа U{KH) /-унитарна. Тогда в силу выше рассмотренно­
го случая элемент с 1.меет порядок 2 н / ( с ) = —1.

Докажем, что каждый влемент d порядка 2 из G перестано­
вочен с элементом Ь. Действительно, если bd=pdb, ю  и — {\ \ dy 
b{\  — d ) ^ 0  и 1+иеП(Л'С?). Тогда и-^н^=0, а это равенство про­
тиворечиво.

Очевидно, подмножество G \ A  состоит только из элементов 
бесконечного порядка, так как если с — элемент конечного по­
рядка из G Л, то с^=1, 1с=сЬ и обратимый элемент 2“ '(1—с)-1- 
-t-2 ' ( 1 - |-с) 6 не является /-унитарным. В силу теоремы 2.1 
группа Л либо без кручения, либо в ней все элементы конечного 
порядка образуют подгруппу Р центра группы Л и группа Р  
имеет показатель 2. По доказанному выше элемент Ь принадле­
жит централизатору подгруппы Р. Поэтому подгруппа Р содер­
жится в центре группы G, фактор-групга G Р  без кручения и 
/(■—поле из трех~элементов. Следовательно, выполняется условие 
3 теоремы и необходимость условий теоремы дока ана.

Докажем, что полученные условия являются достаточными
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для /-унитарности группы U{KG), если в п. 2—4 дополнительно 
предположить, что фактор-группа группы G по подгруппе эле­
ментов конечного порядка правоупорядочена.•

Пусть выполняется условие 1 теоремы. Ести х  ^  U(KG),  то 
j c ^ x ^ + x ^ b  ( X i ^ K A )  It x ^= x \—X2b. Очевидно, xx^=XiX\—X2x'^^  
^ K A .  Так как \/(Л 'Л )=Л  и (л:л:-' )̂*=л:.х:/, то x x f  =  ± 1 , и группа 
U{KG) /-унитарна.

Если выполняется условие 2 теоремы и Л—правоупорядочен­
ная группа, то 1/(Л’Л )=Л , и в силу леммы Хигмэна [5] V(KG)=i 
:=V{KA)X<b>.  Следовательно, группа U{KG) /-унитарна.

Пусть выполняется условие 3 теоремы и фактор-группа G ~(Л) 
право упорядочена. Тогда в силу леммы 1.3 V{KG)==V {КЦА))Ь  и 
на основании теоремы 2.1 группа V{K~{A)) унитарна относитель­
но инволюции, порожденной тривиальным гомоморфизмом. От­
сюда следует /-унитарность группы U (KG). Теорема доказана.
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о МАТРИЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
СВОБОДНЫХ АЛГЕБР МНОГООБРАЗИЙ

В. в. Борисенко

Будем называть (ассоциативную) алгебру над полем F пред­
ставимой, если ее можно вложить в алгебру матриц над расши­
рением F. Основы теории представлений бесконечномерных ал­
гебр были заложены А. И. Мальцевым в [1]. А. 3. Ананьиным опи­
саны многообразия алгебр над бесконечным полем, все конечно- 
порожденные (к. п.) алгебры которых представимы [2].

В данной работе изучается вопрос о представимости относи­
тельно свободных (о. с.) алгебр. Относительно свободной (свобод­
ной в многообразии М) алгеброй называется фактор-алгебра сво­
бодной алгебры по некоторому Г-идеалу (идеалу тождеств М). 
Впервые результат о представимости о. с. алгебр был получен 
Ю. П. Размысловым в [3], в ней доказано, что всякая о. с. алгеб­
ра в классе алгебр с 1 над полем характеристики О, удовлетворяю­
щая всем тождествам алгебры матриц порядка 2, вкладывается 
в алгебру, конечно-порожденную как модуль над центром. 
К- II. 'Бейдаром доказано, что алгебра эндоморфизмов к. п. мо­
дуля над коммутативной нётеровой алгеброй над полем предста­
вима [4]. Из этих двух результатов следует, что любая о. с. ал­
гебра с 1 над полем характеристики О, удовлетворяющая тождест­
вам алгебры матриц порядка 2, представима.

А. Р. Кемером доказано, что всё собственные (т. е. обращаю­
щиеся в О при подстановке 1) полилинейные тождества алгебры 
матриц порядка 2 над полем характеристики О степени выше шес­
ти следуют из стандартного тождества четвертой степени [5]. Ис‘ 
пользуя предложение 5 данной работы, получаем, что в классе 
алгебр с 1 над поле.м характеристики О любая о. с. алгебра, 
удовлетворяющая стандартному тождеству четвертой степени, 
представима.

Основные результаты данной работы относятся к случаю поля 
характеристики 0. В предложении 2 показывается, что бесконеч­
но-порожденная свободная в 1многообразии М алгебра предста­
вима тогда и только тогда, когда М порождается конечномерной
20
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над основным полем алгеброй. Будем называть такие многообра' 
зия свободно представимыми (с. п.). В предложении 3 указыва­
ются некоторые операции над многообразиями, сохраняющие свой­
ство свободной представимости. Главной целью работы является 
следующая

Т е о р е м а .  Пусть М — многообразие алгебр с 1 над полем 
характеристики О, в котором для некоторого т выполняются тож­
дества ^ 1=0 и SJXi, . . . ,  х „ ) = 0, где 5„(.у,.....
х„,} — стандартный полином. Тогда М — свободно представимо.

Отметим, что до сих пор неизвестен ответ на вопрос, будет ли 
всякая конечнощорожденная о. с. алгебра представима? Над про­
извольным бесконечным полем F это эквивалентно следующей 
проблеме: пусть А — к. н. Я/-алгебра над F. Существует ли ко­
нечномерная над F алгебра В такая, что идеалы тожд,еств А и В 
совпадают? Эквивале'нтность доказана в предложении 1. В слу­
чае поля характеристики 0 положительный ответ равносилен сво­
бодной представимости любого многообразия, в котором выпол­
няется стандартное тождество.

Будем использовать следующие обозначения; F — основное по­
ле; F < X > — свободная алгебра, порожденная счетным множе­
ством свободных образующих X; — свободная алгебра,
порожденная k свободными образующими. Элементы свободной 
алгебры будем называть (неком.мутативными) полиномами; 
Т’(М )— идеал тождеств многообразия М; Т{А) — идеал тождеств 
алгебры А; T(f) — 7"-идеал, порожденный полиномом /; если Т — 
Т’-идеал в F<^X>,  то Т^=Т Г\ Г„ — пространство собст­
венных полилинейных полиномов от л",,..., х„, т. е. полиномов, 
обращающихся в 0 при подстановке 1 вместо любого л:,-; V„ — 
идеал тонсдеств Каиелли порядка т, т. е. Г-идеал, порожденный 
полиномом вида 2 (—1), лГо(1) у, лгс(2) уд... у„,_1 дгс{ш), где некоторыеа
из У( могут быть равны 1;

[Л-, у ]= х у -у .х ; [.х,,..„ д:„1 =  [[х,,..., х„];
/ л= 7’([а-,, у,Ца ,̂ , ygI...lA„, у„1).

Следуя работе В. Н. Латыщева {6], будем называть произве­
дение S коммутаторов произвольных степеней s-одночлено.м; s-од­
ночлен — канонический, ес,ти переменные в каж.том ко1ммутаторе 
упорядочены следующим образом: первая переменная имеет ми­
нимальный Номер, номера переменных, начиная с третьей, воз­
растают. В [6] доказано, что канонические одночлены образуют 
базис в Г„.

Все алгебры предполагаются с 1, если не оговаривается про­
тивное.
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в  следующих 3 предложен1иях наличие 1 не предполагается.
П р е д л о ж е н и е  1. Пусть основное поле F бесконечно. Сле­

дующие условия эквивалентны:
(1) о. с. алгебра А (произвольного ранга) представима;
(2) существует алгебра S такая, что d i m и Г(Л) =  Г (б).
П р е д л о ж е н и е  2. Пусть F — поле характеристики 0; М —

многообразие алгебр над F. -Следующие условия эквивалентны:
(1) М свободно представимо;
(2) М порождается конечномерной над F алгеброй;
(3) М порождается алгеброй, вложимой в алгебру матриц над 

коммутативной алгеброй;
(4) Т’(М) содержит для некоторого k и Т'й(М)

вкладывается в алгебру эндоморфизмов конечно-порожденного 
модуля над коммутативной алгеброй.

Назовем многообразие М локально свободно представимым 
(л. с. п.), если любая к. п. свободная в М алгебра представима.

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть основное поле F бесконечно. Тогда:
1) если М, и M j— с. п. (л. с. п.) многообразия, то М, иМ2 — 

с. п. (л. с. п.) многообразие;
2) если Ml и Mj — с. п. многообразия, то М.ХМг — с. п. мно- 

гообразие*;
3) если М, — л. с. п. многообразие; Mj — с. п. многообразие, 

то М,ХМ2 — л. с. п. многообразие.
4) если основное поле имеет характеристику 0, Mj и М2—с. п. 

(л. с. п.) многообразия, Т =^T(Ж^)T{Щ), М =уаг(Г), то М — с. п. 
(л. с. п.) многообразие;

Доказательство предложения 1. Импликация (1)=>(2) выте­
кает из следующей леммы, принадлежащей С. А. Пихтилькову.

Ле ' мма  1. Пусть основное поле F бесконечно; Ф — расшире­
ние F\ А — алгебра над Ф; dimo. Л<оо. Тогда существует алгебра 
В  над F  такая, что dim2j Д < о о ,  и множества тождеств с коэф­
фициентами из F  алгебр А я В совпадают.

Лемма доказана в работе [7] для алгебр 6 1 над полем харак­
теристики о (доказательство получается из теории о представле­
нии конечномерной алгебры в виде полупрямого произведения по- 
лупростой подалгебры и радикала). Доказательство легко обоб­
щается путем использования того факта^ что при центральном 
расширении алгебры тождества над бесконечны.м полем сохра­
няются.

Докажем (2)=>-(1). Алгебра В вкладывается в алгебру мат­
риц над F. Пусть ,..., е„ — базис В; Ci — некоторые матрицы с 
элементами из F. Рассмотрим алгебру матриц над трансцендент-

' Знак X эДесь и далее ц^оэначаАт тензорное произведение.
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ных элементов tu, п, /= 1 , 2,... Пусть Л, — /^'-подалгебраП
в ней, порожденная „общими матрицами" Xj — / =  1, 2,...
Л, изоморфна свободной алгебре в многообразии, порожденном, 
алгеброй В.

Доказательство предложения 2. Эквивалентность (1)-<='>-(2) до­
казывается так же, как и в предложении 1. Импликация (2) (3)
очевидна. Докажем (3)==>-(4). Пусть М порождается подалгеб­
рой В алгебры матриц М„(С) над коммутативной алгеброй С. 
Обозначим A=^F<iXy,T{fA). Для любого полинома /Сл:,
^Т'(М) существует подстановка такая, что /(ft,,..., Ь^)ф
фО. Отсюда следует, что для любого g ^ A ,  g i= 0  существует 
гомоморфизм <fg".A^B такой, что ?^(^)¥=0. Рассмотрим алгебру 
Д,==П В , где все В„ изоморфны В. Пус’Ь ср: Л 5, — прямое 

о geA *
произведение гомоморфизмов ср̂ . Очевидно, что f  инъектнвен, 
В свою очередь 5 , вкладывается в ,11 (И  С). Мы до-

о geA ^/geA
казали, что Л представима матрицами над коммутативной алгеб­
рой, откуда следует (4).

Докажем (4)=>-(2). Обозначим А =  В<1Х^> Т^(Ж). Так как 
7'(М)=1/д,+,, то М=уаг(Л). Поскольку алгебра Л конечно-порож- 
дена, она вкладывается в алгебру эндоморфизмов к. п. модуля 
над к. п. коммутативной алгеброй. Используя результат К. И. Бей- 
дара [4], получаем, что Л представима. Поэтому условие (2) 
следует пз иредложения 1.

Доказательство предложения 3. Пункт 1) следует из того, что 
прямая сумма двух представимых алгебр представима. Пункт 4) 
вытекает из результатов работы,!. Lewin’a [8]. 2) вытекает из оп­
ределения и корректности операции тензорного 'произведения мно­
гообразий [9], а также предложения 1. Докажем 3). Так как — 
с. п. многообразие, то Мг порождается некоторой конечпо.мерной 
алгеброй Л. Обозначим Т =  7’{М,), Q = 7’(M,XM2). MjXMj порож­
дается атгеброй F < X y . T x A .  Покажем, что всякий полином 
/(.V,,..., не является тождеством в F< X ^„ y  Т^„ХА, где
« =  dim/7 Л. Пусть е,,..., — базис Л. Так как f 0 Q ,  то сущест-П
вует подстановка x j ^ l .  gijX^i, k, g ^ ^ F < Х у , Т , при кого­

ть i
рой /  не обращается в 0. Тогда /  не будет обращаться в 0 иП
при подстановке лгу=1 х,уХ^о где — образующие F { X  кп >/7' кп-
Эго означает, что алгебра FciX^y-jQ^ аппроксимируется пред­
ставимой алгеброй F < X ^„ y  Tk„XA. Дальше следует повторить.
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<3) >(4) в предложении 2. Предложение 3 доказано.
Всюду далее буде)м рассматривать только класс алгебр с 1 

над полем характеристики 0.
Перейдем к доказательству теоремы. Основным в доказатель­

стве будет следующее.
П р е д л о ж е н и е  4. Пусть в М выполняются тождества

{[.Cl, Х2][Хз, Х4], и [Л|, Х2ЦХ3, ^ 4][a:s, Хб]=0.
Тогда М — с. п. многообразие.

Используем следующие обозначения: Аз(Х )— алгебра общих 
верхнетреугольных матриц порядка 3, т. е. подалгебра в алгебре 
.матриц над кольцом коммутативных многочленов 1
< 3 , k = l ,  2 .... порожденная общим:-! треугольными матрицами
х ^ ^  S t[’')Xeij, где е,.- — матричные единицы. Хорощо известно,

1 I /<з"
что Аз (Л") канонически изоморфна о. с. алгебре F<CX> /3; 
Оз(Х) — алгебра общих верхнетреугольных матриц порядка 3, к 
которой добавлены следы ее элементов.

Обозначим 7’=7’(М).
Л е м м а  2. Пусть Тогда 1Л свободно представимо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как мы рассматриваем алгебры с 1, 

то Г(М) порождается собственными полилинейны.мн элеменга.ми. 
Поэтому найдется / е / ^ .  Представим /  через кано­
ническую базу; в этом представлении найдется хотя бы один 
1-одночлен с ненулевым коэффициенто.м; пусть он равен [a' i , х ,̂ 
•’‘̂3...., Xi,..., х„\. При подстановке Xi-^-x, Xj=y  при j ^ i  все ос­
тальные одночлены обратятся в 0. Поэтому Т содержит полинрм 
1-’с. у,..., у|; утверждение леммы следует из основной теоремы 
работы \2 \ и предложения 2.

Дальнейщне рассуждения будем вести в предположении Т = /з .
Л е м м а  3. Пусть Г ^ /г .  Для любого полинома / ( х ...... х „ ) ^

найдется полилинейный полином g(A,,..., х„, у ) е 7 '  та­
кой, что в алгебре Оз(.’с') выполняется равенство tr(y)/(A,,..., х„)= 

...... А„, у).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим /  через каноническую базу: 

(здесь и далее звездочка используется в тех слу­
чаях, когда несущественно, какие переменные входят в ком.му- 
татор). Легко проверяется, что в алгебре Оз(Х) справедливо ра­
венство

tr ( у ) / = у / +  К [«] У [#1 + /у .I
Для доказательства леммы нужно доказать, чго правая часть 
равенства принадлежит Т. Будем испотьзовать следующее обр-
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значение, введенное в работе [6]: a^(г)Л=E 7  ̂ [[*], г] [#], где Л=
= 1  7; — представление h через каноническую базу. Итак,
для доказательства леммы достаточно показать, что о,(у)/(x ,,..., 
х „ ) ^ Т .  Выделим произвольную переменную л"г,' входящую в 
запись / .  Разобьем сумму в ггредс арленни /  через каноническую 
базу на две части, в зависимости от того, в первый или во вто­
рой коммутатор входит х/.
Имеем /= 1 а у 1 . . .  ^ ,...][» ]+

/■ «

- Е  +  (.х,)/(птос1Г).
К

Итак, для любой переменной х^, входящей в запись / ,  a ,(x :J /e  
е 7 ’. Линеаризуя последнее соотношентщ, получим

=>1 ( у ) X, ....  x„)i^~<^^{x,)f{x^,..., у,..., л„)(птос17’). •
Последнее сравнение по модулю Т верно для любого г, 1 < г< я . 
Отсюда следует, что

(/г~; 1)!з,(у) /(-<-1...., ■«„)=alt(a,(y)/(x:,,..., л:„))(птос1Г),
где alt -f оператор полного альтернирования по переменным у, 
X,,..., х„. Но правая часть сравнения равна нулю, т. к. а, { y j / e  
е 7 ’([д:|, л'2, X3J). Лемма 3 доказана.

Доказательство предложения 4. Обозначим через Т вербаль­
ный идеал 7'(Лз(А')) алгебры общих треугольных матриц порядка 
3 Лз(Л'). Алгебры F<CX'^jT и Лз(А'), f  изоморфны. Так как Т 
порождается как Г-идеал собственными полилинейными элемен­
тами, то из леммы 3 следует, что Т является идеалом в алгебре 
С/з(Л'). Поэтому фактор-алгебра Лз(А') f  вкладывается в алгебру 
Оз(А') 7. Поскольку в многообразии М выполняется тождество 
Капелли порядка 7, то достаточно показать представимость ал­
гебры 7^<А',;>Tg. Рассмотрим подалгебру А в G^{X) Т, порож-* 
денную образами при каноническом эпиморфизме юбщих тре­
угольных матриц л:,,...,л:б, а также tr(xp , 6, £ =  1, 2, 3.
Алгебра 7='<А'б>/7’б вкладывается в А. Образы jc; в алгебре А 
алгебраичны степени 3 над центром А\ А удовлетворяют тож­
деству \х^, л:2|[.Гз, -'^б1=0- Отсюда следует, -что А порож­
дается как модуль над центром образами слов от Xi, не содер­
жащих подслов вида л,, а также более двух вхождений подслов 
вида XjXi, j y i .  Таких слов конечное число, следовательно, А
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конечно-порождена как модуль над центром. Предложение 4 
следует теперь из предложения 2._

Л е м м а  4. Пусть Г, и Tj — Г-ндеалы. Тогда для любого п
(Л + 7 ’,)ЛГ„ =  ЛПГ„+7'2ПГ„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / ( л , , - ,  •«„) е  (Г ,4-Г2)П Г„. Тогда 
где g ^ T i ,  A eTj. Полиномы g v̂ h можно считать по­

лилинейными; g можно представить в виде й" =  й'о +  ^ . 
■ где индексы пробегают все непустые
подмножества множества {1....л); — собствен­
ный полилинейный элемент Г,, не зависящий от Xi^. Ана­
логично

ИмеегЛ
Л=Ао+2л,. ...

f^ g-\ -h= go+ h^ +  2 X/.... Xi. (gi,...u +  Л,..:.,. ).
Подставляя последовательно в это равенство Xi^=xi^=...=Xi^ = 1  
при k=n,  я —Ij..., 1 получи.м, что gi,...i^+fii,...i^ = 0 .  Поэтому /== 
=5'о+Аое7’, П Гя+ГгП г„. Итак, доказано включение (Т’, +  / ’2)0 
Л ГлСГ, Л Г„+7’2П Г„. Обратное очевидно.

Л е м м а  5. Пусть и /'2 — Г-идеалы, и сусцгствуег натураль- 
ное число такое, что для всех я > -V, 7"i Л r „ s  Т’2- Тогда при 
л>Л '.(7’1+7'2)ЛГ„=Г2ЛГ„.

Лемма 5 очевидным образом слеауег из леммы 4. 
П р е д л о ж е н и е  5. Пусть Т а Q — Т -идеалы такие, что:
1) для любого Г-идеала P s Q ,  F < X y  Р представима и
2) существует натуральное М такое, что при пУ-N, Т 2 <?Л Г„. 

Тогда F<^Xy  T предсгави.ма.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия следует, что F<A '> ,7 '-|-Q  

представима. Пусть /<1/^<Л'дг> — идеал, порожденный всеми 
словами от переменных ЛГ],..., .Х/у степени выше N. Рассмотрим 
.алгебру Л=А"<Ад,> А конечномерна; всякий полином
/ф .Т  Степени не больше N  не явл.чется тождеством в А. Дока­
жем, что

T { F < X > i T A - Q ) ^ A ) ^ T { F < X >  Г )= Г .

Включение T ( F < X > \ T ^ Q )  Г 0 Л )=  (Г +  Q) Л Т{А) =  Т очевидно. 
Докажем обратное. Достаточно показать, что для любого (Т-]- 
+ Р )Л П Л )Л Г „еГ Л Г „. Пусть / е Г „ ,  / ^ Г Л Г „ .  Если t i<N,  то 
/ф.Т{А),  следовательно, / 9̂ (7'-гQ)Л Т’(Л) Л Г„. Пусть я>.У. По 
лем.ме 5 (Г-Ь(5)ЛГ„=ГЛ Г„. Так как / ^ Г Л Г „ ,  то /0 ( Г + Q ) Л  
Л7’(Л)ЛГ„. Обратное включение доказано. Поскольку алгебра
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представима, что и требовалось доказать.
Обозначим через Т  Г-идеал, порожденный полиномами: 

|[л:,,..., ....  у„\, Z\  и x j .  Дальнейший план до­
казательства теоремы состоит в том, чтобы показать, что все 
собственные полилинейные следствия достаточно высокой степе­
ни полиномов, указанных в предложении 4, лежат в Т.

Л е м м а  6. Т ([[aTi ,..., л:„,][у1,..., у„], г]) содержит для некото­
рого k полином [JCi,..., ^ йЦУь - .  У*][г̂ 1.- .

Д о к а з а т е л ь с т в о . .  Обозначим \х- ,̂..., х^--^]= а, х^=>х,  
[У1.- ,  Ут]=^. Т'{{[а, л] Ь, z\)=P.  Имеем 0 =  [[а, хЦ Ь, z \ - [ [ a ,
X, х \  Ь, \х \а ,  х \  Ь, z] (m odP), 0 ^ \ х [ а ,  х\  b, z\ — х \ \а ,
х \  Ь, i ]  =  [x, z\[a, х\  Ь (modP). Подставляя в последнее сравне­
ние лг1= г , Х2= . . . ^ х ^ = х ,  no;fy4HM [г, л:|[г, j:,..., х \ Ь^Р.  Из ре­
зультатов работы [2 ] следует, что Р([г,  x][z, х,..., х]) содержит 
полином вида [?, лг,,.., x\[t,u, .. .,  и]. В работе [10] доказано, что 
r d - ,  X,..., .т[) содержит полином вида [л:,,..., Поэтому Р со­
держит полином [jci,..., A!ftj[yi,..., у*|[~1,..., Zftj. Лемма 6 доказана.

Л е м м а  7. Существует натуральное число N  такое, что при 
п N  7 э / з ПГ „ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Q Г-идеал, порожден- - 
ный элементами [[х^,..., л:,„]|у1„.., у„,],2] и [xj, ХгЦ^з, .V4j[x5, Xgj. 
Докажем сначала, ч.о для всякого I существует d=d{l)  такое, 
что любой 2-одночлеп степени не ниже d представляется по 
модулю Q в виде линейной комбинации произведений двух ком­
мутаторов, каждый из которых и.меет длину не меньше I. Из ос­
новной теоремы работы [6] следует, что Q содержит элемент: 
вида |[х ,, Х2ЦЛ-3, Х4], у1, Уг,-, У<|, поэтому для любых р, s 2' 
справ дливы сравнения по модулю Q [xi,..., x^,][ci,..., z^, у,,...,

I[x i,..., Хр, У/,,..., У(Лг,,..., г^, У;,..., у,|, где
суммирование ведется по всем упорядоченным подмножествам 
[/,,..., /,[ мнджества [1 ,..., /).

Возьмем т/=  2 /+  С Если в 2-одночлене степени не ниже d 
первый коммутатор имеет длину меньше /, то его можно пред­
ставить по модулю Q в виде линейной комбинации 2-одночленов, 
в которых первый коммутатор и.меет большую длину, а второй 
коммутатор имеет длину не -меньше I. Таким образом, можно 
привести любой 2-одпочлен степени не ниже d к нужному виду.

Доказанное означает, что для всякого I существует d =  d{l )  
такое, что для всех n~^d и для любых р, !< / ;< « , выполняется, 
сравнение («) [х,.... х,,][Xp+i,..., x „ ] ^ f + g  (m od/’), где / —ли­
нейная комбинация 2-одночленов, каждый коммутатор в которых 
имеет длину не меньше Р, g — линейная комбинация s -одночле­
нов при s>3.
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По лемме 6 2*]. Так как Г—не-
'^^aтpичный Г-идеал и Т содержит стандартное тождество, то Т 
содержит полином вида [лг,, у ,] ... [х,, у^]. Для доказатель:тва 
леммы достаточно показать, что для всякого /> 3  любой /-одно­
член достаточно большой степени лежит в Т. Будем вести дока­
зательство нисходящей индукцией по /. Для j — r утверждение 
верно. Пусть / <  г, / > 3 .  Рассмотрим произвольный /-одночлен 
сте1]ени не ниже N=d{d{k))-r.  В нем найдется коммутатор дли­
ны не меньше d{d{k)). Рассмотрим соседний ком.мутатор. При­
меним к их произведению сравнение (jft). Используя предполо­
жение индукции, заключае.м, что наш /-одночлен представляется 
по модулю Т в виде линейной комбинации /-одночленов, содер­
жащих два соседних ком.мутатора степени не меньше d{k) каж­
дый; делая то же самое еще раз, получаем представление в виде 
линейной комбинации /-одночленов, содержащих три соседних 
ком.мутатора стелени не меньше k. Но любой такой /-одночлен 
лежит в Т. Лемма 7 доказана.

Л е м м а  8. Пусть Q — Г-идеал, порожденный полиномами 
х,„] [ У 1 , . . . ,  y j ,  z\ и [х,, х ^ ] [ х з ,  Х 4 П Х 3 ,  X g ] ;  R -  Г-идеал, 

порожденный полиномами [|х ,, Х2][Хз, Х4], Хд] и [х,, ХгЦхз, х^\ 
(лсз ,Xg]. Тогда существует натуральное число такое, что при 
r t> .V ,Q n r„ = ^ n r „ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала, что /? П порожда­
ется как модуль над групповой алгеброй сим.метрической группы
элемента.ми Л (х ,,..., .г„) =  [[х !>■ Х „ ll. ■2,
3,..., /г~3. В работе [6] доказано, что собственные полилинейные 
аледствия собственного полилинейного полинома / е ' / г  по моду­
лю /3 можно получить при НО.МЭЩИ симметрических операций 
(т. е. перенумерации переменных и взятия л.тнейньк комбина­
ций), а также операторов d^{u)  и р{у),  которые определяются 
следующим образом:

d,{u) f { x ) = f { x u ) —xf{ i i )—f{x )u ,
p { y ) f = \ f ,  у].

Будем вести до та зательсгво индукще.й по степени п. Пусть 
g(x)  н.меет степень Он получается применением операторов
d j j i )  и р(у)  к олементам >'?ПГ'л, а затем применением симмет­
рических операций. Ввиду нндуктивтзго предположения доста­
точно доказать, что полиномы т/уДхуз-Д /^ (X i....  х„) и р(х„+ ,)
/з (х ,,..., х„) принадлежит сим.метрическому модулю, порожден­
ному элементами f s { x^ ....  x^+i), s= 2 , 3,..., /г—2. Имее.м dxni-^n i)
/ Л -^1....(mod/з). При i<ti d,^{x„^■^)f,{x^...................  )
Р{ - ^ п  )( ( Х ) Х ^ ]  [х^4- Хд _ 1  ] Х „ )  d XI (Хд-|-1) ( [ Х [ ,. . . ,  Х^] {X^4_j ,... ,
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лс„_,]) (mod/з), так как операторы и р{х^) коммутируют
J6], Очевидно, что для любого f{x-^,..., е  Г„ П 2̂ полином 
р(у)  /(л:,,..., x j  представим в нужном виде.

Докажем теперь, что сущес/вует JV такое, чг-о для любых 
«>iV /{xi,..., x J ^ Q .  Возьмем j’V =  d(m.) ~1, где функция d (т) 
определена при доказательстве 'леммы 7. Воспользуемся срав­
нением (J*):

/Д х ,,..„  л:„)=[[л:1.... .....................х„] =
=  l / + g ,  =  [ / ,  •’cJ (mod Q), T. K. g -e  /3=  Q.

Здесь /  — линейная комбинация произведений двух коммутато­
ров длины не меньше т каждый. Очевидно, что [ / ,  х„\ e Q . 
Демма 8 доказана.

Доказательство теоремы. Обозначим Т  ==Г(.)У1); R — Г-идеал, 
порожденный элементами [[х,, Хз] [хз, Х4], Xj] и [xi, Хз][хз, X4I 
[xs, Xg]. Ввиду предложений 4 и 5 достаточно показать, что 
существует М такое, что при Г э ^ П  Г„. Из леммы 7 сле­
дует существование Л/̂ i такого, что для 7’^ / з П  Г„. Поль­
зуясь леммой 4, получаем, что при rt>7Vi, r s Q f l T n  (определе­
ние Q в лемме 8 ). По лемме 8, существует N 2 такое, что при 
«>A^2.Qn П Г„. Поэтому достаточно взять yV=max(/V,, N 2). 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Из доказательства теоремы вытекает также 
следующее утверждение: пусть М — многообразие алгебр с 1 
над полем характеристики О такое, что:

1) в М выполняются тождества [[Xi,..., х „ ][у ,....у^], z ]=0  и

2) М содержит алгебру верхнетреугольных матриц второго 
порядка. Тогда свободная алгебра М вкладывается в алгебру, 
порожденную как модуль над центром k образующими, где k 
зависит толь:<о от т.

Автор выражает благодарность В. Н. Латыщеву за оказанную 
помощь в расоте. •

ЛИТЕРАТУР.^

1. М а л ь ц е в  А. И. О  представлениях бесконечных алгебр.— .\1атем. сб. 
1943. № 13, с. 263—286.

2. А н а н ь и н  А. 3. Локально финитно аппроксимируемые и локально пред- 
.дтавнмые многообразия.— Алгебра и логика, 1977, т. 16, № 1, с. 3—23.

3. Р а з м ы с л о в  Ю. П. Конечная базируемость некоторых многообразий.— 
Алгебра и логика, 1974, т. 13, № 6, с. 685—693.

4. Б ей д а р  К. И. О матричном представлении колец эндоморфизмов. Пя­
тый Всесоюзный симпозиум по теории колец, алгебр и модулей. Новосибирск, 
1982, с. 18.

•

29

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

5. К ем  ер- А. Р. Идеал тождеств, псгрожденный стандартным тождеством 
четвертой степени. XVIT Всесоюзная алгебраическая конференция. Минск, 
1983, с. 89.

6. Л а т ы ш е в  В. Н- О слож1ности немат|ричных М1НОгообразий. Алгебра и 
логика, 1977, т. 16, № 2, с. 149—183.

7. И и х т и л ь к о в  С. А. О мнс*гообразии, порожденном п-:мерны-ми алгебра­
ми.. Деп. в ВИНИТИ 27 марта 1980, № 1213-80.

8. L e w i n  J. А matrix representation for associative algebras. I. — Trans 
Amer'. Math. Soc., 1974, v. 188, p. 297— 308.

9. L e r o n  U., V a p n e  A. Polinomial identities of related rings.—Israel J ,  
Math., 1970. V. 8, № 2, p. 127—137.

10. К е м е р  A. P. О нематричных многообразиях.— Алгебра и логика, 1980, 
т. 19. № 3. с. 255—28Э.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

о ПРОДОЛЖЕНИЯХ ЧАСТИЧНЫХ 
ЭНДОМОРФИЗМОВ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 

БЕЗ КРУЧЕНИЯ, II

Ю. Б. Добрусин «

Продолжается исследование, начатое в [1]. Сохраняются тер­
минология, обозначения, нумерация результатов и параграфов [1]. 
В данной части работы изучаются транзитивные и вполне тран­
зитивные группы без кручения (по-прежнему всюду под группой 
понимается абелева группа). Термин (вполне) транзитивность 
введен И. Капланским [2] для определенных модулей над полным 
кольцом дискретного нормирования и использовался многими ав­
торами при исследовании соответствующих примарных групп (см. 
библиографию в [8]). Позднее П. А.  Крылов [3] определил класс 
групп без кручения, названных им транзитивными и под этим 
названием исследовавшихся автором [4]. Впоследствии стало ясно, 
что для случая групп без кручения отмеченный перенос термино­
логии был сделан неудачно. Транзитивные по [3, 4] группы есте­
ственно было бы, учитывая терминологию И. Капланского, на­
звать вполне транзитивными, а термин «транзитивность» исполь­
зовать в другом смысле, что и было сделано в работах [1, 5, 6, 7]. 
Используемые теперь определения (вполне) транзитивных групп 
без кручения и примарных групп можно, естественно, объединить 
следующим образом.

Определение [11]. Абелеву группу G назовем транзитивной 
(соответственно вполне транзитивнойг), если для любых элемен­
тов а, feeG, таких, что их высотные матрицы [8] Н(а)=(аи)  и 
^ ( ^ )  =  (?/■;) совпадают (соответственно удовлетворяют условию 

всех /, / = 1, 2,...), существует автоморфиз.ч (соответ­
ственно эндоморфизм) G, переводящий а в Ь.

Данное определение в случае «без кручения» согласуется с 
[1, 5, б, 7] (см. предложение 5.1) и полностью соответствует ис­
ходной идее И. Капланского [2]. В частности, транзитивность груп­
пы означает транзитивность действия ее- группы автоморфизмов 
на множестве эле.ментов с одинаковыми высотными матрицами.

В случае групп без кручения наибольщи.м вниманием пользо-
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вались однородные транзитивные (другое название — сильно од­
нородные) группы. Наибольшее продвижение здесь получено 
П. А. Крыловым [9] и Д. Арнольдом [10], описавшими данные 
группы в случае счетности и конечности их рангов. Произвольные 
вполне транзитивные и транзитивные группы без кручения впер­
вые стали специально исследоваться автором [4—6, 11] вначале в 
связи с решением проблемы Л. Фукса об описании кваэисервант- 
но инъективных групп, а затем и как представляющие самостоя­
тельный интерес группы. Результаты о транзитивных группах без 
кручения, совпадающих со своими сервантнымп подгруппами, по­
рожденными минимальными сервантны.ми вполне характеристи­
ческими подгруппами, анонсированы П. А. Крыловым [7]. Все упо­
мянутые результаты согласуются между собой.

Данная часть работы содержит три параграфа (§ '5—7). Ос­
новные результаты и их следствия (§ 5, 6) описывают в ряде слу­
чаев строение и свойства (вполне) транзитивных групп без кру­
чения, в частности, такие группы, имеющие конечный ранг, а 
также являющиеся сепарабельными, векторными и др. При этом 
применяются результаты [1]. В § 7 строятся при.меры. Основные 
результаты работы были анонсированы в [6]. В данной части ра­
боты описываются (вполне) транзитивные группы без кручения, ко­
торые можно получить из групп, обладающих элементами макси­
мального типа, вСе ненулевые эндоморфиз1мы которых — мономор­
физмы, с помощью конструкций прямой суммы, прямого произве­
дения и близких конструкций (теорема 5.3). Отметим, что таким 
строением обладают все (вполне) транзитивные группы без кру­
чения, о которых удалось получить содержательные результаты в 
упомянутых работах.
§ 5. Транзитивные и вполне транзитивные группы без кручения

П р е д л о ж е н и е  5.1. Для группы G без кручения свойство 
транзитивности эквивалентно любому из свойств 1)—3), а свой­
ство вполне транзитивности — любому из .свойств 1*)—3*).

1. Для любых а, b ^ G  такрх, что Уа(а)=^-а{Ь), существует ав- 
томорфиз.м G, переводящий а в Ь.

2. Всякий изоморфизм между любыми двумя нзр.морфными 
сервантными подгруппами ранга 1 группы G продолжается до ав- 
то.морфнзма* G.

3. Для любой сервантной подгруппы Н ранга 1 группы G все 
сохраняющие высоты элементов гомоморфизмы H-^G продолжа­
ются до автоморфизмов G.

1*. Для любых а, b ^ G  таких, что ^■Gio.)K^-a(b), существует эн­
доморфизм G, переводящий а в Ь.

2*. Всякий гомоморфизм между любыми 2 сервантными
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3*. Для любой сервантной подгруппы Н ранга 1 группы G все 
гомоморфизмы H ^ G  продолжаются до эндоморфизмов G.

Доказательство основано на тех же соображениях, что и до­
казательство .предложения 1.1, и О'пускается.

Основными блоками, из которых будут строиться изучаемые 
группы, являются группы, все ненулевые эндоморфизмы которых— 
моно.морфизмы. Последние рассмотрим, используя соответствую­
щую теорему 2.1 об эндотранзитнвных группах (см. 2.2—2.5).

Т е о р е м а  5.2. Пусть G — группа без кручения, все нену­
левые эндоморфизмы которой — .мономорфизмы и т ( G ) ^ 0 .  Тог­
да свойства транзитивности и эндотранзитивности G равносильны 
и характеризуются п.. 3) теоремы 2.1. Следующие утверждения 
эквивалентны:

а) G вполне транзитивна;
б) G транзитивна и Т (G) — Т„{Оу-,
в) G квазиоднородна и существует t '-расширение S кольца Z 

такое, что П( 5 +) =П( С) ,  и G является таким модулем без кру­
чения над кольцом S, что любые два линейно независимых над S 
элемента имеют несравнимые типы в группе С.

Если для неоднородной группы G выполнено в), то S =  E{G), 
все ненулевые эндо.морфизмы G обязаны быть моно.морфизмами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая 2.1, 2.3, 2.4, достаточно лишь 
проверить эквивалентность а), б), в).

а) .-^v6). Пусть G вполне транзитивна, тогда она эндотран-
знтивна н согласно 2.1 транзитивна. В силу 5.1, п. 1* для всякого 
O ^ a e G  и всякого 6е С [а ]=  {«/eG| существует
(причем по условию единсгвенный) o^^E(G)  такой, что ср^(а)=(>. 
Ясно, что соответствие й— задает изоморфизм G[a\ на E{G). 
В частности, G\a\ ^ G [ a ' \  для всех Офа, a ' ^ G .  Огсюда, так 
как m{G)i^0 , следует T(G)=T„{G).

б) 4 = v  в) следует из 2.1 непосредственно.
б) ==>-а) легко вывести из 5.1, п. 1, 1*. Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Как уже от.мечалось в 2.5, при условии одно­

родности исходной, рассмотренной в 5.2 группы G, свойства тран­
зитивности и вполне транзитивности G оказываются равносильны 
и эквивалентны тому, что G — это просто модуль ранга 1 над та­
ким коммутативным Г-расширением S кольца Z, что все ненуле­
вые эндоморфизмы аддитивной группы 5+ — мономорфизмы. В то 
же время существуют (см. § 7) неоднородные транзитивные груп­
пы, удовлетворяющие посылке теоремы 5.2, це являющиеся впол­
не транзитивными.

' Здесь и далее 7(G) — множество всех типов ненулевых элементов G, 
Т т{0) — подмножество максимальных типов.
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произвольное множество редуцированных групп без кручения, та­
ких, что гп ( Л ) ^ 0 ,  и все ненулевые эндоморфизмы А — мономор­
физмы для всех A ^ F .  Не исключено, что в F имеются различные, 
но изоморфные группы.

Т е о р е м а  5.3. Пусть группа G такова, что любая пара ее 
элементов входит в прямое слагаемое G, разложимое в прямое 
произведение групп, изоморфных некоторым группаси из F, при­
чем для любых различных А, B ^ F  группа G имеет пря.мое сла­
гаемое, изоморфное Л 0 5 .  Тогда утверждения о транзитивности 
групп С?, 0 Л ,  Е* Л равносильны и эквивалентны тому, что все 

А е Р  A e F
группы Л е 5  транзигнвны и для любых различных Л, B ^ F ,  та­
ких, что П(Л)П 1 1 (5 )^ 0 , группы Л и 5  изоморфны и однородны.

Теоре.ма остается в силе при замене всюду термина «транзи­
тивность» на «вполне транзитивность».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку свойства вполне транзитив­
ности и эндотранзитнвности наследуются прямыми слагаемыми, 
то необходимость вытекает непосредственно из 3.1, 5.2.

Достаточность. Пусть все группы Л е 5  удовлетворяют заклю­
чительным условиям теоремы. Тогда рассуждениями, совершенно 
идентичными проведенным при доказательстве теоремы 3.1, все 
сводится к доказательству Транзитивности и в'полне транзитив­
ности Труппы

С '_V* д .
. i e - '

где Лу^Л — некоторая однородная транзитивная (или, что в этом 
случае равносильно, вполне транзитивная) группа из F; /  — про­
извольное множество некоторой мощности п. Вполне транзитив­
ность такой группы С уже доказана в 3.3; доказательство ее 
транзитивности разобьем на несколько, этапов. Для удобства 
далее индекс С в обозначениях /с , •̂ с опускаем. При л <  оо 
транзитивность С вытекает из 5.1, 3.3, п. 2. Поэтому считаем 
далее, что п—ж.

Два элемента х, у=С назовем эквивалентными, если ' f ( x )= y  
для некоторого автоморфизма f группы С (обозначение—л: — у). 
Непосредственно из 3.3, п. 2) вытекает:

1. Всякие два ненулевых элемента, типы которых в С равны 
типу группы Л и характеристики в группе С которых совпадают, 
эквивалентны.

Для дальнейшего зафиксируем а, Ь^С ,  а=(...а,-...), 6= ( . . .6/...), 
aj, b j^Aj,  j ^ J  и будем считать заданным инъективное отобра­
жение v : / — У такое, что /.(^;)=/.(* (•)) для всех /е У .

Докажем
34
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2 Пусть bj=.0 при всех /^у(У ). Тогда а-^Ь.

секающихся полмножргтв^ / _  / п / и^ьсдинения непере-
(. множества У, „а у,. , 1  трамвтивнос?и Л © Г ш т е к « т “ су” 
^ е ? Г э л ^ т " т Т а * ? " У ' ’' '" " “  отображаю-
Й о а ^ о м /Г ; ,  < S ? S ; U ! .  „ t f

^ " и Г П '" 1 ,™ а е ”т

Локэжрм *' ' ^

м н о ^ е с т » ^ ^ й “ акоТ °чт^® ''^^  существует конечное вол-

7(by)=f] '/ (at).
Тогда а^Ь. ' ^ ^

Положим A "=y\v(y). Поскольку (v (y )|= «= oc  то оассмптпи»* 
разбиение .(У )= 1 /и Г , \V\=„. i r |_ Z  |/J. Пусть l ? „ e S ““
на у(У). Рассмотрим элемент е ^ с ' %  ^ ( . . . е  ..Л р е=д. i r - г

"Р" ^i=bj при всех / e V ;  е\'=0 при

Согласно 2) е-^Ь. Рассмотрим разбиение № =  (J / ' ,  где |/'.| =
=|/у|. Для всякого i ^ K  элемент Ь, .фннадлежит группе Л^©!: Л,.

Ввиду транзитивности этой группы и условия 4) найдете ее 
автоморфизм, отображающий ^  n a j  где а \ ^  А - yia\)J/{ls^l)-

^-н екоторая  биекция /] на /,. Следовательно, e ^ f  где /  =  
—(•••//•••), f i ^ A j \  f j = e j  при всех /е П ;  / ,  =  О при всех

при в с е х / е / ; , /W a'. нри всех / е А .
то а-^Ь.Из 3) и 4) вытекает

ж е с « Г п = ™ к о “ Т о °  «о«с<»ос "одмко-
'/.{bj)> п х(а,),

то а^Ь- ‘
п транзитивность С. Допустим, что у(а)^у(Ь)

для заданных выше а, Ь. Рассмотрим разбиение У=У, и у , такое 
что имеется биекция р,-, отображающая У̂ на У,. /= ]^  2. ’ ’
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Положим л := ( .. 'JCy...), X j^A j ,  где всех /е У г  и
Xj — b̂ X ) Д-'̂ я всех j ^  Ji- Обозначим v =  *. Тогда если / е
^ { J \ 4(J))=J.^,TO из того,чго /(а)=х<<>), следует ■/.(-’C;)=x(V( ))'^ 
> П  /.(я;) для некоторого конечного подмножества I j ^ J .  Сог-

ласно 5) a ~ jc .  Аналогично получим, чго Ь — х. Слгдовательно, 
а ^ Ь .  Теорема доказана.

§ 6. Некоторые следствия

Из 5.2, 5.3, 4.1 непосредственно вытекает 
Теорема 6.1. Для редуцирогапной группы G без кручения 

конечного ранга свойстгю транзитивности эквивалентно л:о5ому 
из следующие утверждений;

' П
1) G = 0C ?,, где семейство |G^•|^=1, 2,^., п] состоит из одно-

/ = 1  *

родных групп и из сильно неразложимых неоднородных групп, 
все группы G, транш ИННЫ и I1(G,)П H(Gft)=?=0 при есех

2) G = 0 A, где /^— конечное множе:твэ транзи’ивных групп,А^р
все ненулевые эндоморфизмы которых — мономор|>и змы, и для 
любых различных. А, B ^ F  таких, что lJ(A)f| 11(Д)=5̂  0 , группы 
А \1 В изоморфньЛ и однородны.

Теорема остается в силе при замене везде термина ,'^ранзи- 
тивность" на „Вгюлте транзигивноегь“.

К изучению указанных в 6.1 групп применимы все результа->-ы 
•§ 4 , В частности, для них справедлива теорема об изоморфизме 
прямых разложений (см. 4.5). Из 6.1, 2.5 вытекает

С л е д с т в и е  6.2 (ср. [9, 10]). Следующие свойства группы О 
без кручения конечного ранга равносильны:

1) G однородна и транзи ивна;
2) G однородна и вполне транзитивна;
3) G однородна и эндотранзитивна;
4) G является однородным вполне разлоокимым модулем без 

кручения конечного ранга над коммута. ивным г'-расщирением S  
кольца Z таким, что все ненулевые эндоморфизмы группы А+ — 
Аюноморфизмы. 5 при этом совпадает с центром F{G).

Отмети.м, что хорошие свойства группы О фактически обес­
печиваются соответствующими, свойстгами модуля sG (см. дока- 
за.ельство леммы 3.3, п. 5).

Из 3.1, 5.2, 5.3, 6.1 вытекает
С л е д с т в и е  6.3. Пусть G — либо группа без кручения конеч­

ного ранга, либо G — группа, удовлетворяющая посылке теоремы 
■5.3. Тогда свойства транзи ивности и эндотранзитивности G рав-
36  ■
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«осильны. Если группа G вполне транзигивна, то она транзитивна 
^обратное неверно, см. 7.2).

Наиболее простыми примерами групп без кручения, обладаю­
щих всеми тремя свойствами: транзи-ивностьо, эндотранзитиз- 
ность'о, вполне транзитивностью, являются (по следствию 6.2) 
группы ранга 1, а также аддитивные группы колец Jp целых 
р-адических чисел (в качестве кольца S  в 6.2 нуж:ю взять соот­
ветствующее подкольцо поля рациональных чисел, лию кольцо 
J р). Отсюда с помощью 5.3 получаем также

С л е д с т в и е  6.4. Пусть группа G удовлетворяет посылке 
теоремы 5.3. а. Пусть F — множество групп ранга 1 (в частнос­
ти, в этом случае G может оказаться любой вполне разложимой, 
сепарабельной или векторной группой без кручения), тогда 
свойства транзитивности, эндо ранзитивности, вполне транзитив­
ности группы G равносильны и эквивалентны тому, ч'-о' П(А')П 
ПЩ П =  0  для л.обых двух неизо'.морфных прямых слагаемых 
X, У ранга 1 группы G. б. Пус ъ F — множество групп, каждая 
из которых изоморфна аддитивной группе одного из колец целых 
р-адических чисел по различным простым числам р (в частности, 
<j может оказаться любой алгебраически компактной группой 
без кручения), тогда G всегда обладает тремя упомянутыми 
свэйства.ми.

§ 7. Примеры

Итак, имеется много примеров групп, являющихся одновре­
менно и транзи-ивными и вполне транзитивными. Гораздо слож­
нее построй.ь группу лишь с одним из этих свойств. Цель па­
раграфа — построить транзитивную, но не вполне транзитивную 
группу без кручения, а также проиллюстрировать строение (впол­
не) транзитивных групп без кручения, все ненулевые эндоморфиз­
мы которых — мономорфиз.мы. Речь здесь идет о неоднородных 
группах, поскольку строение однородных достаточно простое.

Заранее выберем некоторое Г-расширение 5 кольца Z такое, 
что

|5 | =  |П (5 - ) |=
положим Й =П (5+). Простейшие такие кольца составляют боль­
шинство подколец поля Q рациональных чисел. Вначале построим

П р и м е р  7.1 (неоднородная вполне транзитивная группа G 
без кручения, все ненулевые эндомзрфиз.мы которой — мономор­
физмы и F{G)^S).  Пусть А — свободный конечно порожденный 
нециклический S -.модуль; X  (А) — множество всех циклических 
прямых слагаемых модуля А. В силу счетности множества Х(А)
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найдется семейство 1/=’в!ВеА '(Л )| подгрупп Fg адди-'ивной груп­
пы поля Q такое, что 1I(F b) =  Q для всех В ^ Х  (Л); множества

1 1  *Wд=\^р eQ j — бесконечны и попарно не пересекаются для
всех В ^ Х { А ) .

В делимой оболочке группы Л рассмотрим подгруппу G =  
=  Е FgB.  Поскольку В — подмодуль в ^Л, то, естественно, пре- 

вех(л)
вратим G в 5 -модуль. Докажем, что G неоднородна и удовлет­
воряет п. в) теоремы 5.2, а поэтому является искомой.

1) Докажем, что типы любых двух линейно независимых над 
5  элементов в группе G несравнимы.

Пусть О ^ а е Л .  Поскольку S  — /'-расширение Z, то сервант- 
ная подгруппа группы Л является одновременно
[12, предложение 8.1; 13, предложение 5, с. 210] чистым по.г̂ мо- 
дулем S-модуля Л и выделяется в Л [12, следствие теоремы 8.5) 
прямым слагаемым. Т. е. — проективный 5 -модуль ранга 1. 
Так как все левые и правые идеалы области 5 — главные, то 
Z'a^5, / .„ е  А'(Л). Для каждого Д е Л ' ( Л ) ,  обозначим через 
образующий 5-модуля В. Поскольку каждый элемент из G ли­
нейно зависит (над Z) от некоторого элемента из Л, который в 
свою очередь линейно зависит (над 5) от некоторого ед, В ^  Л'(Л), 
то для доказательства 1) достаточно установить несравнимость 
•'G (гя)и То (ес) для всех неравных D, С еЛ '(Л ). Поскольку Q = 
=П (5+),то

ДЛЯ всех p ^ Q .

Как уже отмечалось, < D  является прямым
модуля Л и <,D С у ^  = S x  5у для некоторых 
Пусть Офпрс — такое целое число, что Hf^cX^D 

С, тогда
n o ^ < D 0 , C > f ^ D  С. (2)

%
Докажем несравнимость типов элементов н в группе G,. 
Пусть /; е  о. («ос Р ) = 1 -  Тогда согласно определению 11̂ .̂

то же время, h°{Z(-) =  0. Действительно, допустим, 
pG. Тогда £с =  /> Е /д  £д. где /д  — почти все равные

f  в —
где Щд, « д — взаимно простые целые числа и (/г^, />) =  1

( 1)
слагаемым 
д", у е  Л. 

л ос У ^С,

р
что г с
пулю элементы из Дд. Причем согласно определению 11"д,
=  'Цв

«й ’
для всех В Ф О .  Поэтому (ес — р/о=о) ^  рЛ. Из (2) и из того 
что р  не делит Пдс. тогда вытекает, что Е^-ерС, что противоре-
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чит (1). Аналогично докажем, что для всех p ^ W c ,  не делящих 
«ос, имеет место Л°(£с)>.1э Л®(£о)=0. Поскольку множества Û '̂ , 
Wp  бесконечны и не пересекаются, то несравним с
Утверждение 1) доказано. В частности, G неоднородна.

2) Докажем, что группа G квазноднородна и n(G)=Q.
Из приведенных выше соображений достаточно проверить, 

что для всех В ^ Х ( А )
Q =  ( р е П  Л®(г£)=7>̂  оо).  ( 3 )

Поскольку G — 5-модуль и П =  П(5+), то включение э  оче­
видно. Докажем обратное включение. Допустим противное, пусть 
Л°(вр)=оо для некоторых p ^ Q , C ^ X ( A ) .  Тогда для всякого 
натурального k найдутся (зависящие от к) почти
иулю числа /д€
выше), что

Fp, В ^ Х { А ) , т.

=с—Р'‘ 2  /в*ВбХ(Д)

<4)

Если р ф  и Wg, то (Пд, р ) ~ \  для всех Bi
В̂ Х(А)

\рА, что противоречит ( 1).

все равные 
~  те же, что и

(4)

Х{А). Согласно

Пусть p ^ W p  для некоторого D ^ X { A ) .  Если D=C,  то из (4)
следует, что Согласно (1) тогда делится
нацело на /?*. В силу произвольности к pFc =  Fc, что противо­
речит тому, что p ^ Q —ll(Fc). Если же то из (4) вытекает, 
что (^с~Р'‘/ D ^ n )^ Р'  ̂ Можно считать, что Прр не делится на 

Тогда из (2) получим, что / ’■4, что противоречит (1). 
Таким образом равенство (3) и квазиоднородцость группы G 
показаны. Согласно 1), 2) группа G удовлетворяет п. в) теоремы 
5.2. Построение примера 7.1 завершено.

П р и м е р  7.2 (транзитивная группа G' без кручения, не яв­
ляющаяся вполне транзитивной). Используем обозначения, вве­
денные при построении 7.1. Зафиксируем некоторый подмодуль 
С ^ Х ( А ) .  Для каждого 7?еУ (Л )\{С1 обозначим через Прс [су­
ществующее согласно (2)] некоторое ненулевое целое число 
такое, что

Обозначим через Рр множество всех чисел из Wр, делящих Прр. 
Положим Я =  и Рр. Пусть Н — кольцо всех рациональных чи-
сел, знаменатели которых являются произведениями чисел из 
P U (Q \(  и Wg)). В делимой оболочке группы А рассмотрим

BeXiA)\io ,
подгруппу
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D&X(A) \̂C)
Докажем, что O' является транзитивной группой, у которой 

все .ненулевые эндоморЛ)измы - мономорфизмы и w(G')=?^=0 , а 
именно О' удовлетворяет 2.4, п. 2. Но токажем также, что 
Т{0'  )Ф Т ,„{G') и поэтому согласно 5.2 О' не вполне транзитивна..

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку В, С — подмодули в то, 
естественно, зададим на О' 5-модуль без кручения. Так же, как 
в 7.1, устанавливается, что группа О' квазиоднородна, а любой 
ее элемент линейно зависит над 5 от некоторого £ ,̂ В ^ Х ( А ) ,  
и поэтому и.меет в О' тип, равный типу соответствующего Ед, т. е.

Т(0 ' )=\то-{в , )В^Х(А)] . (5>

Также аналогично 7.1 доказывается, что если В, D ^ X ( A )  и S' 
D, С попарно различны, то

Л?' ( ч ) 1, Ля' (Ед ) =  0,

для всех (/Л ^^оя)= ^
лГ (Ед)— 0,

для всех P ^ W d\ P ( /’.
^̂P ( ) > 1. h°' (зс) = 0.

( 6 >

(7)

( 8>

для всех ^P eU 7д\P = lT 'д \P^,. Поскольку |U 7^\P |= |U 7^\P  | ==ос,. 
то из (6 ), ( 7 ) ясно, что типы т о Д е д ) и  т о Д е д ) несравнимы. Из. 
определения G 'ясно, что ;?C?'=G' для всех p e (P U ( i2 ' Д U

вех{А)\{с}
Поэтому из (8) и из того, что 1и7дХ Рд|=оо, следует, что

'а- (sc)< ''o'(£d ) (9>

для всех D ^ X ( A ) ,  О ф С .  Таким образом, группа G' неодно­
родна, любые два ее линейно не:ависимых элемента имеют раз­
ные типы. Согласно (5), (9) Т„{О') =  (Л '(Л К (С ))и
То (£с)^  Pm(G')- Таким образом, согласно 2.4, 5.2 группа О' яв­
ляется транзитивной, но не вполне транзитивной. Пример по­
строен.

Существуют ли вполне транзитивные группы без кручения,, 
не являющиеся транзитивными? Существуют ли .(вполне) тран- 
зи-ивные группы без кручения, не обладающие элементами мак­
симальных типов? Пока эти вопросы открыты. Не затронуто так­
же исследование смешанных (вполне) транзитивных групп.
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п о ч т и  ВПОЛНЕ РАЗЛОЖИМЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ 
БЕЗ КРУЧЕНИЯ С ПРИМАРНЫМИ ФАКТОРАМИ

С. Ф. КОЖУХОВ

Абелева групга G без кручения конечного ранга называется 
почти вполне разложимой, если она квазиравна некоторой впол­
не разложимой группе [1]. То есть группа G обладает такой впол-

k
не разложимой подгруппой A=Q-Aj,  Л;—группы ранга 1, /= 1 ,

/“ 1
к, что для некоторого целого числа т n i G ^ A ^ G .  Всякая такая 
подгруппа А с сервантными подгруппами Лу называется полным 
квазиразложением группы G [2]. Если О—почти вполне разло-

к
жимая группа и Л = ,^  Лу—ее полное квазиразложение, то мно-
жество T{G) всех типов квазислагаемых Л,- не зависит от выбора 
подгруппы Л, то есть двляется инвариантом группы G [3].- Фак-> 
тор-группа G А не является инвариантом группы G, поскольку 
группа G может обладать еще таким полным квазиразложением

к
Bj, что группы 0',Л и С? 5  не изоморфны [1]. Однако если

/“ 1
множество T{G) состоит из попарно несравнимых типов, то труп-

к
па G обладает единственным полным квазиразложением Л = 0 Л у

/■1
[2], так что фактор-группа G А является инвариантом группы G. 
И в этом случае можно говорить о почти вполне разложимых 
группах G с фиксированным множеством попарно несравнимых 
типов T=T[G)  и фиксированным фактором K=G,A,  где Л—пол­
ное кзазнразложение группы G.

Пусть Г—фиксированное конечное множество попарно несрав­
нимых типов и А—некоторая конечная абелева группа. Всякую 
почти вполне разложимую группу G с полным квазиразложениемк
A = (^A j  будем называть (Г, А)-группой, если T{G)=T и О Л ^А .

/=1
Пусть G—такая почти вполне разложимая группа, что T(G)—T 
и пусть G=G iQ̂ G.2, где G2—максимальное вполне разложимое
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прямое слагаемое группы 6 . Такое разложение для группы G 
единственно, а прямая сумма группы О2 и полного квазиразло­
жения группы G, будет полным квазиразтожением группы G 
|2]. Очевидно, что G является (Г,/<’)-группой тогда и только тог­
да, когда для подмножества 7’'= 7' \ 7'(G2) группа G, является 
(Т' А')-группой. Поэтому в дальнейшем считаем, что (Г,/С)-груп- 
пы не имеют прямых слагаемых ранга 1.

В работе дается характеризация {Т, А’)-групп для случая, 
когда группа К изоморфна некоторой /7-группе Р. Отметим, что 
для случая циклической группы К  описание таких групп дано 
в 14]. Все обозначения и терминология стандартны и взяты из
[5] и [6 ]. Специальные термины и определения будут введены по 
мере надобности.

к
Пусть Л /= 3  Яу—вполне разложимая группа с множеством

/=1
типов слагаемых Нj ранга 1 равным Т. Вложим каждую группу

к
И] в делимую оболочку Dj и пусть 0 = 0  Dj. Очевидно, что для

'
любой (Г, Я)-группы G с полным квазиразложением Л = 0  Л/ су­
ществует такой изоморфизм ср группы G на некоторую подгруп­
пу группы О, содержащую // ,  что ср(Лу)=Яу,у=1,...,*. Поэтому 
в дальнейшем (Г, P i-группы рассматриваем как подгруппы груп­
пы О, в которых подгруппы Hj отождествляются с Aj, /= 1 , ..,к. 
Дадее, любое разложение группы Р  в прямую сум.му цикличес­
ких групп записываем так, что слагаемые типа Z[p‘) располагаются 
в порядке возрас1ания показателей t. Занумеруем типы в Р и 
эту нумерацию фиксируем. Для любой (Г, Р)-группы G с полным

к
квазиразложением Л = 0 Л  ̂ слагаемые Л̂- нумеруем так, что для

/=1
всякого /= 1 ,...,^  т(Лу)=ту е Р .  Пусть ранг /7-группы Р  равен г 
и r —г^-\■r2Л-̂ ■̂ -\-г■., где г ,—число слагаемых типа Z(/7' ) в разло­
жении группы Р; Г2—число слагаемых типа Z.{p‘ ) и т. д. и ^ ,<  
< ^2<--.<^v. Обозначим через / ,  множество чисел [1, 2,...,r,J; 
/ 2—множество чисел {г,4- 1,Г2-]-2,...,г,-1-Г21...; /v—множество чи­
сел | r ,+ r 2+ ,...,+ ^v -l +  l,...,r,-l-r2+...+rv) и пус-ь / = / ,G / 2G ...G /v.

Выясним, каким условиям должны удовлетворять множество 
Р и группа Р, чтобы кла.'с (Р, Р)-групп был не пуст.

Л е м м а  1. Класс (Р,Р)-групл не пуст тогда и только тогда, 
когда каждый тип в Р не /7-делим и ранг г группы Р меньше 
мощности I Р I к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть класс (Р, Р)-групп не пуст и 
предположим, что некоторый тип т^еР  р-делим. Если G—(T,
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Р)-групга, Л =0.4у—ее полное квазиразложение, то пусть А'. —
/=1 к

сервантная оболочка в группе G подгруппы 0) Л/. Так как
/=•!./¥<

С?е Л, ТО p*-G^Ai^A\.  Если g ^ G ,  a ,+ a j, а,еЛ,-, о 'еЛ ^^
то ai— p''‘cii АЛЛ некоторого элемен-а а^^А;.  Тогда p‘'(g—ai) — 
=а\^А ] ,  следогагельно, g— di^A]. . Это означает, что ^-еЛ.-^Л*, 
то есть группа Л,- ранга 1 рыделяется в G прямым слагаемым,, 
что противоречит отсутствию у группы G слагаемых ранга 1.

Теперь покажем, что ранг г группы Р  меньше k. Известно, 
что для любой группы Н  конечного ранш и любой ее подгруп­
пы и  того же ранга ранг ^-компоненты фактор-группы Н О не 
больше ранга Н  для любого простого числа q. Так как подгруп­
па Л, сергантна в G. то О Л, —группа без кручения ранга Л—1„ 
а Л Л,—ее подгруппа того же ранга. Значит, ранг р-компоненты 
группы (G, Л|) " (Л Л,) не больше ^—1. Но эта фактор-группа изо­
морфна группе следовательно, ранг г группы Р  строго
меньше k.

Обратно, пусть выполнены условия леммы. В каждой группе 
Лу, /= 1 ,....^ , выберем по одному элементу Оу, имеющему нуле-

к
вую р-высоту. Рассмотрим группу О = < 0 Л у , х ,,..., х^> , где

/=.1
элементы X,,..., удовлетворяют условию p'mX,=a,-}-a^ 11 для 

w = lj... ,  V, СФг  и p ',x^=a,+ar+i-t-...+ fl* . Нетрудно про­
верить, что построенная rpyniа G является (Г, Р)-группой 
(более подробно это следует из теоремы 1).

к
Всякая (Г. Р)-группа G имеет вид О = < 0 Л „  .....у^>, где

к к к
У1-1-(0 Лу).....у^+(0Лу) — образующие фактор-группы G (0Лу).

/=1 /=1 /-1
Элементы у,,...,у, удовлетворяют следующему условию: для

к
всякого /п = 1,..., V, p'm y/=Vaiy для некоторых элементоа

/ 1
a u ^A j ,  j= \ . . . . . k .  Фиксируем в каждой группе Лу, у= 1 ...., Л. па 
одному элементу ау, имеющему нулевую р-высоту в Лу. Тогда 
для всякого натурального s элемент «у 1-р'*Л,- является образу­
ющим фактоф-группы Л, рМу. Поэтому существуют такие неот­
рицательные целые числа что для каждого f e / r a = l . . . . , v ,  
ац=/г,уа,0р'та,у. у=1....,^ , 0 ;уеЛу. Тогда группа G может быть 
записана в следующем виде:
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/ = 1  / = 1

В дальнейшем, рассмагригая (Г, Р)-группы, элементы 
считаем фиксированными, а сама группа записывается в виде (*). 
Таким образом, втякой (Г, Р)-группе ставится в соответствие 
некоторая целочисленная матрица М={пц). Выясним, каким усло­
виям должна удовлетворять матрица N.  чтобы группа G вида 
(*) являлась (Т. Р)-группой.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть С =  (с,;)—произвольная целочислен­
ная матрица, имеющая г  строк и k  столбцов. Будем говорить, 
что строки (с,1. С/2-..., %); г, матрицы С Р-незавнсимы,
если всякий раз из условия У It [сц,..., Ci;i,))=0(niodр ''’)

т = 1  т

следует, что li =  0{mo(i р ‘т) для m =  v (сравнение
строк рассматривается поэлементно).

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что /-й столбец (Cjj) мат­
рицы С, /=1,....А , равен нулю по модулю Р, если с,/=0 (mod
р ‘т ) ,  m = i . .

Для каждого j= l . . . . , k  через Сб) обозначаем матрицу, полу­
ченную из С вычеркиваением /-го столбца.

Т е о р е м а  1. Пусть G—группа вида (*) с соответствующей 
матрицей Л^=(%). Групгта G является (Г, Р)-групгюй тогда и 
только тогда, когда для любого / = 1, ...^ строки матрицы V̂<'> 
Р-не^ависимы, а /-й столбец матрицы N  отличен от нуля по мо­
дулю Р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G является (Г,Р)-группой, и 
покажем, что строки матрицы М'), например, Анезависимы. а 
первый столбец отличен от нуля по модулю Р. Предположим,

V
4T o V ( p ' ' “ ' m y  /,(«,-2,...,« it))=0(m odp''), ТО есть для j=2,3,...,k

т=1 ie^m
V

^  V /p/j;)=0(mod p'v). Это означает, что существуют
т 1 т

элементы a j ^ A j  у = 2,..., для когорых! ^  l n̂̂ j
' т 1 ie!т / /

= —p*'’aj. Рассмотрим элемент g '=  Q2-)-...4-
Умножая обе части равенства на /?'v и учитывая, что для каж-

к
дого т = 1 ,.,., v: р^тх^= '^  n^iaj^, получаем, что p'-<g=p''‘ X

/=1

/ч=1 Vm=l l^fm / m-1 ie'm
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е Л ,.  Так как подгруппа сервантна в G, то g s A , .  Но />-зы-
V

сота элемента равна нулю в Л,, следовательно, 2
■ ' m = l l £ f m

x n „ ) = 0(mod/7tv). Таким образом, имеем22(;^''~''п2^/m=l
= 0(mod/74 ). Рассмотрим элемент «= ?,jCi+ ...+ /,.jc,.. Умножая обе

V К к / ы
части равенства на имеем 2

m=l ‘^т /=1 /=1 '
рь-'т(У , liti,j))aj=p*^u. Но, как только что получили, каждый

i£f т
коэффици ечпри aj. k, делится на р*'>. Деля обе части

♦ к
полученного равенстра на получим, что /г е Л = 0 Л у . Следо-/-=1
вательно, линейная комбинация /,(л :|+Л )4- . . . + / Х - ^ г + р а в н а  
нулю в фактор-группе 0/Л. Но в этой фактор-группе элементы 
л:^-l-Л, г л и н е й н о  независимы, поэтому коэффициенты / | 
делятся на 0(л:,-1-Л), [5]. Это и означает, что Л =0 (mod
p'm) д л я / е / „ ,  ffi=l,...,v, то есть строки матрицы Р-незави- 
симы.

Теперь покажем, что 1-й столбец матрицы N  отличен от ну­
ля по модулю Р. Предположим, что Пц^О {той р*т) для i ^ / ^ ,к
т = 1 , . Т а к  как для каждого

j~iк
TO p*m(Xi—n\at)= iiijUj, где Пц—р ‘тп\^. Это означает, что х^=

, /-2
= r t^ a i+ a j для некоторых элементов а] из сервантной оболочки

к
Л* подгруппы 0  Aj. Следовательно, G =Ay^A \ ,  что противоре- 

/=2
чит отсутствию у (7',Р)-групп слагаемых ранга 1. Необходи­
мость условий теоремы доказана.

Обратно пусть группа G удовлетворяет условию теоремы, 
и докажем, что она является (Г, Р)-группой. Для этого надо 
пока ать, что группа G не имеет прямых слагаемых ранга 1,

к
каждая подгруппа Aj сервантна в G (т. е. Л = 0  Л; -полное ква-7==1
зиравложение G) п что G А ^ Р .

Если группа С? имеет прямое слагаемое ранга 1, то этим сла­
гаемым согласно |2] будет одна из групп Д . а дополнительным 
Слагаемым Л* будет сервангная оболочка оставьных подгрупп Лу, 

j  Пусть, например, О =Л ,0Л ^ . Тогда из равенств
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p ‘mXi='^nijaj,- m— следует, что « i,= 0(mod/;'m) для
/*1

i ^ /щ, To есть первый столбец матрицы Л/̂  равен нулю
по модулю Р, что противоречит условию.

Покажем, что каждая подгруппа Л,- сервантна в G, /=l,...,/fe ' 
Для этого достаточно показать /7-сервантность каждой из этих 
подгрупп. Пусть, например, p g ^  и g^=a ,4- . . . -i-a*+/iA :,+ ...4- 
IfXf. Умножая обе части данного равенстта на р'» и учитывая,
что для каждого /< :/^  т = \ ,

p 'vg-= /;'vO ,4-...+P ''d*+2 Е  Р/■—1\/71—1

. . V ,  p'mXi='^n,jaj.  получаем Л,;
/=1

дует, что для каждого /=

'- - 'т  V 1^пц fly. Отсюда еле-
V

=2 , . . . , ^ 2  ^ j< то
т— 1

есть 2  (р‘-‘- ‘т 2  li(Hi2,.-.,niii))=0{mod р*^). Так как строки мат-
т=1 /е^т

рицы М ') Р-независимы, то / /= 0  (mod р ’т)  для 
Но в таком случае из равенства ^ = d , + . . . +  a*+/iA-,4-...+/r-^/. 
следует, что g ^ A .  А так как p g ^ A ^ ,  то Этим доказана
сервантность подгруппы Л  ̂ в группе G.

Наконец докажем, что G /A ^ P .  Для этого надо показать, что' 
(d{Xi-\-A)==p*m для И ЧТО элеменгы Xi-j-A,
t= l,. . . ,r ,  независимы в группе О Л. Предполож ;м, к примеру, 
что 0(л:,+Л )=р^ где 5<Л- Тогда p^x^-~a^Л-...+ а,,, a j^A j ,  
и так как р ''л :,= /1иа1+ . . .4-«иаъ то fl,,ai +  --+«i*«A=P'‘~ ''a i+••• +  
-\-р‘'~^а,,. Следовательно, n^j делится на p * - \ j = \ , . . . , k .  Но в та­
ком случае нетрудно видеть, что строки матрицы N  Р-завпеимы, 
Это говорит о том, что 0(.х,+Л)=;Р''. Аналогично показывается, 
что для в с е х / е / „ , 0(л:(+^)==Р'"‘-Предположим далее, 
что /|(_х,+Л)4-...-1-/Дх-^+Л)=Л, то есть /,л:, +  ...+ /,л :,=  а,-Ь...-Ь 
-fdft, а , ^  A jJ= \ , . . . ,  k. Умножим обе части последнего равенства

' * _на p'v. Получаем 2] У Т'ак как />-вы-
/ = 1 \ т = \ ‘ег„ /»1

сота каждого элемента Uj равна нулю, то V /pr;yj=0(rnod
i&’mm=l

p*.) для всех / = 1,...,А или ^  (/7ь ~ 'т ^  /Дя/,..... fl/j^))=0(mod pG),
m =l Iq ! т

Так как строки матрицы М ') Р-незавнеимы, то отсюда следует 
Что ^=0(m od р*т) для всех i ^ I т. Это означает линей-
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ную независимость в группе GjA элементов 15].
'Георема доказана. '

О п р е д е л е н и е  3. Всякую целочисленную матрицу размер­
ности гХА, которая удовлетворяет условиям теоремы 1, назовем 
(Г,Я)-матрицей.

Таким образом, всякая (Г,Я)-группа полностью О'ределяется 
некоторой (Г, Р)-матрицей. Например, группа О, построенная при 
доказательстве леммл 1, определяется матрицей 
“  Г1 С . . . 0  0 0 .  . .0

0 1 1 . 0 0 0 . о

. 1 1 0 . . . о 
. 0 1 1 . . .1 , которая и.меет г  строк и k сголб-

0 0 0 .
L о о о .
цов.

Естественно, возникает вопрос, когда две (Г, Р)-матрицы ^V= 
=  (л,у) VI M=[niij] определяют одну и ту же (Г, Р)-подгру;шу 
в группе D.

Пусть ;V—произвольная (Г, Р)-матрица. Обозначим через ;Vp 
мат]1ицу, полученную из N  умножением t -й строки при 1^ 1^, 
/71=1,...,v, на

Т е о р е м а  2. Две (Г, Р)-магрицы N=(n,i)  и М=(тц)  опреде­
ляют одну и ту же (Г, Р)-группу тогда и тозьчо тогда, когда 
существует такая целочисленная матрица 5 =  (5,у), ч о iVp =  

5Л1р(mod/7'v), где сравнение матриц рассматривается поэле­
ментно.

к к
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G== <0Л у, /г^,Х

/-1к к
Хду, je /„ „  77i= l,. . . ,v > , и Я = < 0 Д у , у ,....,у , I / 7'ту^=  V  niij aj,

/=1 /-1
/71=1,...,v>.

Предположим, что G=/y. Тогда существует такая целочис-Г • к
ленная матрица 8 =(яц), что 5/.(у ,+Л ), где Л = 0  Лу,

а=1
г к

i= l , . . . , r ,  то есть +  для некоторых элементов
а= 1 /=1

й ,уе Лу, Умножим обе части данного равенства нак V
Тогда для t e / „ , / 77= 1,..., V, имеем п ц а ^ — 'У 2

 ̂ /-=1
X  I | н Г р у п п и р у я  все слагаемые из одной

подгруппы Лу и учитывая,- что hp(aj)=0, у =  1,..., к, получаем
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систему сравнений, в которой для v, и
V

имеем р‘^-‘тПи =  ' ^  v  5/j/?'v-<m/re /̂(mod р'- )̂. Нетрудно видеть,
„ т =1 lefm

ЧТО В левой части данных сравнений стоят элементы матрицы Мр, 
а в правой—соответствующие элементы матрицы SMp, то есть 
jVp=5Afp( mod р* ).

Обратно, пусть существует такая целочисленная матрица S, 
что /Vp=54fp(mod р‘-‘], и покажем, что G—H. Расписывая дан­
ное сравнение матриц поэлементно, получаем систему сравнений
вида V V Si,p* ‘- ‘m /rt,/(mod yP'v

m=l rtQfm
' mt

Следовательно, существуют такие элементы aa^Aj<
V

7 = 1,..., k, г = 1,..., г, что p‘ ~‘mfiijaj='^ V Si^p'^~*mm,jar\-p'--(iij.
т=1 jg/m

Фиксируя индекс i и проведя суммирование данных равенств по
k k .

j ,  получаем г равенств вида p'v- ' т У /;,/а у = У  v  V Si^p‘ -*m -
/-Л i=Vm=la£fm

к . , г
+  равенств получаем, что v  х

/-1 • к г к
или,Х;=2 ] хл,. у,1 + 2  «О- Это означает, что о5ра-

у=1 'J-=l />=1
зующие фактор группы G A выражаются через образующие фак­
тор-группы Н А. следовательно, G ^ H .  На самом деле здесь 
имеет место равенство. Действительно, если G ^ /У , то О, Л—соб­
ственная подгруппа группы Н А. Но Н , . \ ^ G  А ^ Р  и Р —конеч­
ная группа. Поэтому Н  А не может иметь собственных подгрупп, 
себе изоморфных. Следовательно, G—H,  и теорема доказана.

Теорема 2 дает описание всех (Г, Pj-rpynn, расс.магриваемы.х 
как подгруппы группы D с точностью до равенства. Дадим те­
перь описание (7',Р)-групп с точностью до изоморфиз.ма. Для 
каждого у = 1,...,^  обозначим через множество всех тех цел ах 
чисел, каждое из которых делится на степени только тех прос­
тых чисел q. для которых соответствующая группа Aj (/-делима. 
В частности. И; содерж.тт ±1 и каждое число из II, не дел ьУя 
на р.

Т е о р е м а  3. Пусть С? н 7/—две (7',Р)-группы, заданные мат­
рицами N  и М. Группы G к Н  изоморфны тогда и только тог­
да, когда существуют такие диагона тьные матрицы размерности
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" г ,- 0
Q =

" Ч х 0 ■

.  0 ''ft - и 0 _

/? =

с элементами rj, q j ^  Uj, и такая целочисленная мат­
рица 5  размерности гХ^. что N pR=SM pQ  (mod

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть вышеуказанные матрицы /?, Q, S  
существуют и покажем, что группы G н Н  изоморфны. Группы 
G и Н  определяются (Г, Р)-магрицами Л'’ и Ж соответственно,, то

k к
есть G =<0'v4y, х ,,...,л :,| p ‘m X i = ' Y n i j a j ,  l e / „ ,  т е = 1,..., v> h А/=

/ = 1  / = 1k к
= = < 0 Л -У 1>"-.>',1 p 'm y i= '^ r n i ja j , i ^ /„ ,  те=1,..., v>. Рассмот-

/ - 1  / = 1к к
рим группу G ' = < @ A j , x / .....х / \  p ‘ m X i ' = ^  П ц  Гу Су,

/ = 1  / = 1
m==l,...,v>. Так как ГуеПу, то умножение элементов группы Л/ 
на Гу задает автоморфизм этой группы, поэтому соответствие 
Су—*ГуСу, / = 1,..., k, Xi—*Xi', / = 1,...,г, 'продолжается до изомор­
физма групп G и G'. Итак, G 'sG , то есть G 'является (Г, Р)-груп- 
пой, определяемой (Г, Р)-матрицей NR.  Аналогично группа И

к к
изоморфна группе / / = < 0 Лу,у,',..., у /  | р*ту-/-='^ ntuqiai,

i I i 1
v> , которая определяется ('Г, P )-матрицей MQ. Нетруд­

но видеть, что (Л'Р)р=Л^рР и {A1Q}p^=A1pQ. По условию сущест­
вует такая целочисленная матрица 5  размерности гХ-г, что 
(Л'Р ip=i'(AfQ)p(moU р'»)- Следовательно, по теореме 2 G'=H'  
значит, G ^  Н.

Обратно, пусть группы G и Л/ изоморфны, покажем сущест­
вование матриц Р, Q, S- Пусть cs—изоморфизм группы G на Н. 
Так как типы групп Лу, у=1,.-.., А, попарно несравнимы, то<?(Лу) =  
=Лу. то есть ср индуцирует некоторый автоморфизм групп Лу. 
Этот автоморфизм действует на группе Лу как умножение на 
некоторое рациональное число Г/ gy, гу, ^ у е  11у .у = 1...., к. С.тедова-

jfe к
тетьно, cp(G)=<0 , <р(зс,),.... -р(л:̂  \p*m-^{Xi)^'^n,i[rjqj)aj, I 

У - 1  / = 1
m = l... . ,v > . Так как i^ys 11у, то существуют такие элементы 
a j ' ^ A j ,  что Су q/a/.  и элементы а /  имеют нулевую р-высоту,
.=  1.....к. Пусть М ' — (Г. Р)-матрицы, которые определяют

/группы 9(G) и Н  относительно элементов С у ',/=1 ,...,^ . Так как 
cp(G)=//, то по теореме 2 существует такая целэчнслзнная мат-
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р1ща S размерности гХ Л  что ^Vp=5'yWp‘(mod /?<''). Нетрудно ви­
деть, что N ' ^ N R  и M'=MQ,  где

г,- 0 и ' 0

р =

0 г,

Q=

Як _

Поскольку {NR)p—iVpR и (MQ)p=MpQ, NpR=SMpQ[mo<i р'^), 
и теорема доказана.

Назовем две [Т, Я)-матрицы N  п М  (Т, Р)-подобными, если 
,Vp/?=5AfpQ (mod для некоторых матриц R,Q, S, указанных 
в теореме 3. Нетрудно видеть, что отношение (Г, Р)-подобия 
является отношением эквивалентности на множестве всех 
(Г,Р)-матриц. Из теоремы 3 получаем

С л е д с т в и е .  Сушествует взаимнооднозначное соответствие 
между классами изоморфных (Г, Р)-групп и классами (Г, Р)-по- 
добных (Т,Р)-матриц.

Таким образом, получено описание (Т, Р)-групп на языке 
(Г, Р)-матрнц. Примени.м данное описание для выяснения вопро­
са  разложимости (Г,Р)-групп в прямую сумму своих ненулевых 
подгрупп. Кроме того, выясним, когда у произвольной [Т, 
/(■(-группы G (/('—любая конечная группа) каждый автоморфизм 
полного квазиразложения А продолжается до автоморфизма 
самой группы G.

Т е о р е м а  4. (Т, Р)-группа G разлагается в прямую сумму 
двух своих ненулевых подгрупп тогда и только тогда, когда 
соответствующий ей класс (Г. Р)-подобиых матриц содержит 
матрицу, которую путем перестановки строк и столбцов можно 
привести к блочному виду

.V, О 
О ;V2

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Пусть G—{T, Р)-группа. Предположим, 
что группа G разлагается в прямую сумму двух, своих ненуле­
вых подгрупп О, и Gi. Согласно |2 | существует такое непсстое 
соХтвепное подмножество М  .множества /= |l....,/fe), что G, есть 
сервангная оэолэчха подгрупп .4у. у е Ж ,  а сервантная обо­
лочка осшльных подгрухш Л у ,у е /\/И . Итак, G, =  G .2=

/е-и
' Aj ̂  

iei:M G=G, G2. Выберем в группе Gj элементы Ух,..,
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так, что(У1-Н^г;-^/),-.м(У*+№-^у,)~образую1цие группы Gi!{^Aj)^
i£M /еч - ■ ; /И

Аналогично, гр..., 2,-^—такие элементы из Ĝ , что Л;),
i£i\M

...,(2 ,-_ i+ 0  Лу)—образующие группы О’2/(0  Лу). Тогда группа Оj£l\M j£/\Mk
порождается подгруппой 0 ) Лу и элементами у,...,у^, z.^,...,Zr-s,

/=1
Если N —(T, Р)-матрищ группы G, построенная с помощью 
элементов yi,...,yj, Zr-s, то в любой ее строке либо все
элементы с номерами из подмножества М  равны нулю, либо рав­
ны нулю элементы с номерами из подмножества / \ М .  Очевид­
но, что такая матрица N  путем перестановки строк и столбцов 
приводится к блочному виду.

Пусть матрица N  группы G приводится путем перестановки 
строк и столбцов к блочному виду. Это означает, что сущесгву- 

*ет такое собственное непустое подмножество М  множестна / ,  
что в каждой строке матрицы N пц= 0  либо для J ^ M .  либо для 
у е /  I М. Пусть Gi =  <0A y>.*, (72= < 0 Лу>* и покажем, что

i£M ief\M
G =G ,0 O2. Для любого элемента g ^ G  имеем g =  а

где а j ^ A i ,  j= l , . . . , k .  Рассмотрим элемент л:,,
к

Для этого элемента p^mXi—'^  Пца/. Так как
/=1

л,у= 0  либо для j ^ M ,  либо для у е  /  | Ж, то-х,- принадлежит 
либо G2, либо G| соответственно. Следовательно, g e G , 0 G2, то 
есть G=G,0 G2.

Сл е д с т в и  е. Пусть' (Г,Я)-групга G разлагается впрямую 
сумму G==G|0...0G^, г^е каждое слагаемое G,, t= 1 , . . . , s , нераз­
ложимо и имеет ранг kj. Тогда класс (Т, А)-подобных мат­
риц группы G содержит такую матрицу которая путем пере­
становки строк и столбцов приводится к блочному виду

л  ̂ о
Л',

L о

где в блоке Л'',- содержится ki столбцов п каждый блок iVj пере­
становкой строк и столбцов уже не приводится к блочному виду. 
Обратно, если некоторая (Г, Я)-матрпца N  группы G приводит­
ся к вышеуказанному блочному виду, то группа G разлагается 
в прямую сумму S неразложимых слагаемых ранга А,-.

Пусть G—произвольная (Т, Я)-группа с полным квазиразло-
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жением Л = 0 Л у . Каждый автоморфизм 9 группы А (так как типы 
/=1

слагаемых Л,- попарно несравнимы) представляется в виде
(р = (г ,;^ .... гдегу, у =  Выясним, когда этот
автоморфизм продолжается до автоморфизма группы G.

Л е м м а 2. Пусть G—(Г, Р)-группа, определяемая (Г, Р)-мат- 
рицей М-(пц), Автоморфизм ....... tly,к
л, полного кЕазира''ложения Л = 0Л ,- группы G продолжается да

/=1
автоморфизма группы G тогда и тол/ько тогда, когда существу­
ет такая целочисленная матрица' S=(s,y) порядка гХ г, что 
A''pQ=5 ApP(mod/J'v), где Q и Р —диагональные матрицы вида

<7i 0 “ г, 0

Q= Р =

0 Чк _ и
k к

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G = < 0  Л/, V «,уау,
/='1 “

е /„ , ,  и пусть 9 продолжается до автоморфизма 9^
Г[угпы G. Тогда 9(0 )= < © Л у , 9(3:,).....9(х,) | р'т-Г(х,) = v  /г,.^х

/• 1 /_1
х(г, < 7 /)а / ,/е /т , '” = 1 ..... ■'>• Так как каждая групг а Лу, у=1,...„
Л, <7у-делима, то существуют такие элементы а.'еЛ у, чго ду=^^уХ

к к
Х а / .  Тогда G=r< 0  Лу, лг,,. .,x^'p‘mXi = У  iiijqia/, т= 1 ,...„

/Ti
V> и 9(G) =  < 0  Лу, 9(зс,) ...,9(зг,) i yt7'm9(JTi)= Vfl^^ryay',

'=1 _ /-I
=  1,.., v> , ro есть группы G и 9(G) относительно элементов а /  
определяются (Т, Р)-матрицами jVQ и Л'Р соответственно, где

Q =
0

Р =

г, 0 -

_ 0 <7* и _ 0  г, _
Так как 9(G)==G, то по теореме 2 существует такая целочислен­
ная матрица S, что (/VQ)p=S(A^Pjp(mod р‘/  или NpQ=SNpR  
{̂ raod р ‘/ .
' Обратно, пусть выполнено условие леммы, покажем, что авто­

морфизм 9 продолжается до автоморфизма группы G. Итак G=^
53.
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//1= 1,...,v>, рассмотрим 

m = l ....

k k
=  < © ^ y , p*mXi=yn,jaj, ii

/“ » /=1
к к

группу H =<@ Aj,  y^.....у, I p<myi = ' ^ i h j { r i  q j ] a , ,  i ^ I „
/=1 /=1

v> . Нетрудно видеть, чго автоморфизм ^ группы Л продолжается 
до изоморфизма ? группы G на Н  путем соответствия ср [aj) =  
=?(«/■), У=1,..-, k, H^(Xi)=yi, г=1,...,г. Если a j=qja /  для некото­
рых элементов а / ^ А - , ,  у = 1,...,А, то относительно а /,...,а* ' груп­
пы G и А/ будут определяться матрицами NQ и N R  соответст­
венно. Так как N pQ^SNpR  (mod р*̂ ) для некоторой целочис­
ленной матрицы S, то по теореме 2 G=H,  то есть ср—автомор­
физм группы G.

Т е о р е м а  5. Пусть G—произвольная (Г, А’)-группа с полным
К '  ■

квазиразложением Л = 0 Л / .  Каждый автоморфизм подгруппы А
■ i=̂^

продолжается до автоморфизма группы G тогда и только тогда, 
когда К является элементарной 2-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л является элементарной 2-груп-
К К

пой, то есть G = < © Лу, л;|,...,л:, | 2xi='^nijat ,  /= 1 ,..., г > . Если
/=1

«р=(г,/^1 ,..., —произвольный аВТОМОрфиЗ.М группы л, то Гу,
<7у—числа нечетные. Тогда все элементы матрицы N ( R —Q) явля­
ются четными числами. А это означает, что vVQ=5cV/?(raod 2), 
где 5 —единичная матрица порядка г. По лемме 2 автоморфизм 
ср продолжается до автоморфизма группы G.

Обратно, пусть всякий автоморфизм подгруппы Л продолжа­
ется до автоморфизма группы G и покажем, чго К является эле­
ментарной 2-группой. По условию каждый автоморфизм группы 
Л, действующий как тождественный автоморфизм £ на Л̂  и 
как—£ на остальных слагаемых Лу, }Ф1, продолжается до авто­
морфизма группы G. Согласно [7] тогда 2 0  е Л , то есть А—эле­
ментарная 2-группа.

К

Если G—(Г ,/Cj-rpynna С полны.м квазиразложением Л =  )Aj,
г -I

то согласно [2] каждая подгруппа Л,-, вполне характе­
ристична в G. Следовательно, существует естественный мономор­
физм группы Aut G в Aut Л, ставящий в соответствие каждому 
автоморфизму о группы G автоморфизм ср=(ср,,...,®̂ )̂ группы Л, 
где сру—ограничение автоморфизма 9 на подгруппе Лу, У = 1 ,...,/fe. 
Теорема 5 дает .ответ на вопрос', когда этот .мономорфизм явля­
ется эпиморфизмом, то есть изоморфизмом.
54
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ОБ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ, И 

П. А. Крылов

В раээте прэаэл-кзиы исслздова.шя, начатые в 11,|2]. В [2] 
изучалась неприводимая ааелева группа G без кручения. Для 
такой rpyiiribi О /^xQ -модуль GxQ  неприводим (/?—кольцо эндо­
морфизмов группы О)'. Изучается группа О, у которой этот мо­
дуль является однородным ^вполне приводимым, то-есть прямой 
суммой попарно изэморфных'неприводимых модулей. Оказывается, 
исследование такой группы можно во много.м свести к случаю 
неприводимой группы. А в наиболее важных и естественных 
ситуациях такое сведение удается осуществить полностью.

Пусть G—группа без кручения с однородным вполне приво­
димым /?хР-мэдулем GxQ  (если G имеет конечный ранг, то это 
равносильно то.му, что .^xQ —простое кольцо). Выберем в О 
какую-либо минимальную р/т-подгрунпу Н, то есть .минималь­
ную сервантную вполне характеристическую подгруппу. Как 
группа. Я —неприводимая группа. Тогда ^ x Q —неприводимый 
/?Х(?-.модуль. Поэтому отображение ограничения а е  /?
является вложением колец l:[G)-^t:{H). Случаи, когда это вло­
жение—изоморфизм, встречаются редко.

Положим С=Епб/?Я. Здесь С—область целостное!и и Я —пра­
вый С-модуль. Суще,''твуег канонический моно.морфнзм колец 
/?—»Е!к1с Я. Естественней выяснять, когда он является изомор­
физмом. Однако и этот модуль Я  еще не очень удобен, так как 
Я  является произвольной неприводимой группой.

Выберем в Я  некоторый ненулевой циклический /?-.модуль F. 
Тогда Я—неприводимая эндоциклчческая группа |2, определение 
1.3]. Положим C =Eid^F. Здесь С—также область целостности, 
а F —правый С-модуль. Ввиду ре!ультатов работы |2] всякий 
ненулевой С-подмодуль в F  конечного С-ранга квазинзоморфен 
свободно.му С-модулю. И имен!Ю этот модуль F  мы будем 
ис^юльзова гь. Как и выше, канонический гомо.морфи^м/?—̂Endc Я 
■является мэноморфцз.чо.ч. В теореме 1 выявляется, когда он

‘ Знак X здесь и далее обозначает тензорное произведение.
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таких групп.
Однако можно пойти ^дальше. При подходящих условиях 

существует, оказывается, изоморфизм между категорией всех 
подмодулей С-модуля F  и категорией определенных подгрупп 
группы G (теорема 2). В этом смысле мон<но сказать, что иссле- 
догание группы (J с однородным вполне приводимым /?x Q’"MO-̂  
дулем OxQ  сводится в рамках теории категорий к исследова­
нию определенной неприводимой группы.

Кро.ме указанных теорем приводится результат об изоморфиз­
ме колец эндоморфизмов рассматриваемых групп (теорема 6)., 
Зате.м из основной теоремы 2 получается эквшалентность неко­
торых двух категорий (теорема 4) с конкретными приложениями 
(следствия 4 и 6).

Как и 3 [1,2], Z обозначае.т кольцо целых чисел, Q—поле 
рациональных чисел. Вместо A X zB  будем писать А х В .  Сделаем 
одно важное замечание относительно результатов ра:^оты [2]. 
В [2] исследовалась неприводимая груш а G без кручения, то есть. 
С(р)Х(<?-модуль CjXQ для такой группы CJ неприводим. Дока а - 
тельства всех результатов работы [2] без всяких изменений 
справедливы в том более общем случае, когда /?—такое подколь-^ 
цо в £'(6’), что ^X Q -модуль CxQ  неприводим. Мы будем посто­
янно ojiHia.bCH на это .-амечание и ссылаться на [2] для этого, 
общего случая, не делая никаких оговорок. В |2 | группа G рас­
сматривалась как модуль над центром С кольца эндоморфизмов. 
Z:'(G) группы G. Но С=Епс1£(0) О'. Поэтому в упомянутом о'щем 
случае C=End;? G и G рассматривается как правый С-модуль. 
Например, теорема 1.5 [2] формулируется в этой общей ситуации 
следующим образом.

Пусть С—группа без кручения; /?—подкольцо в C(G). Допус^ 
ТИМ, что GXQ—неприводимый /?хР-модуль, а G—конечно-поро- 
жденный /?-модуль. Положим C=Er.d;jG. Тогда каждый С-под- 
мэДуль в G конечного С-ранга квазинзэморфен свободному С-мо- 
дулю.

Введем следующие обозначения: G—группа без кручения^ 
/?=E(G )—кольцо эндоморфизмов группы G; 5‘= ^ X Q —кольцо 
квазиэндоморфизмов группы G; l/==OX'Q~ee делимая оболочка. 
Эту оболочку естественным образом рассматриваем как левый 
6’-.модуль. Положим /<'=EndsK. Условимся, что К действует на.
V справа.

На протяжении всей работы G—такая группа, что 5-модуль
V является однородным вполне приводимым. Естественные при­
меры таких групп будут приведены нинсе.

5Г
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Если И—однородный вюлне приводимый 5-модуль, то он бу­
дет также однородным вполне приводимым /(’-модулем и непри­
водимым 5 —/С-бимодулзм. Если ненулевой элемент w лежит в 
некотором неприводимом подмодуле 5-модуля V, то oj/C—непри­
водимый /С-подмодуль в V.

Л е м м а  1. Пусть ненулевые элементы а, и Дг принадлежат 
некоторым неприводимым подмодулям 5-модуля V.  Положим 
Wi=aiK  и Л^==и '̂/п G (/= 1 , 2-). Тогда: 1) если а е / ?  и 
е Л .2 для какого-либо элемента д е Л , ,  то аЛ, s  Лг; 2) если 
е / ? ,  то либо либо л,—мономорфизм.

■ Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) /С-подмодуль д,/С неприводим и пото­
му д,/С=д/С. Имеем аи^',=а(д/С)=(ад)/Сеи^г/С =  и^2- Отсюда 
а Л,=а(Ц^', f) G ) s  и '̂2Г|0==Л2. 2) Так как /C=End5l/, то ? является 
эндоморфизмом /С-модуля V -  Теперь достаточно учесть, что 
U î—неприводимый /С-подмодуль р V. Действительно, либо ?ivr̂  =  
= 0 , либо изоморфизм.

§ 1. В целях удобства следующие рассуждения разобьем 
ща пункты.

1) Пусть/У—некоторая минимальная ;?//-под руппа группы
lG. Обозначим W = H xG .  Ввиду [1] лемма 1.5 —гнеприводимый
5-модуль. Далее, 0 = E n d s l/—тело и 5 плотно в конечной топо­
логии кольца-EndDU  ̂ [3, с. 54]. Кольцо 5  плотно также в конеч­
ной топологии кольца End/f V. Если е : проекция, то мо­
жно отождествить D с еКе.

2) Зафиксируем некоторый элемент О ф а ^ Н .  Положим 
=/?д. Здесь F —точный /^-модуль. Имеем F x Q = R a X Q =  (f^X 
XQ)aXQ=SaXQ=W  и учитываем условия- наложенные на груп­
пу и кольцо R- Именно /? s ^ ( E )  и F x Q —неприводимый 
/?ХР-модуль. Пусть C=Endj^F- Рассматриваем F  как правый 
С-модуль. Посколыту /^—циклический /^-модуль, то по теореме 
1.5 [2] каждый С-подмодуль в F  конечного С-ранга квазиизо- 
морфен свободному С-модулю.

3) Имеем F x Q = W .  Если а е С , то я х  1—эндомор-физм /?-мо- 
дуля Û'. Поскольку /?X Q =5, то, очевидно, Endol^— EndsU '̂. Таким 
образом, a X leC ). В этом смысле считаем, что C s D .  Затем коль­
цо F(F) мы отождествляем с образом в Endgll?' вложения ?—»?Х 
•Х1, ?^С(/=') Из этих замечаний влтекают равенства C = C (f)  П 
n O = C (f)n /C .

Из леммы 1.4 [2] следует, что CxQ=D.  Проверим это ра­
венство снова. Так как С '=D, то C x Q ^  D x Q  Пусть 
Тогда ввиду FxQ='X^ получаем /i(arf) е д л я  некоторого нату­
рального числа п. Теперь F{nd)=(Ra)(fid)=R[nad) ^  F . Откуда 
n d ^ F { F ) f \D = C .  Следовательно, d ^ C x Q  и равенство C x Q = ^
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установлено. Заметим, что мы отождестваяем С с образом кано­
нического мономорфизма C—*CxQ, а—>аХ 1.

4) Положим Л =«/(■ П G. Как быао замечено выше, аК есть, 
неприводимый /С-модуль. Сира^ведливы равенства Л П Л  
= а С . Первое из них очевидно. Предположим, что b ^ a k O F .  
Тогда b=ak=g,  где k ^ K ,  g ^ F .  Имеем F k= [R a )k= R [a k )^  
= R g ^ F .  Отсюда k ^ F [ F ) { \ K = C  и b=ak ^  аС. Получили, что 
аК П F ^ a C  и, стедовательно, aKf\F=aC.

Справедливо также равенство AxQ=aR-  Поскольку А ^ а К  
а. аК есть Q-пространство, то A X Q ^ a K .  Пусть a k ^ a K .  Тогда 
n [ a k \ ^ G  и, значит, n [ a k ) ^a K { \G = A ,  то есть a k ^ A x Q .

5) Покажем, что группу Л естественным образом можно прев­
ратить в левый С-модуль. Положим Л4(Л) =  ( а е /? | аЛ е Л), 
Л ^(Л )=(ае/? I аЛ = 0 ). Здесь Л4(Л)—подкольцо в /?, а Л^(Л)—иде­
ал в Л4(Л). Группа Л является левым Л4(Л),уу(Л)-модулем. 
Докажем, что кольца С и M[A)IN(A)  изоморфны. ’ Это позволит 
считать Л левым С-модулем.

Так как то С—область целостности. Следовательно»,
сопоставление с—*ас, с е  С является изоморфизмом С ^аС  пра­
вых С-модулей. Этот изоморфизм индуцирует изоморфизм колец 
EndcCsEnd^aC. Кольцо С канонически изоморфно кольцу Endt,C 
и поэтому в итоге получаем канонический изоморфизм CsEndc 
аС.

Обозначим В=аС  и докажем существование некоторого 
изоморфизма

Ф :Ж(Л) W(Л)-*EndcД.
Отображение ограничения Ф ' : а—»ад, а е  Ж (Л), определено кор­
ректно. Действительно, а Д=а(ыС)= а(Л п Л  р Д=Д. Далее, 
для с е С  верно а(ас)=(ад)с, то есть щв е  Епб^Д. Потучилн, что 
Ф'—гомоморфизм Ж(Л)—»Епб,-Д. Пусть f:leEndci5. Выберем « е / ?  
так, что а а==^а. Тогда а е Ж (  Л) (лемма 1) и', как и 1̂ ыше, 
еЕпб^Д. Учитывая равенство a a = ^ a  и то обстоятельство, что 
ненулевые эндоморфизмы из Endc5—мономорфизмы, получаем 
«,в=3. Это говорит о том, что Ф'—эпиморфизм'. В силу лем.мы 
1 кег Ф'=Л'(Л), таким образом, Ф' индуцирует изоморфизм 
Ф : Л/(Л)оУ(Л)—̂ Епб^Д. Композицию канонического изоморфизма 
CsEndf^C и нзоморфиз.ма Ф~‘ обозначим 4’. Если с е  С, й е Л ,  
то иолонсим сЬ=^'{с)Ь, это превращает Л в левый С-модуль.

Чему равен элемент Ф'(с)? При каноническом изоморфизме 
C^^EndcoC элементу с соответствует.такой эндоморфиз.м модуля 
аС, при котором элемент а переходит в этемент ас. Пус1ьреЖ (Л ) 
таков, что. ^а  =  ас. Тогда *Г(с) =  (а-ЬА^(Л). Таким образом, 
сЬ=\1 Ь.
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в  ча:тности, если h=ad, d ^ С ,  то cb=[i b=[i.(ad)= {\ia)d= 
={ac]d и по""ому c{ad)=(ac)d. При d = \  получаем са=ас-

6) Итак, правый,’а Л—левый С-модули. Можно образо­
вать тензюрное произведение FX c^. Здесь С—область целостнос­
ти, для которой C x Q = ^ —тело. А С-модуль без кручения. 
Нужно учесть, ч:о. C ^ D ,  D есть кольцо эндоморфизмов непри­
водимого модуля. Причем всякий под.модуль конечного С-ранга 
в F  квазиизоморфен свободном/ С-модулю. С-модуль А также 
не имеет кручения. Действительно, по лемме 1 каждый эндо­
морфизм из M{A]—N{A] является мономорфизмом группы А. 
Поэтому 4 есть Ж(Л) Л'’(Л)-модуль без кручения и, значит, 
С-модуль без кручения. Относительно С-модуля А будет сказано 
-еще в теоре.ме 1.

7) Определим некоторый канонический гомоморфизм f : F x  
~Хс^—*G. С этой целью покажем, ч о отображение

F W A ^ G
<g,b>—̂ ab, F, b ^ A ,  a 

таков, что g = i  a.

сбалансированно над С. Для упрощения записей считаем, что 
< ад , b>=oib. Проверим корректнось этого отображения. Если 
a ' ^ R  и аа=п'а,  то (а—а')Л = 0 (лемма 1) и, следовательно, а6= 
=г'Ь.

Проверим линейность отображения по ' обоим аргументам. 
Пусть g i= i ja ,T . i^R  и b i ^ A  (/=1,2). Тогда ^>  =  <=‘ia +

/>>=(“!+=^2)*==^lЯ «2*=<S'i>^> +  <^2. b> a< g ,  bi+b2> =  
=zOi(bi + b^) = г  btA^7.b2=<g, b ,> + < g ^ b -2>.  Теперь покансем, 
что <gc, b > = < g ,  cb> при любом c e C  или <{aa)c, b > ~ < ^ a ,  
c b y ,  где g =  o.a, a e /?. Выберем реЛ4(Л) со свойством |ха=  
—OLC. Тогда [\,Ь=сЬ (пункт 5). Имеем <{а.а)с, Ь> — <ч[ас], Ь>=^ 
=  а), ЬУ—[щ)Ь=‘л[сЬ) — <л а, сЬ>. Этим закончено доказа­
тельство того, ч.о рассматриваемое отображение сбалансированно.

Существует гомоморфизм /  : FXcA~*G,  для которого f [ g X  
X/>)=3t b, где a s / ?  и ^ = а а [ 4 ,  с. 513]. Ясно, что im f = R A ,  где 
7?Л—вполне характеристическая подгруппа группы С, порожден­
ная подгруппой Л.

8) В этом и следующем пунктах найдем кет / .  Оказ лвается» 
кет /  совпадает с периодической подгруппой t[FXc^)  тензорно­
го произведения ДХс^. Гомоморфизм /  индуцтрует гомоморфизм 
абелевых групп [FXc^)'><Q—>GxQ=V. Здесь (/= 'Xc^)XQ=(Ex 
XQ)Xc(^'l XQ) ^l^Xc^A". S -модуль W является также правым 
/^-пространством. Поскольку ЛxQ  яв^тяется левым C xQ -моду-
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лем, а C x Q —D, то аК есть левое -О-пространсгво. Таким обра­
зом, существует тензорное произведение W X d'^K.

Так как C s D ,  то имеем канонический гомоморфизм IV^Xc^A^ 
—*VC’X[/iK, w Xcak—-wX[Ak  [4, лемма 11.12]. Используя равенс­
тво C x Q —D и беря во внимание то, ч.'о Н?^Х//гЛ'—группа бе.з 
кручения, так как является Q-пространством, получаем следую­
щее. Отображение WWaK^WXc<^K, <w, a k > —̂ wXc^k  сбалан­
сированно над D. Следовательно, существует гомоморфизм 
W X n ^ K —-WXcO-K. wXcflk—̂ wXcO’k, on вместе с указанны.м выше 
составляет пару взаимно обратных изо.морфизмэв. Таким образом, 
WXcO'K и W x ^ a K  канонически изоморфны. И гомоморфизм /  
индуцирует гомоморфизм f : W X .

Как действует/? Так как .S-модуль U7 неприводим, то lV'=Sa. 
Tlvtrb w X a k ^ W X n ^ K  п и '= ?а , где р е б ’. Тогда f [wXak) = 
?(аЛ)- Действительно, вспомним, что FxQ==W и A x Q = a K  (п. 
2  и 4). Поэтому существуют натуральные числа т и п со свой­
ством m w ^ F ,  n [ a k ) ^ A .  Откида mwXn{ak) ^  F X c ^  (точнее 
говоря, элемент m w xnak  лежит в образе канонического го.мо- 
морфиз.ма /^Х с^—̂ (/^Х с^)XQ). Выберем а е  R  так, что п т = ш ,  
и положим р= щ -'я . Тогда и mnf{-wXak)—f { m w X n i k i ~
= / { г а Х 1шк)=г[пак)=т%'^[ак). Отсюда f  { w X a k )= ’'^[ak), где 
ze>=? а.

9) Так как D=EndsU2, то W является 5 —D -бнмод'улем. Пока" 
жем, что аК является О —/С-бимодулем. Положим М\ак] =  \7.^ 
е  5" а(а/<') sa/C(,/V(a/<')=jae,Sia(aA')==0). Подобно том/ как в

5) был установлен изоморфизм Сз;УИ(Л),'(Л^(Л), доказывается, 
что D^M[aK) ,N[aK)  (по существу, это следствие теоремы плот­
ности). Причем первый изоморфизм индуцируется этим в.-орым. 
Так возникает левый /5-модуль аК. Поскольку М[аК) S.S, то аК 
есть M{aK)|N{aK)-K-б^iыoAyлъ и, следовательно, /5—Д’-бимодуль. 
Теперь можно заключить, что и^Х/уг/С" является ^'—/('-бимэдулем.

Уже отмечалось, что 1̂ —неприводимый S —Д-бимодуль. Дока­
жем, что то же вфно для И/Хо'зД’- Пусть Е—ненулевой под-П
бимодуль в W X dO-K и 0 ¥ = z = '^ W iX a k i ^ E ,  Можно считать, что

1̂ 1
элементы (ге),| линейно незагисимы над D. На основании плот­
ности кольца S в EidoU2 найдется а е 5 ,  для которого 
и ао ),= 0  (г=2;...,/г) [3, с. 49]. Откуда % z=yp.WiXa.ki=w^Xaky^  
^ В .  Лалее в си.:у неприродимосги 5-модуля W и Д-модуля аК 
для любых ■ элементов и а к ^ а К  существуют эле.менты
^ е 5  и / е Д  со свойством и (aki)l=ak (считаем к^ФО).

• Следовательно, w X a k  ^<^(w^'Xaki)l^B. Так что для всяких
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n k ^ K  элемент w X a k ^ E .  Поэтому E=WX[flk t  to  есть 
5 —Д'-бимодуль W X d ^K  неприводим.

Пусть 7s 5 и /е /С . Имеем следующие равенства, означаю­
щие. что f : W X rA K —̂ V—бнмодульный гомоморфизм. Пусть 
w ^ W ,  k ^ K  и w—oia, где a ^ S .  Тогда -(f{wXak)='(a{ak)— 
=^(^;a.){ak)=f({-;a.)aXak)=f(-((a.aXak)=f[-((wXak)) и {f[wXak))l 
=  {oi(ak)) l={aa)[kl]=a[aki)=f {(f. aXakl)  =  f ((a aXak)l]= f({wX 
Xak]l) .  Еще заметим, что a X a ^ W X r f iK v L  f (аХ а)= аФ  0. Уста­
новили, что / —ненулевой гомоморфизм неприводимых бимоду­
лей. Следовательно, / —изоморфи;м.

Итак, отображение f : F X c A —*G индуцирует изоморфизм 
( E X cA)XQ—*GxQ- Значит, кег f  ̂ t (F X c A ) -  Обратное включе­
ние вытекает из того, что G—группа без кручения. Значит, кег /  
= t{ F X c A )  и /  индуцирует изоморфизм

FX cA . t{FXcA)-*RA,

который также обозначим через / .  Положим U [F )= F X cA ' i [F X c  
Х А ) .  Имеем изоморфизм / :  ^У(/^)—*^Л. Отображение /  действу­
ет так. Если g ^ F ,  А, причем g=o^a, т о  f [ g X b ) = ib ,
где черта обозначает смежный класс. Если RA>=G, то получаем 
изоморфизм f  :U[F)—̂ G.

Обозначим через Z,[C) центр кольца С. Все кольца эндомор­
физмов наделяем конечной топологией.

Т е о р е м а  1. В ситуации, рассмотренной выше:
1) существует изоморфизм f  ■.U[F)-^RA\
2) если RA=G,  т о  существует изоморфизм f  •.U[F)—>G.Kpo- 

ме того, в этом случае существует канонический топологический 
изоморфизм колец R~EnAcF.  Или по другому, отображение 
ограничения а— a ^ R  является топологическим изоморфиз­
мом /^sfEnd^.E'. Существует также канонический изоморфиз.м 
колец Z(C) TsEndc/l;

3i если Л - плоский С-модуль пли F —плоский С-модуль, то 
t{Fy,(~A)=Q. Значит, имеем изоморфизм f - . F X c A —̂ RA\

4i С-модуль Л будет плоским, если С—наследственно справа, 
например С—область главных правых идеалов.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. 2) Если п е /? и а F = 0 , t o «U'’= 0. Так 
как Д'-модуль V —однородный вполне приводимый, то aV= 0  и 
а= 0 . Следовательно, отображение ограничения а—» а а  е  /? 
является вложением колец /?—>EadcF.____

Пусть р е  EndcE". Обозначим через рХ1 эндоморфизм фактор­
группы F X qA t [FXcA) ,  индуцируемый р. Положим а = / р х 1  /~С 
Здесь ae i'? . Проверим, что a,F=p. По определению отображе-
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ния /  для всякого
а/И.= (/Э Х 1/ “ ‘)/П=(/РХ 1 
= 3

F  справедливо f { m X a ) = m .  Отсюда
{mXa)—f ( ^ m X a ) = } f n ,  то есть ар =  

и имеем изоморфизм f^^E^dcF.
Покажем, что этот изоморфизм колец является топологичес­

ким. Ясно, что если окрестность нуля в кольце EndcF, то 
ее образ будет окрестностью нуля в кольце R- В данном случае 
изоморфизм /?—̂ EiidcF индуцируется каноническим мономор­
физмом 5 —♦EndflÛ ', где S = R x Q ,  а неприводимый 9-модуль 
W = F x Q .  Топология, индуцированная на 5  конечной тополо­
гией кольца /?, совпадает с топологией, индуцированной на 5  
конечной топологией кольца End^W. Отсюда видно, что, наобо­
рот, если 6'̂—окрестность нуля кольца R,  то ее образ является 
окрестностью нуля кольца Endc/^-

Действие этемента из Z{C) на А является, очевидно, эндо­
морфизмом С-модуля без кручения А. Покажем, что всякий эн­
доморфизм сре ЕпйсЛ может быть так получен. Этим и будет 
установлен канонический изоморфизм Z(C]^Endc^. Обозначим 
через 1 X ? эндоморфизм фактор-группы F X c ^ , t { F x A ) ,  инду- 
дируемый эндоморфизмом <р. Если Ь^ А ,  то f { a x b ) —b- п оэтому, 
положив р= / 1х ?  / - ' ,  найдем р 6= ( / 1х ® / “ М ^ = ( /1Х ?(а+ й) = 
= / ( a X 6 'f )= 6 'p при любом Ь ^  А_̂  Заключаем, что реУИ(Л) и 

Пусть |х= |л-|-уУ(Л). Тогда для_всех Ь ^ А .  Если
V—произвольный элемент из М(Л)/УУ(Л), то (pv)ft=|i (v^>)=(v6)-.p= 
=v(Acp) =  ''(p^>)=(vp)& и jlv=v|i. Следовательно, элемент р лежит 
в центре Кольца M [A ) /N [A ) .  Определим с=*1Г’ Ч1- Тогда ceZ(C ) 
и cb=\ib=b? при любом] Л. Таким образом, эндоморфизм 
? С-модуля Л совпадает с действием на Л элемента c e Z (C ).

3) Так как /^—группа без кручения, то есть плоский Z-mo- 
дуль, то имеем мономорфизм С-модулей F —*QxF.  Индуциро­
ванное отображение F X c ^ —̂ Q x F X c ^  также является мономор­
физмом ввиду плоскости модуля Л. Группа Q x /^ХсЛ не имеет 
кручения, как Q-пространсгво. Поэтому t { F X c ^ ) = 0 .  Случай 
плоского модуля F проверяется аналогично.

4) Достаточно показать, что каноническое отображение /Х сЛ  
—♦/Л является изоморфизмом для каждого правого идеала /  
кольца С [4, предложение 11.20]. учитывая проективность иде­
ала I, нетрудно получить, что  ̂ (/Х сЛ )= 0 . Далее, C x Q  есть 
тело н потому Л х С —плоский C x Q -модуль. В силу того же 
предложения каноническое отоЗражение /X c Л x Q —*/Л xQ  
будет изоморфизмом (как и в 8, /X cЛ x Q  и ( / X Q ) X cxq i ^XQ )  
канонически изоморфны). Так как ^(/Х сЛ )= 0 , то / Х с Л —»1Хс

63

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета /^XQ—мономорфизм н результирующее отображение I X c ^ —̂ fA  

также мономорфизм. Теорема доказана.
Если С—об асль главных правых идеалов, то по следствию 

1.6 [2| всякий С-иодмодуль в F счетного С-ранга свободен.
С л е д с т в и е  1. Если G—счетная группа, С—область глав­

ных правых идеалов и R A = 0 ,  то G—Л-свободная группа, то 
есть изоморфна прямой сумме некоторого чнсла’копнй группы А. 
Кроме того, С^1:{А). '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вейлу условий следствия и теоремы 
1 О^гДХс'^-Так как 1 О | =ш„, то 1 F  1 =и>о Д—свободный
С-модуль, Тогда G—-Л-свободная группа. Мойсно считать группу 
Л пря.мым слагаемым группы G. Отображение М  (Л)—>/:(Л), 
а—<’’х А имеет своим ядром идеал Л'(Л). В нашем случае оно— 
эпиморфизм. Следовательно, Сз?Ж(Л)/Л'(Л)^Е'(Л).

§ 2. У нас есть некоторые соотношения между группой G и 
С-чодулем F. Оказывается, можно ус1анови1Ь подобные соот­
ношения между определеннььми подгруппами группы G и под­
модулями модуля F.

С этой целью введем две категории. Пусть М—категория 
всех подмодулей С-модуля F. Если УИ, УУеМ, то множество 
морфирмзв из М 3 N  состоит из эндоморфизмов группы G, пе­
реводящих уИ в TV, то есть это множество {яеУ? | аМ е УУ). Д ля 
подгруппы P s G  положим 5р(Л) =  (УяЛ | « е /? ,  яЛе Р |. Пусть 
теперь G—категория всех подгрупп Р группы G, для которых 
Sp{A)—P. Как и для категории М, если Р, Т е С ,  то множество 
морфизмов из Р в Р есть ( а е Р а Р ^ Г ) .

Построим два функтора 0:M->-G и P :G -v M . Будем исхо­
ди ь из основных функторов X и Н от.

Для УИеМ положим Т[М)—МХсА'л  U[M )=M XcA' i[M XcA) .  
Пусть г ;УИ-»-Р —вложение и f / ( t ) : — индуциро­
ванный гомоморфизм. Так как ЛхС)—плоский C xQ -модуль, то 
отображение M X c ^ X Q  -*-FXcAXQ,  индуцированное вложением 
/, является мономорфизмом. Отсюда следует, что ядро отобра­
жения T{i) : M X c A - ^ F X c A  лежит в i(MXcA).  Можно заклю­
чить, что 6'(/)—мономорфизм. Обозначим f  G.
Теперь положим Так, функтор О действует на
объектах. Если Л 'еМ , а е Р  и a M ^ N ,  то 0[а)=/^^и(а)/м'^ — 
действие функтора О на морфизмах. Заметим, что для т ^ М  
всегда f м(тХа)=т  и поэтому М^О(М).

Л е м м а  2. Oi Mj eG.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нужно убедиться, что 5 с(Л1) (Л)=0(ЛТ). 

Если g^O [M ) ,  то g=/M {^miXbi)  с bj^ A .  Для каж­
дого / запишем где «jS /?. Тогда g = L  f  M[miXbi)— Sa, 6,.
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Достаточно установить, что а,Л 
имеем niiXz  
то есть а,г

iO{M). Для любого z ^ A
= М Х с ^  Н fM{tn iXz)^0(M).  Но / л ( ( / И , Х 2 )  =  а/2, 
0 (М). Дначит, ’XiA^O{M) и й'=Еа,6, е 5 о(Л1){у̂ )- 

Л е м м а  3. Предположим, чго где М,  Л / е М и
7S  Тогда 0 (7) = 7.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, как в лемме 2 ,g g O (Af), g = f м 
[Y.mCXbi) и nii=%ia, g ;g /? . Тогда 0(-f) g = 0 (j)^ i( i:w ,X * /)= //v  
^ ( Т ) / м  / ж ( £ / г а , Х ^ . ) = / ; у ( ^ Т ^ ^ ; Х ^ ; ) = =  / у  "  (Т=‘ <) bi  =
= 7  (2 д ,-6 ,)= 7 /.,и (2 а ;а Х & /)  =  т / м  (i^ /ri,X < !'i)= T ^-

Из ле.ммы 3 получаем, что если Z,eM  и о : vV -^L,  о е /? ,  то 
0 ( у5) = 7о = 0 (7)0 (о) и 0( Ui) =  lc( К). Учитывая еще лемму 2, видим, 
что мы действительно имеем функтор 0 : M - ^ G .

Определим /с : G -^М. Для P e G  положим Я(Р)=1а;л 1 а е  
е / ? ,  а Л е Р ) .  Эту группу Н { Р )  можно превратить в правый 

С-модуль. Именно, если t e C ,  а Ь ^ ' А ^  то считаем, что (guc ) Ь =  
= л ,а ( с Ь) .  Тогда Н [ Р ) .

Определим отображение Ар: //(Р )->Р как к р { а )= ч а ,ч ^ Н  {Р). 
Проверим, чго hp— модульный гомоморфизм. Для с е С  вы­
берем реУИ(Л) так, что 'Т(с)=р-|-^У(Л). Тогда сЬ—\хЬ при лю- 

■ бом А е Л  (п. 5). Теперь для всякого д е Я ( Р )  будет (Ар(д))с= 
— (аа)с=а(ас)=а(ш)==а(ра)=(ар)а. Поскольку (аЛе Л, то а р е  
е / / ( Р ) .  Отсюда (ap)a=Ap(ap). Взяв А е  Л, получим (ар)А=а(рА) 

А=а (сА)=(ас)А, то есть ар=ас. Следовательно, Ар(ар)=Ар (ас) 
и (р(ч))с=Ар(ас.}. Это равенство означает,^чго Ар—гомоморфиз.м 
правых С-модулей. Кроме того, если аа=0,  то а|л=0 по лемме 
1 и поэтому Ар—мономорфизм.

Положим Р(Р)=А р//(Р), Р е  G. Из определения Ар видно, 
что Р ( Р )^ Р .

Определим, как Р действует на морфизмы. Если Р, Р e G  и
Р -> Г , р е  Р, то положим Р(?)=Аг Н (^)h-^ , где, конечно, 

Н Н [ Р ) - ^ Н [ Т )  действует так. Для ч ^ Н ( Р )  /У(Э)д=?а.
Л е м м а  4. А’ (Р)=3, то есть А'( )̂ "является ограничением р на 

В { Р ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если п г ^ Р [ Р ) ,  то т=кр[ч)=ча,  где 
а е  //1Р ), и Р(р)щ=А'(р)(Ар(д))=А7-/У(Р)А?'Ар(д)=АДра) =  (ра)а= 
= р(аа)я*рт. Откуда А'(р)=р, и лемма доказана.

r i y c T b S e G n ^ r P  ~^S, 7 ^ Р .  Тогда по лемме 4 А'(р7)=Р7 =  
=£'(Р)Р(7) и А'( 1р) =  ]£-(р), то есть Р ; G-^M -функтор-

Т е о р е м а  2. Всегда 05= 1 . Если дополнительно t [ F X c ^ )= ‘ 
= 0  и 1 А ф А  для любого соэственного правого идеала /  кольца 
С, то 5 0 = 1 , то есть функторы О и 5  определяют изоморфизм 
категорий М и G. •
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категорий, то 1 А ф А  для любого собственного правого идеала 
/  кольца'С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что 0£'=?1. Для подгруппы 
Р  е  G убедимся, ч то (0£" )Р = Р . Если g^{OE)P,  то найдутся 
элементы n i i ^ E ( P )  и е Л ,  для которых g'=/£(P)(£/rt,X^/). Так 
как т ]  ^ Е { Р ) ,  то t n i = h p ( a . i )  — где a . i ^ H \ P ) .  Имеем g =  

Е/£(Р)(а;йХ^/) =  ̂ о‘,^/, где все а,ft, е  Р ,  то есть g  ^  Р .  Обратно, 
пусть g  ^ Р .  Предыдущие рассуждения можно обратить п  g  ^  
^ { О Е ) Р .

Если а е Р  II а Р = Р , ТО (0Е‘)я= 0 (/:(а))= 0(а)=а. Равенство 
0Р =1 доказано.

Допустим, что ^ iP X c^)= 0 'H  выполняется указанное условие 
на правые идеалы кольца С. Пусть УИ е  М. Докажем,чго (ЕО\М-= 
=УИ.

Для т ^ М  выберем я е Р  со свойством о.а=т. Для этого а, 
аЛ ^ О (Ж), то есть а е  Н[0 \М)).  Действительно, если ft е  Л, то 
aft = f  a X b ) = f  A\{niXb) eO(Af). Следовательно, m = 0La=ho{M) (a)
^E{0(M ))=(E0)M  и M^{EO)M.

Прелположи.м наоборот, что m ^(E O )M .  Тогда п1=Ьс(М)(’з-) =  
= а а ,  где а ^  Н { 0 [ М ) )  и аЛЕО(Ж) .  Обозначим через i вложе­
ние Ж ->-Р. Пусть <Ж , то>—С-подмодуль в F, порожденный

/XI
М к т. Имеем точную строку Ж Х с^—»<Ж , т> Х с '/^ -^ < Ж , /га> 
/Ж Х с^ *0. Покажем, чго <М,  от>/УИХс^=0-или, что все 
равно, i X l —эпиморфизм. Отметим, что треугольник

M X c A ^ F X c A

/ м \  у /
- Г

коммутативен по определению отображений /  и /д,.
Пусть Ь ^ А .  Так как / [ т Х Ь ) = ‘з.Ь, аЛ е О(УИ) и OiAf)=im /л1, 

то aft е  im f м- Значит, gft= /A i('zt)), где га е  Ж Хс^-Откуда /л((.га)
=  / ( / X П«' =  /( /и Х ^ ) и /пХ^=(/Х1)®/- Но У (РХ с^)=0, поэ­
тому черту можно убрать и /пХй=(г’Х1)™ для всякого ft е  Л. 
Получили,.чго /X 1—эпиморфизм и < Ж , т >  Ж ХсЛ=0.

Модуль < Ж ,от>  Ж является циклическим. Следогательно, 
он изоморфен С /  для некоторого правого идеала /  кольца С.

Таким образом, С /Хс^==0. Эго означает, что строка
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индуцированная вложением 1-*С, точна. Если v обозначает кано­
нический изоморфизм то образ отображения-vp равен
/А.  Следовательно, / А = А .  По предположению I  =  С, поэтому 
С 1=0  и <yW, от> Ж = 0 . Откуда <тИ,/га>=УИ и т , ^ М .  Равен­
ство М=[ВО)М доказано.

Если а. а М ^ М ,  то (£’0)а==Е(0(а);)==/:'(а)=а. Этим ПОЛ- .
ностью доказано, что ВО— \.

Осталось проверить, что если ЕС=1 и /А = А ,  то 1=С. Пусть 
/Х с '^ -’-С'Хс^—каноническре отображение. Ввиду равенства 
/А = А  оно—эпиморфизм. Так как С-модули /  и а/, С и аС 
канонически изоморфны, то эпиморфизмом будет и каноническое 
отображение aiy^c^->aCy<,cA- Поэтому 6"(a/)-^t/(a6') —также 
эпиморфизм. Пусть г : а/->.аС—вложение, то есть /= 1 |а /. Тогда 
0(г) =  1|С(а/). Поскольку 0 '(/)—эпиморфизм, то 0[i) :0[а[)->0{аС) 
также эпиморфизм. Но 0(г)=1|С(а/) и, следовательно, 0 (а /)=  
=0[аС). Теперь имеем aI={BQ)aI=[BO)aC=aC. Отсюда также 
!=С.  Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. а) По теореме 1, если/^—плоский С-модуль, 
то ;f(F X c^)= 0.

б) Если У1—плоский С-модуль, то /^AfXc-^)=0 для Ч1сякого 
С-подмодуля М в F. Это доказьпается так же, как аналогичное 
утверждение относительно F  в теореме 1. В таком слу'^ае для 
группы Р  е  G имеем P sE '(P )X c^-

С л е д с т в и е  2. Пусть С—область главных правых идеалов. 
Тогда всякая счетная подгруппа Р  е С  Л-свободна.

Действительно, если | Р  | =о>ц, то ввиду P lP js P  также 
i В{Р' I = coq. Отсюда С-модуль В[Р) свободен по следствию 1.6 

[2]..По замечанию 1 Р ^ Р ( Р ) Х с ^  и ясно, что группа Р Л-сво­
бодна. Заметим, что это следствие—более общее утверждение 
по сравнению со следствием 1.

Для подгруппы X  в G положим P(A')={aix | а е  Р, а Х ^ Х ] .  
Здесь Pt A')—подкольцо в кольце В(Х) эндоморфизмов группы X. 
Наделяем его конечной топологией. При определении ка-егорин 
G для подгрупп Р , Т  e G  в качестве множества морфизмов из Р 
в Т взяли ja е  Р  | a P s P } .  МоЖно было ограничиться сужени­
ями эндоморфизмов, то есть брать множество |а;р [ а е Р ,  аР =  
S  Г). То же верно для категории М.

С-сервантный подмодуль N  в М  это подмодуль, для кото­
рого N П Mc=Nc  при всех с еС . -Модуль называется локально 
свободным, если каждое конечное семейство его элементов 
можно вложить в свободное прямое слагаемое.

С л е д с т в и е  3. а) Подгруппа Р  e G  вполне характеристична 
в G тогда и тол о тогда, когда Е[Р) есть Р —С-подбимодуль в F.
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.6 ) Есл 1 Af—С-подмодуль в F, то каноническое отображение 
колец а->-0(а) является толологическим. По-
другому, если Я е  G, то о'обрджени^ ограничения а->я1я(Р) явля­
ется тополэгическим из)мэр4)измэм колец R\P) *R{E[P)).

в| Если Ж —подмодуль конечного С-ранга в F, то кольцо 
R{0{M)) дискретно в конечной тололэгии. Если Я—локально 
свободный С-модуль и Я = Е 1бсЯ, то верно обратное утвержде­
ние для С-сервалгных подмодулей М.

г) Если подгруппа Я е  Ссервангна в G, то С-подмодуль Я(Я) 
С-серванген в F.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  a ) .= v  Пусть от е  ^(Я) и ^ е Я - З а п и -  
шем от=яа с ае/У(Я).  Вполне хара <геристично:ть подгруппы 
Я влечет у я е  Н[Р).  Отсюда m=[-{a)a==hp(ia] е  hpH\ P]= Е[Р),  
то есть ■{ т ^  Е[Р). -<= Для Я —Д-подбимодуля т  в F прове­
рим, ч т о в п о л н е  характеристическая подгруппа в G. Пусть 
7 ^ Я  и g^D {M ) .  Зашсав ^-=/,^(2 от,Х^/)=^='<^л где е  Я и 
От;=я; а, найдем_т^=Е(7я,)?);. Так]|как т ОТ; ^ М ,  то дальше
E(T^<>/=/ni(SiOT,xM е О ( Ж )  и - i g ^ O i M ) .

б) П усть f / —окрестность нуля в R\M),  причем считаем, что 
М  л^ж-п в о тразе функтора Е. Златит, существуют элементы 
От|,..., nis е  М,  для которых f /= A n л < o t , , . . . , o t s  > =  {я s  R ( M ) | 
ami=0,  T= l,...,s). Из лемм 3 и 4 в и на ,  что U является окрест­
ностью н/ } кольца Я(0(Ж)).

Налротив, пусть {/—окрестность нуля! в Я(0(А4)). Тогда { /=
П I _____

= А пп< ^, g s > ,  g i^O {M ) .  Запишем gi-='!£i /м{т.цХЬц),  / = Ь
/=1

Здесь Л.• Докажем, что {/=Апп<от,-у | (= 1 ,
/ м

1=1
71* > .

S; 7 = 1 'г,->. Достаточна убедиться, что если 

i M ,  b i ^  А, то А п ^ — \ п «1,{rhiXbi), от, , . , _____
Если аот,=0 при всех г, то 0(я)g■=:/л^{/(*) AhV-m /м

{/(я) I, fniXbi= fM^^intiXbi=0.  Предполажнм сейчас, что я^^=0. 
Используя изоморфизм / из 9), отождествим М/Хо^Я с К. Пусть 
l/= v * i/y , где И,—нелрнводимыб А-мод/ль, причем один из них

есть. U7. Эле.мент g в тензорном произведении W X d^E  имеет вид 
'^jtiiXbi. Можно считать, что элементы bi линейно независимы 
над D и каждый из них лежит Ъ некотором слагаемо.м Пу, Из 
определения изоморфизма / : Ц /'Х даЯ ^\/ вытекает, что в таком 
случае элементы niCXbi лежат в различных слагаемых Vj. Поэ­
тому равенство aLmiXbi= 0  влечет oi{tniXbi)=^ при всяком L 
Пусг^ й,=^з^,,-где: А; еЯ ,'причем =7̂ О (используем неприво-
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дим оаь Л'-модуля аК). Тогда {a[nii'Xa))ki=a.{niiXaki)=Q. По­
скольку ограничение эндоморфизма ki на любом слагаемом Vj  
есть мономорфизм, то а miXa=^{miXa)=G.  Учитывая отождест­
вление WXc/iK  с V,  получаем am i=0  для всех i и « е Ап п  
< т , ....та*>-

в Предположим, что rmV.QM=t и М  лежит в образе функ­
тора В. Выберем некоторую линейно независимую над С систему 
элементов/и, /И/ модуля М.  Приняв во внимание, что Af—
С-модуль без кручения и любой элемент из М  линейно выража­
ется через т ,  получим следующее.

Есдн (x^R[M)  и anil—О ( i = l то аМ =0.  Следовательно, 
Ann </7г,,...,/И7>=0 и дискретнос'.ь кольца R{M)  установлена 
В силу б] кольцо I\iO{M)) также дискретно.

Пусть кольцо /?(Ж) дискретно в конечной топологии, причем 
С-модуль F  локально свободен, R=EndcF  и VW—С-сергантный 
подмодуль. Существуют элементы n i i n i t  ^  М  со свойством 
Апп<щ, ,...,т< > = 0  (аннулятор в кольце/?(Af)). Обозначим через 
W С-сервантный подмодуль, порожденный элементами nii т̂ . 
Если N  то можно выбрать элемент m ^ M —N.  Существу­
ет разложенце '^ = /^ 1 0 /^2.  ̂ котором конечно порожденный 
свободный С-модуль и m , n i i n i l  ^  Fi. Перейдем к D -прост­
ранству Элемент т линейно не зависит от элементов т ,  ,..., 
nil, поэтому существует эндоморфизм со свойством а F ^ ^ A f ,  
ат^О nanii=0  ( / = = 1 Для этого нужно использовать плотность 
кольца 5  в End^W  ̂ и сервантность подмодуля Af. Пусть тг: D -v F , 
—проекция. Тогда композиция areEr.dc Д = /?  и (ar)AfEAf. Зна­
чит, are /?(A f). Далее, {аг)/га=?̂  О и аг е  Ann<m, ,...,/и ,>, что 
противоречит выбору элементов т ,  т,. Следовательно, M —N  
и С-модуль М  имеет конечный ранг.

г) Пусть подгруппа Р е  G и она серван на в Q. Докажем, что 
подмодуль Е{Р) С-сервантен в Р . С этой целью допустим, что 
т с^Е [Р ] ,  где m ^ F ,  с е С  и с ^ О .  Нужно убедиться, что 
m ^ t ' ( P ) .  Так как Р(Р)=Ар/У(Р),то тс= Л р(а)= аа, где а ^ Н [ Р ) ,  
то есть а А ^ Р .  Выберем р е Р  так, что /п=ра. Для любого 
А е  А имеем ab= / (a a X b )= / (m € X b )= f (m X cb )= ^ (cb )  =  {^c)b. От­
куда а|д=р|дс. Покажем, что р ^ Н ( Р )  или рЛ е Р. Имеем р(сг) =  
a z ^ P  для всякого z e A .  Теперь вспомним, что CXQ—тело и. 3). 
Поэтому c d ^ l  для некоторого d ^ C X Q  и для этого d  сущест­
вует натуральное число ti со свойством nd е  С. Таким образом, 
c[nd)=^\-n, откуда пА е с Л. Значит, если А е Л ,  то nb=cz  для 
определенного элемента г ^ А и  ''^{nb)—''^[cz)^P.  Или /г(РА)еР.  
Сервантность подгруппы Р гарантирует, что р А е Р .  Получили, 
что p A s P  и 'А^Н[Р).  Поскольку /7т=рд, то щ—Ар(р) е / / ( Р ) .  
Следствие доказано.
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бедной'^йля ''РУ"™ иазывается локально Л-сво-
влгжи/ь\“ фГмоеТлаше;Г%о™^^^^ “  “ «"»

всевдГ локально Г ™ й ^ а .1 к ? л ь 2 '„  1 ? в „ 1 Г ы Г Г „ в [Г 1 ™

? ^ Г Е ж Е ~ " "  =

Х™мЙ” ь'о“% ™  “̂ Г п Г " 0

S f r a “ V“ i ® x E i H f a E ™ластью гаавных и д е ^ в  свободных модулей над об-

тогда, когда выполняются следующие условия:
I I Ŝ-модуль ^-однородный вполне приводимый-

ЦИКЛНнТкГ;Тмо7уЛь“ ;Г к "о ” ’ Z T T ’̂  "■=Р«’- “ Р<̂“ 0« I.с-модуль и (7= V a ^  /^-локально свободный

n i“coK Гак' Гкал'ьнГ св'о'̂ дй^й м 1 у Г  н Г " Г ' ™
МЫ 1 имеем изоморфюм i i  $̂ -v f̂ .̂oCHOBaHHH Teope-

KaГfГcлeдc^вии^f'^к'^^^^^^  ̂ ' 'и Т м ?  Асвободн^
Значит, Е (Л )= е (Л )х д Л ^ )^ ^ ^  где^й1тело""

( л - а к о й  " е ^ Г к а к  вы,5е1 Г а  Г ~  с"„°" F - b L ' ' "
Ь л 'Г Г Г Г "  "°^"РУ"™ “ fo имеем дальше елГую щ ее'Есл .1 А—прямое слагаемое группы G и А то F n  F п А
и, следовательно. F I1 .V * С , йтсюда, есл., элементы л? Г  s "f  
ТО существует разложение 0 = ' ^ ® Х , ^ € „  в котором все Л', ^  А

“ да т
« ^ 2  Имеем /=-=2: V n  А ,)0 { /= -л е .) , где все 

'=* 1̂ \
и X I ••
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слагаемые F f ] X i ^ C  и л:, Это доказывает
i“

локальную свободу С-модуля F  и справедливое 1Ь 2).
Докажем, что справедливо 1). Группа (7 имеет разложение 

G = A ^G t .  Пусть / / —некоторая минимальная /?//-подгруппа груп­
пы Л. Проверим, чш /? //—минимальная уо/Дподгруппа группы 
G. Вполне характеристичность ее очевидна. Предположим теперь 
что /г—натуральное число, g ^ G  и n g ^ R H .  Группа О как ло­
кально, Л-свободная обладает разложением О =Л |0 -...0 ЛйД^О', 
в которо.м Л ,-^Л (г=1 и Л , 0 . . . 0  Л .̂ Запишем 
A----^gk, g i ^ ^ i  и пусть Л;—проекции. Так как i i g ^ R M ,
то -Ang)=^gi^R/-f.

Учитывая изэморфнз.м Л, ^ Л  и вполне характеристичность 
подгруппы /?//, получаем RH [\ Л,- ^ R H р А=Н.  Откуда выводим, 
что пересечение /?ЯП Л,—минимальная /;/г-подгруппа в А,-. 
В частности, она сервангна в Л,- и потому включение е

:RH влечет - j g ^ R H .  Значит, g< RH,  поскольку ~ig-
i л

Этим установлена сервантносгь подгруппы RH.
Допустим, что ненулевая уо/г-подгруппа группы G, лежа­

щая в /?//. Тогда /:= (Л П ^)0 (G , П И с п о л ь з у я  локальную 
Л-свободу группы G, можно убедиться, что Л П 7: ^ 0 .  Тогда ЛПД 
—нен} ле2ая уз//-подгруппа группы Л, лежащая в Я. Следова­
тельно, АП^=А/.  Отсюда Е '= R H ^ R i  A g \ F ] ^ R F  s C  и E=REI. 
Таким образом, /? //—минимальная р//-подгруппа группы G. 
Группа Л'сервангио порождается своими мини.мальными /7//-под­
группам и. Опираясь снова на локальную Л-свободу групиы О, 
можно проверить, что она сервантно порождается минимальными 
уо//-подгруппами вида RH,  где / /  пробегает все .минимальные 
/7//-подгруппы группы Л. Следовательно, Л’-модуль V порожда­
ется минимальными подмодуля.ми, то есть он вполне приводим.

Почему И—од породны Гг вполне приводимый S-модуль? Пусть 
^ //| и некоторые минимальные уз//-под группы группы Л. 

Тогда /?//, и /?Я2—.минимальные уО//-подгруппы группы О. Пока­
жем, что минимальные подмодули /?^,X Q  и /? ^ 2X Q S-модуля V 
изоморфны. Калсдый из этих подмодулей порождается любым 
своим ненулевым элементом. Пусть поэтому R/i iXQ =Sa  и RH^X  
XQ=Sb,  гдеа ,/»еЛ . Проверим, что отображение Sa->-Sb, sa-*sb 
определено корректно. Допустим, что sa =  О для некоторого 
х е 5 , но sb=A=0. Элемент sb можно вложить в Л-сво5одное прямое 
слагаемое группы G. Беря вслучае необходи.мости проекцию, мож­
но получить гомоморфизм i : A ~ ^ A '  такой, что я а = 0, но лЬфО.  
Здесь Л '—некоторое прямое слагаемое группы G, зтзэмопфчое
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группе А. Но такого гомоморфизма Fie может быть, так как коль­
цо кЕазиэндоморфизмов Е(Л) „является телом. Значит, sb=0 и 
указанное отображение существует. В действительности оно 
является ненулевым гомоморфизмом S-модулей и следовательно, 
оно—изоморфизм. Минимальные подмодули вида R H x Q  ' поро­
ждают модуль V, поэтому доказали, что он является однород­
ным В1олн^ приводимым. Теорема доказана.

Итак, для локально Л-свободной группы О S -модуль V явля­
ется однородным впотне приводимым при условии, что кольцо 
квазиэндоморфизмов группы Л есть тело. Как можно сформули­
ровать в этом случае теорему 2 ? Рассмотрим кратко следствия, 
которые здесь получаются. Автор предполагает подробно и в 
более полном виде рассмотреть эти вопросы в другой щатье.

Пусть Л—-акая группа без кручения, что кольцо квавиэндо- 
морфизмов Е(Л) является т-елом. Положим С=Е[А). Рассмотрим 
такие функторы : /У = Н от2(Л,—)—из категории аЗелевых гру.пп 
в категорию правых С-модулей и 7’= ( —Хс^) и U==[—X c ^ ) t [  — 
— Х с^)—из категории правых С-модулей в категорию абелевых 
групп.

Если локально свободный С-модуль, то С(/^)=7'(/^)—ло­
кально Л-с'вободная группа. Если же G—локально Л-свободная 
группа, то Н {0 ]—локально свободный С-модуль. В качестве 
группы Л из теорем 1 и 2 можно взять любое прямое слагаемое 
группы С, изоморфное группе Л. Тогда вместо категории G мож­
но рассмотреть категорию всех подгрупп Р  локально Л-свобод- 
ньус групп, таких, что Sp(Л)=Я, а вместо категории М—катего­
рию всех подмодулей локально свободных С-модулей. По опре­
делению Sp(Л) =  }^pЛ I среНот( Л,  Я))—след группы Л в груп­
пе Р.

Т е о р е м а  4. Пусть Л—группа без кручения, у которой коль­
цо квазиэндоморфизмов является телом и 1 А Ф А  для любого 
собственного правого идеала I  кольца Е[А). Тогда функторы Н  
и и  осуществляют эквивалентность между категорией всех под­
групп Р локально Л-свободных групп и категорией всех подмо­
дулей локально свободных С(Л)-модулей.

Условие „/Л =7̂  Л для любого собственного г.рапого идеала 
/  кольца С(Л)“ появилось в [б|. Оно выполняется, если кольцо 
С(Л) наследстренно справа. Если Л имеет конечный ранг, то это 
же верно, если С(Л)—коммутативное кольцо ([6], следствие 2.4) 
или локальное кольцо.

С л е д с т в и е  4. Если Л—группа без кручения п Е (Л)~тело, 
то эквивалентны следующие условия:

1) I А ф  А для любого собственного гравого идеала /  коль-
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ца £'(Л) и всякая подгруппа Р Л-свободной группы со свойством 
5р(Л )= Р  Л-свободна;

2) £■(Л).—область главных правых идеалов.
В [6] этот результат доказан для группьГЛ конечного ранга. 

Теперь запишем пункты в) и г)^^следствия 3^'для нашего случая 
(.читаем С=£'(Л)). s»"

С л е д с т в и е  5. 1) Если Р —сервантная подгруппа локально 
Л-свободной группы G (Е(Л)—тело) и 5р(Л )=Р, то кольцо Р(Р) 
дискретно в конечной топологии тогда и только тогда, когда 
С-модуль Н[Р) имеет конечный С-ранг.

2) Если подгруппа Р  сервантна в О, то С-подмбдуль Н{Р) 
С-сервантен в H[G\.

Ввиду теоремы 4 и следствия 5 становятся ясными важные ре­
зультаты следствия IV работы, [5]. В силу установленной эквива­
лентности категорий они вытекают из соответствующих свойств ло­
кально свободных С-модулей.

С л е д с т в и е  6 [5]. Пусть Л —-группа без кручения, причем 
Е(Л )— тело, а Е{А ) — область главных идеалов. Тогда, если 
Р — такая подгруппа локально Л-свободной группы G, что 
Sp (А) =  Р, то справедливы утверждения:

1) счетная подгруппа Р Л-свободна;
2) сервантная подгруппа Р, у которой кольцо Е(Р) дискретно 

в конечной топологии, является прямым слагаемым группы G;
3) счетная группа G Л-свободна.
§ 4. Изучим группы, соответствующие в неприводимом случае 

группам, рассмотренным в теоремах 3.1, 4.1 и следствиях 3.4,3.6 ра­
боты [2]. Если G — неприводимая группа без кручения, С — центр 
кольца E(G), то в этих утверждениях требовалось, чтобы всякий 
ненулевой сервантный С-подмодуль в G содержал некоторый об­
разующий элемент ^ (G )-модуля G.

Мы ограничимся рассмотрением групп, являющихся неодно­
родным аналогом сильно однородных групп, изучавшихся в [2, 7, 
8]. Такие группы уже появлялись в литературе (1, предложение 
5.1j. Их (МОЖНО рассматривать и как обобщение транзитивных и 
вполне транзитивных групп [1, 2], когда «транзитивность» п.меет 
место не для всей группы, а для некоторой подгруппы, прежде 
всего для некоторой минимальной р[г-подгруппы.

О п р е д е л е н и е .  Кольцо С-,называется сильно однородным, 
если всякий его эле.мент есть целое кратное некоторого обрати­
мого в С элемента.

Доказываемая ниже тео'рема 5 применяется для описания груп­
пы без кручения конечного ранга, кольцо эндоморфизмов которой 
является кольцом матриц над некоторым сильно однородным коль-
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цом НЛП прямой суммой таких колец матриц (теорема 7, след­
ствие 9). Такие группы часто встречаются.

З а 1м е ч а н и е  2. Для сильно однородной группы G без круче­
ния справедливо утверждение, аналогичное замечанию 'перед лем­
мой 1. А именно: доказательства всех результатов работы [8] 
без изменений 'справедливы в том более общем случае, когда R — 
такое подкольцо в E(G), что группа обратимых элементов коль­
ца R действует транзитнвно на множестве всех сервантных под­
групп ранга 1 группы G.

- Т е о р е м а  5. Пусть G — группа без кручения с однородным 
вполне приводимьим S-модулем V. Предположим, что выполняют­
ся следующие условия:

а) группа G порождается своими минимальными pfi-подгруп- 
па.ми;

б) группа Aut G действует транзитнвно на множестве всех сер­
вантных подгрупп ранга 1 некоторой минимальной р//-подгруппы 
группы G. Тогда существует циклический левый /?-модуль F та­
кой, что кольцо C = E n d ;j/’ сильно однбродно, а F — правый С-мо- 
дуль без кручения, всякий подмодуль счетного С-ранга которого 
свободен. Существует левый С-модуль А без кручения такой, что 
кольца Z{C) и End(-i4 канонически изоморфны. Кроме того:

11 0 ^  FXc^ ,  а именно каноническое отображение F x ^ A - ^ O  
из теоремы 1 является изоморфизмом;

2) каноническое отображение колец /?->-End топологи­
ческий изэ.чэрфнзм, то есть сбалансированный точный 
7?-.модуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /У—минимальная уР/£-гюдгруппа 
группы G, о которой говорится в п. б). Зафиксцруе.м некоторый 
элемент Оф Н. Пусть F. С п А такие, как в теореме 1. Та­
ким образом, F = R a  и С =Е  id̂ j/ .̂

Е:ли X'  и Y'—некоторые сервантные подгруппы в F  ранга 1. 
то пусть X  и К—сервангные подгруппы в С?, порожденные .V' и 
Е'соответственно. Выберем a e Au t C / ,  для которого а -\'=К. 
Тогда nX '^% [X{]F)=Y{]F=Y'.

Итак, мы находимся в сигуацни замечания 2 относительно 
группы F  и кольца R. Именно F{F) и группа обратимых 
элементов кольца R  действует транзитнвно на множестве всех 
сервантных подгрущн ранга 1 ^pyппы F . В силу за.мечания 2 и 
теоремы 1 [8] кольцо С является сильно однородным, а /^—пра­
вый С-модуль без кручения, все подмодули счетного С-ранг 
которого свободны.

Сильно однородное кольцо С является областью главных пра­
вых идеалов. Поэтому по теореме 1 [п. 3) и 4)] и.меем канспш- 
ческий изоморфизм Покажем, что RA=G.  Тогда
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все оставшиеся утверждения теоремы будут следовать из тео­
ремы 1,

Допустим, что элемент О ф х ^ О .  Учигывая а), можно считать, 
что X лежит в некоторой минимальной /^//-подгрупне группы G. 
Положим X=xKf]G.  Здесь лг/С—неприводимый /С-модуль. Пере­
сечение X [ \ F  отлично от нуля и сервантно в F. Следовательно, 
оно содержит некоторый элемент Ь такой же характеристики, 
что и а. Так как хК^ЬК^то X=bKr\G.

По замечанию 1 [8 ] суш,ествуют a.^eA ut О, для которых га=Ь  
и ^Ь=а.  Значит, {'^г]а=а м {'х^)Ь=Ь. По лемме 1 ( pa ) As A и 
Х '= Х .  Таким образом, Зя|  ̂=  1д и â |,v =1л-. Откуда Я|л—изомор­
физм А на X.  Поэтому лгеаЛ , то есть x ^ R A .  В силу произ­
вольности элемента х  RA=G,  и теорема доказана.

Теорема 5 сводит по существу изучение группы G к изуче- 
яию сильно однородной группы.

С л е д с т в и е  7. Пусть G—такая группа, как в теоре.ме 5. Тогда:
1) ка-егория G из теоремы 2 не зависит от выбора элемента 

а, то есть опр,еделяется однозначно;
2) категории М и G из теорем л 2 изоморфны;
3) счетная чотфуппа Я е  G Л-свободна. Поэтому счетная груп­

па G 4-сво о тна и в этом случае С=С(Л), то есть Я(Л)—силь­
но однородное кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть а ,—ненулевой элемент, лежа­
щий в некоторой минимальной /7/г-подгруппе группы G, и 
At^aiKf]G.  Как и в доказательстве теоре.мы 5, а Л=Л,  и ЗЛ|  =  ' 
= Л ,  где a ,peAutG.  Отсюда если Я—подгруппа в G и 5Д Л )= Я , 
то 5р(Л |)=Я , и наоборот. Следовательно, существует единствен­
ная категория G для группы G.

2) Достаточно убедиться, что / Л ^  Л для любого собственного 
пра,рого идеала /  кольца С. Идеал /  равен «С для некоторого 
делого //. Допустим, что /А =  А. Тогда пА=А, поскольку G ^  
пссЯХс^. то я (7= Я Х слЛ = Я Х с^= 0 . Откуда t iR=R  и n F =  i R a ^  
= R a = F .  Далее учитывая что C=Eid)jF, получаем «С=С, то 
■есть /= С ,

Утверждение 3) получается из следствий 2 и 1.
Т е о р е м а  6. Пусть G ~ F X c ^  и G|C^F,Xc,4,—две группы из 

теоремы 5. Если кольца F{G) и F(G,] тоюлогически изоморфны, 
то CsC'i, кольца End-Я и Езб^.Я, топологически изоморфны и 
всякий топотэгический изоморфизм зр между ними индуцируется 
некоторым нолулинейны.м изоморфизмом модулей ср:Я-^-Я,, то 
есть =  1]еЕпб(;Я.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теоре.ме 1 кольцр C(G) и ЕпбсЯ, а 
также F(Gf) и ЕДс.Я, топологически изоморфны. Из условия 
теоремы следует существование топологического изоморфиз.ма
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End Пусть г])—некоторый топологический изоморфизм
этих колец. Мы находимся в условиях теоремы 3.1 [2]. По этой 
теореме существует изоморфизм абелевых групп а : ' акой,
что \j.’(r,)=:pTi(p-\ T,eEndc^, Определим отображение р:С->С, по 
правилу p(c) =  tpc9~‘, с е С . Легко проверить, что р—кольцевой 
изоморфизм. Если g ^ F ,  с е С , то имеем 9(g')p(c='f =
=.?('■?с )=^:(g'c). Таким образом, ®{g'c)=?(g‘)p( )̂.. Это равенство 
означает, что с—полулинейный изоморфизм модулей и F,c,. 
Теорема доказана.

С л е д с т в и е  8. Группы G и G, изоморфны тогда и только 
тогда, когда кольца F[G) и £"(0,) топологически изоморфны и 
существует полулинейный изоморфизм модулей и cA^.

Предложение 2 доставляет примеры групп из теоремы 5.
Сформулируем по-иному предложение 2.13 работы [2|.
П р е д л о ж е н и е  1. Пусуь О—сильно однородная группа без 

кручения идемпотентногр типа; R=E[G], S = R x Q  и С— центр 
кольца R. Следующие утверждения эквивалентны:

1) О—локально свободный С-модуль;
2) G—проективный R -иодуль;
3) кольцо 5 обладает минимальным левым идеалом;
4) существует сильно однородное Е'-кольцо Т без кручения 

и локально свободный Г-модуль М  такой, что G ^ M .  В этом 
случае С ^ Т .

Пр е д л о ж е н и е  2, Группа G без кручения является ло­
кально Л-свободной для некоторой группы А с сильно однород­
ным кольцом F(A) тогда и только тогда когда, группа G удовле­
творяет условиям теоремы 5 и кольцо S = R x Q  обладает мини­
мальным левым идеалом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  =>-. Пусть Л—групга без кручения с 
сильно однородным кольцом F[A), а. G — локально Л-свободная 
группа. Все односторонние идеалы кольца Е{А) исчерпываются 
идеалами вида пЕ[А), поэтому кольцо квазиэндоморфизмсв Е(Л) 
есть тело». Следовательно, к группе G можно применить теорему 3. 
В силу этой теоремы S -модуль П—однородный вполне приводи­
мый. Как и в доказательстве теоремы 3, считаем, что Л -о д н а  
из прямых стагаемых группы G.

Если о е Л , то элемент а можно вложить в подпространство 
W размерности 1 Е(Л)-пространства АХ0.  Откуда a ^ W [\А,
W'’П Л—минимальная /т/Сподгруппа группы Л. Таким образом, 
всякий элемент группы Л лежиТ в некоторой ее минимальной 
ур/г-поДгруппе. Отсюда можно вывести, что группа G удовле­
творяет п. aj теоремы 5. Для этого достаточно учесть локальную 
Л-свободу группы G и следующий факт, установленный в дока-
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зательсгве теоремы 3. Если / / —некоторая минимальная pfi-noR- 
грулпа группы А, то /? //—минимальная jy»//-подгруппа группы G.

Осталось показать, что группа G удовлетворяет п. б) теоремы 5. 
С этой целью установим следующий факт. Именно докажем, что 
всякий элемент группы G, лежащий в некоторой ее минималь­
ной ;С7//-подгруппе, можно вложить в ’прямое слагаемое группы 
О, изоморфное группе А. Обозначим С=Е(А).  Можно считать,П
что G—конечно Л-свободная группа, т. е. G =  V ®  Л/ , где все

г-т
группы л,- S Л. И м е е м G =  V® Л; ^ '^®Сх = (2®^) Х с^.

i = l п ^
Здесь прямая сумма п копий модуля С. Отождествим

П
G-C (2®С)Хс"^. Пусть элемент g лежит в некоторой мипималь-

П п
ной р //-п о 5групие группы G. Запилем g"= У ^ 'Х ^ь где

U i ^ A .  Все элементы лежат в одной минимальной pfi-noR- 
группе грулпы Л, скажем Р. Выберем в Р некоторый элемент 
а ^ О .  В силу минимальности подгруппы Р для каждого i суще­
ствую' эндоморфизм и натуральное число ti со свойством
Cia=tiai. п п

Имеем ‘ •••• i
Т=1 1=1

...-t„biCiXa)=bXa, где г > = У И  а к .• 1 +  Г

Т = 1
i r - - -^ng=bXa.

Элемент Ь можно вложить в прямзе слагаемое С-модуля Е®С»
изоморфное С, причем д о  юлнительное] ьСлагаемое—свободный 
С-модуль. Следовательно, элемент лежит в некотором
прямом слагаемом группы G, изоморфном группе Л. Элемент g  
также лежит в этом слагаемом. Дополнительное слагаемое явля­
ется Л-'Свободной группой, а именно^прямой суммой п —1 копии 
группы Л .

Пусть тетерь X  и К—сервантные подгруппы, ратга 1, лежа­
щие в одной минимальной /^//-подгруппе группы G. Можно 
написать G =Л ,0 G ,=Л 2';9 ^2. где Л, =  Л2=Л ; Хс:Л^; ЕсгЛ2 И 
G { ^ J 2- Существует изоморфизм А^-^А^, отображающий X  на V 
[1, предложение 5.1]. Сумма этого изоморфизма с некоторым 
изоморфизмом G,'-v G2 дает искомый ав:оморфиз.\^ группы G, 
переводящий X  в У. Таки.м образо.м, группа AutI? действует
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транзитивно на множестве всех сервантных полгрупп ранга 1 
любой минимальной р//-подгруппы группы G.

-<=.Всилу теоремы 5G где/^,  С, Л—такие как в этой
теореме, причем /"—точный сбалансированный /?-модуль. К С-мо- 
дулю F  можно применить, учитывая замечание 2, предложение 1. 
Так как кольцо S имеет минимальный левый идеал, то С-мо- 
дуль F локально свободен. Но С Х с ^ = ^ - И ясно, что G—локально 
Л-свободная группа. Точно так же, как в следствии 1, Е { А ) ^ С  
и £"|Л)—сильно однородное кольцо. Предложение доказано.

О п р е д е л е н и е .  Группа G без кручения называется р-прос- 
той (/7-палупро-той}, если кольца R  p R  простые '(классически 
полупростые] для всякого простого числа р.

Следующая теорема описывает строение группы G без круче­
ния конечного ранга с кольцом эндоморфизмов R, являющимся 
кольцом матриц над некоторым сильно однородным кольцом. 
Не уменьщая" общности, можно считать кольцо R  первичным.

Т е о р е м а  7. Следующие утверждения о группе G без кру­
чения конечного ранга с первичным кольцом R  эквивалентны:

1) группа G Л-свэбодна для некоторой группы Л, кольцо 
эндо.морфизмов которой сильно однородно:

2 ) кольцо матриц над некоторым сильно однородным 
кольцом;

3) а) группа G порождается своими минимальными pfi-\\oj\- 
группами и б) груша Aut G действует транзитивнО на множестве 
всех сергантных подгрупп ранга 1 некоторой минимальной 
/?/г-подгрунпы группы G;

4) G —/>-простая группа и утверждение б) из 3);
5) G —/?-полупроаая группа и б) из 3);
6 ) наследственно справа и б) из 3).

' Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что 1)ч=>-2). Первичность кольца 
R влечет простоту кольца S —R x Q .  Следовательно, 5"-модуль 
l '= G x Q - однородный вполне приводимый. Отсюда 1)-<=>-3) на 
основании предложения 2.

2 )= у4), 5), 6). Если С—некоторое ситьно однородное кольцО' 
без кручения, то все его односторонние идеалы имеют вид kC, 
> t=0,1,2,... Значит, все кольца С рС являются телами. Если те­
перь то R pR  ^(C,pC)j, . и кольцо RipR  просто, т. е.
G —^-простая группа и справедливо! 4), 5). Сильно однородное 
кольцо С является областью главных правых идеалов. Поэтому 
кольцо R наследственно справа и верно 6 ).

Если выполняется одно из утверждений 4), 5), 6), то извест-
П

но, что G = 2 ®^-, где все Ai сильно неразложимые попарно квази-
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изоморфные группы. Такая группа G порождается своими мини 
маль„ы„к Р/,.подгруппам,,. S o  д о к а з ы г ^  так
™ е"м  з Г "  ”  предложена, 2. Так,!;, образ»:

Следующие утверждения о группе G без 
кручения конечного ранга эквивалентны; '

Ij C=v^®0», где каждая (7,- вполне характеристична в G и

^.-свободной группой для некоторой группы А- коль­
цо эндомоофизмов которой сильно однородно; ^

од ,,ои„ы Г "вдльф ам н‘‘ сильно.
3) а) г р у т а  О порождается своими минимальными дЛ-поД- 

ве''всеу °  ' ‘Сйствует транзигивно на множес?-
? / / n'oarpTnTJp^H^nb,"?/;^'’''" '' минимальной

t \  п ^ Р ’ Холупроаая группа и б) из 3)-
О) наследственно справа и б) из 3) ,’
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чисто ПОЛУПРОСТЫЕ КОЛЬЦА И МОДУЛИ, 1 
с. к. Росошек

В работе (первой из цикла работ, посвященных данному кру­
гу вопросов) рассматриваются чистые аналоги различных клас­
сов модулей. Чистота понимается в смысле П. Кона [1]. Свойства 
чистоты, используемые в работе, описаны в [2]. При использова­
нии соответствующих классов модулей получены характеризации 
некоторых классов колец. Все рассматриваемые кольца — ассо­
циативные с единицей, все модули — правые унитарные.

О п р е д е л е н и е  1. Модуль М назовем чисто простым, если 
Л1 не содержит чистых подмодулей, отличных от нуля и М. Мо­
дуль М назовем чисто полупростым, если М изоморфен прямой 
сумме чисто простых модулей.

Ясно, что простой модуль — чисто полупростой, а полупростой 
модуль — чисто полупростой.

п р и м е р  1. Пусть R — регулярное по Нейману,кольцо. Тогда 
любая точная последовательность /^-модулей является чистой точ­
ной последовательностью. Следовательно, класс чисто простых 
/?-модулей совпадает с классом.,простых -модулей, а класс чисто 
полупростых /^-модулей совпадает с классом полупросгых /^-мо­
дулей. .

П р и м е р 2. Пусть кольцо целых чисел; ;V—Z —мо­
дуль ранга 1 (т. е. либо цитлическая р-группа Z(p'‘). * =  1,2,..., 
либо квазициклическая /7-групиа Z{p ’̂ )i либо подгруппа адди­
тивной группы рациональных чисел). Известно [3, с. 142], что 
абелева группа А не содержит собственных сервантиых подгруип 
тогда и только тогда, когда А изоморфна неко'-орой группе N  
ранга 1. Поскольку для Z-.модулей сервантность эквивалеигна 
чистоте, то класс чисто прос.'ых Z -модулей совпадает с классом 
абелевых групп ранга 1. Отсюда сле.дует, что класс чисто иолу- 
просгых Z-модулей совпадает с классом прямых сумм rpyiM 
ранга 1.

Хорошо известно, что модуль М  иолупрост тогда и только 
тогда, когда М  ваолне приводим (т. е. л ю б о й  подмодуль моду-
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ля М  есть его прямое слагаемое). Выясним, имеет ли место 
„чистый“ аналог этого утверждения.

О п р е д е л е н и е  2. F-'азовем модуль М  чисто вполне приво­
димым, -если любой его чистый подмодуль есть прямое слагае­
мое модуля М.

П р и м е р  3. Пусть ./?=Z—кольцо целых чисел. Известно что 
любая абелева группа К  такая, что всякая ее сервантная под­
группа есть прямое слагаемое в /С и имеет вид

р&̂-
где т:—произвольное мпоже''тво простых чисел; АГр—ограниченная 
/7-группа (т. е. p'^Kp=Q для некоторого целого числа /п>0); 
5 —однородная вполне разложимая группа без кручения конеч­
ного ранга; Z)—делимая группа. Следовательно, любой чисто 
вполне приводимый Z -модуль изоморфен нексЛорой ‘Группе К  
указанного выше вида.

Т е о р е м а  1. Пусть произвольное кольцо. Любой чисто 
вполне приводимый /^-модуль Ж есть чисто полупростой модуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можем считать, что М фО.  Покажем 
сначала, что любой ненулевой чистый подмодуль N  модуля М  
содержит ненулевой чисто простой чистый подмодуль. Пусть 

я е  Л"—[фоизводьный фиксированный элемент и рассмо'рим, 
множество Ф чистых подмодулей модуля Л', где Ф = |А /я ^ /. и 
/ .—чистый подмодуль в yV). Множество Ф непустое, т. к. О еФ . 
Возможны два случая.-

С л у ч а й  1. I  Ф I = 1 , т. е. Ф содержит только нулевой под* 
модуль. Покажем, что в этом случае N  есть чисго простой под* 
модуль; Действительно, предположим ' гротивкос, пусть .V не 
является чисто простым модулем. Тогда существует чистый под­
модуль К  модуля Л', отличный от О и Л̂ . Отсюда следует, что 
Л'—чистый подмодуль модуля М.  Так как модуль Ж чисто впол­
не приводим, то А —прямое слагаемое в Ж, а значит, и в tV, т.е . 
Л '=А '0А '' для некоторого ненулевого подмодуля К' модуля N. 
Поскольку О ^ я , то элемент «eVV не может принадлежать 
одновременно К  и А’',т . е. или п(^К,  илия^/С '. Следовательно, 
Ф имеет кроме О, по крайней мере, еще один элемент, ч о 
противоречит предположению.

С л у ч а й  2 .  I  Ф 1 > 2 .  Так как объединение возрастающей 
цепи чистых подмодулей есть чистый подмодуль [2], то легко 
видеть, что множество Ф удовлетворяет условию индуктивности. 
По лемме Цорна существует максимальный элемент Л 'еФ . Ясно, 
0 =^X=ji=N и А"—чистый подмодуль модуля Ж. Тогда А"—пря-

4 Заказ 6447 81
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мое слагаемое в М, а. значит, и в Л̂ , т. е. iV=-V0 A'o Д-'*» неко­
торого ненулевого подм)дуля X q модуля Л/.

Покажем, что A'q—чисто простой модуль. Предположим про- 
•тивное, пусть существует ненулевой чистый подмодуль V модуля 
X q такой, что К фХ^.  Тогда X q=Y{^Yq для некоторого ненуле­
вого подмодуля YQфXQ. Можем считать для определенности, что 

(если пфХ^,  то тем более n=^Y\ если пфХ^,  то, посколь­
ку О ф п  не может принадлежать одновременно Y и либо 
п ‘—У,  либо и, переобозначая. если потребуется, Yq на К,
а К на Kq, пол/чаем, что п —У):  Учтем теперь, что А '0К —пря­
мое слагаемое модуля N.  Непосредственно проверяется, чго 
n ^ .X y ) Y  или ^

Действительно, пусть д ^ А '0 К  и убедимся, что то гд ал ^Л ’0  
0 Kq- Имеем /г=л:+у, О У, Oy=y^Y  (если л:=0, то /г=у е
е  К, противоречие с пфУ;  если у = 0 , то п = х е К ,  противоре­
чие с Л 'еФ ). Так как N = X  9^0Ко и 0^/г, то Кп. Пусть д е  
еА '0К (,, тогда л = х '+ у 'о , Jc 'e  V, Уо'еК. Поскольку по пред­
положению л е Л '0 К , то п—х- \у ,  где хеЛ ", у е К . Таким обра-. 
зэм, имеем две записи элемента n ^ N  относисельно одного и 
того же прямого разложения тУ=А’0 К0 Ко, а именно /г=х-Ьу Ь 
0О=х'-гО+Уо'- Следовательно, имеем х-=х', у= уо '= 0 , откуда 
п = х ^ Х ,  противоречие с Х еФ .

Итак, имеем, чго элемент п не принадлежит хотя бы одному 
из прямых слагаемых -У 0  К или A '0 Kq. Отсюда следует, 
что А'0 К или А’0 К(, принадлежит Ф, что противоречит макси­
мальности X  в Ф. Тогда'A'j—чисто простой модуль, что завер­
шает доказательство для случая 2 .

Таким образо.м, показано, чго любой ненулевой чистый под­
модуль чисто вполне приводимого модуля М  содержит ненуле­
вое чисто простое прямое слагаемое модуля Ж.

Пусть (A'/lig/—множество всех ненулевых чисто простых пря­
мых слагаемых модуля М. Обозначим через Ф множество всех 
тех подмножес в S  множества /, которые удовлетворяют следу­
ющим условиям:

(I) —прямая сумма;
(П) —прямое слагаемое в М.

iss
Множество ^  непустое, так как любое одноэлементное под­

множество |t) s /  удовлетворяет условиям (I) и (li). Легко ви­
деть, чю частично упорядоченное по включению множество 
удовлетворяет условию индуктивности и, следовательно, по лем­
ме Цорна существует максимальный элемент Z ^ 4 ! ‘.

Покажем, что Ж = 0 Л '(. От противного, пусть МФЙ^Х^.
i&Z
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По (П) имеем, что ФЛ"; —прямое слагаемое модуля, т. е. A f=
«e'z

= ( f f  для некоторого подмодуля М'  ^ 0  модуля М.  По
<б2-

доказанному выше существует чисто простое ненулевое прямое 
слагаемое Xj^ модуля М \  которое является, очевидно, прямым 
слагаемым модуля М.  Имеем

1е^
для некоторого подмодуля М "  модуля М.  Но тогда (0Л ',)0А '/,

‘ez
есть прямое слагаемое модуля М,  Л'/„е {Xj-lig/ и подмножествэ 

множества /  удовлетворяет условиям (I) и (П). Следо­
вательно, ZU j/o)e*t'. что противоречит максимальности Z в W.

За vie "ИМ, что, как следует из примеров 2 и 3, утверждение, 
обратное к теореме 1.6, неверно. Следовательно, „чистый" аналог 
классического результата „полупростота =  вполне приводимости" 
не имеет места.

О п р е д е л е н и е  3. Модуль М  назовем чисто непрерывным, 
если:

а ' для любого чистого подмодутя К  модуля М  существует 
прямое слагаемое N  модуля М  такое, что К  есть существенный 
подмодуль в Л’;

б) если чистый подмодуль А модуля М  таков, что К изомор­
фен N.  Где Л̂ —прямое слагаемое Ж, то/С—прямое слагаемое мо­
дуля Ж.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть /?—любое кольцо, тогда всякий 
чисто вполне приводимый /^-модуль чисто нетрерывен.

Доказательство очевидно.
О п р е д е л е н и е  4. Мо.зуль М  называется чисто корректным, 

если для любого модуля N  из того, что Ж и /V изоморфны соот­
ветственно чистым подмодулям N ' ^ N  и Ж 'е Ж, следует изо­
морфизм M ^ N .

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть R — любое кольцо. Всякий чисто 
вполне приводимый /?-модуль чисто корректен.

Доказательство следует из [4, теорема 3].
Утверждение, обратное к предложению 2, вообще говоря, не­

верно.
П р и м е р  4. Известно, что любая прямая сумма цикличе­

ских р-групп чисто корректна. Из примера 3 следует, что суще­
ствует чисто корректная абелева группа, которая не является чи­
сто вполне приводимой.

Как видно из вышеизложенного, класс чисто вполне приводи­
мых модулей содержится в классах чисто полупростых, чисто не­
прерывных и чисто корректных модулей. Возникает естественный
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вопрос, для каких колец эти включения являются равенствами? 
Выясним, в частности, когда вышеуказанные классы модулей сов­
падают с классом всех модулей.

Вспомним, что кольцо R называется чисто полупростым спра­
ва, если любая точная чистая последовательность правых /?-мо- 
дулей расщепляется.

В [5] этот класс колец был введен под названием «чисто ква- 
зифробениусовы кольца», а в [9] уже использован более подходя­
щий термин «чисто полупростые кольца».

Из работ, [6, 7, 8] вытекает следующее утверждение:
Т е о р е м а  2. Пусть R— произвольное кольцо. Следующие ут­

верждения эквивалентны:
(а) любой правый ^?-модуль алгебраич*ески .компактен;
(б) любой правый/?-модуль имеет прямое разложение, допол­

няющее прямые слагаемые;
(в) любой правый ^-модуль есть прямая сумма неразложи­

мых модулей;
(г) любой правый /^-модуль есть прямая сумма конечно по­

рожденных модулей;
(д) любой правый/?-модуль есть прямая сумма ко)1ечно пред­

ставленных модулей;
(е) любой правый/^-модуль есть прямая сумма модулей с ло­

кальными кольцами эндоморфизмов;
(ж) R  — чисто полупростое справа кольцо.
Оказывается, что к этому списку можно добавить целый ргяд 

характеризаций, которые являются «чистыми» аналогами характе­
ризаций классически полупростых колец. В следующей теореме 
приведена часть таких характеризаций.

Т е о р е м а  3. Для' произвольного кольца R  следующие утвер­
ждения эквивалентны:

(I) любой правый /^-модуль чисто вполне приводикт;
(II) любой правый /?-модуль чи:то ^иолупрост;
(Ш) любой правый /?-модуль чисто непрерывен;
(IV) любой правый /^-модуль чисто корректен;
(V) чисто полупростое справа кольцо.
Д о к а 3 а т е л ь с т в о.' (1)=>-(11) следует из теоремы Ь
(II) =>-(V). Пусть любой правый 7?-модуль чис'о полупрост, 

т. е. изэморфен прямой сумме чисто простых правых /?-модулей. 
Поскольку, очевидно, любой чисто простой модуль неразложим, 
то любой правый .^-мо,а,уль изоморфен прямой сум.ме неразло­
жимых модулей. Следовательно, по теореме 2 получаем (II)=>-(V).

(1У)=>-(Г). Очевидно.
(1)=>-(11П. Следует .из предложения 1.
(III) =^(V ). Пусть
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0 - > Л - > 5 - ^ С - ^ 0 -
(.)

произвольная точная чистая последовательность правых /?-моду- 
лей. Покажем, что если выполнено условие (Ш), то (*)—расщеп­
ляемая последорагельносгь. Рассмотрим модуль где
В ' ^  А. По (III) модуль D чисто н£прерывен. Так как i{A) есть 
чи:гый подмодуль модуля 5, то /(Л)—чи:тый подмодуль модуля 
D.  Кроме того, имеем изоморфизм г(Л )^  В'. Из определения 
чисго непрерывного модуля получаем, что г(Л)—прямое слагае­
мое модуля В, т. е. последовательность (*) расщепляется.

Эквивалентность (IV)-<=>-(V) была доказана в [4, теорема 3]. 
Заметим, что в [4] чисго полупростые кольца назывались чисго 
квазифробениусовыми кольцами.

Выясним, над какими кольцами любой инъективный и соот­
ветственно л.юЗой плоский модуль чисто вполне приводи.м.

Т е о р е м а  4. ЛюЗой инъективный правый /?-мэдуль чисго 
вполне приводим тогда и тольто тогда, когда /?—нетерэво спра­
ва кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Пусть /?—нетерово спра­
ва кольцо. Ж —инъективный правый /^-модуль и Л̂ —чистый под­
модуль модуля М.  Покажем, что N  есть прямое слагаемое мо­
дуля М.

Заметиут сначала, что модуль М  аЗсолютно чист, так как лю­
бой инъективный модуль абсолютно чист (модуль М  называется 
аЗсолютно чистым, если М  чист в любом модуле, его содержа­
щем, или, эквивалентно, модуль М  чист в своей инъективной 
оболочке или, эквивалентно, Ext« (Z., М ) = 0  для любого конеч­
но представленного правого ^-мздуля L [lOj). Так как yV—под­
модули инъективного модуля М, то инъективная оболочка N мо­
дуля N  содержится в М,  следовательно, модуль N  чист в своей 
инъективной оболочке В (поскольку N  чист в модуле М).  Но 
тогда модуль N  абсолютно чисг и по [10, теорема 3] /V—инъек­
тивный модуль. Следовательно, ;V есть прямое слагаемое модуля 
М  и тогда Ж —чисто,вполне приводимый модуль.

Необходимость. Пусть любой инъективный правый /^-модуль 
чисто вполне приводим и пусть Ж —произвольный правый абсо­
лютно чистый ^-модуль. Тогда модуль Ж чист в своей инъек­
тивной оболочке Ki и, по предположению, Ж есть прямое слага­
емое модуля М.  Следовательно, Ж —инъективный модуль и по 
[10, теорема 3] кольцо /? нетерово справа.

Т е о р е м а  5. Любой плоский правый /^-модуль чисто вполне 
приводим тогда и только тогда, когда /?—совершенное справа 
кольцо.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть любой плоский 
правый ^-модуль чисто вполне приводи.м и УИ—произвольный 
плоский правый У?-модуль. Пусть свободный пра-

‘ег
вый У?-модуль, где < л :,>  для любого / е /  такой, что
^  F К  для некоторого подмодуля К модуля F. Покажем, что 
последовательность

0 - ^ K - ^ F - ^ F ; K ^ Q  (>К)

является точной чистой последовательностью.
• П

Пусть система уравнений (I)v k i ^ K ,  раз-

решима в моду те F.  Докажем, что это система разрешима в 
подмодуле К. тогда но [1] последовательность (>|<) точная чис ая. 
Пусть f i j ^ F .  i = \  есть решение системы (1) в
модуле F. Так как F К = М  есть плоский модуль, то по (11, 
лемма 11. 27] для любого А". /=1,...,х , существуют гомомор­
физмы 9/; F -> /( 'такие, что 9дй,)=А/. Отсюда, если обозначить 
9 j(/iy )= y ,yeA 'для любого г = 1,...,х; у= 1  ....п. получаем, что
П

y= l,...,s . Следовательно, мы i ашли решение систе-
/-1
мы (1) в подмодуле К и (>к)—точная чистая последовательность.

Поскольку модуль F чисто вполне приводим по условию (сво­
бодный модуль—плоский], то к  есть прямое слагаемое в F.  Но 
тогда FfK,  а следовательно, и М изоморфен прямому слагаемо­
му модуля F. Таким образом, УИ—проективный модз'ль. Мы по­
лучили, что любой плоский правый У?-модуль проективен. Сле- 
доьагельно. У?—совершенное справа кольцо.

Достатонность. Пусть кольцо R  совершенно справа; УИ —плос­
кий правый У?-модуль и TV—чис-'ый подмодуль модуля УИ. Тогда 
УИ —проективный модуль и. как следует из (12. лемма 3. 1|. УУ 
есть прямое слагаемое в УИ. Следовательно, любой плоский пра­
вый У?-модуль чи:то вполне приводим.
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КОЛЬЦА С ДИСТРИБУТИВНОЙ СТРУКТУРОЙ ИДЕАЛОВ

А. А. Туганбаев

Все кольца предполагаются ассоциативными и с  единицей^ 
модули — унитарными и, когда не указана сторона, правыми. 
Слова типа «нётерово кольцо» означают, что соответствующие 
модульные условия выполнены справа и слева. Через L 
обозначается структура всех подмодулей модуля М.

Модуль М называется дистрибутивным, если структура Л 
(М) дистрибутивна, т. е. АП(5-;-С)==Лf] В ^ А  П С для любых 
его подмодулей Л, 5, С. Кольцо Й называется дистрибутивным 
справа, если — дистрибутивный модуль. Дистрибутивным
кольцом называется дистрибутивное справа и слева кольцо. Дис­
трибутивными кольцами являются, например, коммутативные де- 
декиндовы кольца, кольца нормирования, строго регулярные 
кольца. Дистрибутивным модулям посвящен § 4.1 монографии 
П. Кона [1]. О некоммутативных дистрибутивных справа кольцах; 
говорится в работах [2—9]<

В теореме 1.1 данной работы выяснено, когда полунаследст- 
венное справа кольцо является дистрибутивным справа. В теоре­
ме 1.2 установлена связь между дистрибутивными кольцами,, 
кольцами слабой глобальной размерности единица и кольцами, у 
которых в любом фактор-кольце все эндоморфизмы конечнопо- 
рожденных правых или левых идеалов продолжаются на все фак­
тор-кольцо. В теореме 1.3 доказано, что дистрибутивное первич­
ное кольцо, являющееся конечно-порожденным модулем над 
своим центром, обязано быть полунаследственным максимальным 
порядком над прюферовой областью. В теореме 2.1, описывающей 
строение дистрибутивных колец с условиями максимальности для 
правых и левых аннуляторов, показывается, как такие кольца мо­
гут быть получены из цепных артиновых колец. Этот результат 
уточняется для коммутативных колец и колец, иётеровых по мо­
дулю первичного радикала. В теореме 3.1 дистрибутивные кольца,, 
являющиеся конечно-порожденными модулями над своими цент­
рами, охарактеризованы с помощью локализаций по максималь-
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ным идеалам центра. Этот результат уточняется в полупервичном 
случае в теореме 3.2.

О б о з н а ч е н и я  и о п р е д е л е н и я .  Если М — модуль над 
кольцом R ,  то для любых его подмножеств А ,  В  через ( А : В )  

■обозначим множество |г е / ?  | Лг е Л), а через г { В ) — множество 
( 0 : В ) .  Через 1 { Т )  обозначается левый аннулятор подмножества 

Т  кольца.^, через N(R) ,J (R) ,Z(Rfi )  — соответственно первичный 
радикал, радикал Джекобсона и правый сингулярный идеал коль­
ца R. (Напомним, что Z(R f f )= {a ^R  | г(а)—существенный правый 
идеал}). Кольцо эндоморфизмов модуля М  обозначается через 
ЕлфУИ) . Модуль называется конечно.мерным, если он не содер­
жит бесконечных прямых сумм подмодулей, не равных нулю. 
Подмодуль В  модуля М  называется замкнутым, если он не 
имеет собственных существенных расширений в модуле М.  Ре­
дуцированным кольцом называется кольцо без ненулевых ниль- 
потентных элементов.

Кольцо R  называется антисннгулярным справа, если Z(Rj^)=0. 
Кольцо называется инвариантным справа (слева), если все его 
правые (левые) идеалы являются идеалами. Кольцо, у которого 
все идемпотенты центральны, называется нормальным кольцом. 
Кольцо, у которого все главные правые идеалы являются проек­
тивными модулями, называется риккартовым справа кольцом. 
Кольцо, у которого все главные правые идеалы являются плоски­
ми модулями, называется ^/-кольцом. Понятие р/-кольца пра­
во—лево симметрично [16]. Мультипликативным подмножеством 
кольца R  называется любое мультипликативно замкнутое под-* 
множество кольца R  , содержащее единицу и не содержащее нуля 
кольца/?. Мультипликативное подмножество Т  кольца R  назы­
вается правым подмножеством Оре, если для любых элементов 
a ^ R ,  t ^ T  найдутся такие элементы a ^ ^ R .  что
Подмножество Т  кольца R называется множеством правых знаме­
нателей, если выполнены следующие два эквивалентных условия:
(а) Г —правое подмножество Оре и.для лобых эле.ментов а е /? ,  
t ^ T  из равенства t a = 0  следует, что я/ ,= 0  для некоторого / , е  
е Г ;  (б) существуют такое кольцо R t и кольцевой гомомор. 
f ' - R  >-Rr- что все элементы из / ( Т )  обратимы в Rr- каждый 
эле.менг кольца Rr и.меет вид / ( а ) / ( / ) ~ ’( а е /?. t ^ T ) ,  приче.м 
Кег (/)-----\a^R 1 для некоторого t =  T\ [11, с. ПО]. В этих
условиях кольцо Rr называется правым кольцо.м частных кольца 
R  относигельн ) множества Т.

Если 5 —правый идеал кольца R, то через В г  обозначается 
правый идеал кольца Rr- порожденный множеством / { В ) .  Идеал 
Р  кольца /? называется вполне первичным, если /? Р-область, 
т. е. кольцо без делителей нуля. Если множество правых зна.ме-'
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нателей Т  имеет вид T = R \ P ,  где Р —вполне первичный идеал, 
то мы будем писать Rp вместо Rr. Модуль, у которого все ко­
нечно-порожденные подмодули являются циклическими модуля­
ми, называется модулем Безу. Модуль называется цепным моду­
лем, если любые дза .его подмодуля сравнимы по включению. 
Модуль М  над кольцом R  называется модулем без кручения по 
XaiTopH, если для любых Ь = М ,  s ^ r ( b )  существуют такие эле­
менты Ь „ ^ М \  t i , . . . , t „ ^ R ,  что b = ^ b i t ' i ,  t i S = Q

Через W. g l .  d i m  {R) обозначается слабая глобальная раз­
мерность кольца R. Неравенство w .  gl. d i m  ( /? )< !  эквивалентно 
тому, чго все подмодули плоских Р-модз^лей являются плоски­
ми модулями. Кольцо называется целозамкнутым справа (слева), 
если.все эндоморфизмы его конечно-порожденных правых (левых) 
идеалов продолжаются на все кольцо. Кольцо R  называется 
самобазисным, если R  У(Р)—конечное прямое произведение тел.

§ I. Дистрибутивные и полунаследственНые кольца, плоские
модули

В лемме 1Л собран ряд известных результатов, приведенных 
для удобства вместе с доказательствами.

Л е м м а 1.1. Пусть / ? — кольцо. Тогда:
(а) если /?— антисингулярное справа кольцо, у которого все 

замкнутые правые идеалы являются идеалами, то R — редуциро­
ванное кольцо;

(б) если кольцо /?риккартово справа, то R — антнсингулярное 
справа кольцо;

(в) если R  — риккартово справа кольцо, у которого все замк­
нутые правые идеалы являются идеалами, то /? — редуцированное 
кольцо;

(г) если /?—редуцированное кольцо, то равенство /а = 0  при
а е / ?  влечет равенство а / = 0  и а/?П л(а)= 0, г{а)=1{а)\

(д) если R — редуцированное кольцо, то кольцо R  антисин­
гулярно;

(е) если R  — инвариантное справа полупервичное кольцо, то 
кольцо R  антисингулярно;

(ж) если R  — инвариантное справа кольцо, то любое его 
мультипликативное подмножество Т является правым множест­
вом Оре;

(з) если / ’—правое подмножество Оре редуцированного коль­
ца /?, то Г —множество правых знаменателей; 1

(и) если ^ —инвариантное справа редуцированное кольцо, то 
любое его мультипликативное подмножество является множест­
вом правых знаменателей;
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(к) если Г—подмножество правых знаменателей кольца /?, 
причем T = R \ P ,  где Я—вюлне первичный идеал кольца R. то 
кольцо R t локально.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а). Пусть R, а^=0, A ^ a R .  Выберем 
такой замкнутый правый идеал В кольца R, что Д П п р и ч е м  
Л +  5 —существенный правый идеал. Так как по условию Д -и д е ­
ал, то а В = 0, а(Л9^Д )=0, a ^Z {R ^)= Q .

(б) . Пусть a ^ Z ( R ^ ) .  Так как модуль aR  проективен и а /? =  
^ R  г{а), то r{a)=fR, е=е'^, причем г(а )—существенный правый 
идеал. Поэтому eR=R, а=0.

(в) . Утверждение следует из пунктов (а) и (б).
(г) . Если ta^=0, то откуда al=0.

Пусть b---=ax^aR f\r{a). Тогда а{ах)=0,  откуда а х а= 0 , (ах)‘̂ =  
= 0, а х = 0, /Ь=0.

(д ) . Утверждение следует аз того, что aR []г(а)=0.
(е) . Утверждение следует из пункта (д) и редуцированности 

и.авариантного справа полупервичного кольца.
(ж) . Пусть t ^ T .  Так как —идеал, то для любого R  

найдется такое а , е  Я, что at=ta\,  и все дока ;ано.
(з) . Утверждение вытекает из пункта (г).

■ (и). Утверждение вытекает из пунктов [ж) и (з).
(к). Утверждение проверяется непосредственно.
Де.мма 1.2. ПустьЖ —дистрибутивный модульнад кольцом Я. 

Тогда:
(а) если а , Ь ^ М  и аЯ П ^Я = 0, то r{a]-\-r[b)=R\
(б) если А, 5 —такие подмодули в М,  что Л р |5 = 0 , то Н от 

(Л, Я)=Ноп1 (Я, Л)=0;
(в) все .максимальные подмодули и все мннималь!1ые подмо­

дули модуля М  вполне инвариантны в М;
(г) все замкнутые' подмодули модуля М  вполне инвариантны 

в УИ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункты (а), (б) и (в) доказаны в [2], 

а  пункт (г) —в [71,
Л е м м а  1.3 |7]. Пусть Л/—.модуль над инвариантным справа 

кольцом Я. Тогда равносильны следующие условия:
(а) .модуль М  диетриЗутивен;
(б) Я--(Л : Д) i ( Д : Л) для любых конечно-порожденных Л, 

В е Ц М ) ;
(в) Л( Д : Л )=Д  для л:обого конечно-порожденного А е Ц М )  

и произволь:зого Д=7.(Л);
(г) ((В ,-С):А)=-^(В \ А) г (С : Л) для любых А, В , С ^  Ц ^ ) ,  где 

Д, С—конечно-порождены;
(д) (Л :(ДГ|С))=(Л  : Д) г(Л :С ) для л:о5ых А , В , С ^ Ц М ) ,  

где Д, С—конечно-порожденные модули,
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Л е м м а  1.4. Пусть /?—дистрибутивное справа кольцо. Тогда:
(а) У? редуцированное кольцо:
(б) если Р —вполне первичный идеал кольца Р, то Р \ Р — 

правое множество Оре;
(в) если Р —вполне первичный идеал кольца р , Г = р \  р , при­

чем для любых а е Р , / е Г ,  если t a = 0, то а(^=0  для некото­
рого t \ ^ T ,  то правое кольцо частных Rp существ}ег и является 
цепным справа кольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимо доказывать только пункт
(а), так-как пункты (б) и (в) доказаны в [7]. Достаточно дока­
зать, что если / е Р  и Л = г ( /2)—существенный правый идеал, 
то и Д = г ( / ) —существенный правый идеал. Дочус'им противное. 
Тогда В[\С=0  для не^соторого н^улевого правого идеала С. 
Если Л |=Л 'ПС, то Л ,^ 0 ,  поскольку Л —существенный правый 
идеал. Так как/2Л ,=^, то причем A^(]B=Q. Тогда по
лемме 1.2(6) /Л ,= 0 .  Поэтому Л, s  Л, П г(/)= Л , П Д = 0  и полу­
чено противоречие.

Л е м м а  1.5. Для кольпа Р  равносильны следующие у с л о в и я :
(а) Р —дистрибутивное сп[ава am и сингулярное справа кольцо;
(б) Р —дистрибутивное справа редуцированное кольцо;
(в) Р —дистрибутйвное справа редуцированное ^/-кольцо;
(г) —редуцированное кольцо и для любого максимального 

правого идеала Ж кольца Р  верно, что Ж—идеал, правое коль­
цо частных Rm существует и является цепным справа кольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (б) и (г) 
доказана в [7]. Эквивалентность условий (а) и (б) вытекает иа 
лемм 1.4 (а), 1.1 (д). Импликация (б)ч=(в) тривиальна. Оста­
ется доказать импликацию (б)=>-(в). Пу'ть б е Р .  Так как b R ^  
=  Р г ( 6), то для доказательства того, что ^Р —плоский модуль, 
достаточно показать, что для любого левого идеала А верно 
равенство АГ\г{Ь)=^-г{Ь)А [И , с. 33]. Пусть а^А{]г{Ь).  По лем­
ме 1.1 {г) aR[\bR=(i,  r(a)=l{a). Тогда по лемме 1.2 (а) найг 
дутся такие элементы х ^ г ( а ) .  у ^ г { Ь )  что \=х-\-У- Тогда 
а ^ х а  ; уо, причем из равепсгва г{а)=1{а) следует, что Хй=0. 
Поэтому а ^ у а ^  г{Ь)А, A(]r{b)^r \b )A '^A[]r{b) .

Л е iM м а 1.6. Пусть Р —инвариантное справа 
кольцо. Тогда;

(а) Р —редуцированное кольцо, обладающее 
правым кольцом частных Q;

(б) если кольцо Р  дистрибутивно справа, то 
ванное /.’/-кольцо, обладающее дистриЗутивным 
ческим правым кольцом частных.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Пункт (а) вытекает из леммы 1.1 (з), 
пункт (б] —из леммы, 1.5 пункта (а) и того, что классической
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правое кольцо частных дистрибутивного справа кольца дистри­
бутивно справа [2].

П р е д л о ж е н и е  1.1. Пусть /?—антисингулярное справа 
кольцо, причем w. gl. dim (/?Х 1 . Тогда равносильны следую­
щие условия:

(а) кольцо дистрибутивно справа;
(б) все максимальные правые идеалы и все замкнутые пра­

вые идеалы кольца /? является идеалами, д»гя любого вполне 
первичного идеала Р множество R \ P  является правым мно­
жеством Оре.

Д|0 к а 3 а т е л ь ст в о. Импликация (а)=>-(б) вытекает из лем­
мы 1 . 2 ( b ), ( г ) и леммы 1.4 ( б ) .  Докажем импликацию (б)=>-(а). 
По лемме 1.1 |а) /?—редуцированное кольцо. Пусть Ж —произ­
вольный макси.мальный правый идеал кольца /?. По условию 
Ж —идеал кольца и следовательно,, вполне первичен, поскольку 

Ж —тело. Тогда по условию 7 '= /? \Ж —правое множество Оре. 
По лемме 1.1 (з), (к) поавое кольцо частных Рм существует и 
является локальным кольцом. Пусть Q = R m. Так как w. gl. d i m  
(Q)<w. g l .  d i m  ( i^ X l  [ 10, c. 230,232]. t o  все правые идеалы 
кольца Q являются плоскими модулями. Пусть D—правый идеал 
кольца Q, порожденный двумя произвольными ненулевыми эле­
ментами а, Ь кольца Q. Так как Dq—конечно-порожденный плос­
кий .модуль над локальным кольцом Q, то модуль D q свободен

ti l ,  с. 131], откуда следует, что Q—область. Докажем, что 
)—главный правый идеал. В наших условиях для этого доста­

точно показать, что Q—правая область Оре. Обозначим через 
/ ; канонический гомоморфизм, а через R —фактор-кольцо 
R Р, где Р=-=Кег (/).Тогда идеал Р вполне пе'рвичен, поскольку 
кольцо R изоморфно прдкольцу об.?шсти Q. Так как по условию 
Р \ Р —правое множество Оре, то правая область Оре. Поэ­
тому Q—правая область Оре, поскольку кольцо Q изоморфно 
правому кольцу частных правой области Оре R относительно 
множества R \ { M P ) .  Поэтому Oq—циклический модуль на̂ д 
локальным кольцом Q и, слеДовательно, все его собственные 
подмодули малы в нем. Тогда, учитывая равенство D=^aQ^ bQ, 
получаем, что либо a Q = D ^  bQ, либо bQ=D^aQ. Поэтому Q—цеп­
ное справа кольцо. По лемме 1.5 кольцо Р  дистрибутивно справа.

С л е д с т б и е  1.1. Пусть Р —инвариан-ное справа полупер- 
вичпое кольцо, причем w. gl. dim (Р )< 1 . Тогда кольцо R  дист­
рибутивно справа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемма.м 1.6 (а) и 1.1 (д) кольцо Р  
антпсингулярно. Теперь применяем лемму 1.1 (ж) и предложе­
ние 1.1.

Л е м м а  1.7. Для дистрибутивного справа кольца Р  равно­
сильны следующие условия:
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(б) /?—антисингулярное справа кольцо и правый идеал г{а) 
конечно-порожден для любого элемента a ^ R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импликация (а)=^>-(б) следует из леммы
1.1 (б). Докажем ^^мпликaцию {б)=>(а). Пусть a e R .  Так как 
a R ^ R  г(а), то модуль aR  конечно представим и, кроме того, 
является по лемме 1.5 плоским модулем. Следовательно модуль 
a R  проективен [П , с. 48].

П р е д л о ж е н и е  1.2. Пусть /?—дистри5утивное справа кольцо, 
обладающее классическим правым кольцом частных Q. Тогда 
равносильны следующие условия:

(а) /?—антисингулярное справа кольцо и правый идеал г{а) 
конечно-порожден для любого элемента а е  R\

(б) /?—риккартово справа кольцо;
(в) Q—Строго регулярное кольцо, все идемпотенты которого, 

содержатся в кольце R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (а) и (б) до­

казана в лемме 1.7. В [ 12] ^доказано что для любого нор.маль- 
ного кольца R, обладающего классическим правы-м кольцом 
частных Q, условия (б) и (в) равносильны. Остается от.метить, 
чго все дистрибутивные справа кольца нормаль;1ы |2].

Т е о р е м а  1.1. Пусть /?—полунаследствецное справа кольцо. 
Тогда равносильны следующие усдовия:

(а) кольцо R  дистрибутивно справа;
(б) все максимальные правые идеалы и все замкнутые правые 

идеалы кольца R  являются идеалами и 
первичного идеала Р кольца R  множество 
вым множеством Оре.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как неравенство w. gl. dim (7?Х1 
равносильно тому, что все конечно-порожденные правые идеалы 
являются плоскими, причем проективность влечет плоскостность, 
т о  W. gl, dim (/?)<1. Утверждение вытекает теперь из предло­
жения 1.1 и леммы 1.1 (б).

С л е д с т в и е  1.2. Пусть /?—инвариантное справа кольцо. 
Тогда равносильны следующие условия;

(а) полунаследственное справа кольцо;
(б) /^—дистрибутивное справа кольцо, обладающее регуляр­

ным классическим правым кольцом частных;
(в) /?—дистрибутивное справа полупервичное кольцо и г (а)~  

конечно-порожденный правый идеал для любого элемента а е /?.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (а) и (б) 

доказана в [7] в предположении редуцированности кольца /?, 
которое является излишним по леммам 1.1 (в) и 1.6. ЭквИ|Валент- 
ность условий (б) и (в) вытекает из предложения 1.2.
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Л е м м а  1.8 Пусть модуль на.д дистрибутивным инвари­
антным кольцом fi.. Тогда модуль N  является плоским тогда и: 
только тогда, когда 7V—модуль без кручения по Хаттори.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как над лю'ым кольцом модуль 
является плоским тогда и тольто тогда, когда yV;;—модуль без; 
кручения по Хаттори и N X f \ N V = N ( X f \ V )  ,%ля любых левых 
идеалов А', К кольца [13], то достаточно доказать, что f) 

N Y = N { X {]¥) для любых идеалов Х , У  инвариантного кольца 
. Достаточно доказать включение N X [ \ N Y ^ N { X [ \ Y ) .  Пусть 

d^ '^ i , im ia i= '2 j j^ in jb j^N X[ \NY \  m i^ t i j^N ,  a i ^ X , b j ^  Y; Л =
R. Так как Л, 5 —конечно-порожденные 

правые идеалы дистрибушвмого инвариантного кольца /?, то по 
лемме 1.3 R = ( B : А)-\г(А : В). Поэтому 1=-«--|-'п для некоторых 
w e ( 5 :  Л), •пе (А: В}. Тогда а ,м е
^ А ( ] В ,  bjV^ А[]В d ^ N ( A f \  В) ^  N ( X  f\Y); N X f ] N Y ^
sA'CA-nK).

Л е м м а  1.9. Для кольца R  равносильны следующие усло­
вия:

(а) все фактор-кольца кольца R  являются целозамкнутымн 
кольцами, причем все левые и все правые аннуляторы элемен­
тов из R  являются идеалами;

|б) /?—дистрибутивное инвариантное кольцо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Импли.нация (а)=>-(б) доказана в пред­

ложении 4.2 (б) из [8]. Докажем импликацию (б)=>-(а). Так как 
все фактор-кольца R  дистрибутивны и инвариантны, то доста­
точно доказать, что кольцо R  целозамкнуто слева. Нам потре­
буются следующие известные факты: (1) [8, лемма 4.7] если 
кольцо R  инвариантно слева и /jAl—конечно-порожденный дист­
рибутивный левый 7?-модуль, то все подмодули из вполне 
инвариантны в (2) [15, с. 230] кольцо R  обладает дистри­
бутивной структурой двусторонних идеалов тогда и только тог­
да, когда для любых идеалов А,,...,А„ кольца R  и произвольных 
элементов х , ,..., 7? таких, что х,— А/-|-Лу, найдется такой:
элемент XS что х —х^еЛ / Пусть уИ—конечно-
порожденный левый идеал кольца R; /eEad(;j44); Rail
Л,=г(с/)=г(а/7?). Вейлу (1) f ( R a t ) ^ R a i  для всех 7. Тогда 
найдутся такие элементы х, ,...,х„е 7?, чТо f { a i )= a iX i ^  a iR =  
=7?а,. Поэтому для всех г, у верно равенстео 0==(^а,-П 7?а/) 
(Xj—Ху). Из леммы 1.3 [см. условие ( д )[, инвариантности кольца 
7? следует, что х, — х ,-е  (0 : Пау7?))’=  (О : ау7?)+(0 : а/7?)=
=Ai+Aj.  В силу (2) найдется такой элемент хеТ?, что х —х , е  
еЛ,-. Правилом g(y)=yx  задается продолжение на весь модуль 
pR гомоморфизма / ,
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Т е о р е м а  1.2. Для кольца R  равносильны следующие ус.ю- 
вия: (а) /?—редуцированное кольцо, все фактор-кольца которого 
целозамкнуты;

(б) /?—дистрибутивное инвариантное полупервичное кольцо;
(в) W. gl. dim и /?—инвариантное полупервичное

кольцо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (а) и (б) 

вытекает из лем.м 1.9, 1.1 (г) и 1.6 (а). Импликация (в)=>-(б) 
вытекает из следствия 1.1. Докажем импликацию (6) = v( b). По 
леммам 1.6 (а) и 1.5-/?—pf-кольцо. Так как над /^/-кольцом класс 
всех модулей без кручения по Хаттори замкнут относительно 
перехода к подмодулям [14], то по лемме 1.8 все подмодули 
плоских /?-модулей явЛяются плоскими модулями и, следова­
тельно, W. gl, dim (/?)jC1.

Л е м м а  1.10. Пусть /?—дистрибутивное справа кольцо, о*^ла- 
дающее, классическим левым кольцом^ частных Q; ^—элемент 
кольца Q, удовлетворяющий равенству q" для неко­
торого натурального числа п и центральных элементов aQ,...,a„ 
из /?. Тогда q ^ R  п q X ^ X  для любого правого идеала X  из 
R. В частности, R  содержит все идемпотентные и все нильпо- 
тентные элементы кольца Q. Кроме того, модуль Q̂ J ди:трибу- 
тивен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Модель дистрибутивен [2]. Пусть 
/ —эндоморфизм модуля Qp, задаваемый правилом /(у)=«7У при 
y e Q . ,В [2] доказан следующий результат (теорема 3.2 [2]): 
если / —эндоморфизм дистрибутивного модуля М, Х ^ Ц М ) ,  
причем —Z"-o /'(A ') для некоторого натурального /г, то
/ { Х ) ^ Х .  Отсюда и вытекает требуемое утверждение.

Л е м м а  1.11. Пусть /?—дистрибутивное справа кольцо с поли­
номиальным тождеством. Тогда:

(а) если кольцо R  первично, то /?—область Оре;
(б) если кольцо R  полупервично,то /?—редуцированное кольцо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как по теореме Познера первичное

PI-кольцо обладает классическим кольцом частных, которое яв ­
ляется кольцом матриц над телом, то пункт (а) вытекает из 
леммы 1.10. Пункт (б) вытекает из пункта (а') и того, что дис­
трибутивное справа полупервичное Pl-кольцо является подпря­
мым произведением дистрибутивных справа первичных PI-колец, 
являющихся по пункту (а) областями.

Л е м м а  1.12. Пусть Л—конечно-порожденный собственный 
правый идеал Дистрибутивной справа области R. Тогда Л=5>̂=Л-..

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что 4=Л'-’. Пусть Л4—макси­
мальный правый идеал, содержащий Л. Тогда по лемме 1.5
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jW—идеал, правое кольцо частных R m существует и является 
цепным справа кольцом. Тогда Лж—собственный -идемпотентный 
конечно-порожденный правый идеал локального кольца Rm, чего 
ло лемме Накаямы быть не может.

Т е о р е м а  1.3. Пусть R —дистрибутивное первичное кольцо, 
■являющееся конечно-порожденным модулем над своим центром 
■D. Тогда /?—пблунаследственная область Оре; D—прюферова 
область и кольцо R  является максимальным D -порядком..

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1.11 ( а ) о б л а с т ц  Оре, не 
содержащая по лемме 1.12 идемпотентных собственных конечно- 
порожденных правых идеалов. Тогда по теоремам 1.19 и 2.4 
работы [17] достаточно доказать, что если /ц—произвольный 
максимальный идеал центра D кольца R, то R  —полунаследст- 
венное кольцо. Так как /?т—кольцо частных дистрибутивной 
области R  относительно центрального мультипликативного мно­
жества D \ i n ,  то 7?л1—дистрибутивная область [2], являющаяся 
к тому же конечно-порожденным модулем над локальным коль­
цом Ди. Тогда дистрибутивная полулокальная область и,
следовательно, область Безу [5]. В частности, Дм—полунас- 
ледственное кольцо. ^

§ 2. Дистрибутивные кольца с условиями максимальности

Л е м м а  2.1. П усть/?—дистрибутивное справа кольцо, обла­
дающее вполне первичны.м идеалом N, лежащим в радикале 
J{R).  Тогда:

(а) идеал N  сравним по включению с любым правым идеалом 
кольца /?;

(б) либо /?—область, либо Л̂ —существенный правый идеал;
(в) a N = N  для любого элемента a ^ R \ N ;
(г) если R —кольцо с условием макси.мальности для правых 

аннуляторов, то идеал N  содержит все левые делители нуля 
• кольца R.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункт (а) доказан в [2]. Пункт (б) 
вытекает из того, что если то но пункту (а) для любого
ненулевого a ^ R  либо , aR f] . V - - О, . либо aR  П A'=aR ¥=0. 
Докажем пункт (в). По пункту (а) a R ^ N .  Так как /V—идеал, 
то a^Vs.V. Остается доказать, что если b ^ N ,  то Ь е а ^ / .  Пос­
кольку N a a R ,  то b==ad для iieKOTCJporo d ^ R .  Так как идеал 
N  вполне первичен и ad^JV,  то of e .V . Поэтому b ^ a N .  11,ока- 
жем пункт (г). Пусть a ^ R \ N ,  d ^г(а) .  Надо доказать, что 

Так как идеал /V вполне первичен, то d ^ N .  По условию 
найдется такое натуральное число п, что г(а”)=л(а” ' Так как 
по пункту (в) a i V = \ ,  то a".V==;V и, следовательно, d -^а''Ь для
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некоторого b ^ N .  Поскольку arf=0, то 6 е г(а "+ ')= г(а '') . Поэ­
тому d^a^b^O .

Л е м м а  2.2. Пусть /?—дистрибутивное справа неразложимое 
КОЛЬЦО; jV—его первичный радикал. Тогда:

(а) Л'—кольцо без нетривиальных идемпотентов;
(б) если R /N —либо кольцо с условием максимальности для 

правых аннуляторов, либо конечномерное справа антисингуляр- 
ное справа кольцо, то TV—вполне первичный идеал и qj'V=jV ддя 
любого элемента a e ^ \ / V .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункт (а) вытекает из того, что все 
идемпотенты кольца У? JV поднимаются по модулю ниль-идеала 
N  до идемпотентов кольца /?, которые обязаны быть в дистри­
бутивном справа кольце /? центральными [2]. Докажем пункт 
(б). По пункту (а) и условию дистрибутивное справа не­
разложимое кольцо, являющееся либо полупервичным кольцом 
с условием максимальности для правых аннуляторов, либо 
конечномерным справа антисингул'ярным справа кольцом. Тогда 
/? yV—областй [8] и применима лемма 2.1.

Л е м м а  2.3. Пусть ^ —дистрибутивное справа кольцо с усло- 
вие.м максимальности для правых аннуляторов. Тогда первичный 
радикал yV(/?) нильпотентен и совпадает с правым сингулярным 
идеалом Z{Rr), причем /? YV(y?)—редуцированное кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как /?—кольцо с условием макси­
мальности для правых аннуляторов, то —нильпотентный
идеал [10, с. 5б]. Поэтому Z(/?^J)syV(/?). Кроме того, yV(/?)s  
E Z (^ / j), поскольку по лемме 1.4 (а) идеал содержит все
нильпотентные элементы кольца R. Кроме того, по лемме 1.4(a) 
R  Z(/?/j)—редуцированное кольцо.

Л е м м а  2.4. Пусть ./?—дистрибутивное справа неразложимое 
кольцо с условием максимальности для правых аннуляторов, 
причем фактор-кольцо JR N(R)  либо не содержит бесконечных 
прямых сумм ненулевых идеалов, либо удовлетворяет условию 
максимальности для правых аннуляторов. Тогда 7V(/?)—вполне 
первичный идеал, содержащий все левые делители нуля, причем 
a N = N  для всех a ^ R \ N .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как конечномерность модуля рав­
носильна отсутствию бecкoнeч^^ыx прямых сумм ненулевых зам­
кнутых подмодулей, то правая конечномерность дистрибутивного 
справа кольца R N(R)  равносильна по лемме 1.2 (г) отсутствию 
в ЭТО.М кольце бесконечных прямых cy^ м ненулевых идеалов. 
Утверждение вытекает теперь из лем.м 2.2 (б) и 2.1 (г).

Л е м м а  2.5. Пусть /?—дистрибутивное справа неразложимое 
кольцо с условием максимальности для правых аннуляторов, не
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содержащее бесконечных прямы-J* сумм ненулевых идеалов. 
Тогда:

(а) 7V(/?)—вполне первичный .идеал, содержащий все левые 
делители нуля, причем a J V l R ) = N { R )  для всех a ^ R  N { R ) \

(б) если все правые регулярные элементы кольта R  регуляр­
ны, то R  обладает цепным справа артиново справа классическим 
правым кольцом частных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из лем.мы 1.2 (г) следует, что/?—ко­
нечномерное справа кЪльто. Тогда R  кольцо с условием
максимальности для правых аннулятороз [18]. Так как по лемме 
2.3 >J{R)=Z{R^), то пункт (а) вытекает из леммы 2.4. Докаже.м 
пункт (б). Из пункта (а) и условия следует, что множество Т 
всех регулярных элементов кольца R имеет вид T = R \ X ,  где 
iV=.V(/?) —впол le первичный идеал. Тогда по ле.мме 1.4 (в) пра­
вое кольцо частных существует и является цепным справа 
колыю.м. Ясно, что Q=/?v—'^•'^зссическое правое кольцо частных 
кольца R  и J(Q)=.Vy. Так как по лемме 2.3 идеал ;V нилыо- 
тентен, то Q—цепное справа полупримарное кольцо. Поэтому- 
Q—артиново справа кольцо.

Л е м м а  2.6. Пусть ^ —дистрибутивное справа кольцо с усло­
вием максимальности для левых аннуляторов. Тогда У?—конеч­
номерное справа кольцр.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Допустим противное. Тогда кольцо R  
содержит правый идеал А вида R, гдед/=5̂ 0 всех для L
Пусть Тогда r{bj)sr(bj^\) для любого /, поскольку
модули aiR образуют прямую сумму. По условию r{b„)=r{bn^ \) 
для некоторого числа п. Тогда b„R=R r(b„)^bn+\R. Пусть f : Ь„ 
R-*bn (i/?—изоморфизм; h ; bnR ♦''ал ♦ iR ^-алы^—проекция с ядром 
bnR. Так как b„RAdn\\R=0,  то Нот (b^R, ал+1/?)=0 по лемме
1.2 (б). Поэтому *^/=0, откуда b n \ iR = f  {bnR) sb„R .  Поэтому 
ani\=bn+\—b„ ^ b „ R  и получено противоречие.

Т е о р е м а  2.1. Для кольца R равносильны следующие усло­
вия:

(а) дистрибутивное кольцо с условиями максимальности 
для правых и левых аянул1торов;

j6 ) /?—конечное прямое произведе.яие колец /? ,( /= 1,.,., а), 
обладающих цепными артинозыми классическими кольцами част­
ных Q ,(/= l,..., я) и содерн ащих радикалы Af(Qi) колец Q,-, при­
чем все кольца /?, ^V(Q,) являются дистрибутивными областями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( a ) =v ( 6). Можно без ограничения о5щ- 
носяи считать, что /?—неразложимое кольцо. По лемме 2.6

конечномерное кольцо. По лемме 2.5 (а) yV(i'?)—вполне пер­
вичный идеал, содержащий все левые и все правые делители
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нуля. По лемме 2.5 (б) кольцо /? обладает цепным артиновмы 
классическим кольцом частных Q. По лемме 1.10 кольцо R  со­
держит радикал N{Q). _

(б)=>-(а). Можно без ограничения общности считать, что 
кольцо R  обладает цепным артиновым кольцом частных Q, при­
чем N=N{Q)=IV{/^)^I^  и дистрибутивная область.
Тогда тело Q—Q.N является классическим телом частных области 
R : Рассмотрим следующие три условия на произвольный модуль 
М  над любым кольцом ^ : ( 1) Ж —дистрибутивный модуль;
(2) никакой подмодуль модуля М  не обладает (фактор-модулем, 
изоморсфным модулю TQ^T, где Т—простой модуль; (3) для лю­
бого конечно-порожденного подмодуля L модуля М  верно, что 
Z, Z.iV(D)—дистрибутивный модуль над кольцом D N(D). Эквива­
лентность условий (1) и (2) доказана в [3]. Учитывая это, непо­
средственно проверяется, что условия (1) и (3) тоже эквивален­
тны. Поэтому 1.ам достаточно доказать, что если 0=т̂ Л—произ­
вольный конечно-порожденный правый идеал кольца R, то л== 
= А  ЛЛ''—дистрибутивный Я-модуль. Так как Q—кольцо главных 
правых идеалов, то ЛQ—ненулевой главный правый идеал коль­
ца Q и, следовательно, ЛС? ЛУУ—ненулевой адклический модуль 
(13д телом Q. Поэтому Q -модули AQ;AN и Q изомор(|)ны. Тогда 
Л-модуль А вкладывается_ в ^-модуль Q, который по лемме 1.10 
дистрибутивен. Поэтому -модуль А дистрибутивен и все доТ<а- 
зано.

С л е д с т в и е  2.1. Пусть/? — такое кольцо, что (фактор-кольцо 
./? iV(/?) инвариантно. Тогда равносильны следующие условия:

(а) /?—дистрибутивное кольцо с условиями максимальности 
для правых и левых аннуляторов;

(б) /?—конечное прямое произведение колец 
обладающих цепными артиговыми классическими котьцами част­
ных Q i( l< /< « )  и содержащих радикалы N(Qi) колецQ,-, причем 
все кольца /?,;7V(Q,) являются полунаследственными областями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из теоремы 2.1 и 
следствия 1.2.

С л е д с т в и е  2.2. Для кольца R равносильны следующие усло­
вия:

(а) /?—дистрибутивнсе кольцо с условиями максимальности 
для правых и левых аннуляторов, причем /? Л^{/?)—нетерово 
кольцо;

(б) /?—конечное прямое произведение колец /?,(1<̂ гЧУ/г), об­
ладающих цепными артинозыми классическими кольцами част­
ных Q ,(l< /< /i)  и содержащих радикалы Л'(С ;̂) колец Q,-, причем
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все кольца /?i7V(Q,) являются инвариантными наследственными 
нетеровыми областями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение вытекает из теоремы 2.1 и 
полученного в [6] полного описания дистрибутивных нетеровых 
колец.

С л е д с т в и е  2.3. Пусть R — коммутативное кольцо. Тогда 
равносильны следующие условия; |

(а) /?—дистрибутивное кольцо с условием максимальности для 
иннуляторов;

(б) /?—конечное прямее произведение колец 
обладающих цепными артиновыми кольцами частных
и содержащих; радикалы Л'(С?,), причем все прюферо-
вы области. I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из следствия 2 .L

§ 3. Дистрибутивные кольца, конечно-порожденные 
над центром

Л е м м а 3.1. Пусть Л—модуль над кольцом R; Z)—центр 
кольца R. Тогда:

(а) дистрибутивность модуля равносильна тому, что для 
любого максимального идеала т кольца D модуль Л„, является 
дистрибутивным модулем над кольцом R^.

(б) если кольцо R  является конечно-порожденным D -моду­
лем, то дистрибутивность модуля Aif равносильна тому, что для 
любого максимального идеала т кольца D  модуль является 
дистрибутивным модулем Безу над кольцом R„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункт (а) доказывается точно так же, 
как и в случае коммутативного кольца R  [19]. Так как для 
любого максимального идеала т кольца D  в случае, когда R d 
конечно-порожденный модуль, кольцо полулокально, тО'
пункт (б) вытекает из пункта (а) и того, что дистрибутивный 
модуль над полулокальным кольцом ягляется модулем Безу [5].

Т е о р е м а  3.1. Пусть R — кольцо, являющееся конечно-порож,- 
денным модулем над своим центром D, Тогда правая дистри­
бутивность кольца R  равносильна тому, что для любого макси­
мального идеала т кольца D  кольцо является самобазисным 
полулокальным правым кольцом Безу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как для любого максимального иде­
ала т кольца D кольцо R^  полулокально, то утверждение выте­
кает из леммы 3.1 (б) и того, что правая дистрибутивность 
полулокального кольца равносильна тому, что это кольцо явля­
ется самобазисным правым кольцом Безу.

Л е м м а  3.2. Для кольца R равносильны следующие условия:.
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(а) /?—дистриЗутивног слрава антисингулярное слрава полу- 
локальное кольцо;

(б) ^ —антисингулярное справа само'азйсное празое кольдо 
Безу;

(в) ^ —конечное прямое произведение самоЗазисных правых . 
областей Безу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (а), (б) выте­
кает из результатов работы |5|. Импликация (в)=>-(б) триви­
альна. Докажем импликацию (о)=>-(в). По лемме 8 (а) из |5j 
дистриЗутивное слрава полутокальюэ кольцо R конечномерно 
сгфава. Тогда дистрибутивное справа антисилгулярное справа 
конечномерное слрава кольцо R  обязано быть конечным прямым 
произве'дением дистриЗутивных слрава о'ластей |8]. Теперь поль­
зуемся тем, что условия (а) и (б) равносильны.

Т е о р е м а  3.2. Пусть R — полупервнчное кольцо, я̂ ’ля.отееся 
конечно-порожденным модулем над своим центром D. Тогда 
правая дксгрйЗутивность кольца /? равносильна тому, что для 
любого максимального идеала т кольца D кольцо является 
конечным прямым произведением самоЗазисных полулокальяых 
оЗластен Безу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 3.1, леммам 3.2 и 1.11 (а) 
утверждение можно считать доказа.1ным. Следует' только 
учесть, что область Оре, являющаяся правой оЗластью Безу, 
обязана быть и левой областью Безу (этот результат получен из 
предложения 1.3 § 1.1 [![).

С л е д с т в и е  3.1. Правая дистрибутивность пол/первичного 
кольца, являющегося конечно-порожденным модулем над своим 
центром, эквивалентна его левой дистрибутивности.

Л е м м а  3.3. Пусть R — дистрибутивное справа кольцо, не со­
держащее бесконечного множества ортогональных идемпогентов, 
причем г(а)—конечно-порожденный правый идеал для любого 
a ^ R .  Тогда:

(а) если /?—антисингулярное справа кольцо, то R —конечное 
прямое произведение областей;

б) если R —г1олу11ервичное колыю с полинЬмиаль:1ы.м тождест- 
во.м, то /?—конечное прямое произведение дйстрибутивных спра­
ва -областей Оре. .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно считать, что R — неразложщмое 
кольцо, являющееся по леммам 1.5 и 1.11 (б) редуцированным 
кольцом. По лемам 1.7 ц 1.1 (л) кольцо R  является риккарто- 
Бым справа кольцом. Так как дистри Зутивное справа кольцо нор­
мально [2], то из неразложимости R  вытека.ет, что кольцо R  не 
содержит нетривиальных идемпотентов. Тогда /?—область, пос­
кольку если a ^ R ,  г(а)фО,  то r(a)=eR, 0 ^ e = e ’^ R .  В случае.
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когда /?—кольцо с полиномиалЫ'ым тождеством, ^ —область Оре 
по лемме 1.11 (а). |

П р е д л о ж е н и е  3.1. Пусть R — полупервичное дистрибутив­
ное справа кольцо, являюи.,ееся конечно-порожденным мс\- улем 
над СВОИ.М центром, причем г(а)—конечно-порожденный правый 
идеал для любого и кольцо /? не содержит бесконечного
множества ортогональных идемпотентов. Тогда R = R ,X . . .XRn t  
где все /?,—полунаследственные области Сре с центрами 
являющиеся максимгльными 1),-поряд1 ами, а все —прюфе- 
ровы области.

■ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из леммы 3.6 (б), 
следствия 3.1 и теоремы 1.3.

З а м е ч а н и е  3.1. Пусть R — регулярное по фон Нейману коль­
цо, являющееся конечно-порожденным модулем над своим цен­
тром. Тогда дистрибутивность /?-модуля А равносильна тому, 
что для любого максимального идеала т центра D кольца R  
модуль является конечной прямой -суммой попарно не изо­
морфных простых /?„-модулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как все кольца /?„ полу локальны и 
регулярны и являются поэтому пслупростыми ар'иновыми коль-, 
нами, то утверждение вытекает из леммы 3.1 и того, что дис- 
три тутнвность модуля над полупростым артиновым кольцом эк­
вивалентна, ка{с легко видеть, его разложению в конечную пря­
мую сумму попарно не изоморфных простых модулей.

3 а м е ч а н и е 3.'2. Пусть нетеров модуль над кольцом R, 
являющимся конечно-порожденным модулем над своим центром 
D. Тогда дистрибутивнссть модуля равносильна тому, что для 
любого максимального идеала т кольца D  модуль А„ является 
дистрибутивным А*„-модулем, все подмодули которого являются 
циклическими -модулями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение вытекает из леммы 3.1 (б) 
и нетеровости всех /?„,-модулей А^.

Автор благодарен А. В Михалеву га ряд полезных советов.
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СЕПАРАБЕЛЬНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ" 
КАК ПРЯМЫЕ ПРЕДЕЛЫ

Л. Б. Хают

Сепарабельные абелевы группы играют, как извести^, важную- 
роль в теории абелевых групп. Однако строение сепарабельных 
групп без кручения изучено еще недостаточно. Как отмечает 
Л. Фукс в [1, с. 142], до сих пор не известно удовлетворительно­
го структурного описания таких групп (см. также П, проблема 
77]). В частности, нет даже критерия, с помощью которого в клас­
се несчетных сепарабельных групп без кручения можно было бы. 
выделить подкласс вполне разложимых групп. (В счетном случае 
каждая сепарабельная группа без кручения является, как извест­
но, вполне разложимой.)

В данной работе изучается строение множества всех прямых 
слагаемых конечного ранга сепарабельной группы без кручения. 
Этот подход к изучению сепарабельных групп основан на следую­
щем замечании. Если А — произвольная абелева группа без кру­
чения, а 5д==(Л,)/е/ — множество всех ее прямых слагаемых 
конечного ранга, то частичный порядок (отношение включения) 
на множестве S  индуцирует частичный порядок на индексном 
множестве /. Система групц и гомоморфизмов А =  (ЛДг е / ) ;  
где т̂ц : Ai~^Aj — естественное вложение подгруппы Л/ в груп­
пу Л; при t ^ / ,  оказывается «близкой» к прямому спектру и на­
зывается каноническим предспектром группы. Л.

Свойства канонического предспектра позволяют выделить в 
классе всех групп без кручения подкласс сепарабельных групп 
(следствие 1.3).

Предложение 2.4 устанавливает критерий, с помощью которо­
го в классе несчетных сепарабельных групп выделяется подкласс 
вполне разложимых групп.

Условия, при которых прямой .предел прямого спектра вполне 
разложимых групп без кручения конечного ранга является сепа­
рабельной группой, получены в предложении 3.1 и следствии-3.5. 
Теоремы 1 и 2 из [2] являются следствиями указанных резуль­
татов. *
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в последующем все группы предполагаются абелевыми, без 
кручения, а используемые ниже термины и обозначения в основ­
ном те .же, что и в [1 и 3].

§ 1. Канонический прямой спектр сепарабельной группы

Пусть jЛ,|/е/—некоторое множество групп; / —частично упорядо­
ченное множестЕо и для всех /, у е /  при Е<у заданы гомомор­
физмы r.jj: A i ^A j .

О п р е д е л е н и е  1.1. Система групп и гомоморфизмов |Л< 
называется предспектром, если выполнены следующие

условия:
1. тождественный гомоморфизм для всех / е / ;
2. при
Таким оЗразом, предспектр отличается от прямого спектра 

лишь тем, что индексное множество /  не обязано быть направ­
ленным.

О п р е д е л е н и е  1.2. Пусть А = (Л ,(ге /); л/.у)—прямой спектр. 
Если / ' s /  и /^—направленное множество, то систему А' =  
=  (Л ,( /е / ') ;  будем называть по.тспектром пря.мого спектра А.

О п р е д е л е н и е  1.3. Прямой спектр |Л ,( /е / ) ;  будем
называть C/^F-спектром, если все группы Л(—вполне разложи­
мые конечного ранга.

Пусть далее А— группа без кручения; S.4= jA ;j/g /—множество- 
всех ее прямых слагаемых конечного ранга; частичный по­
рядок на множестве /,. заданный условием г</ч=>-Л( s  Л/; :
: Л;-»-Лу—естественное влонсение подгруппы Л, в группу Aj при 

г<у и Л = |Л Д /е /) ;  Легко проверить, что А является пред- 
спектром. Будем называть этот предспектр каноническим пред­
спектром группы Л.

П р е д л о ж е н и е  1.1, Если группа Л сепарабельна, то ее ка­
нонический предспектр А я°лп2тся пря.мым CD/^-снектром, а
lim А=А.
—>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л — сепарабельная группа. Тогда 
все группы Ai из являются, очевидно, вполне разложимыми. 
Покажем, что канонический предспектр А является прямым 
спектром, то есть что множество />41зляется направленным. Дей­
ствительно, пусть Л/ и Лу—любые группы из Выберем в каж­
дой из них максимальную линейно незазиси.мую подсистему и 
вложим объединение этих подсистем в некоторое вполне разло­
жимое прямое слагаемое Л,̂  группы Л. В силу конечности ран­
гов групп Л /и  Л, можно счи.'ать, что ранг группы Л̂  ̂также коне­
чен, то есть Л *е5д . А так как Л* сервантна в Л, то Л ;£ Л й и
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то есть i ^ k  и J ^ k .  Таким образом, система А является 
прямым СО/="-спектром.

Пусть теперь Л = (Т Л ,—внешняя прямая сумма групп А,; 
l£i

подгруппа группы А , порожденная всеми элементами вида 
а<—7г,Да,.) при [элемент а, .отождествляется с вектором

а/, О,...) из А] и А^=А В, то есть Л*=П т А.
-►

Пусть далее для каждого / е /  о,.—естественное вложение
группы Л,- в груш;у Л, а т ,—канонический гомоморфизм пря­
мого спектра А, то есть 1Т/:Л,->Л* по формуле В и
при этом коммутативны все диаграммы вида

Л ,-*Л ;

По свойству б) |3, с. 69] такие гомоморфизмы существу­
ют. Зададим теперь гомомррс! изм р : Л- >Л* формулой р(а)=~; 
(а), рассматривая а как элемент некоторого прямого слагаемого 
Л/ группы Л (это возможно, так как Л сепарабельна). Заметим, 
что гомоморс) изм р определен корректно. Действительно, если 
Л;—другое прямое слагаемое группы Л, содержащее а, то су ­
ществует такой индекс k ^ l , что и k'>j, то есть Л, и Лу 
содержатся в А^. Тогда коммутативны диаграммы

Л,-
7* ‘■/ft

ft Aj-> A^
/  и т:у| /
-Л,

Значит, г, {а)=т.1̂т.1̂ (а) и тгу А так как и
естественные вложения подгрупп Л/ и Л, в группу А^, то 

(а)=гу^(а), то есть тгДа) =  т:у(а), следовательно, элемент р(а) 
не зависит от выбора прямого слагаемого Л .̂

Рассмотрим теперь диаграммы

Oi/ '  \ г.

► р -

( i 'e / ) . ( 1. 1)
У

-Л,

Они коммутативны для всех i ^ I  по выбору гомоморфизмов а,-, 
тг/ и р. С другой стороны, по построению гомоморфизмов и
о,- коммутативны все диаграммы
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\
0/

Значит, по [3, теорема 11.1] существует единственный гомомор­
физм о:Л*->-Л, для которого коммутативны все диаграммы

Л,

I
V

Л,1
\  ( г е / ) . ( 1 .2 )

При этом о действует следующим образом: если а * е Л * , то 
свойству в) i3, с. 69] a^=Ui+B,  где а^еЛ< для некоторого г е 
и тогда о(а*)=зДа,-).

Из коммутативности диаграмм (1.1) 
мутативны все диаграммы

по

(1.2) следует, что ком-

( г е / ) .
Л -Л

А так как подгруппы Im а, покрывают группу Л, а подгруппы 
1щ TCj покрывают группу Л*, то р и з взаимно обратны, то есть 
Л ^А *  Предложение доказано.

О п р е д е л е н и е  1.4. Канонический предспектр А сепарабель­
ной группы Л будем называть каноническим прямым спектром 
этой группы.

П р е д л о ж е н и е  1.2. Если канонический предспектр А груп­
пы Л является прямым C O F-спектром, то Пт А—сепарабельная 
группа. —̂

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Л- подгруппу группы Л, 
порожденную всеми Л, из и пусть 5',4'={Л()/бГ — множество 
всех прямых слагаемых конечного ранга группы А'. Тогда, в 
силу свойства б) [3, с. 50|, каждая группа из является пря­
мым слагаемым группы Л'. Значит, S ^ ^ S /  и / ^ 1 ' .

Покаже.м, что группа А'  сепарабельна. Действительно, если
m

g ^ A ' ,  то g '= 2  а ^ ^ А , . ]  Л,^^е5д, ^= 1,2 ,..., щ. Посколь-
к=1

ку А—пря.мой спектр, то /  — направленное множество, то есть 
существует такой индекс т е / ,  что для каждого ^ = 1,2,..., 
т. Тогда из определения порядка на множестве /  следует, что
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где i4i—вполне разложимое прямое слагаемое группы 
А'. Применив индукцию, получим, что любое конечное множес- 
-гво элементов g^, g2,--.,gn из А'  можно вложить в некоторое 
вполне разложимое прямое слагаемое конечного ранга группы 
А'. Таким образом. А'  сепарабельна.

Обозначим теперь через А' канонический прямой спектр груп­
пы А'. Я^но, что А является подспектром в А'. Покажем, что. 
А' конфинален А. Пусть Л,—группа из Тогда ее мож
но вложить указанным выше способом в некоторое вполне раз" 
ложимое прямое слагаемое конечного ранга Л  ̂ группы Л, то 
есть для каждого г е / '  существует такой индекс k ^ l ,  что А>г. 
Значит, А ' конфинален А и по свойству з) [3, с. 70] lim А '^

lim А. Но по предложению 1.1 lim А ' ^ А ' .  Следовательно,
limA—сепарабельная группа, что и требовалось доказать.—> ^

С л е д с т в и е  1.3, Группа Л сепарабельна тогда и только тог­
да, когда ее канонический предспектр А является прямым CDF-  
спектром и lim A^A.

З а м е ч а н и е  1.4. Приведем пример такой группы Л, для ко­
торой выполнены условия предложения 1.2, но lim А не изоморфен Л.
Пусть Л =  П где редуцированные рациональные группы од-

!х£т
ного и ТОГО же неидемпотентного типа t. Тогда, с одной сторо­
ны, по (1, теорема 96.6] группа не является сепарабельной. 
С другой стороны, если С—прямое слагаемое коне«Люго ранга 
группы Л, то С—узкая группа и по [1, следствие 94.7] изо.мор- 
фна некоторому прямому, слагаемому прямой суммы конечного 
числа групп то есть С является однородной вполне разложи­
мой группой типа t. Следовательно, множество состоит толь­
ко из вполне разложимых групп. Кроме того, легко проверить, 
что < 5 д > = Л (0 . Из доказательства [I, предложение 87.4] сле­
дует, что каждый элемент из A{t) .можно вложить в некоторое 
вполне разложим..е прямое слагаемое конечного ранга группы 
Л. Значит, если А'=<>5’д > , то 5 д'Е .9 д. А так как включение 
5 дЕ 5 д- также выполнено (см. доказательство предложения 1-2), 
то в рассматриваемо.м случае и.мее.м 5 д= 5д ', следовательно, 7— 
направленное множество. Таким образо.м, канонический пред­
спектр А группы Л является прямы.м CDF-спектром, но 
lim А не изоморфен Л.
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§ 2. Строение множества всех прямых слагаемых конечного 
ранга вполне разложимой группы без кручения

Пусть Л—сепарабельная группа; 5д= 1Л ,jig/ —множество всех 
ее прямых слагаемых конечного ранга. В этом* параграфе мно­
жество S a будем рассматривать как частично упорядоченное 
(отношением включения) множество. В случае, когда Л—одно­
родная сепарабельная, система < 5 ^ ,£ >  является решеткой. 
Действительно, если В и С принадлежат 5д, то по [1, предложе­
ние 87.2] подгруппы В[]С и < 5-Ь С > *  также принадлежат 5д 
и, очевидно, inf \В, С \^В[]С ,  а sup |Д, С) =  <Д -рС >*. В об­
щем же случае частично упорядоченное множество < 5 ^ , s >  
решеткой не является. Однако в случае, когда Л —вполне раз­
ложимая группа, в З а существует достаточно просто устроенная 
подрешетка, и-этот факт выделяет подкласс вполне разложимых 
групп в классе всех сепарабельных групп без кручения..

О п р е д е л е н и е  2.1. Пусть <  S, — частично упорядо­
ченное множество. Непустое подмножество L из S будем назы­
вать подрешеткой в d S ,  если частично упорядоченное мно­
жество c L ,  является решеткой.

Примером подрешетки в частично упорядоченном множестве 
является любая цепь. ^

В дальнейшем будем считать, что если — частично
упорядоченное множество с нулем, то всякая его подрешетка со­
держит нуль множества S.

Пусть < 5 , 0  является решеткой. Напомним (см., например 
[4, § 3 |), что подрешетка Z. из 5 называется идеалом, если для 
люсых а е 5  и / е / .  имеем о Л /е / . .  Если / / —непустое подмно­
жество из 5, то через [Н\ и (Н\ будем обозначать соответствен­
но подрешетку и идеал, порожденные подмножеством Н  в ре­
шетке

Л е м м а 2.1. [4]. Если < 5 ,< >  —решетка, а Z и /У—непустые 
подмножества из 5, то L=^{H\ тогда и только тогда, когда L— 
идеал, H ^ L  и для любого / е / .  существует такое целое число 
п 1 и такие элементы Л,, Л2, ...,Л„е/У, что l < h y h ^ . . .V h n .

С л е д с т в и е  2.2. Если < 5 ,< ;>  — решетка, то 5 = ( / / |  тогда и 
только тогда, когда Н —конфинальное подмножество в 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вытекает непосредственно из леммы 2.1 
и определения конфинального подмножества.

О п р е д е л е н и е 2.2. Пусть < / . , 0 —решетка с нулем, а 
—семейство ее подрешеток. Будем говорить, что L явля­

ется прямой суммой подрешеток если;
1) /.аП [ и /,-.]==0 для всех ае /п ;
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2) [ \ } U \^ L .
7£ГП

О п р е д е л е н и е  2.3. Л -̂цепью будем называть любую счетную 
вполне упорядоченную цепь.

Л е м м а  2.3. Множество всех прямых слагаемых конечно­
го ранга сепарабельной группы А конфинально TV-uenn тогда и 
только тогда, когда Л—счётная группа бесконечного ранга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть А — счетная сепарабельная 
труппа. Тогда по [1, предложение 87.1], А вполне разложима.

со

Пусть Л = 0  5^—некоторое ее разложение в прямую сумму групп
к

ранга 1. Положи.м 7.=|С*)кел^, где Cq= 0  и Д,„ для всех

yfe>0. Очевидно, что L является -V-цепь.ю и Z,—конфинальная 
подрешетка из.5д.

2. Пусть 5д конфинально некоторой 7V-uenH /.=(С^^|келг. По 
свойству б) [1, с. 50] С» является прямым слагаемы.м b C«+i для 
1?аждого k^J V .  Пусть 5 i= C , и при А>1 Дд—некоторое прямое
дополнение группы в группе С^, то есть

00 00

Положим Л' =иС^ .  Тогда, очевидно, А '—‘̂ В ^ ,  то есть А'  вполне
/с= 0  к ==1

разложима. А так как Z.—конфинальное подмножество в 5д, то
со

Л ^ Л ' и значит, Л = 0  Лемма доказана.
К=1

П р е д л о ж е н и е  2.4. Сепарабельная группа Л бесконечного 
ранга вполне разложима тогда и только тогда, когда множество 
Дд всех ее прямых слагаемых конечного ранга конфинально 
прямой сумме iV-цепей,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть группа Л вполне разложима и 
пусть Л = 0 Д.1, где До,—-группы ранга 1. Не умаляя общности,

ает'
.можно считать, что т '—вполне упорядоченное множество орди­
налов и /ге'=[1, X), где X—первый ординал, удовлетворяющий 
условию I Л I <Х. Обозначим через т .множество, содержащее 
О и все предельные ординалы из т', и для каждого а положим

ее
Ла=фД.,+к. Тогда имеем Л = 0 А а ,  Обозначим теперь через Z.,
любую конфинальную Л/ -̂цепь из Дд ,̂ а через /.д—множество 
подгрупп из Л, каждая из которых порождена конечным числом 
групп из множества U Z». Непосредственно проверязтся, что

ае'Л
Дд ЕД д и что < ^ д ,< ;> —решетка. Легко проверить также, что
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конфинальное подмножество в S^, а из равенства ^ 4 = 0  
и определения 2.2 следует, что Z.yi= 0  La.

а£пг
а£т

2. Пусть множество 5 д  содержит такую конфинальную подре­
шетку Ljî , что /.д= 0  La, где La—Л/ -̂цепь из 5д и La={CaK\ k^JV .

со

Положим До= и Сак. Ясно, что Л в п о л н е  разложимая группа 
и что 2  Аа^Л.  А так как является прямой суммой подре- 
шеток La, то ^« '=©  4а. Наконец, из конфинальности L^ в 5д

agm agm
следует, что A s ©  Л а. Следовательно,' А вполне разложима.ogm ^
Предложение доказано.

Как отмечено выше, в случае, когда Л—однородная сепара­
бельная группа, система. < 5 д , < >  является решеткой. Будем 
называть ее канонической решеткой однородной сепарабельной 
группы А.

С л е д с т в и е  2.5. Однородная сепарабельная группа А явля­
ется вполне разложимой тогда и только тогда, когда ее канониче­
ская решетка 5 д  конфинальна пря.мой сумме Л^-цепей.

При этом если / , д = 0  указанная конфинальная подрешет-а£ГП
ка из 5 д ,  то 5 д = ( / . д ] = 0 ( / . а ] .а£Щ

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение вытекает непосред­
ственно из предыдущего предложения, а второе — из следствия
2.2 и определения прямой суммы подрешеток.

§ 3. Сепарабельные группы как прямые пределы

Пусть А = (Л ,(ге /) ; прямой спектр; Л *=И т Aи■7:^:Л^-^
-♦-Л*—канонические гомоморфизмы.

О п р е д е л е н и е  З.Г. Прямой спектр А называется:
а) точным, если все мономорфизмы;
б) чистым, если для всех/,у  е /  подгруппа 1̂ ц(Л,) является 

прямым слагаемым в группе Л; при /< /;
в) однородным типа /, если все группы Л^—однородные, 

одного и того же типа /.
П р е д л о ж е н и е 3.1. Если А—точный чистый CDF-спектр, 

то lim А—сепарабельная группа.
Д о к а 3 а те л ь ст  в о. Пусть А—точный чистый CD F-спектр. 

Из коммутативности диаграмм
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‘̂ и
А^-*А,

(i<J) (3.1)

следует, что (Л /)гк,(Л ^) при /<у. Пусть Л /=к,(Л ^) и р/^:
; Л/-^-Лу'—естественные вложения. Положим А'’={Л /(г е / ) ;  

Pi;). Поскольку / —направленное множество, то А' является пря­
мым спектром. Этот спектр является CDF-спектром, так как из 
того, что все моно.морфизмы, следует, что все 1г̂  также яв­
ляются мономорфизмами [3, с. 69, свойство е)],то есть Л/^гЛ^. 
А так как А—чистый спектр, то при / < /  коммутативны диаг- 
ра.ммы

VI ^ . 
V а < я

^ г
Г.1 I

РИЛ / - Л /
Значит, система гомоморфизмов TC={i: ĵig/ является гомоморфиз­
мом прямых спектров А и А'. А так как все изоморфизмы, 
то по (3, теорема 11.2] имеем lim A slim  А'.

Покажем далее, что Л '—прямое слагаемое в Л* для каждого 
/ е / .  Для этого заметим, что если аеЛ „,, то а —а-\-В, где В— 
подгруппа из0 Л^, порожденная всеми элементами вида ai—sn^ai), 

ief
а а е 0 Л„ Пусть G=a.>,-f-fl/,-f ...-ffl; , где O; ^Л,- .'Для фиксиро-

/е / - п н я
ванного г е /  множество индексов /2. •••. t’n можно разбить на 
две части, первая из которых содержит все индексы удовле­
творяющие условию а вторая—все остальные. Допустим
для определенности, ч т о /2. ir+i......  /„—все остальные.
Тогда элемент а можно представить в виде Oi+aj \-В для некото­
рого у е /  и некоторых е Л ;  и a j ^ A j  |3, с. 69, свойство в]. При 
этом если первое из указанных множеств пусто, то а<=0, а если 
второе пусто, то ау=0. Положим теперь о,- {а)=аг{  В. Из свой­
ств а) и в) [3, с. 69] и чистоты прямого спектра А следует, что 
гомоморфизм о,-: Л *-^Л / определен корректно. Наконец, через р/ 
обозначим естествейное вложение подгруппы Л /  в группу Л, .̂ 
Тогда коммутативны все диаграммы вида

Pi
А / —»Л*
II /  ,

Л / /  а,
ПО [3, предложение 9.2] Л / —прямое слагаемое в Л*.
5 Заказ 6447 113
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Пусть теперь А * = |Л /(г е /* ) ;  р,у}—канонический предспектр 
группы Покажем, что он является прямым спектром, н сос­
тоит из вполне разложимых групп. Из доказанного выше следу­
ет, что / s / * .  Пусть г е / *  (то есть Л /—прямое слагаемое ко­
нечного ранга группы А^.) и ^ е Л / .  Тог да/ n f = / r e , a / , , 
для некоторых целых т и т^, а а где Л;^^

Поскольку / —направленное множество, то существует 
такой индекс / е /, что у>г* для всех А = 1, 2 , следователь­
но, смежный класс mg можно представить в виде g '+ B  для не­
которого Лу. Тогда T:j{g')=mg е  А /  и, в силу сервантности 
подгруппы А /  в группе Л*, g ^ A / .  Таким образом, А / ^ А / ,  то 
есть / —конфннальпое подмножество в Значит, /* —направлен­
ное множество и, следовательно. А*—прямой спектр. Из того, 
что A / ^ A j ' ,  а Л / —прямое слагаемое в Л* получаем, что Л /— 
прямое слагаемое в А / .  А так как у = /, а А' является СОР-сп&кт- 
ром, то группа Л /  вполне разложима как прямое слагаемое впол­
не разложимой группы Л /. Значит, канонический предспектр А* 
группы Л* является прямым CDF-спектром. Тогда, по предло­
жению 1.6, lim А*—сепарабельная группа. С другой стороны,
поскольку прямые спектры А' и А* конфинальны, то имеем lim 
А* lim А'. А так как по доказанному выше lim A 'siim  А, то 

А^=Мт A ^ lim  А*. Значит, Л*—сепарабельная группа, что и 
требовалось доказать.

Рассмотрим теперь для произвольного прямого спектра А диа­
грамму

О->Кег -► Л л ^ О

0->Кег Tzj-
\

Пи 4J
•О,

где Л / =Л^/ Кегт ; . Ее  можно достроить до коммутативной гомо­
морфизмами т-и и тс,у,_где Zij-.Ai-*- Л; по формуле f-Ker я ,)=
==-/;(а/)+Кег r.j, а ограничение гомоморфизма л,у на под­
группу Кег г-1. Определение гомоморфизма -ц  корректно, пос­
кольку из коммутативности диаграмм (3.1) следует, что выпол­
нено включение л,у (Кег л ;)^К ег лу. Непосредственно прове­
ряется, что система групп и гомоморфизмов А = ! л Д / е / ) ;  
является прямым слектро.м. Этот спектр назван в [2] ассоцииро­
ванным с А.

Л е .м м а 3.2. [2] Если А—пря.уой спектр, ассоциированный с А, 
то lim A =  lim А.
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Л е м м а  3.3. Для Любого прямого спектра А ассоциированный 
с ним п р я м о й  с п е к т р  А является точным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а ,= а ,+ К ег  и то
есть Ui ^К ег т;. Допустим, что S,; ( а ,) =  0. Так как i:/y(a,) =  
= 1с,у(а/)+ Кем:;, то т̂и (a i)e  Кег г,-, то есть r.j t.,j (а ,)=  0. Но из 
коммутативности диаграмм (3) следует, что t.i (а^)=т:у r.u(ai). 
Значит, гД а,) =  0, то есть а^еК ег т,- вопреки предположению. 
Лемма доказана.

Л е м м а  3.4. Если А—чистый СЕ)Д-спектр, то ассоциированный 
с А прямой спектр а также является чистым CDF-cneKTpoM.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По свойству б) [3, с. 69] для все.х i :^ /  
выполняется включение Кег ryj s K 6r-,-, а по свойству д) для 
каждого / е /  существует такой индекс у е / ,  у >  /, что Key ^  
^К ег т.ц. Значит, для каждого г е /  существует такой индекс 

у>«, что А/Кег 1Г(=Л,/Кег ir,y. Но А^/Кег тг.ДЛ,), а r.ij(Ai)— 
прямое слагаемое в Лу и, следовательно, вполне разложимая 
группа конечного ранга. Таким образом, а является CDF-спек­
тром. Чтобы доказать, что этот прямой спектр является чистым, 
рассмотрим диаграмму

0->ТГ,у(Л;)-^ Лу

/ т ,
/

' Ри
-^■7:ДЛ,)-»пу(Лу),

в которой а и и р,-у — естественные вложения, а —ограничение
гомоморфизма тг/ на прямое слагаемое тс̂у (Л,) группы Лу [опре­

деление г.ц' корректно, поскольку Лу 1г , у ( Л ( Л , )  в силу ком­
мутативности диаграмм (3.1)]. Положим 8,у, где 5,у; Лу-»-

проекция. Легко проверить, что верхний треугольник 
в этой диаграмме коммутативен, то есть по [3, предложение 9.2] 
подгруппа Z, (,Л,)—прямое слагаемое в т:,(Лу), что и требовалось 
доказать.

С л е д с т в и е  3.5. Если А — чистый CDF-спектр, то группа Игл А
является сепарабельной, а ассоциированный с А прямой спектр 
А изоморфен некоторому конфинальному подспектру каноничес­
кого прямого спектра этой группы.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Из лемм 3.3 и 3.4 следует, что а явля­
ется точным чистым CDF-спектром. По предложению 3.1 полу­
чаем, что группа lim а сепарабельна. Лемма 3.2 заверщает до­
казательство первой части следствия. Вторая часть следствия
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вытекает непосредственно из доказательства предложения 3.1 и 
предыдущих замечаний об А.

В дальнейшем будем считать, что если А = |Л ,({ е /) ;  —
прямой спектр, то / —частично упорядоченное множество с нуле­
вым элементом. Прямой спектр А будем называть jV-цепью, 
если /  является Л/'-цепью. Будем также говорить, что прямой 
спектр А является прямой суммой своих подспектров А ,=(Л , 
( /е /а ) ;  i:,i) а е /71, если для каждого «е/тг /а—подрешетка в I  
и /= Ф / . .!t£m

С л е д с т в и е  3.6. Если А—чистый CD/^-спектр, то rp /nnalim A
является вполне разложимой тогда и только тогда, когда ас­
социированный с А прямой спектр а конфинален прямой сумме 
yV-цепей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вытекает непосредственно из следствия 
3.5 и предложения 2.4. Применяя полученные результаты к одно­
родным^ С/)/^-спектрам, пол_учаем следующие утверждения.

С л е д ст ви е 3.7. Если А—однородный типа / чистый CDF-  
спектр, то lim А—однородная (того же типа /) сепарабельная
группа. Если при этом а конфинален прямой сумме ЛА-цепей, то 
группа lim А является вполне разложимой.

Теорема 2 из |2] получается из этого следствия в случае, 
когда t — нулевой тип, а множество индексов /  является 
yV-цепью. При этих же условиях из предложения 3.2 вытекает 
теорема 1 из [2j.
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ОБ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ, 
БЛИЗКИХ К КВАЗИСЕРВАНТНО ИНЪЕКТИВНЫМ

А. Р. Чехлов

Одной из интересных задач современной теории абелевых 
групп является изучение классов групп, достаточно «богатых» эн­
доморфизмами. К таким классам групп можно отнести классы 
сервантно инъективных групп, квазисервантно инъективных групп, 
вполне транзитивных групп без кручения и др. Этим классам 
групп посвящен ряд работ, опубликованных в последнее время 
[1, § 5, 7].

Естественным расширением понятия сервантно инъективных 
групп являются квазисервантно инъективные группы (QP/-rpyn- 
пы), т. е. такие группы А, что всякий го.моморфизм любой сер- 
вантной подгруппы группы А в саму группу продолжается до эн­
доморфизма группы А.

Исследование кв'азисервантно инъективных групп явилось важ­
ным вкладом в теорию абелевых групп. Оно дало новые интерес­
ные факты о строении довольно широких, но ранее малоизученных 
классов групп. В этой связи представляется целесообразным изу­
чать классы групп, близкие к квазисервантно инъективным груп­
пам.

Все группы в данной статье предполагаются абелевыми без 
кручения.

Группу А назовем CS-группой, если любая ее замкнутая в 
Z -адичёской топологии сервантная подгруппа выделяется в А пря­
мым слагаемым.

В работе рассматриваются CS-группы А, в которых каждый 
гомоморфизм объединения счетной возрастающей цепи прямых 
слагаемых группы А в саму группу продолжается до эндоморфиз­
ма группы А. Здесь такие группы называются QCS-группами.

Результаты работы показывают тесную связь QC5-rpynn и 
QP/-rpynn, Наряду с алгебраически компактными QCS-rpynnaMH 
являются группы из некоторых классов С?Я/-групп. Охарактеризо­
ванные в работе [2] группы, в которых сервантные подгруппы вы- 
д,еляются прямыми слагаемыми, также входят в класс QCS-rpynn.
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С5-группы и близкие к ним классы групп рассматривались в ра­
боте [3].

В дальнейшем Rp будет обозначать класс групп без элемен­
тов бесконечной /7-высоты. Через т(А) (т„ (Л)) обозначим мно­
жество всех различных (максимальных) /7-типов (см. § 1) эле­
ментов группы A ^ R p .

Пусть R  — класс всех редуцированных групп А таких, что 
либо A ^ R p  для некоторого простого числа р и множество т„(Л) 
непусто, либо A ^ R p  для каждого р, но i^(A-p'“А ) ф 0  для всех 
простых ,р со свойством р А ф А .

Класс R  достаточно широк. Все редуцированные сервантно 
инъективные группы принадлежат этому классу. Вполне транзи­
тивные группы из Rp, у которых в множестве всех различных 
типов ненулевых элементов данной группы существуют макси­
мальные типы, а также редуцированные группы конечного ранга, 
входят в R. Все QCS-группы, разложимые в прямые суммы 
групп из R, сами принадлежат классу R.

Ниже приводятся некоторые результаты из [3], касающиеся 
С5-групп, а также характеризуются QCS-группы из класса R.

В дальнейщем все рассуждения топологического характера 
будут касаться Z -адической топологии; С~—замыкание подгруп­
пы О группы Л; П( Л) — множество всех простых чисел р таких, 
что р А ф А \  < С > *  — сервантная подгруша группы Л, порож­
денная некоторым множеством G элементов группы Л; Е{А)  — 
кольцо эндоморфизмов группы Л; г(Л), Гр(Л) — соответственно 
ранг; р — ранг группы Л; Лр(а)— соответственно характе­
ристика, р — высота элемента а в группе Л, индекс Л иногда 
будет опускаться.

Группа Л называется вполне транзитивной, если для любых 
ее элементов а, Ь, таких, что х(а)<х(^)» существует сре/:(Л) со 
свойством <f(a)=b. Через обозначим счетное кардинальное 
число.

§ 1. CS-группы
Обозначим через Jp группу целых /7-адических чисел. Напом­

ним понятие /7-характеристики элемента a ^ A ^ R p ,  введенное в 
работе [4].

Если У ^,э$= г^+ г,/7+..., то через s„($) будем обозначать п ю 
частичную сумму числа Е Если а,, Ог.--- — последовательность 
элементов группы A ^ R p ,  сходящаяся в /7-адической топологии 
группы Л к некоторому элементу Ь ^ А ,  то будем писать Ь =  
= П тд  \а„]. На каждой группе A ^ R p  определим частичную опе­
рацию умножения на целые /7-адические числа: если \ ^ J p ,  а е Л  
и существует б е Л  такой, что =  Ишд |s„ (£)а), то положим
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' \ ^ a  =  b. Множество Нj^{a)={i\%^Jp и определено) будем 
называть /^-характеристикой элемента а в группе А.

Будем говорить, что две /^-характеристики / / ,  и Н 2 квазирав- 
ны, если существуют натуральные числа п, т такие, что 
и тН^'^Нх. Запись H ^ ^ H 2 (^ i ^  Н 2) означает, что nH^ <=N2 
{n.H2^H ^ )  для некоторого натурального п. Квазиравенство оп­
ределяет в множестве всех уР-характеристик отношение эквива­
лентности. Класс эквивалентности в этом множестве будем назы­
вать /?-типом. Если ИА{а) принадлежит /7-типу Т, будем писать 
Т a{(i )= T  или, для простоты, Т{а)=Т.  Запись (7’, < 7'2) оз­
начает, что существуют /7-характеристики Н 2, принадлежащие 
/7-тнпам T■̂, Т2 такие, что N^>-N2 ( ^ ,< /^ 2). Если Я ,е Г , ,  Я г е  
е Г г  и Я 2> Я ,,  Я г^ Я |, то будем писать T i< T 2.

Ниже сформулируем утверждения, доказанные в [3] и касаю­
щиеся С5-групп. Некоторые из этих результатов являются след­
ствием соответствующих утверждений о более широких классах 
групп. Эти результаты будут использованы в следующем параг­
рафе.

Л е м м а  1.1. 1) прямое слагаемое С5-группы является 
CS-группой;

2) группа А является CS-группой тогда и только тогда, 
когда ее редуцированная часть есть С5-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть Л — С5-группа и Л = 5 0 О .  
Если Я  — замкнутая сервантная подгруппа группы В, то так
как Л — группа без кручения, Я 0 (7 ^  — замкнутая сервантная

00

подгруппа группы Л, где 0*=Г |л0. Следовательно, Л = Я 0 О ‘0 £ ’
для некоторой подгруппы Е а  А. Отсюда 5 = Я 0 ( О '0 Д )  П-S.

2) Необходимость следует из 1). Достаточность. Пусть Л == 
= D 0 / ?  — С5-группа, где Z) — ее делимая часть. Если теперь 
Я  — замкнутая сервантная подгруппа группы Л, то D ^ H  и 
Я  =  О 0 /? р |Я ,  где RC\H — замкнутая сервантная подгруппа 
группы R. Отсюда R = R [ \ H i ^ B  для некоторой подгруппы BcizR 
и, значит, A = { D @ R [ \ H ) @  В.

Л е м м а  1.2. Связная группа Л е /?  тогда и только тогда, 
когда все ее эндоморфизмы являются целыми кратными авто­
морфизмов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что если A ^ R ^ ,  ti =  h ^ { a ) ^  
K h p { b ) ,  E l А { а )  Е 1 а ( Ь ) ,  то поскольку р~"а  является образующим 
группы Л [4, доказательства теоремы 3, п. в)=>-а)], существует 
9 е /:(Л ) со свойством а) =  p-'^ Ь [4, лемма 7] и, следова­
тельно, о(а)=Ь. Так как Л — связная группа, то Г р ( Л Х 1 для 
каждого простого числа р. Пусть теперь Ге-:„(Л). Тогда А{Т)==.
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=  \ b \ b ^ A ,  7'^(6)>Г) — минимальная сервантная вполне харак­
теристическая подгруппа группы А. Существование такой под­
группы в А заканчивает доказательство необходимости |5, дока­
зательство импликации 1)=>-2) теоремы 1].

Достаточность. Так как эндоморфизмы группы А есть целые 
кратные автоморфизмов, то по теореме 1 из [5] в А существует 
минимальная сервантная вполне характеристическая подгруппа 
ОФО. В силу сказанного выще 7 'д (^ )е т „ (Л )  для любого Оф 
^ g ^ G .

Группу A ^ R p  будем называть /7-однородной, если 7'д(а) =  
— Т а Сь )  для любых ее элементов а, Ь.

С л е д с т в и е  1.1. Связная группа Л е /?  либо /^-однородна, 
либо множество т(.4) состоит из попарно несравнимых ^^-типoв.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что 7 '^ (a )< r^ (f t) , а, 
б еЛ . Тогда существуют 'р& £'(Л ), натуральное я такие, что 
ff{a)=nb. Поскольку 'f — целое кратное автоморфизма группы Л, 
то ср сохраняет /^-типы элементов. Отсюда Т{а) =  Т{-^{а)) =  Т(Ь).

Т е о р е м а  1.1. [3, теорема 3.1]. Редуцированное прямое про­
изведение Л связных групп из класса R  является CS-группой 
тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) Л = ПЛ, ,  где П (Л,)П П (Лу) = 0  для любых i,
l£f

2) Л ,=П  Л̂ у, где Л,у связные группы и если то Л,у=У
i£Ji

для некоторого простого р\ если же l< |/ f |< / /o ,  то A i j ^  Ai^ (j, 
k ^ J i )  и Л(у—связные однородные вполне транзитивные группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Предположим сначала, 
что Л = б 0 ( 7 ,  где 5  и О — связные группы из класса Rp, при­
чем G ^ R .  Покажем, что существуют ненулевые гомоморфизмы 

ф :0->В . Если т (5) П т(О)=у^0 , то из замечания в дока­
зательстве леммы 1.2 следует, что такие гомоморфизмы сущест­
вуют. Пусть теперь ■z{B)f]-{G)=0 и Ь ^ В ,  g ^ G ,  ЛД6)=ЛД^)=0. 
Так как fip{pb-\-g)=h (Ь), H{pb-{-g)'=H{g) и замыкание <рЬ-\- 

в уо-адическоп топологии группы Л подгруппы ipb^ -g )^  
выделяется прямым слагаемым в Л, то существует 9еЕ '(Л ) со 
свойством <i{pb+g)=b. Пусть 'f(g^)=^+gb 4(pb)=b2+ g 2, где 6,, 
^2^ 5 , g,, g2̂ G .  Допустим, что Ь^фО. Так как 7'(6,)>Г(ср(^^))> 

" (5 ) r i ''(G )= 0 , то T(bi)>T(g). Из следствия 1.1 и из 
следует, что T{g)=T{g,). Далее, gx==—g2 и 

T(b)^T{( f{b))^T(g2). Отсюда T{b)<T(g^)=T{g). Таким образом, 
T(b)<CT(g)<CT(bi), откуда вытекает существование искомых го­
моморфизмов. Если же bi—0, то b=b2, Ч(рЬ) ~  р^(Ь) — b+g2 и, 
значит, kp(b)>0. Противоречие.

Пусть теперь Л =  5 0 0 ,  где 5  и О — те же группы, что и
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выше, причем B ^ R ,  а <р, ф — указанные гомоморфизмы. В силу 
связности групп В, G имеем Далее,
^}|<р(Д)еф(0), срф(0 )еср(Д). Так как эндоморфизмы групп В и G 
есть целые кратные автоморфизмов, то найдутся натуральные 
числа п, т такие, что t iB ^ '^ {G )^B ,  m G ^  (B )^ G .  Учитывая, 
что квазиморфиз.м связных групп влечет их изоморфизм, 
получаем B^<f{B)^G.

Предположим, что Ь ^ В ,  g ^ G ,  Т{Ь) и T{g) не сравнимы и 
V * ) = V ^ ) t=0. Поскольку H (pb^-g )^H {b) ,  h^ipb +  g) =hj,b),  
то существует ^ ^ Е { А )  такой, что 4f{pb-\-g)^b. Пусть 
<р(/>й)=*2+ё^2, Ьи b i^B ,  gu g2^ G .  Имеем bt+l>2=b, gi =  —g2- Если 
ЬхФО, то в силу следствия Ы  и изоморфизма B ^ G  имеем Т (^>,)= 
=7'(?(g-))=r(g-), T{b2)=Ti<?(pb)) =  T{b). Поскольку Т (Ь) и T’(ĝ ) 
не сравнимы, то T(bt) и не сравнимы. Отсюда Т(Ь^-\-Ь2) ¥=
фТ{Ь2)=Т(Ь). Это противоречит тому, что 6= 6,+^»2- Итак, й,=0, 
b2—b. Откуда '^{pb)=p<^{b)—b-{-g2 и, значит, k^{b)yO. Противо­
речие.

Таким образом, все /7-типы элементов групп В н G сравнимы. 
Из изоморфизма B ^ G  и следствия 1.1 вытекает, что группы В 
и G /7-однородны одинакового /7-типа, а значит, и группа А 
/7-однородна. Из определения /7-однородности и из связности 
группы В вытекает, что для любых х,  у ^ В  существует ф^ Е { В )  
и натуральное п такие, что ф(л:)=7гу. Пусть <?==/гаф, где авто­
морфизм группы В. Если теперь ‘/в(-«Х ;/.в  (у), то т''у{х) =  п.у. 
Так как 7.в{'Н-’̂ ))='/.в(-’̂ )> то т делит п. Следовательно, сущест­
вует f  ̂ Е ( В )  со свойством / { х )= у .  Таким образом, В — одно­
родная вполне транзитивная группа.

со
Предположим теперь, что Л =  П Л ,̂ где Л ,^ Л ; — связные

/ 1  00 00
группы из класса R. Известно, что /У= П Л,/ ф  Л̂  — алгебраи-

7=1 1=1
чески компактная группа, причем, так как Л ,^ Л ( (i =  1, 2,...),

00
и  не делима. Поэтому замыкание 5 = ( 0 Л Д ~  — собственное

1=1
прямое слагаемое группы Л, скажем Л = Д 0 С /. Так как G ^ A  В 
н А В изэ.морфна редуцированной части алгебраически компакт­
ной группы Н, то для некоторого простого числа р группа G 
имеет прямое слагаемое, изоморфное

Поскольку прямые слагаемые С5-группы являются С5-груп- 
пами, то ясно, что наша рассматриваемая в теореме группа Л 
имеет прямое слагаемое, изоморфное группе Л, ' 
за ином у Л ,^ /р .

Заметим теперь, что поскольку А,  — связные группы, то 
A i ^ R p  для каждого /7е П (Л ,)  ( i= l ,2 ,. . .) .  Далее, так как эн-
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доморфизмы не понижают р-типы элементов, то если множество 
всех максимальных /^-типов элементов группы Ai непусто для 
некоторого (Л,), то и для любого ^еП (Л ,-) множество 
максимальных ^-типов элементов группы также непусто. Поэто­
му необходимость п. 1) вытекает из доказанной части теоремы.

Достаточность. Отметим, что в условиях теоремы каждая 
группа Ai является связной или разложимой однородной QPI- 
группой [6, следствие 3.2, теоремы 1.8, 1.9]. Разложимая одно­
родная QP/-rpynna Л является либо сервантно инъективной, 
либо изоморфна конечной прямой сумме изоморфных связных 
вполне транзитивных групп. Связные и сервантно инъективные 
группы являются CS-группами. В любой разложимой однородной 
QP/-rpynne каждый ее элемент g содержится в связном прямом 
слагаемом G [6, теорема 2.2], скажем Л = О 0 5 .  Пусть теперь 
Н  — замкнутая сервантная подгруппа в Л, g ^  Н . Тогда Н  =  

где /УП 5  — замкнутая сервантная подгруппа в В,  
Прямое слагаемое QPZ-группы является QP/-rpynnoft, поэтому 
если Л не сервантно инъективна, то в силу конечности ее р-ран- 
га этот процесс конечен и ясно, что Н служит прямым слагае­
мым для Л. Для завершения доказательства осталось заметить, 
что если G — замкнута в Л, то 0 = П  ОПЛ,-.

* <6/
§ 2. QCS-группы

Отметим, что для QCS-rpynn справедлив ацалог леммы 1.1..
П р е д л о ж е н и е  2.1. Пусть Л = 0 Л̂  (Л = П  Ai) — редуци-

i g /  • lei
рованная группа, где П( ЛЛПП( Л; )  =  0  при i ^ j  (г, / е / ) .  
Л является 0С5-группой тогда и только тогда, когда каждая Л  ̂
является QCS-группой.

Доказательство вытекает из того, что Л,- — вполне характе­
ристические подгруппы группы Л, для каждой замкнутой сер- 
вантной подгруппы G группы Л имеем О==0ОПЛ^ (0 = П 0 П Л ,),
и если G,s G2S . . .—последовательность прямых слагаемых группы
Л, то (Ai[]G„)) ( G = n ( U  fЛ^ПG„))), где G=(jG„.

l£l Я=«1 lei Я=.1 Я ^ 1
Л е м м а  2.1. Пусть Л — QC5-rpynna; G — группа ранга 1. 

Тогда если Л(а) =  { а |а е Л , ^(а)>а] — прямое слагаемое в Л, то 
Н от (G, Л) — ^5 -гр у п п а , где а—Цр).

Дo к a з a т e л J > c т в o .  Пусть Л?; — прямые слагаемые в Н  =  
==Нот (G, Л); («=1, 2,...). Зафиксируем Q ^ g ^ G  и
положим A f;= < |/(g )]/e A ? < )> * . Имейм ЛТ;=Нот (G, Mi). Для 
любого а е Л (а )  существуют ba^G  и такие, что a=fa{ba)~

Покажем, что Mi  — замкнутая подгруппа в Л. Для этого до-
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статочно показать, что — замкнутая подгруппа в Л ( / ) =
=={а|аеЛ , Хд ( а ) > / ) ,  где -/ =-/G{g). Действительно,

где M j  — замыкание подгруппы 
Aii. Поэтому, если ЖДх) замкнута в Л(х), то А(х) Ж ,(•/)—Реду­
цированная группа и, значит, УИ̂ -=ЛТ,-. Предположим теперь, что 
а —х„+1Ш„^А (л :„еЖ ,(/), а „ е Л ( /)^  п — натуральное число). 
Пусть x„^/„{g)- a„=Yi„{g), где /„ е М ;  -Цп^Н.. Тогда а =  ( / „ + .  
+лт1„)(^). Отсюда вытекает, что у\ =  принадлежит замы­
канию подгруппы Mi. Таким образом, т]еЛ1,-, т. е. a = r^ g )^ M i .  
Следовательно, Mi  замкнута в Л и, значит, прямое слагае-,

со
мое в Л. Пусть 6 е Н о т (М ', /У), где M' =  (J л?,-. Для любого

1
а:еЛ (а) существуют и f a ^ H  такие, что a = /e (^ „ ) .Пусть

00
теперь л:, у е  и Ж,-. Положим ? (л:)='ХА)(^л-)- Пусть х =  f^{b^) =
= / 2(^2); / 1. f - i ^M ' \  bi, b^^G.  Тогда существуют целые т, п, 
(т, п )= \ ,  для которых mbi=tib2 и л / , {Ь̂  n )= n i f2{b2lni), поэтому 
n / t = m f  -,. Из того, что л6 ( / ,)  =  ( / 2), получаем ф(/,)(^»,) =
= 'т '(/2)(^2). т. е. отображение ? задано корректно. Существует 
b ^ G  такой, что / '^ (Ь)=х,  /^(ft)=y, /^ , /^ е М '.  Имеем ср (л:) =
==Шх+у){ь.,у)=м/'л/у)(^’) - 'Н /м )+ 'Н / ;){ь )^ ^ {/л ь ,)+
+Ч'(/у)(^у)='-Р(-^)+т’(У)> т. е. ср — гомоморфизм. Пусть ср — эндо­
морфизм группы Л, продолжающий tp. Зададим сле­
дующим образом: гр (/)= р -/. Пусть f ^ M ' .  Тогда для любого 
b ^ G  имеем \р(/)(^»)=9 -/(й)=ср-/(6)='{  ̂(/)(А), т. е. ip — продол­
жение ф.

Т е о р е м а  2.1. Пусть Л -  уЦ-однородная группа. Тогда сле­
дующие условия эквивалентны:

1) Л — QCS-rpynna;
2) если Л -- разложимая группа, то Л — однородная QPI- 

группа, если Л -  неразложимая, то Л — связная.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  2)=>-1) вытекает из доказательства до­

статочности теоремы 1.1.
1)=>-2). Каждый элемент группы Л можно вложить в связное 

прямое слагаемое, из р-однородности Л и из замечания в дока­
зательстве леммы 1.2 вытекает, что для любых элементов а, 
Ь ^ А  существуют ?е/? (Л ) и натуральное п такие, что ^{а)=пЬ. 
Поскольку гомоморфизмы не понижают типы элементов, то Л 
однородна. Пусть Н  — сервантная подгруппа в Л, г(/У )=1, Д =  
= Н о т  (/У, Л). По лемме 2.1 В является QC5-rpynnoii. ПоэтомуП
■если Гр{В)'^п, то имеем Д = (^ Л у 0 5 „ , где Лу — связные изо-

/-1
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морфные вполне транзитивные группы (теорема 1.1). Если г ( 5 ) =
Я ^

=п<СИд, ТО 5 = 0 Л ( ,  и из [6, теорема 1.9, следствие 1.4] выте- 
/=1

кает, что в этом случае В и А — QP/-rpynnbi. Если же г (В)
00  '

бесконечен, то, так как гомоморфизмы группы 0  Л,- в В про­
должаются до эндоморфизмов группы В, из [6, теорема 3.1] 
вытекает, что В — сервантно инъективная группа. Отсюда B ^ G  
]6, доказательство теоремы 3.1].

Отметим, что не всякая однородная группа является р-одно- 
родной, но, например, всякая однородная вполне транзитивная 
из класса Rp группа р-однородна.

Группу G называют сильно однородной, если для любых ее 
сервантных подгрупп ранга \ А \\ В существует автоморфизм 
группы G со свойством ср(Л)=Д.

С л е д с т в и е  2.1. ./?-однородная QC5-rpynna Л сильно одно­
родна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Л — QPI-группа, то утверждение 
вытекает из следствия 3.3 работы [6]. Любая же связная одно­
родная вполне транзитивная группа—сильно однородна ]5, след­
ствие 2 ].

Л ^м м а 2.2. Пусть Л — CS-группа из класса R. Тогда Л =  
= Л
нородная, либо связная гру'ппа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку р'“ А — замкнутая сервантная 
подгруппа группы Л, то по определению С5-группы имеем Л =  
= Л р 0 /7“ Л. Так как А ^ ^ А  'р'“ А, то A ^ ^ R ^ .  Как прямое сла­
гаемое С^-группы Лр есть CS-rpynna. Если а ^ А ^ ,  то Л ^=Л ,0Л ^,
где Л, =  < а > . ’— замыкание в /7-адической топологии подгруппы 
< а > * . Так как Л, — С5-группа, то, поскольку Лр(Л,)=1, A^^R^,  
Л, — связная. Если Л^=0, то лемма доказана. Предположим те­
перь, что АрфО  и х„(Л,)==0 . Пусть Ь^Ар,  Г (й )е  х„,(Лр), Ь =  
=- а, +  flj, Я| е  Л,, а2^А'р. Так как Т{Ь) <  7'(а,), то а, = 0 ,  т. ё. 
Ь^А'^.  Пусть Л ^=Л 2 0 Л', где Л2= < й > ~ . Л, 0  Л2 — CS-rpyn­
na. Поскольку A. ,^R ,  то из доказательства теоремы 1.1 вытека­
ет существование ненулевого гомоморфизма 9 ;Л 2-^Л,. Посколь­
ку Л._, связна, то 0 ^ < ? ( 6 ) е Л |.  Имеем Т A,if {Ь)) =Т^{<^ ( Ь ) ) ^  
!>Гд(6)ет„,(Лр). Противоречие. Таким образом, Л ,е /? ,  причем 
Л, содержит элемент а со свойством Т{а)^х^(Ар).

По доказанному выще любой элемент группы Л^ содержится 
в связном прямом слагаемом В из класса [R. В силу теоремы 
1.1 Л1 0 Д является ^-однородной группой. Таким образом, для

р 0 С ,  где Ap^Rp ,  П (Л р)П П (С )=0 , причем либо А^-р-ол.-
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любых л:, у е  Лр имеем Т(х)=Т(у)=Т{а),  т. е. А^— /7-однородна.
Покажем, что П(Лр) П П (р“ Л )= 0 . Допустим противное, пусть 

a ^ A \ q A ,  A \ q A  для некоторого простого q¥=p. Имеем

© (^рП ^"“Л ф р “ лП ^'“ Л), где Л р П ^ " Л ф р “ Л п ? “ Л = ^ “ Л. Так 
как А'р, Л^=5̂ 0, то ^q—A'p@A'^— разложимая группа и, следо­
вательно, Aq — (/-однородна. Пусть а =  йх-[-а.,, Ь =  Ьх+Ьо, где 
а ,еЛ ^ ,П 9“ Л; a-i^A'p, й ,е р “ ЛП7‘“^; ^г^Л^. Так как h^\a)=^ 
=^(г(^)=0, то 0фа2, Ь^^А^.  Поскольку Л  ̂ — ^-однородна, то 
существуют =ре£'(Л^), натуральное п такие, что <?{Ь2)==иа2. Од­
нако ао=Ьр(Ь2)=Ьр{^{Ь2))фЬр{1Ш2)<оо. Полученное противоре­
чие доказывает лемму.

Т е о р е м а  2.2. Если A ^ R ,  то Л является QCS-rpynnofi тогда 
и только тогда, когда ф  Л , е Л ^  П Л ,̂ Л — сервантная вполне

1е! ie f
характеристическая подгруппа в П Л,-, П (Л ,)П П (Л ,) =  0  для

1е'
любых 1ф  /, каждая группа Л̂  либо связна, либо является 
/7-однородной QCS-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. По предложению 2.1 
П Л; — QCS-rpynna. Покажем, что если G — прямое слагаемое 
1 е '
в Л, скажем Л = О ф Д , то любой гомоморфизм ср:0 ->Л про­
должается до гомоморфизма G~-> П Л,-,

‘е/
Пусть / = J  [j I \ J , где Ai — QPZ-группы для г е / \ У  и Л/— 

связные для /е У .  В силу вполне характеристичности подгрупп 
Ai найдется подмножество У '^У  такое, что A j^ G  дл_я j ^ J '  и 
Aj<=B для Если теперь П Л ^= 0“ф / / ,  то G = П Л у ф
ф О ,, Я = П  ЛуфУ/' для некоторых подгрупп Gx и Н'. Так как

i£j\J’
А — вполне характеристическая подгруппа, то Л = ( П Лу ) ЛЛф
ф О ,  п Л ф /У ' П л . Тогда <р;(П_Лу) п Л ^ _ П _ л Д : 0 , П Л  ^
- ^ 0 ,ф Я '.  Поскольку 0 ,ф /У ' =  П Л,-— QP/-rpynna, то ®1о,ал
продолжается до некоторого ф е с (  П Л,). Если теперь g =  (...,

ie i\ y
й/, ...), где a j ^ A j  (уеУ '), то положим 7i(g-)=(..., ср(йу),...). Ясно, 
что Т(еУ (П  Лу), причем ф |о '= 5. Считая, что <}<, tj действуют на 

ie.J'
дополнительные прямые_слагаемые как нулевые эндоморфизмы* 
получаем, что ‘ П Л̂  является гомоморфизмом, про-

'е/
должающим ?.

Пусть теперь 0 , е 02^ . . .  — последовательность прямых сла-
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гаемых группы А. Тогда G\ e C?2 S . . .  — последовательность пря-
00

мых слагаемых группы П Пусть G' =  [}Gn. Имеем G=1J(7„=»
ie , i  л = 1  л = 1

=A[\G' .  Если теперь ср:0-^Л, то ®n=?|o„ продолжаются до го- 
момор-физмов ф „:0;Г -^П  Л,-. Причем фл+1|о;=Фя. Для каждого
g ^ G '  найдется п такое, что g ^ G ^ .  Положим Ясно,
что ф есть гомоморфизм —»П Л,-. Пусть £'(П Л , ) э ^ —про-

lef <6/
должение ф. Так как Л — вполне характеристическая подгруп­
па в П Л,-, то ф |де£'(Л ), причем ф|о == ®.

<е/
Необходимость. Обозначим через S подгруппу группы Л, 

порожденную U Л Из леммы 2.2 вытекает, что 5 = 0 Л  при-
р р ^

чем Л =  Л р 0 р “’Л, П (Лр) П П (р“ Л) =  0  для каждого простого 
числа р. Так как Л — редуцированная группа, то отображение 
Л—» П Л осуществляет вложение Л в П Л Отождествим Л с

р ^ р ^
ее образом при указанном вложении. Покаже.м, что Л вполне 
характеристична в П Л Пус№ ое£'(П Л ,̂). Имеем '-p(S)sS. Так
как Л — QC5-rpynna, то существует ф е£ '(Л ), '|>|5 =  ®|,9. Посколь­
ку Л 5  делима, то Ф =  ?и- Далее, S сервантна вП  А Л 5 сер-

р ^
вантна в П Л S. Следовательно, Л сервантна в П Л

р р ^
Из теорем 2.1, 2.2 и теоремы 5.1 из [6] вытекает 
С л е д е т  в и е 2.2. Если все группы Л, в условии теоремы

2.2 являются разложимыми, то QC5-rpynna Л е /?  является 
QP/-rpynnofi.

Отметим, что хотя класс R  не замкнут относительно взятия 
прямых сумм, но, учитывая теоремы 2.1, 2.2, свойство сервантно 
инъективной группы содержать прямое слагаемоэ, изоморфное 
Ур, получаем, что QC5-rpyniia, разложимая в прямую сумму 
групп из класса R, принадлежит классу R.

В |6 | изучался класс L редуцированных групп такой, что для 
кажд )й группы A ^ L  тип любого ее элемента меньще либо ра­
вен некоторому максимальному типу среди множества всех раз­
личных типов ненулевых элементов группы Л. Так как связные 
вполне транзитивные группы являются рР/-группами, то в силу 
теорем 2Л, 2.2 и теоремы 5.1 из [6] справедливо.

С л е д с т в и е  2.3. Для группы Л е  Z. следующие условия 
эквивалентны:

1) Л — вполне транзитивная QC5-rpynna;
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2) А — QP/-rpyniia такая, что А!р°‘А либо разложимая, либо 
связная группа для каждого простого числа р.
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КОНЕЧНЫЕ ГАМИЛЬТОНОВЫ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

А. 3. Шляфер

В работах [1] — [5] (см. также [6, § 116]) J. Т. Hallett и 
К. А. Hirsch полностью описали конечные группы, которые являют­
ся группами всех автоморфизмов абелевых групп без кручения. 
В направлении описания конечных групп всех автоморфизмов про­
извольных, в том числе; и смешанных абелевых групп (назовем та­
кие конические группы /-группами), сделано еще мало. В [7] ука­

заны все /-группы порядка ^ 8. Конечные абелевы, симметрические, 
знакопеременные, диэдральные группы и обобщенные группы ква­
тернионов, являющиеся группами всех автоморфизмов смешанных 
абелевых групп, найдены в [8]. В настоящей работе описаны га­
мильтоновы /-группы (теорема 1), а также структура абелевой 
группы с конечной гамильтоновой группой автоморфизмов (след­
ствие 2). Введем несколько определений.

О п р е д е л е н и е  1. Конечную группу G назовем /-группой, 
если существует абелева группа А, для которой G^AutA.

О п р е д е л е н и е  2. Конечную группу G назовем //г-группой, 
если существует абелева группа без кручения А такая, что 
G ^A ut А.

О п р е д е л е н и е  3. Абелеву группу с конечной гамильтоновой 
группой автоморфизмов назовем //-группой.

В (9] доказано, что периодические элементы группы А с конеч­
ной группой автоморфизмов Aut А образуют в А конечную под­
группу. В рассматриваемом случае, когда группа А абелева, не­
посредственно доказывается следующее уточнение этого факта.

Л е м м а  1. Пусть А — абелева группа. Группа Aut А конечна 
тогда и только тогда, когда А =/^07 ', где F —абелева группа без 
кручения, а группы Т, Aut F  и Н от {F, Т) конечны.

Следующая лемма непосредственно следует из (6, с. 295].
Л е м м а  2. Пусть А— абелева группа, группа Aut А конечна, 

Л = /^ 0 7 '—прямое разложение А из леммы 1. Тогда группа Aut 
А—полупрямое произведение стабилизатора Нот {F, Т) це-
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почки О е Г е Л  и подгруппы Aut F x  Aut Г, Aut Л=21 Х( Aut F X  
XAut Т).

Следующее предложение показывает, что если группа Aut Л 
всех автоморфизмов абелевой группы Л гамильтонова, то Л — бес­
конечная группа. '

П р е д л о ж е н и е  1. Группа всех автоморфизмов конечной абе­
левой группы не может быть гамильтоновой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л — конечная абелева группа. 
Предположим, что группа Aut Л гамильтонова. Л является прямой 
суммой своих примарных компонент, Л = 0 Лр, где р  пробегает

р
множество простых чисел. При этом Aut Л = П  Aut Ар. Так как

р
группа Aut Л гамильтонова, а любая подгруппа гамильтоновой 
группы либо гамильтонова, либо абелева, то каждая из групп 
Aut Ар является либо гамильтоновой, либо абелевой, причем 

хотя бы одна из групп Aut Ар непременно гамильтонова (если 
все Aut Ар абелевы, то и их декартово произведение Aut Л =  
==П Aut Лр—абелева группа, что противоречит гамильтоновости

р
Aut Л). Выберем такое простое число р, что Aut Лр—гамильто­

нова группа. Конечная абелева /?—группа Лр является прямой 
суммой циклических /7-групп.

Предположим сначала, что в этом прямом разложении Лр име­
ются "ПО крайней мере два нетривиальных слагаемых В и С, то 
есть, что Лр содержит прямое слагаемое где B^Z{p '" ) ,
■CsZ(/7")—циклические группы порядков р"‘ и р" соответствен­
но. Для определенности считаем, что т ^ п .  Рассмотрим три воз­
можных случая. Здесь и в дальнейшем используем матричное 
представление автоморфизмов прямой суммы абелевых групп (см. 
напр. [6 |), при этом предполагаем, что морфизмы действуют на 
элементы групп сцрава, а в композиции морфизмов первым дей­
ствует морфизм, записанный левее.

1. F  не изоморфна Z (2). В этом случае существует нетожде­
ственный автоморфизм Aut В. В матричном представлении
ему соответствует автоморфизм P = |q Aut Лр, где 1с—тож­
дественный автоморфизм группы С. Отметим, что здесь и далее 
отождествляются автоморфизмы абелевой группы Д 0 С и соот­
ветствующие им автоморфизмы абелевой группы Лр, доопреде­
ленные тождественным автоморфизмом на некотором произволь­
но выбранном, но фиксированном прямом дополнении к F 0 C в 
Лр. Пусть X : 5 —►С—мономорфизм. Ему соответствует автомор­
физм *= Ь 

О 1с )
Aut Лр. Далее имеем
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X “ ^ Р х  = о ь
0 \ / 1 «  X

о 1сДо 1с
Р fix— X

О 1с

Здесь поэтому 1^:^0, а значит^ Рх—х=(Р—1д)х=?^0, так
как X—мономорфизм. Следовательно, х-'р х ^  Aut 5  (элементам 
Aut В в матричном представлении соответствуют элементы вида
(о 1̂ )’ образом, Aut 5  не является нор­
мальной подгруппой группы Aut Ар, поэтому группа Aut Ар не 
является гамильтоновой.

2. B ^ Z ( 2 ) ,  C ^Z (2"), гд ея > 1 . Пусть х ; 5и->С—мономорфизм; 
т.'.С— эпиморфизм.  Положим

' Н о ' . : ) -

Очевидно, что а, Aut Ар. Далее, ^^|==1.4р ^
то есть jl, а ) — подгруппа группы Aut Ар. Но ввиду хл=0 р~̂
аи="(я  ̂ -x + lj^ ^ ^ ’ яхэ^О. Значит, подгруппа (1, а)
группы Aut Ар не является в ней нормальной, откуда заклю­
чаем, что группа Aut Ар не является гамильтоновой.

3. B ^ Z { 2 ) ,  C ^ Z ( 2 ) .  В этом случае группа Aut Л Aut  (Z
(2 )0 Z (2 ))—симметрическая группа третьей степени—также не 
является гамильтоновой.

Итак, р любом из трех разобранных случаев группа AutAp 
не может быть гамильтоновой. Поэтому абелева группа А нераз­
ложимая и, значит, циклическая. Но группа автоморфизмов цик­
лической группы абелева, а следовательно, не является гамиль­
тоновой. Полученное противоречие гамильтоновости группы 
Aut Л р завершает доказательство предложения.

С л е д с т в и е  1. Группа всех автоморфизмов периодической 
абелевой группы не может быть конечной гамильтоновой группой.

Действительно, пусть Л — такая абелева группа, что Aut Л — 
конечная гамильтонова группа. Согласно предложению 1 груп­
па А бесконечна. Допустим, что Л — периодическая группа. Но 
если группа автоморфизмов Aut Л периодической группы Л конеч­
на, то и сама группа Л конечна [10], что противоречит бесконеч­
ности группы Л.

Теперь может быть доказана основная
Т е о р е м а  1. Для конечной группы G следующие условия эк­

вивалентны:
(1) G — гамильтонова/-группа;
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(2) G—гамильтонова /А —группа;
(3) G ^ Q x n  Z (2)ХП Z (3). где Q : <а, 3, =  _

группа кватернионов, а т'^О, [целые числа, причем если
л > 0, то туО.

Если G удовлетворяет условиям (1) — (3) и G ^  Aut А для 
абелевой группы А, то A = F ^ T ,  где ненулевая группа без 
кручения, а I Г I < 2.

Доказательство проводим по схеме
(1) 4 = v 2 ) ч = К З ).
(2) =>- (3). Известно (см. напр. [11, с. 213]), что группа G 

является гамильтоновой группой тогда и только тогда, когда 
О представима в виде прямого произведения 0 = Q x L f X V  груп­
пы кватернионов Q, группы U показателя 2 и абелевой груп­
пы V, каждый элемент которой конечного нечетного порядка. 
Ясно, что U ^ U .Z ( 2 )  для некоторого целого числа /и>0.

т
Пусть G — гамильтонова f/г-группа. В [1] (см. так^ке [6, § 116]) 

установлены следующие свойства /А-групп.
(A) Порядки всех элементов /Л-группы делят 12. В частности, 

элементы нечетного порядка имеют порядок 3.
(B) Всякая /А-группа G содержит хотя бы один элемент по­

рядка 2, который не является шестой степенью элемента G по­
рядка 12.

По свойству (А) декартов множитель V из разложения 
G = Q x U x V  группы G является прямым произведением конеч­
ного числа копий циклической группы Z (3) порядка 3, то есть 
К ^ П  Z (3) для некоторого целого числа пУ-О.П

Таким образом, любая /А-группа разложима в прямое произ­
ведение вида G ^ Q x n Z ( 2 ) x n  Z(3). Учитывая условие (В),

т п
получаем, что т>0,  если «> 0 . Действительно, если я > 0 , но 
т = 0 ,  то в G имеется единственный элемент порядка 2—это един­
ственный элемент второго порядка группы кватернионов Q. Обо- 
зчачи.м этот элемент группы Q через q. В группе кватернионов 
он является квадратом элемента порядка 4. Пусть, например, 
q = w \  даеО, и пусть г)—произвольный ненулевой элемент груп­
пы и ^ n z ( 3 ) .  Тогда элемент {q, 0) группы G ^ Q X Il Z(3)—един-

п п
ственный элемент порядка 2 в этой группе, и он является шес­
той степенью элемента {w, v ) ^ G  порядка 12, что противоречит 
условию (В). Итак, (3) доказано.

(3)==>-(2). Обратно, пусть выполнено (3). Тогда (2) вытекает 
из следующего результата [5]. Группа G является /А-группой тог­
да и только тогда, когда G удовлетворяет условию (В) и изо-
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морфна некоторой подгруппе прямого произведения конечного’ 
числа групп следующих типов: циклических групп Z(2), Z(3), 
Z(4) порядков 2, 3 и 4; группы кватернионов Q; дициклической 
группы DCi2= < a , Р I порядка 12; бинарной груп­
пы тетраэдра 57’24=<“, Р I аЗ=рз=(ар)-> порядка 24. В нашем 
случае группа вида (3) является даже произведением конечного 
числа групп вида Z (2), Z(3) и Q, а условие (В) проверяется 
непосредственно.

Импликация (2) =>-(1) очевидна.
(1)=>-(2). Пусть А — такая абелева группа, что группа 

G =  Auty4—'Конечная гамильтонова. Воспользуемся разложением 
из леммы 1. Ввиду следствия 1 Так как соглас­

но лемме 2 Aut А—полупрямое произведение нормальной под­
группы Hom(F, Г) и подгруппы Aut F X  Aut Т, а группа 
Aut А гамильтонова, то фактически Aut А—прямое произведе­

ние своих нормальных подгрупп 2  и Aut F X  Aut Т. Итак, Aut 
А ^  Hom(F, r ) X A u t F X  Aut Т. В частности, Horn (F, Т) и Aut 
Т  коммутируют поэлементно, то есть для любых О е Н от (F, Т) 
и р е  Aut Г имеем р-*Ор=0 (здесь р, 0—автоморфизмы группы 
Л, соответствующие р и 0). В матричном представлении

р -10р= If
О

If
О

О
р-1
0 

1г

I f
О

0 =

0\ 
1г j

If
О

If
О
0

1г
Отсюда 0р =  0 для любых 0 е  Hom(F, Г), р с 

Покажем теперь, что для любого хе 
0е= Нот (F,T)  и y e F , что х = у  0. Так как

э  Aut Т.
Т найдутся 
Нот (F, Т)

такие
разла­

гается в прямую сумму своих подгрупп Нот (F, Тр), где для 
каждого простого числа р Гр—р-компонента абелевой группы Г, 
Н от (F, Г )= 0 Ноп1 (F, Гр), с покомпонентным действием на F,

р
то достаточно показать, что для любого х ^ Т р ,  где фиксиро­
ванное простое число, существуют такие 0 е  Н от (F, Гр) и 

у 0. Пусть С = < д :> —циклическая подгруппа груп- 
элементом л:. Пусть | С | Если бы

y e F ,  что х= 
пы Гр, порожденная
F  p’‘F=0,  то умножение на являлось бы автоморфизмом бес­
конечного порядка абелевой гуппы F, что невозможно, так как, 
ввиду леммы 4, Aut F —конечная группа. Значит. F,/;*F—нену­
левая абелева группа показателя г*. Поэтому существует эпи­
морфизм 0, : F / p * F —у>-С. Последовательное действие канони­
ческого эпиморфизма 0Q: F —yvF  p'‘F, эпиморфизма 0, и вложе­
ния 02, С в Тр дает искомый гомоморфизм 0=0о в.̂ , для кото-
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poro ввиду A :eC=im  0 найдется такой элемент t / e f ,  что х=уВ.
Рассмотрим теперь произвольные элементы peA ul Т и х ^ Т .  

Пусть 0 е  Н от {F, Т)  и y e F  таковы, что л:=у 0. Согласно 
доказанному 0? = 0, откуда л:р=уОр=у0=Jc, то есть р действует 
на Т тождественно. Итак, группа Aut Т  тривиальна, то есть 
состоит из одного элемента. Поэтому либо Г==0, лицо T ^ Z ( 2 ) .  
Этим доказывается последнее утверждение теоремы.

Далее, если Т=0,  то А — абелева группа без кручения, зна­
чит, Aut Л—-/Л—группа, что доказывает (2). Пусть теперь T ^ Z  
(2). Тогда Aut Л ^  Aut ДХ Нот [F, Т ) ^  Aut ДХП Z{2), где k =

К

dimaf(2)(F 2 F). Так как Aut F —конечна, то Aut Д—/Л-группа. 
Но приведенная выше характеризация /Л-групп [5] показывает, 
что прямое произведение /Л-группы и конечной элементарной 
2-группы есть /Л-группа. Поэтому Aut Л—/А-группа и (2) 
доказано. Этим доказательство теоремы закончено.

С л е д с т в и е  2. //-группа А является прямой суммой нену­
левой Я-группы без кручения и группы Т с |Г |^ 2 .

Ввиду последнего утверждения теоремы 1, остается доказать 
лишь гамильтоновость группы A utf. Но A u t — подгруппа Aut Л, 
а любая подгруппа гамильтоновой группы гамильтонова или абе­
лева. Если бы Aut f  была абелевой, то и Aut A ^ A u t /^ХНот(/^, 7) 
была бы абелевой как прямая сумма абелевых групп, что проти­
воречит гамильтоновости группы Aut Л. Значит, группа Aut 7 га­
мильтонова.

Возникает вопрос, верно ли обращение следствия 2 (то есть 
всегда ли прямая сумма Я-группы без кручения и циклической 
группы 2(2) порядка 2 является Я-группой)? Отрицательный от­
вет на этот вопрос дает следующий пример абелевой группы Л, 
не являющейся //-группой, но разложимой в прямую сумму 
Я-группы без кручения F и группы 2 (2).

П р и м е р  1. Для построения /руппы Л воспользуемся приме­
ром абелевой группы без кручения F, использованным в [6, с. 320] 
в качестве примера абелевой группы без кручения с A utE^Q , 
где Q — группа кватернионов. Напомним построение этой группы.

Пусть \р^\ и j^^j—два непересекающихся бесконечных мно­
жества нечетных простых чисел, для которых найдутся такие 
целые числа А,- и //, что k\ = —1 mod pi и /? = —1 mod qi. Груп­
пу F определим как подгруппу делимой оболочки D свободной 
абелевой группы Н  с образуюпгими а, Ь, с, d, порожденную 
элементами а, й, с, d, p,-*(a-l-^i b), р r'^(d+kiC), ^/“ ‘(а+ /,с), 
4r^{.b-'rlid) при всех i. В [6, с. 320] показано, что Aut F ^ Q  и 
(это понадобится в дальнейших рассуждениях) существует такой 
« е  Aut F, чтоаа==/>.
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Покажем теперь, что группа автоморфизмов Aut А группы
A=F^T)Z(2) не гамильтонова. Для этого достаточно доказать, 
что (при очевидном отождествлении) подгруппа Aut F группы 
Aut А не является нормальной в Aut А. Непосредственно про­

веряется, что a ~ 2 F ,  Ь ~  2 F и a—b ~ 2 F ,  то есть элементы а и 
Ь принадлежат различным смежным классам группы F  по под­
группе 2F.  Так как фактор-группа F 2 F —элементарная 2-груп­
па, то существует такой О е Н от (Д, Z(2)), что а  0=0, Ь ^ф О .  
Докажем, что 0~’a0ifi Aut F, где 0—автоморфизм группы А, 
соответствующий гомоморфизму О. Используя матричное пред­
ставление автоморфизмов прямой суммы Л = Д 0 Д(2), получаем

0- Ч 0= ( ®  ̂ ®
О 1 г(2)/ \ О \z{i)

: я 9 - в \

If о

о 12(2)

О 12 ( 2)

Проверим, как гомоморфизм аО—9i 
элемент а  е Д ;

Н от (Д, Z(2)) действует на •

а(а О —9)= (а  а)9—а0=й9—а0=69 фО.

Этим доказывается, что 0-^я9^Aut Д.  Значит, сопряжение эле­
мента a e A u t  Д элементом 9 е  Aut А не принадлежит Aut Д. 
Таким образом, Aut Д не является нормальной подгруппой груп­
пы Aut Л, откуда заключаем, что группа Aut Л не является 
гамильтоновой.

Итак, Л = Д 0 Д (2 ), Aut Д s Q —конечная гамильтонова группа, 
то есть Д—/У-группа, но Л не является //-группой. Построение 
примера завершено.

Автор благодарит И. X. Беккера за внимание к работе.
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РЕФЕРАТЫ НА ОПУБЛИКОВАННЫЕ СТАТЬИ

УДК 512.55
Б а л а б а И. Н. Эквивалентности Мориты категорий градуированных мо­

дулей.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1985, 
с. 3—10.

Описаны эквивалентности полных подкатегорий градуированных модулей, 
которые в неградуированном варианте дают теоремы Мориты в форме Отаке 
(обобщающие результаты Фуллера и Като), а в градуированном содержат в 
себе градуированные теоремы Мориты, полученные автором, и независи.мо Гор­
доном и Грином.

Вибл. 9.

УДК 512.55
Б о в д и А. А. Унитарность мультипликативной группы группового кольца 

над конечным простым полем.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд- 
во Томск, ун-та, 1985, с. 11 — 19.

Пусть KG—групповое кольцо произвольной группы G над конечным пр с- 
тым полем К и / —гомоморфизм группы G в мультипликативную группу поля 
К. Если <=51 a„g—элемент кольца KG, то обозначим через xf элемент

гео* вео

Элемент и мультипликативной группы U(KG) групозого кольца KG назы­
вается /-унитарным, если обратный элемент u - i  совпадает с элементом & af, 
где Е—обратимый элемент кол ьца К. Все /-унитарные элементы группы U{KG) 
образуют подгруппу Uf{KG), которая называется /-унитарной подгруппой груп­
пы U(KG). Если U(KG)=Uf{KG), то группа U(KG) называется /-унитарной. 
Основной результат работы—необходимые условия /-унитарности группы 
V(KG). Рассматривается вопрос о достаточности этих условий.

Библ. 5.

УДК 512.55
Б о р и с е н к о  В. В. О матричных представлениях свободных алгебр мно­

гообразий.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск; Изд-во Томск, ун-та, 
1985, с. 20-30. «
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Ассоциативная алгебра над полем F называется представимой, если ее мож­
но вложить в алгебру матриц над расширением/^. Изучается вопрос о предста­
вимости относительно свободных алгебр. Относительно свободной (свободной в 
многообразии т )  алгеброй называется фактор-алгебра свободной алгебры по не­
которому Г-идеалу (идеалу тождеств т ) .  Основные результаты »относятся к 
случаю поля характеристики 0. Показывается, что ббсканечно-^порож1ден1ная сво­
бодная в многообразии ш алгебра представима тогда и только тогда, когда m 
порождается конечномерной над основным полем алгеброй. Такие многообразия 
называются свободно представимыми.

Пусть m — многообразие алгебр с 1 над полем характеристики 0, в котором
для некоторого т выполняются тождества [[xi....Хщ\\ух..... ^1=0 и ..............

где Xm)—стандартный полином. Тогда т свободно предста­
вимо,

Библ. 10.

УДК 512.541
Д о б р у с и н  Ю. Б. О продолжениях частичных эндоморфизмов абелевых 

групп без кручения, II.— В кн.; Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, 
ун-та, 1985, с. 31—41.

Абелева группа С без кручения называется транзитивной (вполне тран­
зитивной). если для любых а. b£G, характеристики Хо (а) и ta(b) которых 
совпадают (соответственно удовлетворяют неравенству Х.о(а)<хо(6)). а пере­
водится в Ь некоторым автоморфизмом (эидоморфиз.чом) G. Такие группы в ра­
боте охарактеризованы в тех случаях, когда они получаются из групп, все нену­
левые эндоморфизмы которых — мономорфизмы, при помощи конструкций пря­
мой суммы, прямого произведения и близких конструкций. Описаны, в частности, 
транзитивные и вполне транзитивные абелевы группы без кручения конечного 
ранга, а также указанные сепарабельные, векторные и другие группы. Пост­
роен пример транзитивной группы без кручения, не являющейся вполне тран- 
зи тивной.

Библ. 13,

УДК 512.541
К о ж у х о в  С. Ф. Почти вполне разложимые абелевы группы без круче­

ния с примарными факторами.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: 
Изд-во Томск, ун-та, 1985, с. 42—55.

Изучается класс таких почти вполне разложимых абелевых групп G безк
кручения с полным квази разложением A=^Aj,  у которых фиксированы мно-

т- , .жестЕО Т типов подгрупп А) ранга 1, состоящее из попарно несравнимых ти- 
пов, и фактор-гт^ппа С!А = Р, являющаяся конечной ^7-гpyппoй. Такие группы 
называются (Т, Р)-группами. Вюдится понятие (Т, Я)-матрицы и дается пол­
ное описание (Т, Р)-групп с точностью до изоморфизма на языке (Г. Р)-мат- 
риц.

Библ. 7.

УДК 512.541
К р ы л о в  П. А. Об абелевых группах без кручения, II.— В кн.: Абелевы 

группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1985, с. 56—79.
Изучается абелева группа G без кручения, для которой /?ХО-модуль 

GXQ является однородным вполне приводимым (Р — кольцо эндоморфизмов
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группы G). Исследование такой группы G во многом сводится к случаю не­
приводимой группы, то есть группы, у которой указанный модуль неприво­
дим. В произвольной минимальной сервантной вполне характеристической 
подгруппе группы G выэирается ненулевой циклический ^-модуль F. Как 
группа F—неприводимая эндотиклическая группа. Пусть C =End^Jf. Тогда 
С—область целостности, а f —правый С-модуль, всякий ненулевой подмодуль 
конечного С-ранга которого квазиизоморфен свободному С-модулю. Канони­
ческий гомоморфизм колец R->Eni^F является вложением. В теореме 1 вы­
ясняется, когда он будет изоморфизмом. Затем доказывается (теорема 2), что 
при подходящих условиях существует изоморфизм между категорией всех 
подмодулей С-модуля F и категорией определенных подгрупп группы G. 
Пусть А—группа без кручения, кольцо квазиэндоморфизмов которой есть .тело, 
а G—локально Л-сво5одная группа. Тогда /?ХС?-модуль GXQ—однородный 
вполне приводимый (теорема 3). Из теорем 2 и 3 получается теорема 4. 
Категория всех подгрупп Р локально Л-сво5одных групп со свойством 
Sp(A)=P эквивалентна категории всех подмодулей локально свободных 
Я(Л)-модулей при условии, что 1АфА для любого собственного правого иде­
ала /  кольца £(Л) (5^,(Л)—след группы Л в группе Р).

Библ. 8.

УДК 512.553

Р о с о ш е к  С. К- Чисто полупростые кольца и модули, I.— В кн.: Абеле­
вы группы н модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1985, с. 80—87.

Изучаются чистые аналоги различных классов модулей. Особое внимание 
уделяется чисто полупростым модулям. Показано, что чисто полупростые и 
чисто вполне приводи.мые модули, вообще говоря, различные классы модулей, 
причем любой чисто вполне приводимый модуль чисто полупрост. Установлен 
ряд новых характеризаций чисто полупроетых колец. Получено описание клас­
са колец, над которыми любой инъективный модуль чисто вполне приводим, 
а также класса колец, над которыми любой плоский модуль чисто вполне при­
водим.

Библ. 1'2.

УДК 512.55

Т у г а н б а е в  А. А. Кольца с дистрибутивной структурой идеалов.— В кн.: 
Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1985, с. 88—104.

Все кольца предполагаются ассоциативными и с единицей. Кольцо R 
называется дистрибутивным, если дистрибутивны структуры его правых и 
левых Идеалов.

Теорема 1.1. Пусть /?—полунаследственное справа кольцо. Тогда равно­
сильны следующие условия: а) кольцо R дистрибутивно справа; б) все мак­
симальные правые идеалы и все замкнутые правые идеалы кольца R явля­
ются идеалами и для любого вполне первич.юго идеала Р коль la R множест­
во R\P  является правым множеством Оре. Теорема 1.2. Для кольца R 
равносильны следующие условия: а) /?—редуцированное кольцо, все факгор- 
кольца которого иелозамкнуты; б) /?—дистрибутивное инвариантное полупер- 
вичное кольцо; в) w. gl. dirn(/?) 1 и инвариантное полупервичное коль то. 
В теореме 1.3 доказано, что дистрибутивное первичное кольцо, являющееся 
конечно-порожденным модулем над своим центром, обязано быть полунаслед-
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ств-енным максимальным порядком над прюферовой областью. Получены 
также и другие результаты.

Библ. 19.

УДК 512.541
Х а ю т  Л. Б. Сепарабельные абелевы группы без кручения как прямые 

пределы.— В ки.; Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 
1985, с 105—116.

Изучается связь м ежду строением множества всех прямых
слагаемых конечного ранга абелегой группы А без кручения и свойствами 
этой группы. Показано, что группа Л сепарабельна тогда и только тогда, 
когда система А =  {Л,•(/€/); где •. Aj->-Aj — естественное вложение Л̂
в Aj при AjCAj, является прямым спектром, состоящим из вполне Разложи­
мых групп конечного ранга (CZ)f-спектром) и Пш А £  Л. Описано строение
множества в случае, когда Л — вполне разложимая группа. Получены 
условия, при которых предел прямого CDF-спектра явлйется сепарабельной 
группой, а также необходимые и достаточные для того, чтобы этот предел 
был вполне разложимой группой.

Библ. 4.

УДК 512.541
Ч е х л о в  А. Р. Об абелевых группах без кручения, близких к квазисер- 

вантно инъективным.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, 
ун-та, 1985. с. 117—127.

Рассматриваются группы, в которых замкнутые в 2-адической топологии 
сервантные подгруппы выделяются прямыми слагаемыми и каждый гомоморфизм 
объединения счетной возрастающей цепи прямых слагаемых в данную группу 
продолжается до ее эндоморфизма. Указанные группы изучаются в, выделенном 
классе абелевых групп без кручения, где они характеризуются как сервантные 
вполне характеристические подгруппы групп П Л;, содержащие @ Л̂ ; Л^—одно-

Igf
значно определяемые группы, удовлетворяющие ряду условий.

Библ. 6,

УДК 512.541
Ш л я ф е р А. 3. Конечные гамильтоновы группы автоморфизмов абелевых 

групп.— в кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1985, 
с. 128—135.

Теорема. Для конечной гр},ппы G следующие условия эквивалентны:
(1) группа G гамильтонова и существует такая абелева группа Л, что Aut 

Л ^  G;
(2) группа G гамильтонова и существует такая абелева группа без кру­

чения Л. что Aut A^G;
(3) G s Q x n Z ( 2 ) x n Z  (3), где Q= < а, р | a '-!=p=(a^)->—группа кватерни-

m л
онов; Z(2) и Z (3)—циклические группы порядков 2 и 3, а т > 0 .  п > 0 —целые 
числа, причем если и ) 0. то m > 0.

Библ. 11.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

СОДЕРЖАНИЕ

И. Н. Б а л а б а. Эквивалентности Мориты категорий градуирован­
ных модулей ............................................................................................................... 3

A. А. Б о в д и .  Унитарвость мультипли'кативной группы группового
кольца над конечным простым полем . . .................................. 11

B. В. Б о р и с е н к о .  О матричных представлениях свободных алгебр
многообразий   20

Ю. Б, Д о б р у с и н ,  О продолжениях частичных эвдоморфизмов абе­
левых групп без кручения, I I ....................................................................................31

C. Ф. К о ж у х о в .  Почти вполне разложимые абелевы группы без
кручения с примарными факторами............................................................................42

• П. А. К р ы л о в .  Об абелевых группах без кручения, II . . . 56
VC. К. Р о с о ш е к .  Чисто> полупростые кольца и модули, I . . 80

А. А. Т у г а н б а е в. Кольца с дистрибутивной структурой идеалов . 88
Л. Б. Ха ют .  Сепарабельные абелевы группы без кручения как пря­

мые пределы  105
А. Р. Ч е х л о в ,  Об абелевых группах без кручения, близких к квази^

серЬантно инъективным . _ .................................................................... 117
А. 3. Ш л я ф е р. Конечные гамильтоновы группы автоморфизмов абе­

левых г р у п п .....................................................................................................................128
Рефераты на опубликованные с татьи ................................................................... 136

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ И МОДУЛИ 

ИБ 1484

Редактор Е. С. Юзефович 
Технический редактор Р. А. Прошенкина 

Корректор Г. Г. Иванова

Сдано* в набор 03.07.84. Подписано в печать 12.03.85. КЗ 02039. Формат 
60X84'/i6- Бу1мага типографская № 3. Гарнитура Литературная. Печать высокая. 
Печ. л. 9. Уел. печ. л; 8,37. Уч.-изд. л. 8,8. Тираж, 500 экз. Заказ 6447. 

Цена 1 р. 40 к. Издательство ТГУ, 634029, Томск ул. Никитина, 4.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

к  А т '
I S g f e

)

- • :•;. ч

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

I

' 'М ■

‘Ш т к -  ' ::.к.

у ^ 1', ■

,- 1̂

I !■■

Г'--'

')'•

'  Типо1графия изд-ва «Омская правда», 644056, Омск, пр. Маркса, 39.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 


