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о ДИСТРИБУТИВНОСТИ РЕШЕТКИ 
ПРЕДКРУЧЕНИЙ

И. Д. БУНУ, Е. И. ТЭБЫРЦЭ

Пусть ^ —ассоциативное кольцо с единицей и /?т— 
категория всех унитарных левых ^-модулей. Напомним, 
что в категории задан предрадикал г, если выпол
нены следующие условия:

К1. Каждому модулю ставится в соответст
вие подмодуль г{М).

К2. Если f - . M ^  N — /^—гомоморфизм, т о / ( г  (Л1))С 
Cr(/V).

Предрадикал г называется предкручением, если для 
любого модуля М  и произвольного его подмодуля N  
выполнено условие

КЗ. r(/V) =  Л/Пг (/И).
Обозначим через К (R) совокупность всех предкру- 

чений категории /?т. Отметим, что K{R)  является мно
жеством ввиду существования взаимно-однозначного 
соответствия между предкручениями и непустыми се
мействами F левых идеалов кольца R, удовлетворяю
щими следующим условиям:

/  1. Если I f  F и /  с у ,  то J(: F.
/  2. Если /б  У и X ^ R, то {R. х) F, где (/: х) =

=  /}.
/ 3 .  Если I ^ F и J{:F,  то If^J(:F.
Такие семейства называются фильтрами предкруче- 

ния. Скажем, что предкручение г меньше или равно 
предкручению s (обозначается г <  s), если г (М)  с  s (М) 
для любого модуля М.  Непосредственно проверяется, 
что указанное отношение является частичным порядком. 
Кроме того, r < s < - >  A :( r ) c /? ( s )< z r> y ( r ) c y ( s ) ,  где



7?(г)=={М0«т|г(УИ) =  Ж} —радикальный класс, а F (г) = 
=  {/ с  I г (Rjl)  =  /?//} — фильтр предкручення г.

Если {г̂  11 б 2} — семейство предкручений, то опре
делим пересечение этого семейства соотношением
ri<—> t ^ r i  для всех гС'2. Легко проверяется, что 
(Л г,) (M)=f|/'i('i'W) для любого модуля М.

Сумма г S предкручений г и 5 определяется сле
дующим образом: ( г s) (УИ) =  г (Л1) +  s (УИ) для лю
бого модуля М. Очевидно, что г -j-s удовлетворяет 
условиям К1 и К2 и поэтому является предрадикалом. 

Для произвольного предрадикала г можно опреде-
л л

лить наследственное замыкание г по правилу г (М) =
л л

=  УИ(~|г(УИ), где УИ — инъективная оболочка модуля М.  
Известно, что г—наименьшее предкручение, содержа
щее предраднкал г [1, предл. ЗЛ], Таким образом,

если г и S — предкручення, то равенство г \ / s — г -\- s 
определяет объединение этих предкручений. В силу 
вышесказанного легко проверить, что множество пред
кручений К {R) относительно определенных операций 
пересечения „ Л “ и объединения „V" является полной 
решеткой с нулем О (0 (Л /)= 0 )  и единицей е (s (Af) =  
=  М ).

Изучение решетки предкручений К {R) начато в [2], 
где, в частности, показано, что она модулярна. В дан
ной заметке рассматривается вопрос о дистрибутивно
сти этой решетки. Покажем, что решетка К {R) не 
всегда дистрибутивна, а также укажем необходимые 
и достаточные условия для выполнения этого свойства 
(теорема 4).

Пусть / —двусторонний идеал кольца R и / /̂ — со
вокупность левых идеалов J кольца R, содержащих /. 
Непосредственно проверяется, что множество /-/ яв
ляется фильтром предкручення. Соответствующее пред
кручение обозначим через г/ и назовем его идеальным. 
/1егко проверить, что для любого модуля УИ равенство 
Г/(Ж) =  УИ равносильно /Ж  0.

П р е д л о ж е н и е  1. Множество /(/?) идеальных 
предкручений является подрешеткой решетки K{R)



всех предкручений, антиизоморфной решетки двусто
ронних идеалов кольца R.

Доказательство.  Пусть Г/ и о  — произвольные 
идеальные предкручения. Легко проверить, что г/<;

причем Г/— rj<—> I = J. Теперь пока
жем, что предкручения г /Л  О и Г/V О являются иде
альными. Действительно, из включений / C ( / - f y )  
и ^ С ( /  +  7) следует, что Г/>Г(/+/) и о>Г(/+у). Если 
S — другое предкручение, меньше каждого из пред
кручений Г/, Гу, и /- — произвольный левый идеал из 
фильтра f  (s), то L qF{ r/)f]F{rj).  Отсюда имеем L ^ I  
и УЭУ, поэтому Т З (/- |-У ) . Так как ( / -ф У) 6 Д(Г(/+у)), 
то по свойству / I  левый идеал L принадлежит фильт
ру F{r(i.^j)). Это означает, что Е (5) с  Д (г(/+у,), т. е.
<Г(/+у). Следовательно, Г(/+у) —наибольшее предкруче- 

иие, меньшее г\ н Гу, поэтому r , f \ r j  = r(i^j).
Докажем теперь, что объединение двух идеальных 

предкручений является идеальным предкручением. Из 
включения /П -^С / и следует, что Г/<Г(/пУ)
и Гу<Г(/пу). Если предкручение х > г /  и s ^ r j ,  то 
Д ( Г / ) с Д ( 5) и Д (г у )с У (5). Отсюда и из включений 
/б Д (г / )  и УбЕ(гу) получим, что lQ,F{s) и J^F{s) .  
В силу /3  l ( \ J^F{s ) .  Поэтому Д(Г(/пу>с f  (5) и, сле
довательно, Г(/пу)-<'5- По определению это означает, 
что T/Vo = /"(/пг)- Таким образом, множество идеаль
ных предкручений является подрешеткой решетки K{R)  
всех предкручений. В заключение заметим, что соот
ветствие I <.— Г/ является антиизоморфизмом решеток 
/ (/?) идеальных предкручений и двусторонних идеалов 
кольца R. Предложение доказано.

Кольцо R называется арифметическим, если решет
ка его двусторонних идеалов дистрибутивна.

С л е д с т в и е  2. Решетка I {R) идеальных пред
кручений дистрибутивна тогда и только тогда, когда 
кольцо R является арифметическим. Это с очевид
ностью вытекает из предложения 1, так как решетка, 
антинзоморфная дистрибутивной, сама дистрибутивна 
[3, 1V.6.1].

З а м е ч а н и е .  Существуют кольца, над которыми 
решетка предкручений не дистрибутивна.

Действительно, это очевидно, так как существуют 
не ари(|)метические кольца.



Л е м м а  3. Решетка предкручений K(R)  дпстрнбу 
тивна тогда и только тогда, когда для любого инъек
тивного модуля М  и произвольных предкручений г, 
S к t из К (R) верно равенство

г [S (Ж) +   ̂(М)] =  г [S (М)| +  г (Ж)].
Доказательство. Предположим, что решетка К (R) 

дистрибутивна, т. е. для любых предкручений г, s и t 
верно равенство rA{s \ / t )  = {r/ \ s) \ / (r / \ t ) .  Пусть Ж — 
произвольный инъективный модуль. Так как г (Ж) =
=  г (Ж) для любого предрадикала г, то из определе
ния операции объединения „V" в /С (R) имеем, с одной

стороны, [rA(sVO] (Л^) =  |^Л(5 +  01 Щ)  =  (Л^)П

П^-Р^(М) =  г(Ж )П(5 +  0(Л1) =  г(Ж)П15(Ж) +  ̂ (Л0] =
=  г [s (Ж) -|-1 (Ж)], с другой стороны,

[/•As) V (rA 0 ]  { Щ =  (/"Vs) +  (r/ \ t)  (Ж) =  [(rAs) +
+  (гЛО] (AJ) = (rAs) (Af) + ( r A 0  (Ж) =  [г(Ж)П5(Ж)]Ч-

+  \ r { M) p , t { M) ] =r [ s { M) \ ~ \ r [ t { M) \ .
Отсюда и из дистрибутивности решетки К {R) получим 
Г[5 (Ж) - f  t (Ж)] =  г [S  (Ж)] +  г \t (Ж)].

Обратно, пусть г [s (Ж) +  ̂  (Ж)] = г  [s (Ж)] r\ t  (Ж)] 
для каждого инъективного модуля Ж и любых пред
кручений г, S и t. Рассмотрим произвольный модуль А 
и докажем, что {rA(sVO) (/^) =  ((/■As)V(/‘A 0) (Л). 
Действительно, как было показано выше, (rA(sVO)

(A)=r[s( -4)- f  ^И)1, { {r ^s ) У{rAt ) ) {A)  = r [s(X)]-l- 
л л

- f r [ / (A ) ] .  Тогда по допущению (rA (sV ^)(/1 ) =

=  (( rA s)V (/ 'A 0) (/^)- Но тогда [rA(sV01 =

=  / in [ / - A ( s V 0 1 ( ^ V A n [ ( r A s ) V ( r A 0 1 ( ^ V [ ( / - A s ) V
VC/'AO] ('^)- Ввиду произвольности модуля Д полу
чим, что г f \ {s \ / t )  = {г/ \$) \ / {г f\t).  Лемма доказана.

Для фиксированного модуля Ж определим пред- 
радикал г-'* по правилу: для любого модуля N  r ' \N)  = 
=  VIm^ по всем гомоморфизмам в б Нот/? (Ж, N).  Как



л
показал Бичи, левый идеал I(-_F(r^) тогда и только

Л

тогда, когда /ЭП(0;И1,) для подходящих элементов 
/=•1

Ши т„ модуля М (4, предл. 1.6].
Т е о р е м а  4. Решетка предкручепий K(R)  дистри

бутивна тогда и только тогда, когда для произволь
ного инъективного модуля М  и любых двух его эле
ментов т и п  существуют такие элементы х, у ^ М  
и элементы а ,̂ 6̂ , Ci, d^izR, i ~  1, 2,..., к, что выпол
няются следующие условия: 1) т \ -п — х у \  2) П

( 0 ; а ( т ) + П (0:^(/ге | - д ) ) с ( 0 : х ) :  3) П (О : с / г ) +

+  П (0;й?,(т +  л ) )С (0 :у ) .

Доказательство. Пусть решетка предкручении 
К (R) дистрибутивна, а т i\ п — любые элементы произ
вольного инъективного модуля М.  Рассмотрим пред-

/ \  / \
кручения г =  S =  гЛ'” и / =  г'?". По допущению
согласно лемме 3 верно равенство г [s (УИ) +   ̂(.41)] =  
=  г [s (М )]-f-г (Ж)] (*). Легко проверить, что эле
мент т + n f - r \ s { M) - r t { M) \ .  Тогда из равенства {*) 
имеем /га + л  t r [ s ( M ) ] +г|/(УИ)]. Поэтому существу
ют такие элементы д: 6 г [s (Ж)| =  s (УИ)П  ̂(УИ) и у(- 
(:г 1ЦЛ1)] =  г(УИ)П< (М), что т -\-п =  х 4- у. Из усло
вия хб5(Л1)Пл(А1) имеем x 6 s (M ) и x t r ( M ) ,  т. е.

х6гЛ"‘ (УИ) и X Согласно предложению
1.6 [4] существуют элементы Oj, ао,..., a,^i-R и bi, b-i,...,

bp^R  такие, что (О: х) 3 f | (О : а,т) и (О: х) {т +
к Р

+ п)). Отсюда имеем П (0  ̂ 4- П (0 : (л̂  +  л)) с
1-1 (=1

с ( 0 : х ) .  Аналогично для элемента убЖ  существуют 
элементы с,, С2,..., c ^^R  и of,, d^f^R такие, что

(О : у) З П ( 0  : г л )  « (О : у) 2 П ( 0 : ( /« -И л.)), откуда
1-1  ̂ '-1

П(0:с^/г) г ,П (0:^1(лг-гл))С(0:у). Без ограничения



общности можно предположить, что к = шах {к, р, q, I). 
Если р, q, I к, то, полагая bi = \, с̂  = \, =  1 для
всех p < i ^ K ,  q<Ci ^K  и / < / < ; « ,  соответственно 
получим указанные в теореме условия (2) — (3).

Обратно, пусть для произвольного инъективного 
модуля М  и для любых двух его элементов т и п 
выполняются условия (1) — (3) теоремы. Докажем, 
что решетка К (R) дистрибутивна. Действительно, со
гласно лемме 3 достаточно доказать выполнение ра
венства г[5(М) +  ^(Л^)] =  г[5(М)] + r  {t(M)] для лю
бого инъективного модуля М  и произвольных пред- 
крученнй г, S н t. Пусть а —ненулевой элемент модуля 
г (5 (/И)-J-/ (Л/)]. Тогда а==т-\-п, где /и 6 s (УИ) и л 6 
6^(УИ), причем (т i - п) Q г (М).  По допущению т~\-
+ п = х + у, П(0:а^л1)-ЬП(0:Ь,(/л +  л ))С (0 :л :)н  П

<=1 i~i i_i
К

(0:С;Я) -f : с?Д/л-j-л)) С  (О: у ) . Из первого вклю-
« к

чения имеем П (0 : с  (О: л), П (0 : if»; (лг-f л)) С  (0: х) .
/-1 i~l

Так как /л 6 5 (/И), то (0; лг) б Е (s), поэтому согласно 
свойству /2  (0:а,лг) 6/^(5) для любого г = 1 ,  2,..., к.

К

Тогда по свойству /3  П( 0 : Из  включения
/ - 1

П (0: а,л/) с  (0: д:) и по свойству /1 имеем / — 1
т. е. jc6s(A/). Аналогично из включения

(0 :дс)6Е(5),

П (0 • {'ч “Ь
<-1

-t-'i)) ^  (0; Л") и из того, что ( / л л )  б г (Ж), следует, 
что xQr(M).  Таким образом, дсб  ̂(Ж)Пг {М) — г [s (М)]. 
Таки<е можно показать, что из условия (3) получим 
уб/'|/(УИ)|. Поэтому а =  лг +  л -дс-1-уб /'[5(Л /)]-!-  
-'г г \t {М)].  Ввиду произвольности элемента а имеем 
г [5(М) -[- t (Ж)] =  г [5(Ж)] f- г \t (Ж)]. Обратное вклю
чение очевидно и поэтому теорема доказана.

С л е д с т в и е  5. Над артиновым слева кольцом R 
следующие условия равносильны:
(1) У? — арифметическое кольцо; (2) решетка K{R)  
дистрибутивна; (3) для произвольного инъективного 
модуля Ж II любых двух его элементов т и л су
ществуют такие элементы д: и у из Ж, что /л (-л = ’ 
8



=  А--|-у, (0;i?/n) +  (0:i?(//i +  r t ) ) c (0 ;x )  и (О:/?«) +  
+  (0;/?(/га +  п ))с (О ;у ) .

Доказательство. Импликация (2):^>(1) следует 
из следствия 2, а импликация (1 )п > (2 )  — из следст
вия 2 и из теоремы работы [5], так как над артиновым 
слева кольцом все предкручения идеальны. Эквива
лентность утверждений (2) и (3) следует из теоремы 4, 
поскольку над артиновым слева кольцом (О; Rm) =

К

=  П (О: а;/п) =  П (О: для подходящих элементов
g /?,/== 1, 2,..., к. Аналогично для (О ; Rti) и (О : /? (m-f-

+  «)).
Очевидным результатом согласно теореме 4 яв

ляется
С л е д с т в и е  6. Если для произвольного инъектив

ного модуля М  и любых двух его элементов т 'л п, 
таких, что /и - f /г ^  О, выполняется равенство (0 :(щ  +  
+  л)) =  (О: /п) П (О: л), то решетка К {R) дистрибутивна.

С л е д с т в и е  7 (см. [6]). Над коммутативным 
кольцом R решетка К (R) дистрибутивна тогда и только 
тогда, когда для произвольного инъективного модуля 
М  и любых двух его элементов т и п  существуют 
элементы х, yf ^M,  удовлетворяющие условиям: 1) лг +  
+ п = X + у; 2) (О: лг) (О : (лг +  л)) С (О; а) и  (О: л) С 
С(0;у) .

Действительно, заметим, во-первых, что в силу
К

коммутативности кольца R имеем (О : лг) с  f) (О: а/л),

(а:л)сП(0:С;Л) и (0: ( т + л ) )  C f l ( 0 : (лг-|-л)), (0:(лг Е
г-1 г-1К

+ '0 )  (О: + '0)i во-вторых, что из равенстваг-1
лг +  л =  А +  У и из включения (0 ; (лг +  л)) с  (0 : х) 
следует (0: ( л г л ) )  с  (0 : у). В самом деле, если 
А Е (0 : (т -f л)), то X {т + п) =  X (а 4- у) =  +  Ху =  0.
Отсюда и из включения (0 : (лг +  л)) с  (0 : х ) имеем 
Ху =  0, т. е. X g(0 :\) .  Поэтому (0 : (лг-[-л)) с  (0 ; у). 
Теперь остается только применить теорему 4.

С л е д с т в и е  8. Если над коммутативным кольцом/? 
решетка K{R)  дистрибутивна, то для любых элементов 
/л и л произвольного простого модуля М, таких, что т-\- 
-Ел4=0, выполняется равенство (0:(гл4-л)) =  (0 :т )П (0 :  п)



Действительно, по следствию 7 (О : (/и+я)) =  (0 : (л +  
+У)) =  (0 : ^)П(0: у)- Кроме того, из включения (0: /и)с 
С (0 : -с) и (0 : д) с  (О : у) и из максимальности идеалов 
{О-.т) и (0;д) получим, что ( 0 : т )  =  (0:д:) и (0://) =  
=  (0;у). Поэтому (0 : (та +  л)) =  (0 : /д)П (0: я).
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о  РАСЩЕПЛЯЮЩИХСЯ КВАЗИСЕРВАНТНО 
ИНЪЕКТИВНЫХ ГРУППАХ

Ю. Б. ДОБРУСИН

Внимание ряда авторов недавно привлекла [2] 
проблема 17 а Л. Фукса [3] об исследовании квазисер- 
вантно инъективных групп (сокращенно QP/-rpynn). 
Под QP/-rpynnofi понимается абелева группа, все час
тичные эндоморфизмы которой, заданные на серванг- 
ных подгруппах, продолжаются до эндоморфизмов дан
ной группы. Были полностью описаны периодические 
QP/-rpynnbi [5,6,9], получено описание довольно широ
кого класса QP/-rpynn без кручения [9, 10], рассмотре
ны некоторые обобщения на модули [7, 8]. Данная ра
бота посвящена вопросу о том, когда прямая сумма 
периодической QP/-rpynnbi Т и QPZ-группы А без кру
чения бу.дет снова (ЗР/-группой. Ответы на этот вопрос 
в случае, когда Т обладает лишь конечным множеством 
р-компонент, таких, что рА Ф  А, либо в случае, когда 
4 _  некоторая из групп, описанных в [10], получены в 
§ 2 (теоремы 2.1, 2.4). В § 1, 2 рассматривается таклсе 
вспомогательный, но представляющий и самостоятель
ный интерес вопрос о сервантной совместности группы 
без кручения и периодической группы.

Определение. Упорядоченную пару групп (А, В) на
зовем сервантно совместной, если любой гомоморфизм 
всякой сервантной подгруппы А в группу В может быть 
продолжен до гомоморфизма А в В.

§ 1. Сервантная совместность

Все группы в работе предполагаются абелевыми. 
Основные обозначения и терминология взяты из [3 4].

И



Введем некоторые обозначения, используемые во всей 
работе. Обозначи.м через л множество всех простых чи
сел. Пусть р Q л; X—р-группа. Если группа X ограни
чена, то через е(Х) обозначим максимальную из экспо
нент e{t) элементов t ^ X, в противном случае по опре
делению положим е{Х) =  сзо. Через Тр обозначим 
р-компоненту периодической группы Т. Через £'(0),

hp (х) соответственно кольцо всех эндомор
физмов, ранг р-базисной подгруппы группы G, р-высоту 
элемента х в группе G. Сервантную подгруппу группы G 
без кручения, порожденную подмножеством В е  G, обо
значим < ;В > ^  . Символы 0  и 2]* используем для 
обозначения прямых сумм и прямых произведений соот
ветственно; Q р кольцо целых р-адических чисел;

кольцо всех рациональных чисел со знаменателя
ми, не делящимися на р. Для любой группы G полагаем 

00

С‘ =  П «о, л (G) =  (р б п \pG фG}./1 = 1
Поскольку задача изучения QP/-rpynn легко сводит

ся к редуцированному случаю, то и при исследовании 
расщепляющихся QP/-rpynn ограничимся редуцирован
ными группами. Под периодически полной группой, сле
дуя [4], понимаем периодическую группу, все примар- 
иые компоненты которой периодически полны (замкну
ты). Ввиду следующего результата нас в основном инте
ресуют группы с периодически полными периодическими 
частями.

Т е о р е м а  1.1 [5, 6, 9]. Редуцированная периодиче
ская группа является QP/-гpyппoй тогда и только тогда, 
когда она периодически полна.

Прямое слагаемое QP/-rpynnbi, очевидно, снова 
QP/-rpynna. Поэтому периодическая часть Т расщеп
ляющейся QP/-rpynnbi G является QP/-группой, а также 
GjT — QP/-rpyiina.

П р е д л о ж е н и е  1.2. Пусть Л — QP/-rpynna без 
кручения; 7’ — периодическая QP/-rpyniia. Группа 
Л Ф Г является рР/-группой тогда и только тогда, ког
да пара групп (Л, Т) серваптпо совместна.

Для доказательства понадобится вспомогательная
Лемма 1.3. Пусть Н, F — подгруппы G; ф б Нот (//, 

G); ф (// f) Р) с  Р и пусть существует т] б РДР) та



кой, что т]|я п̂ '' = ф|нп F- Тогда ф можно продолжить 
до гомоморфизма И + !■ в G.

Доказательство. Определим искомый гомоморфизм 
ф : / /  -(- F-V G, полагая

ф (/1 +  /) = ф ( / 1) +  п(/)
для всех h ^ Н, f ^ F. Данное определение корректно, 
так как если h, h' Q Н, f. f' ^ F таковы, что h + f = h' + 
-r-r, TO ( f i - h ' )  Hr\F и Ф ( h - h ' )  =Ti ( / ' -
f), T .  e. ф(/г + /) = ф(/г' +  f'). Следовательно, ф 6 Нот 
(Я + F, G), ф|н = ф.

С л е д с т в и е  1.4. Пусть Я — сервантная подгруппа 
группы G; ср в Нот (Я, G) ; D и Т — соответственно де
лимая и периодическая части группы G. Тогда подгруп
пы Я +  Д  Я +  Т, Я П Т сервантны в группе G и справед
ливы утверждения:

а) если G' =  Я, то ф можно продолжить до гомомор
физма Я + D в G-,

б) если группа Т периодически полна, то ф можно 
продолжить до гомоморфизма И + Т в G.

Доказательство. Докажем сервантность подгруппы 
Я + Г в группе G. Пусть ЛбЯ;  t 6 Т\ h + t = пх для 
некоторого X F G в целого числа п ф  0. Тогда mh = 
тп X для некоторого целого числа т — 0. Так как /г 6 Я, 

то существует у 6 Я такой, что mh =  тпу. Следователь
но, X  — у QT, X FI + Т. Сервантность подгрупп Н + D 
и Я П Т в группе G проверяется непосредственно по опре
делению. Так как ЯП Я с Я*, ф (Я’) С G' и группа Я 
инъективна, то утверждение а) вытекает из леммы 1.3 
при F — D. Так как Ф (ЯП Т) с  Т, то утверждение б) вы
текает из теоремы 1.1 и леммы 1.3 при F = Т.

Доказательство предложения 1.2. Необходимость 
очевидна. Докажем достаточность. Пусть данная по 
условию пара групп (.4, Т) серваитно совместна; G = 
=  Л © Т\ Н — сервантная подгруппа группы G; ф б Нот 
(Я, G). Нужно доказать, что ф продолжается до 
эндоморфизма G. Учитывая 1.1, 1.4, можно считать, что 
7’ С  Я. Тогда Я =  (ЯП Л) © Т, подгруппа 7/ПЛ серван- 
тпа в группе G. По условию и предположению сущест
вуют ц (■ Нот (Л, Т), б 6 Я(Л) такие, что (б -f г|) | 
!я = ф|нп А' Пусть I Q E(G); | | а = 6 4 -ц; Ц г = ф1г. 
Тогда если hP-H,h = t + a, гя& t F Т- а ЯП Л, то 
1(h) =  (б-fti) (а) +  ф(П =  ф (/г), т. е. ^|я =  ф.



Т е о р е м а  1.5. Для любой группы А без кручения н 
/5-группы Т, не содержащей ненулевых элементов беско
нечной /т-высоты, пара групп (Л, Т) сервантно совместна 
тогда и только тогда, когда выполнено условие: 
если Гр (Л) ^  (О о, то группа Т ограничена.

Доказательство. Необходимость. Пусть данная пара 
(Л, Т) сервантно совместна и Гр (Л) ^  шо- Тогда в груп
пе Л есть свободная р-сервантная подгруппа В ран

га Шо. Пусть F — сервантная подгруппа группы В. Тог
да группа F свободна н является р-сервантной подгруп
пой группы Л, поэтому группу Н = а  F > ^
рассматривать как подгруппу группы (Qpe,),,
где {еф' 6 /}—система свободных образующих группы F. 
Рассматривая X как свободный Qp-модуль и учитывая, 
что группа Т является Qp-модулем, заключаем, что вся
кий гомоморфизм группы F в группу Т продолжается до 
гомоморфизма X п Т, в частности до гомоморфизма Н в 
Т, который по допущению индуцируется некоторым го
моморфизмом А в Т. Следовательно, пара групп (S, Т) 
сервантно совместна. Согласно [7, предложение 1.2] 
группа Т алгебраически компактна, т. е. ограничена.

Докажем достаточность. Пусть данные по условию 
группы Л, Т таковы, что если Гр(Л) ^  со о, то Т’ ограни- 
чена. Пусть F! — сервантная подгруппа группы Л; 
ср б Нот (Я, Т). Допустим, что Гр (Л) <  ш о, тогда ранг 
р-базисной подгруппы В группы Я конечен. Так как 
группа Т сепарабельна, то ср (В) С  С, где С — ограни
ченное прямое слагаемое группы Т. Тогда ф (Я) С  С, 
Действительно, ясно, что существует б f  Нот (Я, С), 
для которого б|в =  ф|л. Так как В ^ К е г ( б  —ф), то 
Я/Кег (б—ф) ^  Im (б—ф) — р-делимая подгруппа 
группы 7', по условию теоремы б = ф, ф (Я) С  С. Группа 
С алгебраически компакт[1а, поэтому существует 
ф 6 Нот (Л, С) такой, что фф = ф. Если Гр (Л) ^  ш 
то группа Т ограничена, поэтому она алгебраически 
компактна и пара (Л, Т) сервантно совместна. Теорема 
доказана.

Непосредственно 
вытекает

С л е д с т в и е  1.6. Пусть Л — группа без кручения; 
Т — периодическая группа и 7’’ =  0. Пара групп

можно

из теоремы 1.5 и [3, теорема 8.2]



А, У* Т ) серпантио сов местна тогда и только тогда 
Тсп

когда выполняется условие (О следующей теоремы 2.1.

§ 2. Расщепляющиеся QP/-rpynnbi

Т е о р е м а  2.1. Пусть Т — периодически полная груп
па; А — QP/-rpynna без кручения и множество П(Т’) П 
ПП(^) конечно. Группа Г © Л является QP/-rpynnoit 
тогда и только тогда, когда выполняется условие: (г) 
группа Тр ограничена для зсе.х тех простых чисел р, для 
которых Гр (А) ^  (00-

Доказательство. Необходимость вытекает из 1.2, 
1.5. Докажем достаточность. Пусть верно (г). Соглас
но 1.6 пара {А, У*Т ) сервантно совместна. Положим

леи
l[(7)flll (Л). По условию |Я |<ш о, поэтому для 

любого 6 Нот (Л, У*Т. )  имеем 
леи

Ф (Л )С У *Г ^=  0  Г С Г.
piP piP

Следовательно, пара (А, Т) сервантно совместна. По 
предложению 1.2, теореме 1.1 А Ф Т  — QP!-rpynna. Тео
рема доказана.

Значительно более жесткие ограничения требуются 
для того, чтобы (в обозначениях теоремы 2.1) группа 
АФ Т была QP/-rpynnofi при [ ГТ(Л) f) П( Л  [ =  wq. Для 
изучения этой ситуации уже необходимы более глубокие 
сведения о QP/-rpynne Л без кручения. Исследуем слу
чай, когда Л — определенная группа из класса L, вве
денного в [10].

Под классом L понн.маем класс всех редуцирован
ных групп G без кручения, таких, что для любого 
а б Г ( С )  существует элемент Ра, максимальный в 
Г(С) и такой, что а^ра- Через F[G) здесь и да
лее обозначаем множество всех различных типов не
нулевых элементов группы С. В [10] описаны все од
нородные QP/-rpyrinbi без кручения, неразложимые 
QP/-rpynnbi из L .Центральным результатом этой ра
боты является

Теорема 2.2 [10, теорема 5.1]. Группа Л является 
QPZ-группой из класса L тогда и только тогда, когда 
она представима в виде сервантной вполне характерис-



тнческой межпрямой суммы (единственного) семейст
ва подгрупп {Aj\i f  У}, состоящего лишь из однородных 
QP/-rpynn без кручения и неоднородных неразложимых 
QP/-rpyiin пз L,  причем П(Л,) Г |П (Л ^)= 0  для всех раз
личных (, / б У.

Указанные подгруппы Aj назовем квазиоднородными 
компонентами группы А (группы Aj квазиоднородны в 
смысле [10]). Семейство всех квазиоднородных компо
нент Л обозначим через <Э(Л).

Кроме данной теоремы далее используется ее
С л е д с т в и е  2.3 (см. также [9]). Сепарабельная 

(соответственно векторная) редуцированная группа Л 
без кручения является (ЗЯУ-группой тогда и только 
тогда когда Л =  0  Л, (соответственно Л =  У* ЛО, где 

Aj / и
все группы Ар убУ являются однородными вполне 
разложимыми группами конечного ранга и П(Л^)Р| 
П ’̂ (Лу) =  0  для всех различных г, J^J .

Следуя [4], под связной группой понимаем группу, 
все фактор-группы по ненулевым сервантным подгруп
пам которой делимы. Во многих случаях неразложи
мые прямые слагаемые QP/-rpynn из L оказываются 
связными. Этим свойством обладают, например, все 
группы, указанные в 2.3, все алгебраически компакт
ные группы без кручения.

Пусть I г б Л — семейство непустых множеств.
Выборкой из семейства назовем всякое отображе
ние такое, что /(1/^)6 1Л; для всех / бУ.l Ĵ

Т е о р е м а  2.4. Пусть Т — периодически полная груп
па; Л — QP/-rpynna из класса L и все неразложимые 
квазиоднородиые компоненты Л связны. Группа У © Л 
является QP/-rpynnoir тогда и только тогда, когда вы
полнено условие (г) теоремы 2.1 и следующие условия:

(И) для любой неоднородной группы К Q С?(Л) и лю
бой выборки f из семейства {Тр\р б П} подгруппа

{x^K\hp е { f  {Т р)) для всех р бИ}
является (в зависимости от К  и / )  либо пулевой, либо 
существенной подгруппой группы /С;

{Ш) для любого элемента а б Л \ ( 0 К ' )  и любой
K̂ Q(A)

выборки (р из семейства {П (Д) |/( б Q (Л)}, г д е 9 (П(Д) =  
=  Да', /'CбQ(Л), неравенство



hpK {fi) ->• e ( Tp!^)
верно дл;я всех К б Q(^) за исключением, быть может, 
конечиогю числа.

Г1олуч1им результаты, необходимые для доказатель
ства. Следуя [1], под кольцом универсальных чисел 
(обозначение Z*) понимаем прямое произведение ко
лец Q*p, взятых по одному для каждого /?бИ.

Л е м м а  2.5. Пусть (У —аддитивная группа кольца Z*; 
Т — редуцированная периодическая группа; =
и <рбНот(б/, Г*). Тогда

(Т) =  < { х е  i f \hp (x) ' ^e( tp)  для всех ;?бП}>У,
где (..., г‘р,...)р€п =  9 (е), tp^Tp,  S — единица кольца Z*. 

^  Доказательство. Так как группа Тр является 
Qp-модулем, то группу Т* можно, естественно, рас- 

-V сматривать как 2*-модуль. Легко видеть, что <рб
1Г б Homz* ( б/, Т*). Пусть
0

®(s) =  (•••. *̂р-".)р€и; tp(tTр\ x ^U \ X = Хр,...)р(^п;
^  Xp^Ql', <?{х) = Xptp,...)pin.
1 (х)
>  Заметим, что х^ — {рР )-Sp, где 8̂, — обратимый 

элемент кольца Qp. Причем ср(л-)бТ в точности, если 
найдется такое целое число п Ф О, что л<р (х) =  tp (пх) — 
=  0. Последнее эквивалентно тому, что Лр {пх) (tp) 
для всех рбИ .

П р е д л о ж е н и е  2.6. Пусть К — связная группа 
без кручения; Т — периодическая группа Г '=  0. Пара 
групп (К, Т) сервантно совместна тогда и только тогда; 
когда для любой выборки f из семейства {Тр\р б П| 
подгруппа

К[/ ]  = {xQK\hp { x ) >e ( f ( Tp ) )  для всех рбИ}
является (в зависимости от f) либо нулевой, либо су
щественной по.агруппой группы К. В частности, если 
ipynna К однородна, то пара {К, Т) сервантно совместна.

Доказательство. Пусть данная пара (К, 7) сер
вантно совместна; /  —произвольная |зыборка из семей
ства {7'р|/?бП}; f (Tp)  = t„. Допустим, что К [/] ¥= 0. 
Докажем, что тогда АГ[/] —существенная подгруппа
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группы к . Положим Х =  < / С [ / ] > . ,  Будем рассмат
ривать К как серпаптпую подгруппу аддитивной груп
пы и  кольца Z*, пусть е — единица этого кольца. 
Рассмотрим гомоморфизм f: LI-*Т*  TaKoii, что ср (е) =  
=  (..., где Т*- - У* 7' .̂ По лемме 2.5 ч>(х)с.Т,

pi’--
поэтому существует фс-Пош(Д', Г) такой, что ф |.v =  
=  tp|.v. Так как группа К связна, фактор-группа К ^ Х  
делима, откуда легко вывести, что (ф — tp) (Д") =  0. 
Следовательно, 'р (Д )с 7 ’. По лемме 2.5 Д с А ,  т. е. 
К [/1 -  существенная подгруппа группы К.

Обратно, пусть данные группы К, Т удовлетворяют 
указанному в предложении условию. Докажем, что 
пара групп (К, Т) серваптно совместна. Пусть Оф Н  — 
сервантная подгруппа группы К, T)fHom(/Y, Т). По- 
прежнему считаем К сервантной подгруппой группы U. 
Так как Гр{и) = 1 для всех то по следствию 1.6
существует србПопД^У, Т*) такой, что ср |я = '/). Пусть 
ср(г) = (.. . ,  и пусть / —такая выборка
из семейства {TpIpfH}, что f {Tp)  = tp .тля всех /?6П. 
Так как ^ { Н ) С Т ,  то по лемме 2.5 
К  I/J Ф 0. Поэтому К [/] — существенная подгруппа 
группы Д, т. е. /Ф =  <  К [/I . По лем.ме 2 .5 's (К) С Т,
т. е. пара (Д, Т)  сервантно совместна.

Очевидно, необходимое и достаточное условие, ука
занное в предложении, всегда выполнено, если груп
па Д однородна.

Л е м м а  2.7. Пусть А — редуцированная однородная 
разложимая Qf*/-rpynna без кручения, такая, что 
fp(A) <  «) о для всех р б И (Л); Т — периодическая 
ipynna и Г' = 0. Тогда пара групп (Л, Т) серваптно сов
местна.

Доказательство. Пусть 0 ^ / У  — сервантная подгр\ п- 
па группы Л; ср б Нот (Я, Т). Докажем, что ср продол
жается до гомоморфизма Л в Г. Рассмотрим максималь
ное с-подмножество L группы И в смысле [8]. Так как 
jL ^Л р (Л ) для любого р б Н(Л), то по условию 
\L = п < ш о ,  пусть L = {hi Ii2, И,,}. Считая, что 
L включено в максимальное с-подмножество всей группы 
Л, и применяя [8, лемма 1.3], получим, что

Л =  Л '0 Л " ,  Л' =  ф.4„ 
/-1



причем L (соответственно {Л,} является максимальным 
с-подмножеством группы А' (соответственно группы 
AJ). Группы Л, неразложимы для всех i -=\ ,  2 , . . . ,  п. 
Так как проекция А на А'  действует тождественно на 
множестве L, то согласно (8, теорема 1.10] И  С А'. 
Поэтому для доказательства леммы достаточно уста
новить продолжаемость ср до гомоморфизма А'  вТ .  Так 
как группа А разложима, то согласно [8, теорема 3.2] 
все группы Л,-, г = 1 ,  2,..., п, связны. ГТо предложе
нию 2.6, для любого i= \,  2,..., п существует ф,-бИот 
{А„ Т) такой, что =  ? |япл;- Пусть 6 Нот (Л',
Т); =Ф,., г =  1, 2..... п. Положим = Тогда
Х сК ег(Л  — ср), где X = < L > \  Так как группы Л( 
связны, то фактор-группа А' !Х  делима, поэтому дели
ма ее сервантная подгруппа Н Х  и подавно делима 
группа Я  Кег(т] —ср), изоморфная Im(-)̂  — ю). По усло
вию группа Т  редуцирована, поэтому т; =  ср.

Л е м м а  2.8. Пусть Л — группа без кручения ранга 
1; Оф ае  А; р еИ (Л); Г —/^-группа; t ^ T .  Гомоморфизм 
србНот(Л, Т) такой, что ср (а) =  / существует тогда 
и только тогда, когда Лр (а) < /iJ(^) .

Доказательство. Необходимость очевидна. Дока
жем достаточность. Пусть для указанных а, t спра
ведливо неравенство h p { a ) ^ h l { T ) .  Так как hp {а) = 
=  я <  со, то группа
^  =  Группа

лем с базисом | —1/;«
Поэтом;,’
ф I i =  т, р'‘х ~  t, т. е. ср (а) =  t.

Л

X
является подгруппой группы 
является свободным С? ,̂-моду-

группа Т  является Qp-модулем.

существует србПот(А', Т) такой, что

I?)
Доказательство теоремы 2.4. Пусть Л, Г — дан

ные по условию группы. Учитывая теорему 2.2, будем 
рассматривать группу как сервантную вполне характе
ристическую межпрямую сумму семейства д (Л ) =  
=■ {^ l \ j ^J}  всех ее квазиоднородных компонент. Вве
дем следующие обозначения: Иу =  П(Лу), Т , =  0  Г„
А* r A j ,

к-
Р *  - V *  у

TZj Р (соответственно) [>.j — естест-



а Зная проекция группы Л* (группы 7*) на группу Aj 
(на группу Tj). Так как 11;ПИк= 0  всех различ
ных I, К б/, то для всех а б Л,убЛ Пу справедливы 
соотношения:

Лр(а — v^(a)) =  oo, Лр (а) =  Лр^(>у(а)). (1)

Пусть Л 0  7 — QP/-rpynna. Согласно 1.2, 1.5, 2.6 
тогда выполнены условия (/), {И)- Докажем, что {Ш) 
также выполнено. Пусть а б Л \ 0 Лу-; ср — произвольная

RJ
выборка из семейства {П,|убД; ^ {^j) = Pj- Положим 
J ' ^  и  ^J\hp.{a)<.e{Tp^)},  X j =  Согласно
(1) и лемме 2.8 существуют сруб Н от (Ху. 7р.) такие, 
что ®fv,(a)=y=0 для всех уб7- Так как 0  X.-— сервант-
ная подгруппа группы Л и Л 0  7 — QP/-rpynna, то 
существует ф бН от (Л, 7) такой, что ф |Х; =  сру для 
всех j f iJ' .  Из (1) и того, что 7 ’ =  О, следует, что 
[Ху(ф(а — vy(a))) =  О для всех убД, поэтому (Ауф (а) =  
=  cpy-vy(a) О для всех уб7- Так как Ф(а)б©7у, то

j^J
|У'|<сО(). Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняются ус
ловия (i) — (in). Докажем, что Л 0 7  — QP/-rpynna. 
По предложению 1.2 достаточно установить, что пара 
(Л, 7) сервантно совместна. Пусть /У — сервантная 
подгруппа группы Л; ср б Нот (Я, 7). Докажем, что ср 
продолжается до гомоморфизма Л в 7. Положим Яу =
=  <vy(Я )> ,•^  для всех убЯ  Согласно (1) vy(Я) яв
ляется р-сервантной подгруппой группы Яу для всех 
7 бИ;, убЯ  Поэтому для всех у'бУ любой элемент 
ббЯу представим (вообще говоря, неоднозначно) в виде

Ь =  — vy(/i),
п

(2)

где Л б Я; « — целое число, взаимно простое со всеми 
/7б 117- Заметим, что в группе Tj  деление на указанные 
целые числа « определено и притом однозначно. За
дадим отображение ф/ Яу -*• Tj, полагая

Фу {Ь)= — \ ĵ9 (Л) п



для всех b^Hj ,  представленных в виде (2), и всех 
убУ. Ввиду неоднозначности представления (2) прове
рим корректность данного определения. Пусть для не
которого b^Hj ,  у б У, кроме (2), верно также равенство
7̂ =  — V, (Л'), где Л'б/У; «г — целое число, взаимно

простое со всеми рбП;-- Тогда ĵ {п/г'— mh) = О и по 
условию hp {nh' — mh) = со для всех у^бП^. Поэтому 
h i { n h '  — mh)) =oo для всех /?бПу. Так как Т'-—0, то

{nh' — mh) О, — [x/f (Л) =  — [Л tp {h'),

отображение фу корректно. Если 6,, bz^Hj, bi = 
==J_v.(/2;), 2 = 1, 2 — представления типа (2), то из

доказанной корректности фу вытекает, что

ф/(̂ 1 ~  ----- I■̂/? “Г ^ 1̂ 2) ~  Ф;'(^1) "Ьфу(^2)>
«1«2

т. е. фу б Нот (Яу, Ту) для всех у'бУ-
По условию и согласно [10] группа Лу, у б У, может 

быть либо неразложимой связной группой, либо раз
ложимой однородной QPT-группой, такой, что Гр{А/) <  
<  % для всех р  бПу, либо /7-аднческой алгебраически 
компактной группой для некоторого простого числа р. 
Соответственно в каждом из трех указанных случаев 
нз 2.6, 2.7, 2.1 вытекает, что пара групп (Лу, Т)  сер- 
вантно совместна. Поэтому существуют т)уб Нот (Лу, Тj) 
такие, что '/)у|я̂ . =  фу. Пусть т)б Нот (Л*, Т*)\ т)|лу =  т)у 
для всех у б У. Проверим, что т)(Л)сТ’. Ясно, что 
■^(№Л,)СГ. Пусть аб  Л \ 0 Л у .  Допустим, что у\{а)ф.Т. 

I V  J V
Тогда множество У =  {/бУ| 1̂уТ1 (а) =?̂= 0} бесконечно. 
Для каждого у б У найдется простое число /?<бЕу такое, 
что проекция tj элемента т) (а) на группу Тр̂  отлична
от нуля. Тогда hl^{a) hlj(tj) <.е{Тр.) для всех у б У', 
что противоречит условию (Ш). Следовательно, 'l^(Л)c 
С'Г. Так как 7"'= 0, то 9 (Я) С(Р>Ур^©^у£У*- НО" 
“  р & т  i v
этому для любого Л б Я имеем

7j(/z) =  (..., фyVy(/г),...)yê  =  (■•., :Vf (A).---W =  ? (^)-



Таким образом, =  Теорема доказана. 
С л е д с т в и е  2.9. Для периодически полной груп

пы Т и редуцированной Q P / - группы А без кручения 
справедливы следующие утверждения.

а. Если группа А сепарабельна, то A ^ T - Q P I -  
группа.

б. Если Л — векторная группа и Л =  ^ * ^  ее
JiJ ■'

представление, указанное в следствии 2.3, то группа 
Л 0 Г  является QЯ/-гpyппoй тогда и только тогда, 
когда существует конечное подмножество I множест
ва У такое, что (И (Л)Г|И (Г)) c y i l  (Лу).

в. Если группа А алгебраически компактна, то 
группа Л 0 Г  является С?Я/-группой тогда и только 
тогда, когда | П (Л)П II (7’) | <  «о » выполнено условие 
(/) теоремы 2.1.

Доказательство. Если выполняется посылка одного 
из утверждений а), б), в), то А  является QP/-rpyn- 
пой из L,  всякая ее квазиоднородная компонента 
однородна и в случае неразложимости является связ
ной группой (либо-группой ранга 1, либо аддитив
ной группой кольца Qp). То есть для доказательства 
следствия можно применить теорему 2.4, причем ее 
условие («) в данном случае всегда выполнено .Если 

Q^/-rpynna из L такая, что А — '^* К, то хорошо вид-
K(:Q{A)

НО ,что условие (ш) равносильно следующему условию: 
(3) существует конечное подмножество Q' множест

ва Q(A) такое, что (И (.4)Г|П (Т)) с  [Jli (/().
A(Q'

Если группа А сепарабельна, то по следствию 2.3 
^  и г„(Л) <  Wq для всех д G И, т. е. выполнены
условия (/), (Ш). По теореме 2.4 справедливо а).

Если А — векторная группа, то по следствию 2.3 
Л => и г„(Л) <  шд для всех р в  Ч, т. е. выполненоА€0(Л)
условие (г), а условие (Ш) эквивалентно условию (3). 
Согласно теореме 2.4 верно утверждение б).

Если Л — алгебраически компактная группа, то 
Л =  V-'Д', причем каждая группа А’ является д-ади-
ческой алгебраически компактной группой. Поэтому 
И ( Д ) | = 1  для всех Â g Q(TI) и равносильные условия



(lu) и (3) эквивалентны тому, что | II (Л) f| 1Ц/() | <  «о- 
Согласно теореме 2.4 верно утверждение в). Следст
вие доказано.

От.метим в заключение, что, учитывая последнее след
ствие и результаты [Ю], можно на примерах проверить 
независимость условий (i) — (Ш) теоремы 2.4. В то же 
время ряд QP/-rpynn А ^ L ( например, все редуциро
ванные QP/-rpynnbi без кручения конечного ранга [Ю]) 
разложимы в прямую сумму своих квазиодиородных 
компонент. Для таких групп А, очевидно, излишним 
является условие (ог) теоремы 2.4. Условие (it) излиш
не ,аля групп А с олтнородными квазноднородпымн ком
понентами, примеры этих групп содержатся в послед
нем следствии.
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ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ Л'-ВЫСОКИХ ПОДГРУПП

А. А. КРАВЧЕНКО

Дж. Ирвином была поставлена проблема описания 
тех подгрупп N абелевой группы Л, для которых все 
jV-высокие подгруппы изоморфны [1, проблема 3]. В дан
ной работе исследуется класс а абелевых групп А, 
у которых для произвольной подгруппы N все jV-высокпе 
подгруппы изоморфны.

Получено описание отдельно для случая периодиче
ских групп из а (теорема 3), для случая групп без 
кручения (теорема 10 и 11) и для случая смешанных 
групп (теорема 14 и 16). При этом при описании групп 
несчетного ранга без кручения из о предполагается 
выполненной обобщенная гипотеза континуума.

Кроме того, показано, что клаес групп о в точности 
совпадает с клаесом таких групп Л, у которых для лю
бых двух слабо сервантных подгрупп Hi и Яг из 
r(Hi = г(Яг) и г(Л/Я] =  riAIIln) следует Hi ^_:Н2.

Обозначения используются в основном такие же, 
как в [1 и 2]. Под r{Hi) =  г(Яг) понимается ro(Hi) =  
=  ̂ о(Яг) и Гр(Я]) =Гр(Яг) для любого р (здесь Го(Я) — 
ранг без кручения; Гр(Н) =  с11то^(р)Я[р]).

Л е м м а  1. Подгруппа С группы А является Л'-высо- 
кой тогда н только тогда, когда выполнены следующие 
условия: 1) СПЯ =  0; 2) С — слабо сервантная под
группа в Л; 3) С 0  Я — существенная подгруппа в А.

Доказательство легко следует из [ 1, лемма 9.8].
Т е о р е м а  2. Л тогда и только тогда, когда для 

любых елабо еервантных подгрупп Hi и Яг в Л из 
г (Hi) = г (Яг), г (Л/Я|) = г (Л/Яг) еледует Я| Яо.



Доказательство. Если Mi н Яг — Я-высокие подгруп
пы в Л и Яо — слабо сервангная оболочка Я, то (Я< + 
+  Яо)/Яо — существенная подгруппа в Л/Яо; (Яо+ 
-|-Я,)/Яг — существенная подгруппа в Л/Я,-, поэтому 

r{Hi) =  г(Л/Яо) =  г(Яг), r(A'/Hi) =  г(Яо) =  г(Л/Яг). 
Следовательно, наши условия достаточны.

Покажем их необходимость. Для этого построим та
кую подгруппу 5 е Л, ч т о  Я,- и 5—Яг-высокие под
группы в Л для некоторых подгрупп Яг (t = 1,2).

Пусть S; — Я 1 п Яг-высокие подгруппы в Hf, Но и 
Я; — слабо сервантные оболочки в Л подгрупп Hi[]H2 
II Si 0  Яо соответственно. Так как ЯгП^г — существен
ная подгруппа в Я; и в Hi. то Яг является Яг-высокой 
подгруппой в л  тогда и только тогда, когда Hi—Яi-вы- 
сокая подгруппа. Поэтому вместо Яг достаточно рассмат
ривать группы Кг. у последних же Я1 П Яг =  Яо — слабо 
сервантная подгруппа. Кроме того, r (K\ )=r{Hi )  = 
=  л(Яг) = г (Я г ) ,  аналогично г(Л/Я1) =г(Л /Я г).

Зафнкснруе?л теперь р ^  0. Возможны два случая;
1. г^,(Я1/Я1ПЯ.) =  Гр(Я2Я1ПЯ2). Здесь положим 

S (р) =  (г̂ ЯЛр в случае простого р, а в случае р =  0 
пусть S (0) будет ^Ягвысокой подгруппой в К\.

2. Например, Гр(Я1 Я1ПЯ2) < /"р (Яг/ЯхПЯг). Так как 
Я,ПЯ> Яо —слабо сервантная подгруппа, то х  
Х(Яг;Я,ПЯг) +  Гр(Я,ПЯг)=Гр(Я.) =  Гр (Яг) =  Гр X 
X (Яг.'ЯгПЯг)-1-г (Я1 ПЯ2). Отсюда г (Я,ПЯ2) =  
=  Г„(Я,)>и1о, Гр(ЯгПЯ2)>Г^(ЯгЯгПЯ2), (*)6’̂ -  
— Я] ПЯ2 - высокие подгруппы в Я,-. Покажем, что 
Sj — Яг - высокая подгруппа в Я1+ Я 2, а S.^— К\ — 
высокая подгруппа в Яг -рЯг. самом деле, 5|ПЯ2 =  
==5гПЯгПЯ2 и по лемме 1 нам достаточно убедиться 
в существенности 8 ,0 Я 2  в Я1+ Я 2. По это эквива
лентно существенности (S, фЯг^ЯгПЯо в (Яг +

Я..) ЯгПЯг, затем существенности (5г -Т Я1 ПЯ2) Яг П 
ПЯзШЯг.'ЯгПЯ, в Я, Я,ПЯ20Яг Я,ПЯг и, наконец, 
существенности 5г4-ЯгПЯ2 в Яг- По последнее верно, 
так как 5г— Яг ПЯг - высокая подгруппа в Яг-

Если теперь 7’ — Яг +  Яг - высокая подгруппа, то 
Т 0 S |  (г Яг — суи1,ествеппая подгруппа в Л, поэтому 
Гр (Г 0 5 0  =  г  ̂(Г) +  Гр5, =.Гр (Л Яз) =  Гр (Л/Я,)=Гр(7') -f 
+  Гр(52). Учитывая, что Ŝ  — Я| ПЯг - высокая под
группа в Я/, получаем г (S,) — г„ (Я/Яг ПЯг) и в силу

..........  Гр(Т )>
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>Гр(/<’,Д,П-/(2) {**)■ {*) И (**) дают нам возможность 
выбрать слабо сервантные/7-подгруппы (подгруппы без 
кручения при /7 =  0) F‘{p) со свойствами F' ( p) c i  
(ZK^OKo r^ iF' ip)) = (/(,), {K, nK,  F' (p)) =maxX
X {u)o, Гр (/(2,7^1 ПЛ̂ г)) и F-(p)C^7,  Гр (/7)) = max X 
X{o)o, г^{К,К,ПК, )},  r^{TIF^p))==r^{A;Ky).

Если теперь S (/7) —слабо сервантная оболочка 
F'{p)<^F^{p),  то Гр(5(/7)) =  Гр(Е'(/7)) f  Гр(ЕЧ/^)) =  

(у нас г (Ki):^u)o в силу (*)), г (К, Kif]
n - S  ( / 7 ) ) = Г р ( / ( , / Е > ( / 7 ) ) - r p ( ^ < , /С, П ^ з ) + Г р  ( / ( ,  П / ^ 2 , / ^4 / ^)  =
=  т а х К ,  г^ ( К, , К, ПК2) } ^ г ^  {F'4p)) = r„{S (р):К^П 
n S i p ) )  и. наконец, Гр (Л 5-(/7) ) <  г„ (Л (/7) ) -

+  ''р П К,) +  Гр {К, П K2 F
(Л i(j) (в силу 
вкладывается в

(*=̂ )). С 
A/S (р)

другой стороны,
i P) )=r„  
Т РЦр)

поэтому Гр (Л 5 (/7))-    “ * W f Ж1 iiw.  ̂i vm J Ip V, ,̂  ̂\r }
Следовательно, Гр{А S {p)) = Гр{А Ki). 

Пусть теперь Z,, — слабо сервантная оболочка в Л 
подгруппы 0^5 (/;), содержащая слабо сервантную обо

лочку в Ki подгруппы (©5(/7))ПК,- Тогда

Существенная подгруппа в и -  слабо сер
вантная подгруппа в Л. Кроме того, /Z. =  0 5 (^)
в силу слабой сервантности 5 ( /7) и 0 5 (/7)f)^’""—су-

щественная подгруппа в ( 0  5(/7))ПЛ’; и в 1,ПК:
/0-0

Теперь мы имеем г (Z,.) =r(Z<^); Гр (Л/^,)= г ( Л ,5х
5  = Го (А,/5 (0) П Кд =Го X
X (5(0), 5(0) П К,) =  Го (Я,/К,П5 (0)) =  Го (КД^П Ц),  а 
при р ф о  в силу слабой сервантности L^f\Ki получаем

Г/,(^Д/ПА^/) =  Гр {Liii {L^\^Ki)p) =  Гр (1;/5 {p)f]Ki) ~
= Гр (5 (/7)/5 (/7)пл:,) =  Гр (К, /(^П5 (/7)) =

=  Гр(7С,/Х,П5/).
Далее построим такие подгруппы Л/, в Л, что Ki 

и Z; — Л/, - высокие подгруппы. Для этого в 
высоких подгруппах групп К,- и /.,■ выберем сущест- 
венные подгруппы /->; п соответственно в виде _  

~  Ф  где ЯДО), /?,■ (0) — свобод-р>0
ные, а Pi(p),  /?,• (/7) — элементарные группы прн // >0. 
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/7> 0). у нас |Пр| =  1тр | в силу =
=  г поэтому считаем Пр =  тр. Если теперь

■ ' Ni = T ®  фр>оTi — Kj + Li-высокне подгруппы в Д и 

( 0  < a X p + ,y j> ) ,  то Ki п Li — /Vi - высокие подгруп-
оШр
пы. Так как I ,  П -̂2 — существенная подгруппа в Z.,-, то 
S =  L, является iV̂ -высокой подгруппой для i = l ,  2. 
Но тогда Hi и S  также -высокие подгруппы, по
этому H i ^ S  ^ Н ^ .

Ясно, что периодическая группа Л 6 о тогда и только 
тогда, когда М ^бо для любого р.

Т е о р е м а  3. р-группа Л б а  тогда и только тогда, 
когда Л ^ 0 Z  (р"), где л < о о  фиксировано*.

Доказательство. По теореме 2 в группе Л любые две 
сервантные подгруппы ранга 1 изоморфны и поэтому в 
А[р] все элементы имеют одинаковую высоту, то есть 
А имеет нужный нам вид. С другой стороны, если Я) 
и Яг слабо сервантные подгруппы в ©Z(p") одинакового 
ранга, то Я] и Яг — изоморфные сервантные подгруппы 
[6] и Л б а по теореме 2.

О п р е д е л е н и е .  Пусть рь ..., рп, — — все различные 
простые числа, Яь .... >.ц... — целые неотрицательные чис
ла, к =  (Ль ...). Для любой группы я  положим л я  =  
— С\р]' Я. Группа G s H  называется Л-расширением 
группы Я (обозначение G =  к~'Н),  если Я — существен
ная подгруппа в G и ЛС — Я.

Л е м м а  4. Для любой группы Я и любого вектора Л 
существует Л-расширенне Л~'Я, причем любые два Л-рас- 
ширения Gi и Gг изоморфны над Я. Более того, любое 
вложение G[ в Сг над Я является изо.морфмзмом G\ на 
О'г. Если Я = 0  Я,-, то существует изоморфизм Л~‘Я на 
0  Л~'Я‘ над Я.

Доказательство. Делимая оболочка D группы Н  
содержит единственное Л-расширение группы Н  :Л - 'Я =
= <  & б

* Другим способом этот результат был получен С. К. Скоблнн- 
ским (че опубликован).



Л е м м а  5. Пусть / / —подгруппа в G, Я  с  Ш. Тогда 
Н  имеет Х-расширение в G. Если Н  — существенная 
подгруппа в G, то такое Х-расширение единственно.

П р е д л о ж е н и е  6. Пусть Х =  (Х,,...), Группа Л ба  
в том и только в том случае, если Х“ М бо.

Доказательство. Допустим, Лба ;  и B ^ - N -
высокие подгруппы в X~M. Покажем, что X/î  =  Л Пб;- 
Очевидно, Х5;СХ (Х~М) n ^ i  =  Л П̂ ,-- С другой сторо
ны, если й?бЛПб;, то ApJ'^(d)>X^, поэтому А®',( d ) >  

Ху̂ по лемме 7 (см. ниже), то есть d6X5,-, X/?, =^  J . у х ,*»Д . i vy V* V.

=  ЛП^;. Группа Л существенна в X-i Л и поэтому ХБ̂
=  Л П ^ ,— слабо сервантная подгруппа в Л, сущест
венная в Bi. Тогда Х Б (0 yvpЛ — существенная под
группа в Л и по лемме 1 у нас ХД; — A/f] Л - высокие 
подгруппы в Л. Так как Лба ,  то XBiO^lB^ и поэтому 
Д,^Х-1(ХД,)^Х-1 ( \В , ) ^ В „  Х-Мба.

Допустим теперь, Х-'Лба, В  ̂ и — Я-высокне 
подгруппы в Л. Пусть Х-^Д̂  — некоторые Х-расшире- 
ния Д; в Х~М; /.( — слабо сервантные оболочки X-' 
Д( в Х-'Л. По лемме 5, если /.;^Х-'Д(, то Х/,(1ЭД„

Ф Ф
и так как по доказанному ранее X/; =  ЛГ|/-( ^  Л, то 
Д( имеет собственное существенное расширение Х/  ̂
в Л. Этого быть не может в силу слабой сервантнос- 
ти Д( в Л. Итак, Х—‘Д(—слабо сервантные подгруппы 
в Х~М и тогда Х-^Д( — Я-высокие подгруппы в Х~М, 
Д, =  X (Х->Д,) I (}-1В,) =  Да, Л б а.

Демма 7. Допустим, fip{a )^a . для любого аО.А\р\. 
Тогда если Д —/?-слабо сервантЕ1ая подгруппа в Л 
и hp{b)'>^K для некоторого А б Б, к <  a-f-l, то А®(А) >/с.

Доказательство. Если А= p'^h, /с >  О, то А =  рЬ, для 
некоторого ЬДВ,  — А, б Л [/?] и поэтому hp {b A ^  
' ^ к — \. Продолжая таким образом, убеждаемся в 
справедливости леммы.

Займемся теперь группами Л б а  без кручения.
Л е м м а 8. Пусть Л б а  без кручения; Н — ссрват- 

пая подгруппа в Л ранга п <  оо. Тогда если существует 
гомоморфизм ср: Д ^ Л  с нетривиальным ядром, то лю
бая сервантная подгруппа в Л ранга, ие большего п, 
вполне разложима.

Доказательство. Проведем индукцию по п. По теоре
ме 2 у нас Л — однородная группа и поэтому если



п = 2 , 10  и  (а тогда и любая сервантная подгруппа рвн- 
la 2) вполне разложима.

Допустим, все уже доказано д л я п — 1. Выберем 
тогда в И такую сервантиую подгруппу Н\, что Гй{Н\) =  
=  п—1 и ф |Я1 имеет нетривиальное ядро. По предполо
жению индукции все сервантные подгруппы группы А 
ранга, не большего п — 1, вполне разложимы. Но тогда 
Кегф и 1шф вполне разложимы и Н вполне разложима 
по [2, пример 86.5].

С л е д с т в и е .  Если Л б о — группа без кручения 
конечного ранга п; В — сервантная подгруппа в Л и 
ГоНот(В, Л) > п ,  то В вполне разложима.

Доказательство. Если Н — подгруппа в В ранга 1, то 
в силу точности последовательности О—»-Нот(В/Я, Л)—̂ 
->Hom{S, Л ) -^ Н о т (Я ,  Л) и ГоНот{В, А ) > п ^  
^rl-Iom (Я, Л) имеем (Я/Я, Л) ^ 0  и применима лемма 8.

Л е м м а 9. Пусть Л б а без кручения конечного 
ранга ц ^  3; Я — сервантная подгруппа в Л ранга п—1. 
Тогда ГоНот(Я, Л ) ^ п —1+/с, где к =  Го(Епс1Я).

Доказательство. В силу леммы 8 можно считать, что 
любой 0=?^=ф б Н от(Я , Л) является мономорфизмом. 
Выберем базисы а\, ..., а„ в Л и hi, ..., hn-\ в Я. Положим 
Cl =  <  ai, ..., On >  . и возьмем в качестве ф1 изомор
физм Я на С1= Л  (см. теорему 2). Допустим, что мы уже 
выбрали независимые гомоморфизмы фь ..., фт-i группы 
Я в Л, где 1 : ^ т — 1. В выбранных базисах гомо
морфизмы ф1 будут иметь пХ {п—1) матрицы [ф1-](1̂  
г^т —1) с рациональными элементами. Мы утверждае.м, 
что путем изменения базиса а\, ..., ап мы можем добить
ся линейной независимости /п-х строк матриц [фг] 
( i ^ m — \). В самом деле, допустим противное. В част
ности, это означает, что если мы в матрицах [ф1-] заме
ним т-е строки линейной комбинацией первых т строк 
с коэффициентами Cj (/ ^  т, с,п=т^0), то полученные т-е  
строки будут линейно-зависимы для любого такого на
бора {Cj}. Приведем это к противоречию. Для начала 
заменим т-е  строки наших матриц такой линейной ком
бинацией первых т строк, чтобы среди полученных т-х  
строк было максимальное число линейно-независимых. 
При фиксированном /, затем из /-х строк новых матриц



формируем («—1) X (m—1) матрицу (/-с строки рас
полагаем в ней по столбцам), которую интерпретируем 
как матрицу линейного отображения ф, (w—l ) -мерного 
лииейцого пространства L над Q в (ц—1)-мерное линей
ное пространство С. Мам также известно, что для любо
го набора целых чисел {cj \ j ^m,  Ст¥=0} отображение

имеет ненулевое ядро, причем в силу наше го
j-i
выбора т-х строк dimlmTjjm ^  dimlmECjOljj. Докажем, что 
в этом случае dim <  |/ :^  m >  q^ / h—2 для неко
торого О ^  Ь 6 Тогда это будет означать, что у неко
торой нетривиальной линейной комбинации строк мат
риц [ср,] среди первых т строк будет не более т—2 ли
нейно-независимых. Тем самым, для некоторого 
0#ср (: Н от (Я, А) у нас Го{<р(А) f) <  Hi, .... >  ) ^
^ т —2, Го{(р(А) — 2, Kertp^O.

Если подходящим образом выбрать базис Ь,,..., 
Ьщ-\ в L и базис в С, то матрица [')»„,] отображения 
будет иметь вид (а” ), где первые р элементов глав
ной диагонали ( р < / п  — 1) равны 1, а остальные эле
менты матрицы нулевые. Для любого O t̂ X^Z и I 
имеем dim 1т (ф, — ^  dim, \mi^^= р и поэтому
определитель любого минора порядка р -f 1 матрицы 
[Ф; —^Фт] должен равняться нулю. Но определитель 
является полиномом от X и поэтому все его коэффи
циенты должны быть нулевыми. Если 1ф/] =  (а{у), то от
сюда a\j — Q при 1 ^ т , i >  р, j > p ,  так как эти эле
менты служат коэффициентами при в определителях 
подходящим образом выбранных миноров порядка р  -f 1 
матрицы [ф; — >4ml- Но тогдз dim<  фу ) | / <  щ > q<  
р < / я — 1, что и требовалось.

Итак, в некотором базисе г/,.....  d„ группы А мат
рицы — 1) будут иметь линейно-независи
мые /и-е строки. В качестве ф,„ возьмем изоморфизм 
Н  на <с?|,..., с?ш-1, dm+i , . . .>*  =  С„,. Если же т — п, 
то из Го End Н  = к и Н  следует Го Нот (Н, С„) =  
= к и мы можем выбрать в Нот (//, С„) к линейно-не
зависимых элементов Р,,..., р̂ . Так как в базисе rf,,...,

у нас /г-е строки матриц (Р,] нулевые, то элементы 
{?;} и {ср;} линейно независимы и тем самым ГоНот(Я, 
Л ) > « -  1 + к .



Т е о р е м а  Ш. Допустим, А — группа без кручении 
конечного ранга / г > 1. Тогда Л б о в том и только в том 
случае, если либо Л однородная группа, в которой любая 
ссрваптная подгруппа раша ч—1 вполне разложима, 
либо Л сильно однородная группа, в которой любая сер- 
вантпая подгруппа ранга п—2 вполне разложима.

Доказательство. Пусть Л б а  .П о  теореме 2 тогда Л 
однородная группа. Покажем сначала, что любая сер- 
вантная подгруппа Я С  Л ранга п—2 вполне разложима 
Доказательство проведем от противного. Вложим Я в 
сервантную подгруппу Ci ранга п—1. Как и в доказа
тельстве леммы 9, мы можем построить базис Ьи ..., b„_i 
в С| и в Я, в которы.х элементы фь ..., ф„_2 б Нот (Я, С\) 
будут иметь матрицы [ф;] с линейно-независимыми 
п—1-ми строками. Если теперь Ь\, ..., Ьп-\, Ь„ — базис в 
Л и Сг = аЬ\ ,  ...,Ьп-2, Ьп>^ ,  то любой ненулевой эле
мент из Нот (Я, Сг) линейно не зависит от {ф,}. Следо
вательно, ГоНот (Я, Л) 2+ГоНоп1 (И, С г )^ п —2+ 
+ п—1. Так как Я не вполне разложима, то гоЛ>».3 
и поэтому гоНот(Я, Л) > « .  По следствию после леммы 8 
группа Я вполне разложима. Противоречие.

Теперь нам следует рассмотреть случай, когда в груп
пе Л не все серваптные подгруппы ранга п—1 вполне 
разложимы. Докажем сначала, что тогда любой эндо
морфизм 0=7̂ ф группы Л — некоторое кратное автомор
физма. Заметим, что ф — мономорфизм по лемме 8. 
В силу однородности группы Л наше утверждение 
будет доказанным, если мы покажем, что для произволь
ных элементов О Ф а, ft б Л с одинаковыми харак
теристиками xW) =  ХФ) У »ас х(ф(^)) =  Х(ф(^))- 
Но, в самом деле, элементы а, ft лежат в некоторой сер- 
вантной подгруппе Я ранга п — 1. Так как Я не вполне 
разложима, то ЛоНот(Я, Л )^ /г  по следствию после лем
мы 8 и ГоЕпс1Я=1 в силу леммы 9. Поэтому ГоНот(Я, 
ф(Я),^) =  1 и если ф — изоморфизм Я на ф(Я),^, то 
шф|я =  Пф для некоторых О Ф т, n ^ Z .  Так как 
Х(ф(а)) =^x(T(ft)), то отсюда х(ф(«)) =Х(ф(^))-

Далее, если т (Л) 9 (х,,..., х„,..) и где Х,.=
=  х̂ при X, <  оо и /.( =  О при X, =  оо, то х(ХЛ) идемпо- 
тентен и потому в силу предложения 6 без ограничения 
общности считаем, что сама группа Л имеет идемпо- 
гентный тип. Покажем, что Л — сильно однородная 
ipynna. Зафиксируем в группе Л сервантные подгруп-



пы л / с / /  рангов 1 н /г — 1 соответственно. По лем
ме 8 у нас Н от {HjN, Л) =  О и поэтому последова
тельность 0 - ^ И о т ( / / ,  Л )->Н от(Л ', Л )^ ; :Л -> 0  точ
на слева. Покажем ее точность справа. Пусть О ^  <р t  
6 Hom(yV, Л). Так как ГоНот(А/, Л ) > л  по лемме 9, 
то /л® •■= СВ, |yv для некоторых О л; 6z .  ®i6 Hom(/y, Л). 
Если ф — изоморфизм Н на (ср, (А/))*, то нз Го EndA-/==-l 
следует линейная зависимость ф и ср, и тогда лф|л^=/ср, 
(л, / ) = 1 .  Так как Iin ф |,v — сервантная подгруппа в Л, 
то в ней можно делить на /, откуда ( учитывая од
нородность А) имеем (л//) ф б Нот (//, Л) и (л/)ф|/у=ср, 
что и требовалось.

Теперь если /? =  End Л, то /? =  Н от(Л , Л) г;
Н от (Л, Н от (Я, Л)) ^  Нот (Л ® И, Л) s  Нот(Я, R) 

и Н от (Я, Щ ф Ь .  Если то отображение ср->
ср (а) осуществляет вложение R ь А, Поэто.му если 

О =/= ср б Нот (Я, R), то ГоСр(Я)= л — 1 по лемме 8, 
ff^R ^  п ~  \ . Так как Q® Л — модуль над телом Q&R,  
то Гр/? делит ГцЛ и потому Гц/? =  л.

Точность последовательности 0 -> Н о т (Л ,  Л)->
-^ Н о т (Я ,  Л)-^-0 слева следует из леммы 8. Если 
же О ср Нот (N, Л), то лгср =  5ф|дг, где (лг, s) =  1; 
ф — автоморфизм Л. Тогда ( s /л) ф б End Л, ср =  (х/л1)ф|л̂ , 
наша последовательность точна справа.

Теперь если ОФ Ь (: N, Офа — два произволь
ных элемента одинаковой характеристики, то ij3(b )= a  
для некоторого ф 6 ЕпбЛ. Тогда ф не просто кратен 
автоморфизму, а сам есть автоморфизм. Следовательно, 
Л — сильно однородная группа.

Докажем теперь достаточность наших условий. В си
лу предложения 6 без ограничения общности считаем 
тип т(Л) идемпотентным. Если Л разложимая сильно 
однородная группа, то нз [3, следствие 2] получаем 
Л ^  Ф Л,-, где Л,-—попарно изоморфны. Тогда ГоАг^п—2 
и потому Л,( а тогда и Л) вполне разложимы. Но тогда 
в силу теоремы 2 и [2, теорема 86.6] имеем Л G о . Если 
же А однородная группа, в которой любая серваптная 
подгруппа ранга п— \ вполне разложима, то снова 
Л б а по теореме 2 и [2, теорема 86.6].

Итак, считаем, что Л — неразложимая сильно од
нородная группа идемпотентного типа. Нам нужно 
показать, что любые две сервантные подгруппы ранга 
п — \ изоморфны. В силу [3, теорема 1] у нас Л 
32



: ^ R  = EndA,  где /? —коммутативное кольцо, в кото
ром любой элемент — некоторое кратное обратимого 
элемента. Для некоторого a ^ R  имеем Q ® R =  Q 
то есть < 1 ,  а, >,, =  /? (/г -  ГуЛ). Пусть / / -  <1
а,..., и 7V — произвольная сервантная подгруп
па в /? ранга /1 — 1. Покажем, что H ^ N .  Выберем 
базис Ьп-\ в N, bi=--Cja^ {cjfiQ). Гак как л ю 
бой элемент из /? — некоторое кратное обратимого 
элемента, то нам достаточно найти так011 элемент О ф 
ФЬ^Н,  что ЬМд. Н. Запишем элемент Ь в виде Ь =
=  V бЛ/’с Я  означает, что b-biQ Н {i = /1—1).
Если мы выразим произведение Ь-6, через 1, а,..., а""’, 
то мы должны получить нулевые коэффициенты при 
а"- '. Так как мы имеем /1 — 1 элемент bi, то тем са
мым получим /1 — 1 линейное однородное уравнение 
для хД1 =  0,..., /1 — 1). Следовательно, всегда наи- 

—1

и ф  <  С« >:с — ( ф  <  Са >  )й

дется ненулевое целочисленное решение 
п х а' — Ь будет искомым элементом.

“1 'е о р е м а  11. Группа Л без кручения бесконеч
ного ранга лежит в а тогда и только тогда, когда Л 
однородная вполне разложимая группа.

Доказательство.  Достаточность наши.х условий 
очевидна в силу теоремы 2 и [2, теорема 86. 6]. Пока
жем их необходимость.

Напомним, что подмножество {c«}a€i- в Л назы
вается сервантно независимым, если оно независимо

Пусть {Са}аа — максималь
ное сервантно независимое подмножество; /i =  |Z.|; 
/п - ; |Л | .  Покажем, что //i«> 2''. Достаточно рассмо
треть случай /1 <С Пусть 5 = Ф < С  с» !>:),; 5 . ^  Н,
Я = Я * ;  Го(Л Я) =  1; сфН.  Выберем в Н базис {Лу|уб 
Ра}. Если bj — это либо hj, либо hj +  c (ура), то тем 
самым мы можем получить 2"' различных сервантных 
подгрупп я., =  <  1у Ра >*. Так как все 
высокие подгруппы, то Нг-:Н.^ и тем самым | Нош (Я, 
Л)1> 2'". С другой стороны, пз_[2, предложение 86. 5] 
у нас т ( а ) > ' ( Л )  для любого а р Я  5 и тем самым точ
на последовательность О Пош (Я, Л) — Нош (S, Л); 
2'" <  1 Нош (S, Л) I =//!'’. Если теперь //1 =  ^0. то /1= («о 
И В Л существует сервантная вполне разложимая под-



группа счетного ранга. Отсюда по теореме 2 любая 
серваптиая подгруппа конечного ранга вполне разло
жима 11 тем самым А вполне разложима. И несчетчом 
же случае нз (4, теорема 2. 5] следует //'"»>./// ц тог
да 2"' /«'■<«" =  2", откуда при выполнении обоб
щенной гипотезы континуума/я = л .  Далее строим цепь 
се{^вантных подгрупп {/.,|г<(«} с условием С S,

I Z.,1 =  I Л//., | = я/, ULi  = A. По теореме 2 у нас 
чак как А| ^ 5  — вполне-разложимая однород

ная группа, то группы /., вполне разложимы. Тогда 
так же, как в [7], можно доказать, что Л вполне раз
ложима. (15 [7| рассматривается случай, когда т (Л) :) 
(О,..., О,...), но это ограничение несущественно.)

О п р е д е л е н и е .  Для произвольной группы Л че
рез 7 (Л) обозначим тип, содержащий характеристику 

где >.„ =  inf ( я ) 1) по всем а(:А\р„] (счи
таем оо -f 1 =  оо).

Л е м м а  12. Пусть ЛОо; Я  —слабо сервантная под
группа в Л. Тогда Я, (Л ^;Лр)€а.

Доказательство легко проводится с помощью те
оремы 2.

Лем м а 13. Если Л Ра и tA, то т (а) Т’(Л).
Доказательство.  Пусть /  (а) =  (я;,...); ( M ) p . s 0

®Z{p1i) (см. теорему 3). Допустим, Я (> /. ;> о ' при 
г (: /. 1огда /.̂  <  ос при /р/ .  Предположим, что а - =ос  
при некотором / р / .  .V нас Л =  Я 0 (/Л)р.. Так как 
0 ^ л у < о с ,  то выберем ср(М)р^,  hp.(c) = Q. Для не
которого я у нас О ф п а ^ И .  Слабо^ сервантная обо
лочка элемента па в Н является /?;-делимой и поэто
му не может быть изоморфной слабо сервантной обо
лочке элемента а с.

Итак, Я; <  ос при / р / .  Для Гр/  выберем такие 
Ь^(:А. что p)ib̂  = a, hp^{z^) = Q. Пусть Л7,, 

Л/г — слабо сервантные оболочки подгрупп < / > ; | г Р / >  
и <р ]‘ 'ftj-Tz, 1 / р / >  соответственно. Так как эле
менты Ь, соответствуют различным то jV, —группы
без кручения ранга 

>  а, (г р /) и jVi

1 Я, yVj по теореме 2. 
при / р /. Поэтому из 

N 2 следует конечность I.
Нр'{а) =  я̂

По



Т е о р е м а  14. Пусть г^А — Х. Тогда Л ^а  в том и 
только в том случае, если М(-а и выполнены следую
щие условия: 1) =  0  (М);,^ — прямое слагаемое в Л

/
для I =

не /^-делимая группа; 3) для неко- 
и для любого) а ( г Л \ М  выполнено

I = {1\Гр^{Лр^'> \}\ 2) если (М)р не делимая 
группа, то A'jtA 
торого (а тогда 
т ( а ) < Г ( Л ) .

Доказательство. JXouycTWM, Л(=а. Тогда 2) сле
дует из леммы 15 (см. ниже), а 3) — из леммы 13. 
Докажем теперь 1): М 7V0 yV,, Л/УУДа по лемме 12. 
Поэтому без ограничения общности здесь можно счи
тать, что М =  Л/. Пусть а б Л \ / Л ;  /л.-м (« +  М) =  

-(>.,,...), О #  (М)р, =  0 Z(pfi) (теорема 3), к^<со  
при i ( : L C l .  Тогда <  оо при iQL по лемме 15. Най
дутся такие Л, c^^{iA)p., что a = p ’libi + Ci, i(:L. 
Для каждого i ^ L  выберем такие элементы di, что 
hpi {di) =  0 и Ct(: <idi>.  Тогда если D =  0 < rf; > ,  то

L
tA = D@F.  По [5, теорема 3) группа A D расщеп
ляется и поэтому A=^KQ)F,  где D = tK. У нас 
Гр. (М)р. Д 2  и поэтому F содержит прямое слагаемое 
Z ) i= D . Если теперь /([ — слабо сервантная оболочка 
<  а, D, > ,  то Ki = К по теореме 2. Но так как К\ 
расщепляется, то расщепляется К, а тогда и Л.

Покажем теперь достаточность наших условий. 
Пусть Я| и //^ — слабо сервантные подгруппы в Л и 
^ (^^i) =  г (/fa). По теореме 2 нам достаточно пока
зать, что /У, S  /У,. Так как /Л = 0 ( 0 2  (/?«)), то /Я,

р
tFf'i. Поэтому если Hi — периодические группы, то 

Считаем поэтому, что Го(Я/) =  1. Тогда/У,-=  
— A!i@{(^{tHi)p.) (t =  1, 2). Последнее верно в силу
того, что 0 (М)р, — прямое слагаемое в Л. Пам нуж- 

/' >
по показать, что 7V, ~  УУо- Выберем Ь б О {Ь) = оо.
Ясно, что т(/>)=т(й) (у нас ГоЛ =  1 и выполнен пункт 2). 
По элементу Ь строим высотные матрицы /М, УИ,, 
для групп Л, yV|, ЛТ В силу [2, следствие 104.4] 
нам нужно показать, что Â  ̂ и эквивалентны. Пусть 
d ~  {l]{tA/^)pj=F 0}. По построению TV; у нас Jf ] !  = 0  
и тогда в силу Гр.(Л) =  1 при / ^  /  и слабой сервант.



пости (tNi)p^ у нас {iA)pj - - {tNi)p^ U^J) ,  Так как 
т{Ь) < Т  (Л), то =  т (й) =  t,v, (й) по лемме 7. За
метим далее, что {tt\’i)p  ̂= О при k ^ J  я поэтому /т-е 
строки матриц Ж, и М,  ие имеют скачков при лм-У. 
Из •̂yv, (^) =  получаем, что для /т ^  У лишь ко
нечное число строк может отличаться на некоторые 
сдвиги. Если же /тОУ, то {tNi)p^ = {tA)p и поэтому 
yVj — - серваптные подгруппы в Л. Но тогда /т-е
строки матриц М,  М,, совпадают при k QJ.

Л е м м а  15. Пусть Лба;  ГоЛ =  « < с » ;  (М)^ — не 
делимая группа для некоторого р. Тогда /;-ранг груп
пы Л;УЛ равен п.

Доказательство.  Из теоремы 3 следует, что Л =  
= К@Ар.  По лемме 12 ЛУ/бба и поэтому без огра
ничения общности считаем tK = 0.  Пусть теперь В — 
/7-базисная подгруппа в К. Допустим, = т < п .  
Положим тогда F = B.^dK и выберем элементы a(:K\F  
и Оу=йбЛр.  Если теперь VVi и Л 2̂ ~  слабо сервантные 
оболочки <  а, У >  и <  а й ,  Е >  соответственно, 
причем Л̂ , выбрана в К, то по теореме 2. По
это невозможно, так как /?-ранг Ni равен т, а /7-ранг 
Л’а равен т +  1 (yVj, ^  не /7-делимая группа).

Т е о р е м а  16. Допустим, ГоЛ>1.  Тогда Л ба  в 
том и только в том случае, если М б  а, A = tA@N'  
и выполнено одно нз условий:

1) М делимая группа и Жба;
2) Л^— вполне разложимая однородная группа, при

чем X (Л/) <  7'(Л).
Доказательство.  Пусть Лба.  Если tA делимая груп

па, то Л =  M 0 yV и тУба по лемме 12. Будем поэто
му считать, что tA — неделимая группа. Рассмотрим 
сначала случай ^ Л з 0 Z(p'^), где 0 < к < о о ,  р и к 
фиксированы и Го.4 =  я < о с .  В этом случае Л =  М 0 Л/, 
Л^ба. Покажем, что vV—однородная вполне разложи
мая группа. По следствию после леммы 8 для этого 
достаточно убедиться в том, что Го End Л/^> «.

Пусть N  = NjpN.  /1,ля с (X /V положим а = а -\- /7/V6 
б У. По лемме 15 у нас rpN =  n. Если a^,..,, а^ — ба
зис в N,  то a^,..., а„ — базис /7-базисной подгруппы 
группы N. Допустим, т:—проекция Л на N  и c ^ t A ,  
hp(c) — 0. Легко видеть, что К =  <Cp-N, pai +  с, а.,,...,

>  — г“Л - высокая подгруппа. Так как Лба,  то N  ^



^ - K - ^ { K )  = <P^^N, pa„ аз..... а „ > д М  причем
с . ,К )  EcL  t i a n i N .  Ф(A')-^<f'^
ф-1€Епс1(д®^), причем -.р =  рф ЧЛ )̂ ^ ® ™
есть oGEndiV. Пусть -  индуцированный ср Э'Леме”^
Гз E.^dV. Е слиф й)=0. то , i x ) e p N  Г Ч ^ Н ^
X =  ф(у) для некоторого у G/V._xGlm4'- Верно _
оатное Таким образом, Кег ср = 1т ф =  <  «2 , - .  «« >•

Через G обозначим подкольцо в End Л/, порожден
ное элементами из End N. В силу произвольности вы
бора базиса Ш  B_N нами показано, что для любого 
подпространства Ж С Л/ размерности а  -  1 у нас К е г / -  
=  Ж для некоторого/б G. Если мы покажем, что
dim G >  я, то получим Го End yv> и. _

Пусть fi^G таковы, что К е г / / -  <  Oi,---. “'-ь
>  Т о гд а / '  независимы. Е с л и  s -  тождествен- 

ный'эндоморфизм из о и . ие зависит от £/Л ™ все 
в порядке. В противном случае а, ^  Ф _
X(a, }  =  c,7,fa,). 7,(a,) =  V ,-  Ес.,и теперь К егу-

В самом деле, из ф-  V ci/, следует
? , (а ,) =  3„-ia„-i и аналогично ф ( а „ ) - ! 1„а„.
i U - ? ) -Ф  (»!) '■ т о . ) = о .  ф=о-  Про™»-
’’'"телерь рассмотрим обптий случай и яока»е,ь что 
Л  М -  однородная влолне разложимая группа А 
m лемме I2': Так как М -  неделимая грртпа. to ('j 4 ) ,-

®ТмТ " 'если''гГл - » ," ? Г Г ° ™ М 6 . Чтеоремы И 
о̂луча'ем, что Л М "ПО-"»о__ разло^да иро̂ ивдом

“ е''!?  и'Г'рааве доказанному Т ж Л л  IA вполне

Р ^ Х 'а Г у  нас А == КфА^,  К t K ^ A j t A  -  вполне раз
ложимая однородная группа. завер̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂
зательство, нам в силу
дптьсяв лемме 13.
для любого а б А , т .  но ^  f-.p, коуче-Пусть Л ^2^<-с-”пбо сервантная подгруппа без КРУ
ння ранга 2, uG^V. По лемме 12 у нас NQ{ t A) pLa



тогда по ранее доказанному Л^— вполнр 
однородная группа. Поэтому rTrV.?^fl
Из «(2,  лемма 86 8]
Вь|берем т „ д а  а„алог7я„о "  (I  1 Т Л  i '
,7>’ ‘> ’я / У  <“ ) = ( «  ). хам  (а +  М) = ’ I?  7при г б/. Тогда при i f / y  нас (tA^ „ }  I " " ’ 
мая группа. Л Л 7/Т
поэтому A j t A ^ K -  tK- не п  ̂ б а,
в силу леммы Гз Taкй^7oбпa^oмT^''^

найдутся р л  тГ ;,о ' 1 т? ‘Д  + ,

' е У нас с,. =  pyd,,  (J,) =  0. Тогда D =  ф  <

<  >  сервантная подгруппа в Л Пмгтк н  „ и
слабо сервантные ободочки подгрупп <  D s fj /r  / ^ T ,  
< b , D >  соответственно. Так как <г Ь. i i а г -i ' ^  
па без^ручення ранга I, то г . (//,) =  1  № ) ?  D 1 %

пг? ’’’̂ ^Р^ме 2. Следовательно, (Я, D ) ~

э_Т0 M ™ L T H o 7 : je 3 ^ V ? r ;^ |^ ^ ^ ^ ^
-  (последнее в силу т(а) =
- т ( ^ ) ) .  Таким образом, Л.Дс,) =  (cj) для / б / и  най- 
Д утся^кие Лб2,  что о  =  Лс*. Но тогда с, =  Лс* =  

j^( ^ PiibiA- lib — hp^pgi и если/С, =  <Я.„

в1 ам?м >  ffi'lv “Г д - Т '* ™ " "  Ра«гд1

J  'Г  ̂ ^  Tv’; ^  "  слабосервантная оболочка

д д Т : ч ™ 7 т , ; ч - : а : г т ? . : = ^ й ^
^бЛ получаем конечность У и /, что и требовалось 
П ус^Г ^^Г д  теперь достаточность наших условий 
— r f r  подгруппы в л, г{ВЛ =
n'oTovf;^/// пп ^^‘ -^"рппнтные подгруппы в 7 л \

С„ ‘п I  в силу r( fB, )  r l fB. )  и /Л f
6а. Ддядюбого 0#HC-/V, н снду наших у с д 1 ш  ,',
38



.ем « ы 7 у «ас ,  (а) -  («) =  '  (А/). Поэтому
однородные группы типа .(/V). Группы
ются В А  М  =  iV, В случае, когда Л /— вполне разли 
жимая группа, группы W, т а ж  раможнмы
12 теорема 86. 6 , причем N ^ ^ N . .  Если N  не вполне 
оазложима то г } ^ < о о ,  М .делимая группа н Ni вкла
дывается в’ A J A ^ N  в качестве сервантных подгрупп. 
Из yVea снова yViSN^.
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ОБ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ, I

П. А. КРЫЛОВ

В ЭТ011 работе для различных к.'1ассов абелевых групп 
без кручения доказываются некоторые структурные тео
ремы. Рассматриваются также прямые разложения н 
прямые суммы групп из этих классов, кольца эндомор- 
фнз.мов, вполне характернстическне подгруппы н дпугне 
вопросы. ' ^

К группам, изучающимся в работе, можно подойти 
со следующей единой точки зрения. Если G — абелева 
группа без кручения; E(G) | -  кольцо всех ее эндомор-
— рациональное векторное пространство V =
— о ® гУ естественным образом можно рассматривать

лмм Г модуль, как правило, вполне приво
дим (в частности, неприводим или является однородным вполне приводимым). дчиридпым

Работа состоит условно из 4 частей. Первая часть 
носит, с одной стороны, вспомогательный характер по 

другим. В то же время ее результаты Ере i-
?оуппГг произвольной
le u Z n v u u  J  ^доказывается, что определенные
S  некоторыми квазиразложепиями
(§2)^ Аналогичные результаты были известны ранее для 
групп конечного ранга fl, 2]. Получен также ряд фактов 
о кольцах квазнэндоморфнзмов. Особо ра^с^тпи- 
лается случаи группы G конечного ранга (§ 3) Доказа 

тельства основываются па применении теорем плотности 
для неприводимых и вполне приводимых модулей
не G с в п о ю Л Г '  структурных фактов о группе G с вполне приводимым модулем V получить нельзя



ьвиду необозримости класса таких групп. В частях 2, 3 
и 4 накладываются некоторые дополнительные условия 
на группу С. Именно предполагается или оказывается 
чго минимальные сервантные вполне характеристические 
погруппы группы G (они соответствуют минимальным 
подмодулям модуля V) являются циклическими модуля
ми над кольцом эндоморфизмов E{G) или близки к ним. 
Такие группы G и их кольца эндоморфизмов допускают 
уже более детальное изучение. Идея исследования их
состоит в том. что квазиразложенпя, полученные в § 2_
3, в некоторых случаях удается заменить прямыми раз- 
ложения.мп.

Во 2-й части изучается группа G без кручения с не
приводимым модулем V. Такие группы называются не
приводимыми. Исследуются неприводимые эндоцнкличе- 
ские группы, в частности однородные вполне транзитив
ные и однородные транзитивные (или, что то же, сильно 
однородные) группы. По существу, все основные идеи и 
результаты этой части содержатся в [3 и 4]. Изучаются 
также кольца эндоморфизмов и вполне .характеристиче
ские погруппы неприводи.мых эндоциклических групп.

В 3-й части рассматривается случай группы G с одно
родным вполне приводимым модулем V. Описываются 
] руппы без кручения, кольца эндоморфизмов которых 
являются кольцами матриц над сильно однородными 
кольцами. В 4-й части изучается группа G с произволь
ным вполне приводимым модулем V.

Данная работа включает указанную выше 1-ю часть 
(§ 2 —3) и один раздел 4-й части (§ 4—6), посвященный 
вполне транзитивным и транзитивным группам без кру
чения, совпадающим со своим псевдоцоколем (т. е. мо
дуль V для таких групп вполне приводим). Доказана 
структурная теорема, включаюитая некоторое канониче
ское прямое разложение (теорема 4.2). Изучение таких 
I рупп сведено к однородному случаю. Так как строение 
счетных вполне транзитивных и транзитивных однород
ных групп известно [3], то известно также строение 
счетных вполне транзитивных и транзитивных групп, 
совпадающих с псевдоноколем Этим группам посвя
щен § G.

I руппы, изучающиеся во всей работе, кратко можно 
назвать «группами с достаточно большим числом эндо
морфизмов».



Под словом «группа» в работе понимается абелева 
группа. Групповая терминология и обозначения взяты из 
[5 и 6]. Так, Z обозначает кольцо целых чисел; Q — поле 

рациональных чисел. Через шо обозначается счетное кар- 
диональное число.

§ 1. Некоторые определения

О п р е д е л е н и е  1.1 [6. § 92]. Будем говорить, что;
1) группа G без кручения квазисодержится в группе 

без кручения Н ( G ^ H ) ,  если п С ^ Н  для некоторого }ia- 
туралыюго числа п\

2) группа G квазиравпа группе Н (G = H), если 
G ^  Я и Я ^  G;

3) группа G квазинзоморфна группе Я {G~H) ,  если 
существуют подгруппы G' и II' и такие натуральные чис-

_ .. .. „  __  ____ г.'̂  г. II п'~И'ла п и т, что n G ^ G ' ^ G ,  т Н ^ Н ' и G'=H'
О п р е д е л е н и е  1.2. Под (конечным) квазиразло

жением группы G понимается семейство групп A^{i =
П

=  1,..., п) таких, что Я =  ^®Л;. При этом группы
называются квазислагаемымн группы G. Группа G на
зывается сильно неразложимой, если она не обладает 
нетривиальными квазиразложениями.

Всякая группа G без кручения может быть вложена 
в минимальную делимую группу, которая является 
векторным пространством над Q. Эту минимальную 
делимую группу можно получить, взяв V — G ® z Q- 
Будем отождествлять G с ее образом при каноничес
ком мономорфизме О —>-Q®^G. Положим E(G) = 
— E{G)®zQ.  Также отождествляем Я(0) с его обра
зом при вложении Я ( 0 ) Я ( 0 )  ® z Q. Пространство V 
превращается в Я (G) —модуль, если положить г)Х 
Х { а  = rs, a e f ( G) ,  a(:G, г, s^Q.  Для каж
дого такого а® г действие его на V  является линей
ным преобразованием Q-пространства V. Можно счи
тать, что Е (G) содержится в кольце L{V)  всех линей
ных преобразований пространства V. Тогда E{G) = 
=={y.(:L {V) \ in{ :E (G) для некоторого натурального 
числа //}. Кольцо Е (G) называется кольцом (или 
геброй) квазиэндоморфизмов группы G.

ал-



^^1емма 1.3 [ 1, предложение 2.31. Если 
то E{G^) = E(G^). Если G, ~С?2, то E(G,) 

2 1 е м м а  1.4 (1, теорема 3.1]. Пусть
G, =  G,, 

- E ( G . ) .  
Е (G) ~

-^;^Ф (С) -  разложение кольца Е (G) в прямую
сумму правых идеалов (е̂ , г =  1,..., л -  полная система 
ортогональных^ идемпотентов). Тогда имеем квазираз
ложение G ^ ^ } p e f i .  Кроме того, Е ( е / (G)) ^  CiE (G)
и — сильно неразложимая группа тогда и только 
тогда, когда е^Е (G) — неразложимый Е (G) - модуль. 
Н акон^, если е и / — идемпотенты кольца E(G),  то 

тогда и только тогда, когда eE(G) и fE(G)  
изоморфны как /Г(0 )-модули.

Правильный подход к рассмотрению квазинзомор- 
фнзмов это представлять их как изоморфизмы в не
которой фактор-категории. Именно пусть А ~  категория 
всех абелевых групп; В — класс всех ограниченных абс- 
.чевых групп А/В — фактор-категория. Из определения 

/о следует [7], что две группы без кручепня квазиизо- 
морфпы тогда и только тогда, когда они изоморфны в 
/ 1/«. Квазиэпдоморфизмы квазиразложепия есть эндо
морфизмы разложения в категории А/В. В частности 
кольцо квазиэпдоморфизмов E(G)  группы G без круче
ния есть кольцо эндоморфизмов объекта G в А/В. Силь
ная неразложимость группы G равносильна неразложп-

1 руппа HoniAQlG, Я) есть Hom(G, Я) 0 , 0  Тогпя 
гори,, л ,  i, Л/Дэкв.,ва.,ент„ы I I  творца 3 1 1
И =  О» п „ 7  ■'1’ ™ " “ кручепня; п|1острапстаоy.Q рассматриваем как левый £ (G ) -модуль
(Я*‘̂ -!по'^ппо '̂  Соответствия ^Я^Я*L n c  "°'^"Р°^транство, порожденное Я в К) W-^WHG
^ а Т т п ь , Г  соответствиями м ^ ^
mviinFi г  характеристическими подгруппами'Рунпы G и подмодулями f ( G ) -модуля Е. 1 У""ами

Таким образом, минимальным подмодулям £  (G1-мо
дуля V соответствуют мппимальр|ые р/г-подгруппы (сео- 
ваитпыс вполне характеристические подгруппы) гру!!-
го1п̂ 7я^.°0^‘̂ '^ модуля V соответствует серваптиая под
группа в G, порожденная всеми ее минимальными р/7-поч-



группами. Следуя [1], будем называть эту подгруппу 
псевдоцоколем группы G и обозначать Soc G. В част
ности, если модуль V неприводим, то группа G не имеет 
собственных pfi-подгрупп, и наоборот. Такую группу бу
дем называть неприводимой [1, определение 5.1].

§ 2. Группы без кручения произвольного ранга

Дж. Рейд доказал [1], что если G -  неприводимая 
группа без кручения конечного ранга, то

где все Gi попарно квазиизоморфны и являются непри
водимыми сильно неразложимыми группами. В [2] по
лучены аналогичные факты для группы G конечного 
ранга такой, что G — Soc G. В этом параграфе рассмат
ривается произвольная группа О и доказывается, что 
некоторые ее подгруппы, лежащие в Soc О, обладают 
подобными квазиразложениями, отмеченными выше.

Пусть G — группа без кручения; Л — подгруппа 
в G. Положим У1Т (Л) =  {а 6 £(G) 1 а.4 с  Л}; N  {А) = 
=  {aG£(G)|o(Л =  0}. Далее положим R = Е {G)\ S = 
= R®zQ; V = G®zQ  н /C=EndsV. Считаем, что S 
действует на V  слева, а /С—справа.

Предположим, что цоколь S-модуля V  отличен от 
нуля и пусть М — некоторая однородная компонента
этого цоколя. Тогда Ж =  2® непри-ю
водимые попарно изоморфные 5-модули. Если у’б /  
некоторый индекс и Т =  Апп5 Ж, to_ M j является точ
ным неприводимы.м 5-модулем, где 5 =  5  7. Далее по 
лемме Шура D = En(i^Mj — тело; Mj  является вектор
ным пространством над D, а по терем е плотности для 
неприводимых модулей [8, с. 49] 5 — плотное кольцо 
линейных преобразований пространства Mj  над I).

Зафиксируем теперь некоторое непустое под|^о- 
жество J ^ I  к некоторый индекс Положим М =
=  У0Ж;. Пусть Р — некоторое D -подпространство в Mj
размерности /г, 1Е — РК — К-подмодуль в V, порож
денный Р. Далее запишем P='^®Pi ,  где сИтдР/



— 1 (/ — 1,..., п). Пусть U' /̂=  Я;/С — подмодуль в V,
порожденный РI. Тогда № =  V© Определим А =

-  ( » " П О ) Г и  Л/ -  (11>',П<3)П^, I =  1.....П.
Пусть ЖС),..., Ж<«> — некоторые однородные ком

поненты цоколя S-модуля V. Построим, исходя из них, 
некоторые А-подмодули тзк, кзк пост
роили выше W для Л1 (число п может быть рззлич-
ным). Положим Л/ =  (^© u;'(m))(~|(5 и ^
т = \ .....  к.

Т е о р е м а  2.1. В обозначениях, введенных выше, 
имеют .место соотношения:

1) M{A) N { A ) - D , -
2) Л - Л , © Л , 0 ...0 У1„, Л, ~ Л . ,~ . . . ~ Л „ ;
3) /У ^ /У ,0 Я 2  0 ...0 Я„.

Доказательство.  1. Положим Ж (Р) =  { a f S j a P c P }  
и ЛА(Р) =  {аб5 |аР  =  0}. Из теоремы плотности выте
кает, что M{P) N { P ) ^ D ^ .  Покажем, что М  (А) = 
=  М (Р) и iV (Л) =  N{P).

Заметим прежде, что А ®zQ = Vi''f]^ (Л Q ото
ждествляем с ее образом при каноническом мономор
физме А ®z Q -^G ®z Q-, так же поступаем и в аналогич
ных ситуациях). Если wGVi/f^Al^ то nwQO для неко
торого натурального п. Значит, nwQA n w e A ® z Q ,  
т. е. W p . M C  А ®zQ. Обратное включение вытекает из 
того, что A®zQ  е£ть Q-подпространство в V, порож
денное Л, а Wf]M является Q-подпространством, со
держащим Л.

Пусть o-QM^A).  Значит, аЛсЛ.  Отсюда, учитывая 
равенство \Vf]M = A ^ Q ,  получаем 0L{Vi ' f ]M)cV^n^t  
Далее, так как (IV П /И)f 1 Ж / =  Р  п М,  является S-мо
дулем, то а Р с Р  и арУИ(Р). Обратно, если а ^ М ( Р )  
то (РА) =  (аР) А CPA^= IV'. ^Поскольку aGdG
и а Ж с Ж ,  то имеем аЛ =  а (1ЕПОГ|Ж) с  ( и7П<"^')П^ =  
=  Л и а б Ж (Л). Второе равенство очевидно в силу 
проведенных рассуждений. Получили Ж( Л) А( Л)  =  
=  M(P)  W ( P ) s D „ .   ̂ > к ,



2. Предположим, что утверждение о том, что А =
/I

справедливо для всех чисел, меньших п, За-
i-\ п

пишем Vi' = WiQjW',  где U/' =  v©H7._ Так как кольцо

5 =  5 , i4nnsM плотно в End/)Му, то существует r(-S,  
действующий тождественно на U', и аннулирующий 11/ ' .  
Выберем натуральное число т, для которого_/«гбЕ"(G). 
Покажем, что гпА С Л,0 /5, где ^=(11^'ПС)ПМ. Так как,

П
очевидно, '•'О в силу индуктивного предпо-
ложення доказательство будет закончено.

Пусть а ^ А .  Тогда та — г {та) А - — г (та)). 
Ввиду выбора г имеем г (та) G (1Е, ПС)ПМ = Л,. Далее 
снова по определению г имеем г (та— г (та)) = г (та) — 
— г (та) = 0. Отсюда та — г (ти) Q\V', та — г (та) ^ 
(Vi/' A\G) = Таким образом, та(:А^@В и тАс.  
С Л . 0 В .

Докажем, Л , ~ Л 2. Напомним, что Л ,=  (1Е;ПО)П 
и — ( / — 1, 2). Отсюда ясно, что Л ,П Р^^0,
/ =  1, 2. Зафиксируем некоторые элементы 0 ^ а б Л , П  
n ^ i  и 0 ^  ^бЛаП^а-  Так как P̂  и Р2 лежат в непри
водимом З'-модуле Му, то аа =  // и рй =  а  для некото
рых а, f i t s.  Поскольку Я, и Рг являются D -подпро- 
странствами размерности 1, то аЯ, =  Pj. =  ^i- Сле
довательно, также alEj =  Wo и Щ'о = W\. Равенства 
(Ра) а = а и (ар) й =  й показывают, что (ра), к, =  Iw, 
и (aP)ir, =  Проверим, что аЛ, =  Л2. Пусть нату
ральные числа S и  ̂ таковы, что 5а, /p( £(G).  Тогда 
5 (аЛ,) =  (sa) Л, с  (lV'.2n G ) n M  =  Ла. С_другой стороны, 
tA .2 = (аР)(М2) =  <^(t?)A2 Ca{W\ f]Gf]M) = 0/1,. Итак, 
^ ( а Л , ) с Л 2 и МгСаЛ, ,  т. е. аЛ1= Л 2- Из равенства 
(Ра)|г, =  Ьг, вытекает, что а|д, — мономорфизм. Следо
вательно, Л,г^аЛ,  =  Л2 и Л, — Л2.

3. Пусть утверждение пункта 3) верно для всех 
чисел, меньших к. Положим U = Soc V; Ann U — 
=  { r6 S | r G =  0}. Тогда U является точным вполне 
приводимым 5 , -модулем, где S, — 5/Апп G. Пусть Ki -- 
=  End^, G =  Ends G. По теореме плотности для вполне 
приводимых модулей [8] .5, есть плотное подкольцо 
в End '̂, Я. Поэтому найдется элемент n  S, действую



щий тождественно на 11 <') н аннулирующий ^ 0  И
Иыберем натуральное число ш, для к о т о р о г о (O'). 
Тогда так же, как и Ч), можно показать, что т Н ^
с  //, © Н \  где Н'  =  П G. То есть Я  =  Я, © Я'.
По^предположению индукции можно считать, что Н ' — 

=  ^© Я,. Таким образом, Я  =  ;У0я,. Теорема доказана 
В теореме 2.1, естест^нно, выделяются два основных 

случая: {)] =  !, значит, М = М ц А = W [\ G, Ai=Wi[\  G, 
/ — 1, ..., п, 2) J состоит из одного элемента, т. е. рассмат
ривается одна минимальная р/Тподгруппа. Рассмотрим 
особо эти случаи, так как только они будут появляться 
дальше.

С л е д с т в и е  2.2. В обозначениях теоремы 2.1: 
в 1/ '  л Т ;  '‘®,^оторын неприводимый S-подмодуль 
в V D — EndsAf. Если «̂  — циклический /(-подмодуль
/VI I г  "е"Улевым элементом из./VI, и А — W f]G, то М (.4) / .V(.4) ^  D.

«'^ -циклические /(-подмодули в V 
урожденные некоторыми ненулевыми элементами из 

причем система {1̂ , . . . ,  независима и Л =

//), то л, — Ла^©«■',)П(?, А, =  11ЛПС(/ =
/ - 1

И Л =  V0M,.
7-1

3. Пусть (W,,...,/ И — некоторые однородные ком
поненты цоколя S-модуля V и WO), цГ(«) _  
рыс конечно-порожденные Л'-подмодули’ модулей
М соответственно. Если Я  =  (У0иУ(Л)П(7; Я

Э = 1 ’ / 1Г(7>П
П0 (У =  1,..., к), то

Пусть подмножество У  состоит из одного элемен
та у. Тогда_Л4 =  Так как И / ' П М . ^ Р  то Л =

следот^1?е^нГ Гля*^^ ^1 =  ЛПС. Запишем сразу 
нГпри^имойГр^пГьк”"^"^^ РЛ-подгруппы, a U

без^кручения-^!/ «^приводимая группаез кручения, V = G 0 z Q и S := £  (G) ®z Q. Тогда D =



— Ends V —тело •< ^  япляется векторным пространст
вом над D. Если U' — некоторое D -поднространство 
в V размерности п, то группа Л — неприводима
и М (А) iV (А) "-Dn- Далее, если W = i, diiUtilE — 

=  1 и Ai = W^f]G (i =  l ..... «). то иi- 1
A 2 Л 2-
Доказательство.  Отображение ограничения a-+a|/i, 

1  ^ М (A) является гомоморфизмом колец УИ (Л) -> 
_>/  ̂(Л) =  £■ (Л) ®z Q с ядром, равным Л^(Л). Таким 
образом, Е (Л) содержит подкольцо, изоморфное 
кольцу матриц D„. Так как Л®zQ есть D-подпрост- 
раиство размерности п, то, очевидно, Л ®z Q является 
неприводимым £'(Л)-модулем. Следовательно, Л — не
приводимая группа.

Докажем лемму, которая будет использоваться 
дальше.

Л е м м а  2.4. Пусть G — группа без кручения и С = 
=  SocG, т. е. 5-модуль V вполне приводим. Пусть нену
левые элементы oi й аг принадлежат некоторым непри
водим подмодулям одной однородной компоненты S-мо
дуля V. Положим Wi = OiK и Л( = Wi{\ G (t = 1, 2). 
Тогда если а Q.E (G) и 0 ^  а (• Аг для некоторого эле
мента а б Л], то а Л) С Л2- -с.

Доказательство.  Очевидно, достаточно проверить, 
что aW^C.W^. Пусть а = ауК, к еК .  Тогда а (а,/с) =  
=  asK) для некоторого к, 6Д- Рассмотрение вполне 
приводимого 5-модуля V  показывает, что существует 
К2 ^ К со свойством (aiK) Ко =  fl|. Отсюда аа, =  
=  а ((а,к) Kj) =  (“ Ко=а2 {к^K2) 6 2- Те
перь i\V  ̂ — а (а,К) =  (м, )  К С оК = 2-

§ 3. Группы без кручения конечного ранга

Для групп конечного ранга можно получить намного 
больше, чем для произвольных групп. Алгебра ква
зиэндоморфизмов Е (G) группы G без кручения 
конечного ранга конечномерна и Е  (G) является двусто
ронне артиновым кольцом.



Т е о р е м а  3.1 [2]. Пусть G — группа без кручения 
конечного ранга; V = G®iQ\ S =E{G) .  Эквивалентны 
следующие утверждения:

1) 5-модуль V вполне приводим, т. е. G = Soc G;
2) кольцо S классически полупросто;
3) группа G квазиизомор.1ша некоторой группе А =
П

=  y©j4j, где каждая группа А,- вполне хэрактеристич-
I-I

"г
на в А, Aij--Ai^  и f  (А;;) — тело (г =  1,...,
П\ у, к  =  1,..., Я;).

Доказательство. Достаточно проверить 2) = >  3). 
Существует лишь конечное число неизоморфных не
приводимых 5-модулей. Поэтому можно записать V =

П
=  уф V;, где \/; — однородная компонента модуля V.
Выберем некоторый неприводимый подмодуль мо
дуля Vi- Модуль Ml является точным неприводимым 
5-модулем, где 5 =  5,'Anns УИ. Далее, D; =  End§Мо
теле и 5 является плотным кольцом в Endo.
Па самом деле, 5 =  End£>̂ yWi ввиду артиновости коль-

ца 5. Отсюда dinio  ̂Mi rii <  о>о. Запишем УИ,. =  У® Mij,
У = 1

где diniDj.M,y =  1, и положим Wij — AIijK (У =  1,..., 
где К = Ends V- Каждый Wij является циклическим 
подмодулем К-модуля V. Л так как Vt = Mi К =
"i
У®MijK = У® Wij, то каждый Vi — конечно-порожден- 
7̂ 1 j-i
ный Л"-подмодуль в V. Отсюда по следствию 2.2 
G =  { KiflG)- Положим A i = V i f \ G  (г =  1 , . . . ,  п)

п А =  УФА/. Тогда 0  =  А =  У®А/. Так как £ ( 0 )  =
i“i 1-1

Е{А)  (лемма 1.3), то для всякого ар Д(А) выполняет
ся аЛ, с а 1/( С V/ и а,4; с  =  А;. Следовательно,
каждая подгруппа Л/ вполне характеристична в Л. 

Зафиксируем некоторый индекс i и возьмем равен-
"i

ство Vi — Wij.  Напомним, что все U',у — цикличес- ytri



кие подмодули Д'-модуля V. Поэтому, полагая Л,у— 
=  ij[^Cj {j = \ tit), по следствию 2.2 можно иа-

"I
писать Л, =  ^® Л ,7 и Ai j— Aiii для всех j,  к = 1,...,

У-1
Осталось показать, что £ (Л ,/ )—тело. Действительно, 

отображение ограничения  ̂^  о-а .., М {Aij) является
гомоморфизмом M{Ai j ) - ^E{A/ )  с ядром N{Aij). Если 
Рб£'(Л,7), то очевидным образом р продолжается до 
некоторого квазиэндоморфизма а ^ Е { А ) .  Но £( Л)  =  
~E(G) .  Таким образом, af^M(Aij)  и <x \a .j = ,̂ т. е. 
рассматриваемое отображение — эпиморфизм. Отсюда 
М (Aij) N  (Aij) ~  Е (Aij). Первое фактор-кольцо в этом 
изоморфизме по следствию 2.2 изоморфно телу Dt. 
Теорема доказана.

Важным специальным случаем теоремы 3.1 являет
ся случай простого кольца E{G).  Рассмотрим более 
общую ситуацию, когда Д п р о с т о е  кольцо. 
Здесь — наибольший нильпотентный идеал кольца 
E{G).

Т е о р е м а  3.2. Пусть G — группа без кручения 
конечного ранга; E{G) — простое кольцо. Тогда

Л , ~ Л , А„ и £■ (Л |)—локальное коль
ц о ,  т. е .  г р у п п а  Л, с и л ь н о  н е р а з л о ж и м а .

Доказательство.  Выберем некоторую полную си
стему ортогональных идемпотентов 1,..., п) коль
ца 5|Л/ (5 =  £((?)). Эту систему можно поднять до 
полной системы ортогональных идемпотентов 6i{i =

П
=  1,..., п) кольца S. Тогда по лемме 1.4

(-1
где Ai = 6iG, i = 1,..., п. По этой же лемме Л/ — Лу’ 
если d S  — ejS (изоморфизм 5-модулей). Но etS-^CjS,  
если eiS;eiN еjS ejN (изоморфизм 5 Л/-модулей) [9, 
с. 85]. Установим последний изоморфизм. Имеем

е Д _  e;S _  CiS +  N  
CiN ~  d S ^ N  ^  JT

N  CjS _  e j ^
CjN

-  S , ej — = (e, 
N '

= {ei

M) —
N N

- л )̂ — = et — 
N N

Отсюда eiS s  CjS 
50

ejSf]/^
и Ai — Aj для любых i, j =  1,..., n.



Положим Z, =  £(Л, ) .  Тогда, учитывая лемму 1.3, 
E { G ) ^ L „  и N  (J {L)}„, где У (Z.) — наибольший ииль- 
потеитиый идеал кольца L (он совпадает с радикалом 
Джекобсона этого кольца). Отсюда Е (G) N  (l. J(L))„ 
и, следовательно, L J (L) является телом, т. е. £(Л, )  — 
локальное кольцо. Группа Л, сильно неразложима, так 
как локальное кольцо £(Л, )  неразложимо в прямую 
сумму правых идеалов (лемма 1.4). Теорема доказана.

С л е д с т в и е  3.3 [2]. Для группы G без кручения 
конечного ранга эквивалентны следующие утверж
дения:

1) однородный вполне приводимый S-модуль;
2) S — простое кольцо;
3) G — 2 ® ^  . где Ai  — А ; —. . .~  Л и £(Л |) —тело.

/-1 i
С л е д с т в и е  3.4 [1]. Эквивалентны следующие

утверждения:
1) — неприводимый S-модуль, т. е. G — неприво

димая группа;
2) Л , ~ Л , ^ . . . ~ Л „

водимые сильно неразложимые группы.
все Л, —непри-

§ 4. Вполне транзитивные и транзитивные группы 
без кручения, совпадающие со своими псевдоцоколями

Если G — группа без кручения; р — простое число, 
то /1р(а) (х(а)) обозначает р-высоту (характеристику) 
элемента а (■ G. Группа G, все ненулевые элементы кото
рой имеют один и тот же тин. называется однородной. 
Этот общий! тин называется типом группы G.

В работе автора [10] по аналогии с вполне транзи
тивными и транзитивными модулями над полным 
кольцом дискретного нормирования [11] были опреде
лены вполне транзитивные и транзитивные группы без 
кручения.

О п р е д е л е н и е  4.1. Группа G без кручения назы
вается вполне транзитивной (транзитивной), если для 
любых элементов 0=7̂ а, Ь б G, таких, что х(“)^Х( ^)  
(х(а) =х(^))> существует эндоморфизм (автоморфизм) 
U группы G со свойством аа =  Ь.



Вполне трапзитпппыс и транзитивные группы без 
кручения рассматривались в [12, 13]. Вполне характе
ристическим подгруппам таких групп посвящены работы 
[10, 14].

Сформулируем основной результат. Его доказатель
ство существенно использует теорему 2.1.

Т е о р е м а 4.2. Пусть G — вполне транзитивная 
(транзитивная) группа без кручения и С совпадает со 
своим псевдоцоколем. Тогда G =  ^®G,-, где для любых

т
различных г, у б / выполняется; если pGi ф Gi, то pGj= 
=  Gj. Каждая Gi либо однородная вполне транзитивная 
(транзитивная) группа, либо Gi такая неоднородная 
вполне транзитивная (транзитивная) группа, что ее 
кольцо квазиэндоморфизмов E{Gi) есть тело.

Доказательство. Примем обозначения теоремы 2.1.
Пусть V =  G®^ Q\ S = E{G)\ К — Ends V- По пред

положению 5-модуль V  вполне приводим, т. е. V = 
=  У©)/,, где I/,-— однородные компоненты модуля V.

la
Положим Gi =  Vif]G, i ( t l .

Возьмем два различных индекса i, j Q /  и допустим, 
что qGi Ф Gi и qGj ф  G, для некоторого простого чис
ла q. Выберем некоторый элемент нулевой ^-высоты в 
Gj и обозначим через Wi Л^-подмодуль в Vi, порожден
ный этим элементом. Причем можно считать, что этот 
элемент лежит в каком-либо неприводимом подмодуле 
5-модуля Vi. Действительно, модуль Vi равен сумме всех 
своих неприводимых подмодулей. Поэтому фактор-груп
па группы Gj по сумме пересечений каждого такого не
приводимого подмодуля с группой Gj периодична. Отсю
да заключаем, что некоторое такое пересечение не делит
ся на q. В противном случае делилась на q сумма всех 
пересечений и, значит, делилась бы группа Gj, что про
тиворечит предположению. Также возьмем /(-подмо
дуль lEj в Vj, порожденный некоторым элементом из G; 
нулевой <?-высоты и лежащий в каком-то неприводимом 
подмодуле 5-модуля Vj. Положим А = Wif\ G, В = W;,f\ 
flG и С =  (IT'j +  lEj) П G. Тогда по следствию 2.2 
С =  АФВ, 7. е. тС ^  АФВ  для некоторого натурально
го числа т.

Проверим, что qA^=A и qB^=B. Здесь нужно учесть, 
что пересечения циклических подмодулей /(-модуля Vu



образующие которых лежат в неприводимых подмодулях 
S-модуля Vi, с группой G попарно квазиизоморфны по 
следствию 2.2. Фактор-группа группы Сн по сумме всех 
этих пересечении периодична. Если предположить, что
1]А = А, то все рассматрнвае.мые пересечения в силу 
квазнизоморфизма также будут делиться на q. Учитывая 
периодичность фактор-группы группы Gt по сумме всех 
пересечений, получаем, что «/-делимой будет и группа Gj. 
Противоречие с тем, что qGi ф  G,-. Таким образом, 
qA Ф А н аналогично qB Ф В.

Выберем элементы хе.А н У^В  так, чтоЛ,  (: )̂ =  
=  /г (у) =  0. Рассмотрим теперь элементы х А- qy 
и qx -Ь у. Ясно, что Л, (х +  qy) =  Л, {qx +  у) =  0 и ха
рактеристики этих элементов в группе Л 0 5  совпада
ют. Ввиду т С с Л 0 5  р-высоты элементов х А-qy 
и qx  +  у в группе С, следовательно, и в G (С сервант- 
на в G) совпадают для всех р, не делящих т. 
jC7-BbicoTbi могут лишь отличзться для простых чисел 
р\т,  причем | ( а: 7у) — -f У) I <  5, где s — 
максимальный показатель, для которого р^\т. Таким 
образом, можно выбрать натуральные числа s, t так, 
что (G 1 и sqy) = y{tqx + ty). В силу
вполне транзитивности (соответственно транзитивности) 
группы G найдется а ^ Е { 0 )  со свойством a (sx - f  s^y) =  
= a { sx ) + 4- {sqy) = tyx А- ty. Так как a{sx), t qx ^V i ,  
a a{sqy), t yeVj ,  TO получаем ty = a{sqy) = q (say). 
Откуда f ig( iy)>^-  Так как {t, q) = \, to \ ( y )  =  
— hg{ty)>0.  Противоречие c выбором элемента у.

Мы установили, что для любых различных i и j  
и любого простого числа р выполняется; если pG Ф 
^ G i ,  то pGj = Gj. Подгруппа X® ~  такова, что
G'E®0;—периодическая группа. Возьмем некоторый эле- 
мент 2 6 G и выберем минимэльное нзтурзльное число л, 
для которого пг ( t ' ^ G t .  Тогда m  = Xi  ̂ -Е ... -Е где

с-G/ (у =  1,...,А-)- Пусть простое число р\п и п р т .  
uj„„ In.  =0,уДля всех у■ =  1 -- к. то Л-; =  ду.. гдеЕсли то XI  ̂=  pyj, где 

Е Ук, что нроти- 
для

У; tG,^(y =  l,..., к). Откуда mz  -  yi ; 
воречит минимальности п. Следовательно, pGi^ Ф Gi  ̂
некоторого S. Тогда на основании доказанного выше 
pG^ =Gi.np4 всех Jфs.  Как и раньше, Xi=pyj ,  где y^Gi.  
и у ф х.'^Имеем pmz  =  р X Уу +  и х,-̂  =  р {тг — V Уу).

J'fS



Откуда, учитывая ссрваитность G/  ̂ в G, л:, =  ру^, где 
у^бО(^. Снова получили ртг = py^^. . . -\- ру^ и mz = 
=  У1+---+Ук. где все УубО/ .̂ Снова противоречие 
с выбором п. Из проведенного рассуждения следует, 
что л =  1 и z6 V®G/. Таким образом, G =  и если

<£/ 1̂1
pGi ф Gi для некоторого i, то pGj =  Gj для всех осталь
н ы х и н д е к с о в  у 6 / .

Из отмеченного выше свойства прямых слагаемых G/ 
легко вывести, что все они вполне транзитивные (соот
ветственно транзитивные) группы. Это же свойство 
слагаемых G,- влечет вполне характеристичность их 
в группе G. Поэтому S =  ^(G) =  И ^(G/). Напомним,
что I/ =  У® V// и G, =  I/' П G, г G ^  Отсюда Vi = Gi®
®zQ, i(iJ. Так как каждый Vi есть однородный впол
не приводимый S-модуль и произведение колец II EiGA

ц;
д е й с т в у е т  на с у м м е  2 ® Vi п о к о м п о н е н т н о ,  т о  к а ж д ы й  Vi 

ia
я в л я е т с я  о д н о р о д н ы м  в п о л н е  п р и в о д и м ы м  £ ( G , ) - m o - 
д у л е м .

Предположим теперь, что некоторая группа Gj не
однородна, и докажем, что ее кольцо квазнэндоморфиз- 
мов f  (G,) является телом. В целях упрощения записей 
будем считать, что сама группа G является неоднородной 
вполне транзитивной (транзитивной) группой, причем 
V однородный вполне приводимый S-модуль. Пока
жем, что S есть тело.

Выберем в V некоторый циклический Л'-подмодуль W\, 
порожденный элементом, лежащим в каком-либо непри
водимом подмодуле S-модуля V. Если V^=Wi, то V со
держит некоторый циклический Л'-подмодуль W2, порож
денный элементом из какого-либо неприводимого S-под- 
модуля в Е и такого, что Wi f) = 0. Положим
Ai = \Ei П G (j = 1, 2) и Л = ( +  W2) П G. По следст
вию 2.2 Л =  Л1© Д 2 и к Л ^ Л ) © Л 2 для некоторого на
турального числа к.

Выберем в S-модуле V два различных неприводимых 
подмодуля, скажем, V\ и V-2- Это можно сделать, по
скольку в противоположном случае модуль V был бы 
неприводимым S-модулем, а группа G соответственно 
неприводимой группой, в частности однородной. Очевид



но, пересечения К; П j отличны от нуля и, следователь
но, отличны 01 нуля пересечения Vi(]Aj (i, / = 1, 2).

Найдутся ненулевые эле.менты х, 
е " У:-(:'ЛП^з такие, что, во-пер
вых, •/U i) =  /  (y-i) и /  (-«'v) = /(yi)- Это возможно, 
так как пересечения Vif]G и являются мини
мальными t̂j/г-подгруппамп в Си, значит, они однород
ные группы. Во-вторых, существует простое число р, 
для которого Лр (х,) =  Лр (Хо) =  0. Предположение, что 
такого числа нет для любой пары различных непри
водимых 5-подмодулей в V, приводит к противоречию. 
Действительно, запишем У=У®У<,  где все \/ — не-
приводимые 5-модули. Полагая B j =  yjC\G и учитывая, 
что каждая Ду — однородная группа, получаем ввиду 
предположения следующее. ,Чля всякого простого чис
ла /; и любых различных п, m(:J  выполняется: если 
рВ,^ф В„, то рВ^  =  Д,„. Так как группа G ' ^ B j  перио

дична, то, как и выше, получаем G — ' ^ B j ,  где вся-
iU

кая Bj вполне характеристична в G. Поэтому 5 =  
=  И£(Ду).  Кольцо 5 действует на пространстве У =
— V© у  покомпонентно. Получили противоречие с тем,

очто у  является однородным вполне приводимым 5- 
модулем. Таким образом, простое число р, для кото
рого hp{x^) = hp{xA = в самом деле существует.

Рассмотрим теперь элементы х, -г РУ\, х-,-\ py-it 
е Л ,0 Л2. Очевидно, Лр ( х , -1- ру , ) = /ip(x, + /;у.,). Под
группа А сервантна в С? и х Л С Л , 0 Л2. Поэтому, ана
логично первой части доказательства, найдутся нату
ральные числа S н / такие, что /  (sx, -\-spyt) =
\-tpy2) и (/, р) = \. В силу вполне транзитивности 

(транзитивности) группы О можно выбрать a{:E{G) со 
свойством я (5Х, -f SpyG — 7. (SX|) +  а(5/7У|) =  tX-, -|- tpy-2. 
Здесь я (5Х|), tpy2 ky\> а «(^ДуО, tx./ty-:- Поскольку 
У \ ^ У г ~  В, ТО получаем я (s/7y,) =  р (хяу,) =  tx-, 
н Лр (/х'з) >  0. Так как (t, р) -  1, то Л,, (хД =  Л,, (/‘Х2) > 0, 
что противоречит выбору элемента х-,.

Полученное противоречие означает, что модуль V 
совпадает с Wi, т. е. порождается как К-модуль каким-то 
элементом нз некоторого неприводимого подмодуля в V.



По следствию 2.2 M(G) IN{G)—тело. Но у пас N{G)=0,  
а M{G) = E{G).  Следовательно, £ (G )—тело. Теорема 
доказана.

С л е д с т в и е  4.3. Пусть G — вполне транзитивная 
группа без кручения. Тогда группа Р = SocG вполне 
транзитнвна и совпадает со своим псевдоцоколем, т. е. 
Р =  Soc Р. Следовательно, она имеет вид, указанный з 
теореме 4.2.

Доказательство. Очевидно, /;/оподгруппы вполне 
транзитивной группы сами вполне трапзитивпы. Поэто
му Р — вполне транзитивная группа. Если Н — мини
мальная р/(-подгруппа в G, то Я будет минимальной 
pfi-подгруппой и в Р. Действительно, пусть существует 
а б Е{Р) такой, что аа ^  И для некоторого элемента 
а ^ Н .  Тогда Хр( а)^хр{аа)  (.характеристики в Р). 
Отсюда, учитывая сервантиость Р в G, %о (<̂) ^ Xo ( u a) .

Следовательно, существует р б P(G),  для которого 
ра =  аа е  Н. Противоречие. Получили, что Н вполне 
характеристична в Р. И, очевидно, что Н — минималь
ная р/г-подгруппа в Р. Таким образом, все минимальные 
р/г-подгруппы группы G являются минимальными 
р/г-подгруппамн группы Р, т. е. Р сервантпо порождает
ся своими минимальными р/г-подгрупиами и Р = SocP.

Группы G,-, появляющиеся в теореме 4.2, определяют
ся однозначно, подобно примарным компонентам перио
дической группы. А именно, G,- =  ПР’*̂ > где п пробегает 
все натуральные числа, р — все простые числа со свой
ством pGi =  G,-.

Таким образом, изучение вполне транзитивных (тран
зитивных) групп без кручения, совпадающих со своими 
исевдоцоколями, распадается па изучение однородных 
вполне транзитивных (транзитивных) групп и вполне 
граизитивных (транзитивных) групп с телом в качестве 
кольца квазиэидоморфизмов. Последние группы допус
кают удовлетворительное описание. В следующем па
раграфе рассмотрим их.

§5. Вполне транзитивные группы, кольца 
квазиэндоморфизмов которых являются телами

Ассоциативное кольцо R с 1 называется сильно одно
родным, если всякий его элемент есть целое кратное не 
которого обратимого в R элемента.



Для группы G положим 11(G) =  [р\рСфО, р — 
простое число}.

П р е д л о ж е н и е  5.1. Пусть группа без кручения G 
такова, что E(G) — тело; П(/1) = П(С) для каждои 
серваптной подгруппы А в G. Следующие утверждения 
эквивалентны;

1) группа AiitG действует транзигивно на множестве 
всех сервантиых подгрупп ранга 1 некоторой минималь
ной р/^-подгруппы группы G;

2) утверждение 1) с заменой группы AutG на группу 
riom(G, G) ;

3) B(G)  — сильно однородное кольцо.
Доказательство.  2 )~ > 3 ) .  Пусть 0=^^абД(С). Вы

берем некоторую сервантную подгруппу А ранга 1 в 
минимальной /»Д-подгруппе, о которой идет речь в 1). 
Обозначим через В сервантную подгруппу, порожден
ную образом О.А. Ввиду 2) В н 7В =  Л для не
которых р, Ц : Е ( 0 ) .  Возьмем некоторый элемент О ф  
ф а  (с А. Существуют взаимно простые натуральные 
числа п ц. т такие, что д ( 7Р)а =  /иа. Отсюда, прини
мая во внимание, что все ненулевые эндоморфизмы 
группы G являются мономорфизмами, п{-{^) =  т-\о.  
Так как х (а) =  X ((т?) )̂> ™ ^ силу выбора п и m дол
жно быть п А =  тА =  А. Следовательно, tiG=^mG=^ G
и умножение на — является автоморфизмом группы G. 

п

также автоморфизм груп-Поскольку 7р =  — 1о, то р 
п

пы G.
Так как элементы аа и ^а лежат в подгруппе В 

ранга 1, то /г (аа) =  / (ра), причем {к, / ) = 1 .  Неравен
ство уД'^а) ^■/ {'з.а) влечет кВ = В и, значит, kG = G.
Как и выще, где Г-AutG, т. е. а явля-

\ к  ) к
ется целым кратным автоморфизма и Д (G) — сильно 
однородное кольцо.

3)~>  1). Пусть А и б — сервантные подгруппы ран
га 1 некоторой минимальной р/г-подгруппы Н  группы 
G. ToгдaЯ®zQ — неприводимый подмодуль £(0)-мо- 
дуля G ®zQ (лемма 1. 5). Если Офар^А,  то в силу 
неприводимости ^ф-\аР:В,  где -\P,E{G). Выберем на-



турал^ое число п так, что а =  /г-е£ '(0 ). Имеем О 
Ф а А ^ В .  Запишем а=т^,  где PeAut<7; /га-натураль- 
ное число. Тогда ( / гаЭ)Лсв и, следовательно, ЗЛ С S 
в силу сервантности В. Но Р — автоморфизм, ’ поэтому 
рЛ =  о и 1) справедливо.

Т е о р е м а  5.2. Пусть G — группа без кручения, коль
цо квазиэидоморфизмов которой является телом. Груп
па и  вполне транзнтивна тогда и только тогда, когда 
в̂ ,1по;и1яется одно из условий предложения 5.1, П(Л) =  
^  И (О) для любой серваитной подгруппы Л в С и типы 
различпы.х минимальны.х ^//-подгрупп группы G несрав
нимы. Кроме 70Г0, такая группа G транзитивна.

Докизапельсшво.  ~ > .  Выберем некоторую мини
мальную /7//-подгруппу Н ъ G. Пусть X  и К —сер- 
вантные подгруппы в Н  ранга 1. Так как группа Н  
однородна, то можно выбрать ненулевые элементы 
x QX  и у в У  одинаковой характеристики. Пусть ал: —v 
« 6 ^ ( 0 ) .  Ясно, что а Х с  К Н ПОСКОЛЬКУ у Л) = у(^х)’ 
то а отображает А на К, т. е. аХ =  К  Выполняется 
условие 2) предложения 5.1.

Пусть Л — сервантная подгруппа в G ранга 1. Про
верим, что 11{Л) =  11(0). Всегда II (Л) С II (С). Пусть
/>Л=^Л. Тогда Л имеет эндоморфизм— 1̂ . Ввиду вп01-

Р
не транзитивности группы G существует аб^СО) для
которого — 1д ИЛИ />ям =  1д. Так как всякий не

нулевой эндоморфизм группы G является мономор
физмом (действительно, E(G) — тело), то ра =  1о и я =
=  — 1о. Откуда pG = G. Получили 11 (Л) =  И (G).

Г-сли //, и — две различные минимальные pfi-  
подгруппы в G и тип группы Я, меньше или равен 
типу^группы Яа, то /  ( а ) < /_ {Ь) для каких-то Оу=абЯ, 
и Тогда аа — Ь для некоторого a^E{G) ,  Но
эго противоречит вполне характеристичности полгруп- 
пы я ,  (заметим, что Я 1ПЯ^ =  0). Следовательно, ти
пы подгрупп Я, и И., несравнимы.

— Пусть а — некоторый элемент группы G. Учиты
вая то, что всякий эн.томорфизм группы G есть целое.. ....
кратное некоторого ее автоморфизма, можно yбeдитьc^ 
в том, что сервантная подгруппа, порожденная орбитой 
58



0 (a) элемента а, является минимальной p/i-подгруппой 
в G.

Если теперь Офх, y^G  и х(-"^)^х(У)> то в силу 
условия на типы минимальных р/г-подгрупп получаем, 
что X \\ у лежат в одной минимальной p/i-нодгруппе, 
скажем Н. Пусть X и У — сервантные подгруппы в G, 
порожденные элементами х н у  соответственно. Тогда 
иХ =  У для некоторого а (-E{G).  Выберем натураль
ные числа п и т  так, что (п, т )  =  1 и /г(ах) =  ту. 
Поскольку х(ах) =  х(^) > то тУ =  У. Но П (У) =
=  11(G). 3 начнт, mG =  G и группа G имеет эидомор-

физм —  1-;. Отсюда ( / = 1  — 1 и вполне транзитив

ность группы G установлена.
Осталось показать транзитивность Г1)упиы G. Если 

X, у С- G, х(х) =х(У) ’ то в обозначениях, использован
ных выше, xi^^) — х(^) = уАу) ’ поэтому не только 
тУ = У, но и пУ = У. Поэтому группа G обладает так-

/л а\
же автоморфизмом п-  1о. Таким образом, У —\ ~  \т

п 1где —  (- AutG, т. е. G - - транзитивная группа. Теорс- 
т

ма доказана.
Первый абзац доказательства теоремы 5.2 доказы

вает также
С л е д с т в и е  5.3. Кольцо эндоморфизмов транзитив

ной группы G без кручения такое, что £(G) — тело, 
сильно однородно.

§ 6. Счетные вполне транзитивные и транзитивные 
группы без кручения, совпадающие со своими 

псевдоцоколями

Однородные вполне транзитивные и транзитивные 
группы подробно изучаются во 2-й части данной работы. 
Нетрудно убедиться, что однородная транзитивная груп
па без кручения вполне трапзитивна. Уже давно в лите
ратуре рассматривались сильно однородные группы. 
Группа G без кручения называется сильно однородной, 
если группа AutG действует траизитивно на множестве



псех серваптных подгрупп ранга 1 группы G. Сильно 
однородные группы — это в точности однородные тран
зитивные группы. В [3] доказано, что если G — однород
ная вполне транзитивная группа без кручения, то центр 
С кольца E{G)  является сильно однородным кольцом. 
Далее, где F—С-модуль без кручения, все
подмодули счетного ранга которого свободны; А — груп
па без кручения ранга 1. Из этого результата получается

Т е о р е м а  6.1 [3]. Следующие свойства счетной
группы G без кручения эквивалентны;

1) G — сильно однородная группа;
2) G — однородная вполне транзитивная группа;
3) G ^ F^ z A ,  где F — конечпо-или счетно-порожден- 

нын свободный модуль над некоторым счетным сильно 
однородным Д-кольцом без кручения; А — группа без 
кручения ранга 1, причем если р — простое число и 
рА = А, то pF = F\

4) G {т где / / — неразложимая сильно
m

однородная группа. £-кольцом называется кольцо, ле
вое регулярное представление которого является изо
морфизмом.

С л е д с т в и е  6.2. Следующие свойства счетной не
разложимой группы G без кручения эквивалентны;

1) G — сильно однородная группа;
2) G — однородная вполне транзитивная группа;
3) G^R®zA,  где R — счетное сильно однородное 

£-кольцо без кручения; А — группа ранга 1 и если 
рА = А, то pR = R. В этом случае E i G ) ^ R .

Сфор.мулированные теорема и Cv^eдcтвпe вместе с 
теоремами 4.2 и 5.2 позволяют дать описание групп 
указанных в названии параграфа.

С л е д с т в и е  6.3. Пусть G — счетная группа без 
кручения и G =  Soc G. Группа G вполне транзитивна 
тогда и только тогда, когда G =  V®G,-, где Л (G/)fl
n n ( Gy ) = 0  при i ^ j  и Gi удовлетворяет условиям 
лтлоо теоремы 6.1, либо 5.2. Кроме того, такая группа 
О транзитивна.

Доказательство. <~.  Пусть а, b ^ G  н /. (аКх(<!').
К т

Пусть а =  V п b —
.5-̂1 записи элементов в пря-



Moil сумме G — y^Gi.  Тогда условие 11(С,)ПИ (С,) =  0  
la

при i Ф j  влечет, что к тп и /, =  Js I т — ŝ где
. , . s „ ^ K  И (/ =  1,..., т). От

сюда, ввиду вполне транзитивности групп G/, а,(а,- ) =
= Ь

J i '
где a,G^(G; ), / 1,..., т. Эндоморфизм груп- 

I {I =  1,..., т) и отоб-пы G, совпадающий на G( с я 
ражающий С,- в О при i Ф is,,..., iŝ ,̂ переводит элемент 
а в элемент Ь, что доказывает вполне транзитивность 
группы G.

Теперь докажем транзитивность группы G. В си
лу теорем 6.1 и 5.2 все Gi являются транзитивными 
группами. Если а, b^G  и ~/i{cL) = ■/ {Ь), то в тех 
же обозначениях, что и выше, к =  т, is = js и 
X {ai)  =  /  {bj)  (s =  1,..., к). Пусть б Aut G,-̂  и

Ь/ ,̂ s = l , . . . ,  к. Ясно, как построить автоморфизм 
группы G, отображающий а в Ь.

Учитывая еще следствие 5.3, получаем
С л е д с т в и е  6.4. Счетная группа G без кручения 

такая, что G =  Soc G транзитивна тогда и только тогда, 
когда G =  2®G,, где П (G ,)n n  (О ) =  0  при 1ф] ,  а/
либо Gt удовлетворяет условиям теоремы 6.1, ли
бо Gi такая неоднородная транзитивная группа, что 
Е (G() — тело (следовательно, E{Gi) является сильно 
однородным кольцом).

Т е о р е м а  6.1 и следствия 6.3 и 6.4 справедливы для 
группы G = SocG, конечио-нли счетно-пориждепнон над 
центром своего кольца эндоморфизмов, а также для та
кой группы G, что Л’-модуль V = G®zQ копечно-нли 
счетио-порождеи, где К = EndsE, 5 =  E{G) (для одно
родной вполне транзитивной группы эти условия равно
сильны).

Ю. Б. Добрусин построил транзитивную группу G 
без кручения конечного ранга, не являющуюся вполне 
транзитивной. Ввиду следствий 6.3 и 6.4, можно считать, 
что кольцо квазиэндоморфизмов E{G)  такой группы G 
является тело.м. Пока неизвестно, существует ли вполне 
транзитивная не транзитивная группа без кручения. Осо
бенно это интересно выяснить в случае однородных 
групп, так как однородная транзитивная группа всегда



вполне транзитивпа. Если такая группа существует, то 
она должна быть несчетной ввиду теоремы 6.1. Незави
симость понятий «транзитивность и вполне транзитив
ность» для нрнмариых групп доказана Л. Корнером [15J.

С л е д с т в и е  6.5. Если G —счетная транзитивная 
группа без кручения и G =  SocG (в частности, вполне 
транзитивная группа), то любые два прямых разложе
ния группы G обладают изоморфными уплотнениями. 
В частности, всякое прямое слагаемое группы G имеет 
вид, указанный в следствии 6.4 (соответственно следст
вии 6.3) и, значит, является транзитивной группой.

Доказательство.  По предыдущему следствию груп
пу G можно записать в виде G -= V®G^0 X®G„ (Д'П

гп̂ М
П ./И = 0 ) ,  где £■ (G )̂ — сильно однородное кольцо для 
всех к е К. А для всех и ^ i^m) —
также сильно однородное кольцо. Кроме того, П(С/)П 
ПВ( Ор =  0  при i, Семейство групп
{G^\KicK}\J{H^\m^ М) об̂ аъу&т: полужесткую систе
му групп |1б]. Так как все группы G,̂  и счетны, 
а все кольца E(G^) и Е{Н,Д являются кольцами глав
ных идеалов, то все вытекает из следствия 4.3 рабо
ты [16J.

Используя основной результат статьи [10], можно 
получить, основываясь на теореме 4.2 и следствии 6.4,

С л е д с т в и е  6.6. а. Следующие свойства вполне 
транзитивной группы G без кручения, совпадающей с 
псевдоцоколем, равносильны;

1) группа V®G вполне транзитивпа для любого
m

кардинала m >  1;
2) группа G0 G вполне транзитивна;
3) всякая вполне характеристическая подгруппа S 

группы G равна vG для некоторой характеристики v  
(здесь vG--={a^Q\x{a)'>-v})\

4) G не имеет неоднородных прямых слагаемых И 
таких, что Е{И) —тело;

5) G является прямой суммой однородных вполне 
транзитивных групп.

б. Для счетной транзитивной группы G =  Soc G экви
валентны утверждения 1)—5) с заменой слов «вполне 
транзитивпа» иа слово «транзитивна».



Относительно следствий 6.5 и 6.6 можно заметить 
следующее. Нетрудно убедиться, что всякое прямое сла
гаемое произвольной вполне транзитивной группы без 
кручения само вполне трапзнтнвпо. Неизвестно, справе
дливо ли подобное утверждение для произвольной тран
зитивной группы без кручения. С. Я. Грнншпон 114] на
шел необходимые и достаточные условия вполне тран
зитивности прямой суммы вполне транзитивных групп. 
Как и в случае прямых слагаемых, неизвестно, выполня
ется ли утверждение пункта б) следствия 6.6 для про
извольной транзитивной группы G =  SocG.

Более узкий класс по сравнению с вполне транзитив
ными группами составляют квазисервантно инъективные 
группы [5, проблема 17]. Такие группы изучались в ря
де работ. Наиболее лучшие результаты получены в 
[12 и 13].
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МИНИМАЛЬНЫЕ МОДУЛИ

в. л. КУЗИЧЕВА

В работе исследуются свойства языка первой ступе
ни теории модулей над ассоциативным кольцом с едини
цей, связанные с определимыми подмножествами моду
лей над кольцом. Понятие минимального кольца, вве
денное при рассмотрении определимых подмножеств 
кольца и изложенное в [8], переносится на модули над 
кольцом. Изучается строение минимальных модулей и 
колец, над которыми существуют минимальные модули.

1. Условимся под R понимать фиксированное ассо
циативное кольцо с единицей, а под М — фиксирован
ный правый /^-модуль.

Рассматривается обычный язык первой ступени пра
вых модулей над кольцом, включающий в качестве кон
стант символы всех элементов из М. Все рассматривае
мые формулы являются предложениями этого языка. 
Обозначим через Fr, m множество всех формул этого язы
ка с одной свободной переменной.

Пусть (р(л;) — некоторая формула из Рн.м и т ^ М, 
тогда говорят, что т удовлетворяет ф(.г), если высказы
вание ф (т) истинно на М. Множество элементов из М. 
удовлетворяющих ф(х), называется выполняющим ф(.х) 
множеством. По.тмножество X из М называется опреде
лимым, если оно является выполняющим множеством 
для некоторой формулы ф(х) б ■Рл.м.

Пусть то, ..., ш„б М, тогда для формулы
{ { т о = х ) \ /  (Щ| =  л:) V - V  (/п„ =  х))

выполняющим множеством является {то, ..., /«„}. Таким 
образом, любое конечное подмножество из М является 
определимым. Если X является выполняющим множест
вом для формулы ф (х) из Ец.м, то MjX является выпол-
3. Заказ 4241. 65



НЯЮ1Ц11М множеством для формулы ~|ф( '̂ ) из Г», л/. Та
ким образом, любое кокопечпое подмножество из Л1 яв
ляется определимым.

О п р е д е л е н и е  1.1. Модуль А/ называется мини
мальным, если он бесконечен н любое определимое под
множество в нем конечно или коконечио.

•;'1 е м ,м а 1.1. Пусть М — минимальный модуль. Если 
(G, + )  — бесконечная подгруппа группы (М, -ф) и G — 
определимое подмножество модуля М, то G совпадает 
с М.

Доказательство (совпадает с проведенным в статье 
[8], лемма 2, с. 195).

Л е м м а  1.2. Пусть М — минимальный модуль. Тог
да для любого элемента г из R имеет место М ■ г= М  
или М ■ л =  {0}.

Доказательство (идейно близко к проведенному в 
[8], лемма 3, с. 1951. Предположим, что М ■ гфМ.  По
скольку множество Л1 • г определяется формулой

ф(->̂ ) =  (( 3.«/) (у • г= х ) ) ,
то в силу леммы 1.1 подгруппа (М • л, - f ) конечна. Сле
довательно, сунтествует такой элемент с из М ■ г, что 
множество Н =  {Ь\Ь (- Л(, Ь • г=с)  бесконечно. Пусть 
G — множество, выполняющее формулу .v •/- =  0. Тогда 
(G, + )  — подгруппа группы (Ж, + ) .  Если Ьо f  И, то 
для каждого Ь h Н элемент (Ь—Ьо) е  G. Так как И — 
бесконечное .множество, то и множество (Ь— Ж, 
Ь ■ г =  с) бесконечно, следовательно, множество G бес
конечно. Тогда на основании леммы 1.1 G =  Ж. Следова
тельно, М-г =  {0}, что и требовалось доказать.

Если г (■ R и Ж есть /^-модуль, то положим Gr= 
=  [х\х (- М, X ■ л =  0}.

З а м е ч а н и е  1.1. Множество Gr=G^r для любого 
г ( R.

Л е м м а  1.3. Пусть Ж — произвольный ^-модуль и 
г (: R. Тогда если множество Gr коконечио, то оно сов
падает с Ж.

Доказательство. Пусть множество Gr коконечио, но 
не совпадает с Ж. Тогда найдется элемент Хо из Ж такой 
что Хо ■ r =  /;io, где шофО. Множество решений уравне
ния X ■ г =  гПо есть Xo~\-Gr, т. е. оно бесконечно. Следо
вательно, множество Ж \  Gr бесконечно. Противоречие. 
Лемма доказана.



С л е д с т в и е  1.1. Пусть At — минимальный модуль. 
Тог.та для любого г ^ R множество Gr либо конечно, 
либо совпадает с М.

С л е д с т в и е  1.2. Пусть для модуля М множество 
Gr для любого г R либо конечно, либо совпадает с М. 
Тогда множество решений любого уравнения вида 

• г =  т, где т=^0, либо конечно, либо пусто.
Доказательство. Предположим, что существует Xq из 

At такой, чго Х()-г =  т. Тогда множество решений урав
нения X • г = т  есть Xo-\-Gr. Элемент Хо^  Gr- Следова
тельно, множество Gr, а значит, и множество лго+Сг ко
нечны. Следствие доказано.

Т е о р е м а  1.1. Теория бесконечных правых модулей 
над телом R допускает элиминацию кванторов.

Доказательство. Формула называется простой экзи
стенциальной, если она имеет вид (дд:)Л, где А — бес
кванторная формула [6, с. 130]. В силу [6, лемма 3, 
с. 130] достаточно доказать, что любая простая экзи
стенциальная формула эквивалентна бескванторной 
формуле в теории бесконечных правых модулей над 
телом R.

Пусть и  — простая экзистенциальная формула, т. е. 
и = {  зх )Л ,

где Л — бескванторная формула м А — А{х, у ......  г/„),
где (/1, ..., (/„ — свободные переменные формулы U. Мо
жем считать, что Л имеет дизъюнктивную нормальную 
форму, т. е.

А  =  \ /  В и  
(-1 

и
Л / = ! , . . . ,  /() — атомные фор

мулы или их отрицания. Таким образом

^ = ^ (З х )Л  = ^V {(3^)  вд .

Поскольку из ((3 -^ )^ |) 'I /, вытека-■Ti, / =  1,.I
ет \ /{i 'Bx)Bi)<— * V  Ti, то достаточно доказать, что (-1 (_1
любая формула вида

( 1 )(3 х) Л /(,(=1



где f i { i= \ ,  /) — атомные формулы или их отрицания,
эквивалентна бескванторной формуле в теории беско
нечных правых модулей над телом R. Положим В =  д/(.

1-1
Пусть / | ..... fs — формулы, зависящие от х, а fs+....... . ft —
не зависят от х. Тогда перепишем (1) в форме

(А/<)& ((Э •«)( Л /.■ (■«))),/=̂ +1
где Л /г  — бескванторная формула. Поэтому, без 

/-^+1
ограничения общности, можно считать, что в формуле
(1) все подформулы i = l ,  ..., t, зависят от х. В теории 
правых модулей над телом R атомная формула f= f{yi ,  
..., уп, х) имеет вид

У1-Г, -f ... f  Уп-Гп+
где Г], ..., л„+1 — произвольные элементы тела R. Форму
ла (1) истинна тогда и только тогда, когда совместна 
следующая система уравнений и неравенств:

У. •''1 +  ... +  Уn-rk + ■г'п+1 =  0;

■г1 +••• +  У,i' fn X• Гл+1 =  0; (2)
yi^l +  -  +Уп ■S'n-{-X- Sfi+i 0;

Ух +  -  +  У,,■Sn -ф X л̂ + 1 0.

где г1 Ф 0, t =  1,. к; sit и ¥= 0, У =  1,. .., 1. Положим

Vrr[ +  ... +  Уп"''! =  — 'И{Уи-, Уп):
-f  ... ^У п -sl =  -  Фу(У1.-. Уп).

где г = 1,. .., к, j  = 1.....  1. Перепишем систему (2) в
виде

Уп):X-r'n+x = (Уь-.

Х-Гп+\ = 'Рк(У1.- Уп): ( 3 )
^  1 Ф1 (Уь--, Уп):

^  + 1 Ф/(У1.--. Уп)-
В любом модуле над телом R уравнение X • г= т .

где г^О,  имеет единственное решение х = т  • г~'. По- 
68



этому если /с^1, то формула (1) эквивалентна бескван
торной формуле, получающейся из В подстановкой вме
сто X  выражения

(ф1 (УЬ •••. У п ) )  ('■ i  + l ) “ '•

Если же /с=0, то формула (1) всегда истинна в теории 
бесконечных правых модулей над телом R, так как она 
утверждает наличие в бесконечном модуле М элемента, 
отличного от конечного набора заданных элементов. 
Следовательно, формула (1) эквивалентна формуле 
(с \ /П с ) ,  где с — любая бескванторная формула с пе
ременными уь ..., Уп- Теорема доказана.

Выберем в Fr, m некоторое исходное множество ба
зисных формул. Под булевой комбинацией базисных 
формул понимается всякая формула, полученная из ба
зисных в результате их соединения произвольным ко
нечным числом связок ~] и & [4, с. 67].

Л е м м а  1.4. Если любое подмножество модуля М, 
определенное базисной формулой, конечно или KOKonenj 
но, то подмножество модуля М, определенное булевой 
комбинацией базисных формул, конечно или коконечно.

Доказательство. Пусть ф(л:) из Ед.дг является буле
вой комбинацией базисных формул. Доказательство 6yj 
дем вести индукцией по сложности (р(х) как булевой 
комбинации базисных формул.

1. Пусть cp(x) — базисная формула. Для нее утвер
ждение верно по предположению.

2. Пусть ф(л:)= “]ф(->̂ ) ч Для ^(х )  утверждение 
верно. Пусть А — множество, выполняющее формулу 
ф(х).Тогда ( М \ Л ) —множество, выполняющее форму
лу ф(х). По предположению, множество А конечно или
коконечно, тогда множество ( М \ .4) коконечно или ко
нечно.

3. Пусть ф(л:)=ф1(х)&ф2(Аг), причем для формул
фДх) и ф2(л:) утверждение верно. Пусть множество Ai 
выполняет формулу t = l .  2. Тогда В =  А\[\А 2
множество, выполняющее формулу ф(х). Если множе
ства Ах и .42 коконечны, то множества (/Vf\ ЛО и (Л4\Ло) 
конечны. Отсюда (Л4\В) == ( М \ Л i) U (44\Лг) конеч
ное множество, следовательно, множество В коконечно. 
Если одно из множеств Л,-, i = l ,  2, конечно, то и множе
ство В конечно. Лемма доказана.



Т е о р е м а  1.2. Любой бесконечный модуль над те
лом минимален.

Доказательство. Пусть М — фиксированный беско
нечный модуль над телом R. Пусть Л'-  определимое 
подмножество модуля М. Тогда является выполняю
щим множеством для формулы F(x) Р Fn м. В силу те
оремы 1.1, существует бескванторная формула а(х) та
кая, что в модуле М истинна формула

(V^) { F { x ) ^ q { x ) ) .
Следовательно, множество X является выполняющим 
множеством для бескванторной формулы q{x). Любая 
ескванторная формула является булевой комбинацией 

атомных формул. Атомные формулы из имеют вид
х - г  =  т, (4)

гле г е R, mQM.  Если ,п =  0 и /-=0, то любой элемент из 
Ai^ecTb рещение уравнения (4). Если т  =  0 и г^О , то 

адинственное рещение этого уравнения. В силу 
следствия 1.2, любое подмножество модуля М опреде
ленное атомной формулой из конечно или коко-
^чно. в  силу леммы 1.4, любое подмножество модуля 
м , определенное бескванторной формулой из F„ м 
конечно или коконечно. Следовательно, множество X 
конечно или коконечно. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1.3. Если тело R  бесконечно, то лю
бой ненулевой модуль над ним минимален.

Т е о р е м а  1.3. Пусть R  — бесконечное кольцо. Тог
да следующие условия эквивалентны;

(1) — тело;
(2) любой ненулевой модуль над R  минимален;
(3) R  минимально как модуль над собой. 
Доказательство. Импликация (1)—̂(2) следует из

следствия 1.3, а (2)—>(3) очевидна.
(3)~^(1). В силу леммы 1.2, для любого г из R  име

ет место R  ■ r = R  или R  ■ г={0}. Если гфО, то г f  R  ■ г, 
так как /? -кольцо с единицей. Следовательно, R  • r = R  
для любого гфО. Пусть 0=7̂ г (- R ,  тогда найдется 
0 ^ 5  б R  такой, что S • г= 1 . Но /? • s =  R,  отсюда най
дется 0=7̂ г б R  такой, что г' • s = ]

г =  ( г '  ■ s) ■ r = r '  ■ (s •
Таким образом, s • r =  r ■ s =  1, т. e. 
казана.

Следовательно 
r ) = r \

s =  r~K Теорема до-



2. Пусть / — идеал кольца R такой, что / С АппМ, 
где АппМ =  {л е /?|М • г =  {0}}. Естественным образом 
М можно рассматривать как модуль над Ri — R/l, обоз
начив через [г1 класс г + /  и положив

m • [г] = т - г  (5)
для любого г t  R и tn (• М. Следовательно, М ■ [г] =  
— М- г .

П р е д л о ж е н и е  2.1. Модуль М минимален как мо
дуль над R тогда и только тогда, когда он минимален 
как модуль над R\ =  Rjl, где I s  Ann М.

Доказательство. Пусть М минимален как /^-модуль. 
Пусть X С М определяется формулой ср(л:) (-/^r,, м- 
Тогда ф(.т)=ч(->^, [''i]. - м f^'n]). где I' ~
элементы из Ru в.ходяшне в формулу cp(x). Для любою 
о из Л/ формула ф(п, [/"i], •••, [r»i]) истинна на Л1 тогда и 
только тогда, когда формула ср(̂ ,̂ Гь ..., Гп), ' Д е  г, 
любой представитель класса [г,], г = Е  •••. истинна на 
М, так как а • [ r i ] = a  • ДДЯ любого а из модуля М 
(см. соотношение (!))• Таким образом, X определяется 
формулой cp(x, Г\, ..., Гп) из Fr. m. Следовательно, мно
жество X конечно или коконечно, т. е. М минимален как 
/?1-модуль. Аналогично доказывается обратное вклю
чение. „

Л е м м а  2.1. Пусть Если для любого г из R
имеет место М ■ г =  М или М ■ г =  {0}, то /?, =  /?/АппМ - 
кольцо без делителей нуля, и М ■ г =  М для любого г из
/? такого, что [г]=5̂ [ 0]. г 1 г о ..мррМДоказательство. Для каждого [г] Г- R\ имеем
Л1 . г —Л1 • Гг]. Следовательно, если ™

АппМ, поэтому М ■ г= М . Пусть [s] ■ [г] =  [0], где 
S,  г (• R, [а] [О’
Поскольку Л1
П1\
m%

[г
и [г]=7^[0]. Рассмотрим Офт (• М. 

^=М , то найдется mi (• М такой, что 
г] =  т. А^налогично найдется тг  (: М такой, что 

^s]=m i. Тогда Q =  ni2 ■ [s ■ г ]= пц  ■ \ г ]= т .  Про
тиворечие. Лемма доказана.

Отсюда и из леммы 1.2 вытекает
С л е д с т в и е  2.1. Е с л и  М — минимальный модуль 

над R, то /?, =  /?/АппМ — кольцо без делителей нуля.
Т е о р е м а  2.1. Пусть Мэ^{0} и для любого г (^< 

имеет место М • г=Л1 или М • г={0}. Пусть R\
=  /?/АппМ — конечное кольцо. Тогда R\ — поле, и если 
модуль М бесконечен, то он минимален.



Доказательство. Поскольку — конечное кольцо, 
то артнново справа н слева. В силу леммы 2.1 У?,— 
кольцо без делителей )|уля, следовательно, кольцо 
классически полупросто [1, теорема 3, с. 195]. Ввиду от
сутствия делителей нуля оно оказывается телом. Всякое 
конечное тело является полем [1, теорема 1, с. 266]. 
Пусть модуль М бесконечен, тогда в силу теоремы 1.2 
он минимален как модуль над R i .  В силу предложения
г . 1 модуль минимален как /^-модуль. Теорема дока-
33113.

Т е о р е м а  2.2. Пусть — конечное кольцо. Тогда 
следующие условия на модуль М эквивалентны:

(1) М -— миннмальиын .модуль;
(2) М — бесконечный модуль и для любого г О R 

имеет место М ■ г = М  или М ■ г={0).
Доказательство. Импликация (1)^-(2) следует из 

определения 1.1 и леммы 1.2, а импликация (2)-^(1) — 
из теоремы 2.1.

Т е о р е м а  2.3. Пусть /? — конечное кольцо. Тогда 
следующие условия эквивалентны;

(\) R  — поле;
(2) любой бесконечный /^-модуль минимален;
(3) существует свободный минимальный /?-модуль.

Доказательство. Импликация (1)-^(2) следует пз
теоремы 1.2, а импликация (2 )^(3 ) очевидна. (3)-^(1). 
Известно, что если Л1— свободный ^-модуль, то ЛппЛ1 =  
=  {0]. Утверждение следует из теоремы 2.1.

3. П р е д л о ж е н и е  3.1. Пусть М — ненулевой мо
дуль над коммутативным кольцом R,  для каждого 
г С- R имеет место М ■ г = М  или М ■ /- =  {0}, кроме того, 
6 'г= {0} или G r ~ M .  Тогда кольцо R\ =  R I A n n M  можно 
вложить в поле К так, что модуль М можно рассматри
вать как модуль над этим полем, причем подколыю по
ля К, изоморфное R u  действует на модуль М так же, 
как II кольцо R\ .

Доказательство. В силу леммы 2.1 R\ — ко.тьцо без 
делителей пуля. Следовательно, его можно вложить в 
поле частны.х К (см. [2], с. 77). При этом поле / ( =
=  {(а, Ь) |а, Ь G R\, ЬФО), и (а, Ь) =  (с, d) тогда и толь
ко тогда, когда а ■ d =  b ■ с. По лемме 2.1 М • Ь =  М для 
каждого О^Ь 0 Ru следовательно, С(, =  {0} для каждо
го о —ft G Ru Таким образом, отображение кь' .х-^х-Ь  
модуля М является автоморфизмом при любом ОфЬ G



( )Ri. Как известно [2, с. 80—81], в этом случае модуль 
М можно рассматривать как модуль над полем К, по
ложив

ш • {а, й) =  (/гь)-‘ {т ■ а)
для любого m б М и  любого элемента (а, Ь) б К- При 
этом подкольцо поля к, изоморфное Ri, действует на 
модуль М так же, как и кольцо Ri. Предложение дока
зано.

С л е д с т в и е  3.1. Пусть М — минимальный модуль 
над коммутативным кольцом R такой, что для любого 
г f R  имеет место Gr={0} или Gr =  M. Тогда кольцо 
/?1 =  /?/АппМ можно вложить в поле К так, что модуль 
М можно рассматривать как модуль над этим полем, 
причем подкольцо поля /С, изоморфное R\, действует на 
модуль М так же, как и кольцо Ri.

Доказательство следует из определения 1.1, леммы 
1.2 и предложения 3.1.

Т е о р е м а  3.1. Пусть М — модуль над коммутатив
ным кольцом R такой, что для любого г ^ R имеет мес
то Gr={0} или Gr=M.  Тогда следующие условия на 
модуль М эквивалентны:

(1) М минимален;
(2) М бесконечен и для любого г б /? имеет место 

М ■ г = М  или М ■ г={0}.
Доказательство. Импликация (1)-»-(2) следует из 

определения 1.1 и леммы 1.2.
(2)->-(1). В силу предложения 3.1 /?гМодуль М мож

но рассматривать как модуль над полем К. В силу тео
ремы 1.2 М минимален как модуль над полем К- Пусть 
Х ^ М  определяется формулой ф(д:) Заметим,
что Fh ,̂m^ F h , .Af, а именно Fr„m — формулы из множе
ства Fif.M, в записи которых участвовали только эле
менты вида (а, 1), где а б ^ ь  Следовательно, множест
во X конечно или коконечно, т. е. М минимален как мо
дуль над R\. Теорема вытекает из предложения 2.1.

С л е д с т в и е  3.2. Бесконечный модуль без кручения 
[3, с. 163] над коммутативным кольцом минимален тог
да и только тогда, когда он делим.

4. Всюду ниже под М понимается фиксированная 
абелева группа, которая рассматривается как модуль 
над кольцом Z.



Л е м м а  4.1. Пусть М — ненулевая абелева группа, 
и для любого п (: Z имеет место М • п =  М или М ■ п== 
=  {0}. Тогда для группы М выполняется одно пз дву.к 
условий:

(1) М — делимая абелева группа;
(2) М — элементарная р-группа для некоторого фик

сированного простого числа р.
Доказательство. Если Л4-п =  Л4 для любого 0=?^п б Z, 

то М — делимая абелева группа. Если же существует 
0=^/1 б Z такой, что М ■ п =  {0}, то Л4 — ограниченная 
абелева группа. Пусть п — наименьшее положительное 
число, для которого М ■ п =  {0}. Предположим, что 
п =  р ■ q, где р, д ф \ .  Тогда М ■ р =  М и М ■ q =  M, от
сюда {0} =  Л1 • п =  ( М- р)  ■ q =  M ■ q =  M. Противоречие. 
Следовательно, п — простое число, положив п =  р, ви
дим, что М — элементарная р-группа. Лемма доказана.

Т е о р е м а  4.1. Ограниченная абелева группа мини
мальна тогда и только тогда, когда она является беско
нечной элементарной р-группой для некоторого фикси
рованного простого числа р.

Доказательство. Пусть ограниченная абелева группа 
М минимальна. Тогда она бесконечна и в силу леммы 
1.2 для любого п (: Z имеем М ■ п =  М или М ■ п =  {0]. 
Теперь требуе.мое утверждение следует из леммы 4.1.

Предположим, что М — бесконечная элементарная 
р-группа для некоторого фиксированного простого 
числа р. Тогда группа М  является прямой суммой 
циклических групп порядка р [5, теорема 8.5, с. 56]: 
^  =  2j© (Р)- Тогда Ann М — Z-p. Кольцо R\ — Z Zp =

= Z (р) является полем. В силу теоремы 1.2 лю
бой бесконечный модуль над полем минимален. В си
лу предложения 2.1 М  — минимальная абелева груп
па. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  4.1. Пусть М — делимая абелева груп
па. Тогда

A 4 ^ 0 Q 0 e  [0  Z(p^)|,  (6)
Р

где го(М)— ранг без кручения группы Л1; Гр(М) — 
р-ранг группы М (р — простое число) [5, теорема 23.1, 
с. 124]. Ранги Го(М) и Гр(М) однозначно определяются 
группой М и образуют полную систему инвариантов 
группы М.



Л е м м а  4.2. Для квазициклпческой группы Z ( p ^  ) 
множество Gm конечно для любого ОФт б Z. Если 
НОД {т,р) =  \,1о С„=:{0).

Доказательство. Кьашрнклш^скт группа Z{p~^) 
порождается элементами ĉ , Сг.---, где = 0 ;
/?-Сз =  с,,..., р-Сп+\ = Сц,... [5, с. 26]. Если тФО,  то 
множество G„ является собственной подгруппой груп
пы Z(p'^), так как Z {р'^)• т — Z {р'-^). Любая собствен
ная подгруппа группы Z(jO^) конечна [5, с. 26]. Сле
довательно, множество конечно для любого 0 ^  
^ m ^ Z .  Если c„(^G„ для некоторого т ф 0, то те =  
= так как элемент с„ имеет порядок р". Следо
вательно, если НОД (те, р) = \, то c . Q G ^ ( n = l ,  2,...), 
т. е. G„ =  {0}. Лемма доказана.

Л е м м а  4.3. Пусть группа М =  ® Z{p-^ ). Тогда 
множество Gm конечно для любого Офт 6 Z тогда и 
только тогда, когда Гр{М) — конечное число. Если 
гр(М) бесконечно, то для некоторого Чфт (■_ Z множе
ство Gm бесконечно, но не коконечно.

Доказательство. Пусть i'p(M) — конечное число. 
Элемент х является решением уравнения х ■ /м =  0 тогда 
н только тогда, когда каждая компонента элемента х 
является решением этого уравнения. Поскольку число 
компонент конечно, то в силу леммы 4.2 число решений 
этого уравнения конечно, т. е. множество G„, конечно.

Пусть Тр(М) бесконечно. Рассмотрим множество Gp. 
Записывая элементы группы М в виде бесконечных стро
чек, замечаем, что каждый из элементов;

(сь о, ..., о, ...),
(0, Cl.....  о, ...),
(0, о, ..., t’l, ...),

принадлежит множеству Gp. Так как элемент (с-г, 0, ..., 
о, ...) группы М не принадлежит множеству Gp, то в 
силу леммы 1.3 множество Gp бесконечно, но не коко- 
нечпо. Лемма доказана.

З а м е ч а н и е  4.2. Делимая абелева группа без кру
чения минимальна и множество Gm =  {0} для любого 
0=5>̂ те о Z.

Доказательство вытекает из замечания 4.1, следст
вия 3.2 и определения группы без кручения.



П р е д л о ж е н и е  4.1. Пусть М —делимая абелева 
группа. Тогда множество Gm конечно для любого 
Офт б 2 тогда и только тогда, когда Гр(М)— конеч
ное число для любого простого р, где Гр(М) — р-ранг 
группы /М. Если хотя бы одно из Гр(М) бесконечно, то 
для некоторого Офт  6 2 множество Gm бесконечно, но 
не коконечно.

Доказательство. Рассмотрим разложение (1) груп
пы М из замечания 4.1. Пусть все Гр (Л4) — конечные 
числа. Пусть Офт  б 2, в силу замечания 1.1 можно 
считать, что /п>0. Если НОД {т, р) =  \ для всех р, 
встречающихся в разложении группы М, то в силу лем
мы 4.2 II замечания 4.2 множество Gm={0}. Если т — 

... pi}"'*-S, гре Pi. 1 = 1 , . . . ,  к, встречаются в 
разложении (1) группы М, а НОД (s, р) =  1 для всех р, 
встречающихся в разложении группы М, то для рфри,  
j — 1, ..., к, и для Го(Л1) соответствующая компонента 
рещения уравнения х ■ т — 0 равна нулю. На местах, со
ответствующих числам Pi\, .... Pin, стоят решения уравне
ния X • т =  0. В силу леммы 4.3 для каждого pij, / =  1, 

к, множество решений этого уравнения конечно, так
как Tij(M) — конечное число. Число компонент конеч
но и равно к, следовательно, уравнение х • т — О имеет 
конечное множество решений, т. е. множество Gm ко
нечно. ** ^

Пусть одно из Гр{М) бесконечно. В силу леммы 4.̂ . 
для некоторого Офт  б 2 множество Gm бесконечно, нс 
не коконечно. Предложение доказано.

Условимся под Т(АВ)  понимать теорию абелевых 
групп, рассматриваемых как 2-модули.

Всюду ниже под словом предложение будет пони
маться формула без свободных переменных. Все рас
сматриваемые формулы II предложения являются выс
казываниями языка первой ступени 2-модулей.

Формула cp(xi 
она имеет вид

., Хп) называется ^-формулой, если

' ^Кг  Xi — О 
|>1

или

(ЗУ) =



для некоторого простого р, натурального к н целых Ки 
1=  1, п [7, с. 69].

Т е о р е м а  4.2, Пусть Л1 — ненулевая делимая абе
лева группа. Тогда следующие условия эквивалентны;

(1) М — минимальна;
(2) множество Gm конечно для любого Ифт б Z;
(3) Гр(М) — конечное число для любого простого р, 

где Гр(М) — р-ранг группы М.
Доказательство. Импликации (2)->-(3) и (3)-^(2) 

следуют из предложения 4.1, а импликация (l)-v(2) — 
из следствия 1.1.

(2 )^ (1 ) .  Известно, что любая формула в языке Z- 
модулей эквивалентна по отношению к теории Z-моду- 
лей булевой комбинации УЗ-предложений и d-формул 
[7, с. 69].

Пусть ср(х, г,..... где г,.....  г„ — констан
ты из группы М, входящие в формулу ® (х). В теории 
Т{АВ)  выводима формула

7'(ЛВ)|= (VA-) ( у г . ) ... (у2„) (tp (X, 2i,..., z„) е-->
2„..., г„)),

где Zi, ..., z„ рассматриваются как свободные перемен
ные, а ф(дс, Zi, ..., z„) — булева комбинация УЗ-предло- 
жений н d-формул, причем У 3-предложения не зависят 
от X, г, .... Zn. Пусть Т'(АВ) получена из Т{АВ) добавле
нием новых констант Zi, ..., z„. Тогда

Г(АВ)  |г=(У;с) (ф(л:)-<->ф(х))
[6, теорема о константах, с. 57].

В силу леммы 1.4 достаточно доказать конечность 
или коконечность подмножеств ZsAf, определяемых 
У 3-предложениями и d-формулами. Рассмотрим УЗ- 
предложенпе

(У«|) (ук„) (3 î) ••• (3 «̂) (g («1,-. (7)
v^)),

где g(ui...... u„; ........  Ок)— бескванторная формула.
Истинность предложения (7) не зависит от х. Поэтому 
предложение (7) определяет множество М, если оно ис
тинно на М, и 0 ,  если оно ложно на М. Таким образом, 
подмножества Х<^М, определяемые УЗ-предложения-



определяется

'' ■ y-\-s =  K ■ X разрешимо, 
определяемое формулой

ми, конечны или кокоиечиы. Пусть Х ^ М  
d-формулой ф(л:). Возможны два случая:

а) ф(.с-) =  (к ■ х — т),  
где т — ко)1стаита из ipyiiiibi М, и

б) ф(д:) =  ( а 1/) [р>. y ^ s  =  K ■ х),
где S — константа из группы М. В случае а) допустим, 
что кфО. Лбелева группа М делима, следовательно, 
любое уравнение к ■ х = т  имеет решение. В силу след
ствия 1.2 множество решений уравнения к - х = т  ко
нечно. Если же /с =  0, то Х = М  или Х = 0 ,  в зависимос
ти от того т  =  0 или тфО. Переходя к случаю б), заме
чаем, что поскольку абелева группа М делима, то для 
любого X М уравнение р'
Таким образом, множество, 
ф(х), совпадает с М. Теорема доказана.

Используя полученные результаты, можно описать 
все минимальные абелевы группы: в классе всех абеле
вых групп выделим два подкласса:

(А) все бесконечные элементарные р-группы (р — 
простое число);

(Б) все ненулевые делимые абелевы группы, у кото
рых р-ранг Гр(Л1) конечен для любого простого р.

Т е о р е м а  4.3. Пусть М — абелева группа. Тогда сле
дующие условия эквивалентны:
(1) Л1 минимальна;
(2) М бесконечна, для любого п ^ Z имеет место:

а) М ■ п =  М или М ■ п={0},
б) множество G„ конечно или равно М\

(3) М принадлежит объединению классов (А) и (Б)
М О Ц А ) и ( Б ) ) .  ^

Доказательство. (1)-*-(2). Следует учесть определе
ние 1.1, лемму 1.2 и следствие 1.1.

Так как для каждого п Z имеет место 
М ■ п =  М или М ■ « =  {0}, то в силу леммы 4.1 нам дос
таточно рассматривать только делимые абелевы группы 
или элементарные р-группы, где р — простое число. Для 
делимых абелевы.х групп утверждение следует из теоре
мы 4.2, а для элементарных р-групп — из теоремы 4.1.

(1)“̂ ( 3 ) .  Утверждение вытекает из определения 
1.1, лемм 1.2 и 4.1, теорем 4.1 и 4.2.
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о  КОНЕЧНОЙ АКСИОМАТИЗИРУЕМОСТИ 
РАДИКАЛЬНЫХ И ПОЛУПРОСТЫХ КЛАССОВ 

МОДУЛЕЙ

Р. Б. ПОПОВИЧ

Вводится идемпотеитнын радикал, связанный с про
извольным непустым множеством элементов кольца, 
обобщающий понятие /-радикала [1]. Решается вопрос 
об аксиоматизируемости радикального класса такого 
радикала. Рассматриваются идемпотентные радикалы, 
порожденные некоторым классом циклических модулей, 
обобщающие понятие кручения. Описаны радикалы 
указанного типа с аксиоматизируемым полупростым 
классом. Этим обобщаются некоторые результаты из 
работ [2, 3].

Все рассматриваемые кольца предполагаются ассоциа
тивными и с единицей, а все модули—правыми и уни
тарными. Категорию правых /^-модулей будем обозна
чать через Mod-/?. Под предрадикалом в Mod-/? будем по
нимать подфунктор тождественного функтора на Mod-R. 
С каждым предрадикалом г связываются два класса 
модулей: класс г-раднкальиых модулей Тг— {М\г{М) =  
=  М) и класс г-полупростых модулей / ’г={М|/-(М) =0}. 
Если г (Mir {М)) = 0  для каждого М (: Mod-/?, то г на
зывают радикалом, а если г(г(М))=г{М)  для каждого 
М 6 Mod-/?, то г называется идемпотентным предрадн- 
калом. Идемпотентный предрадикал однозначно зада
ется своим радикальным классом, а радикал — полупро
стым классом [4]. Предрадикал, являющийся одновре
менно идемпотентным и радикалом, называют идемпо
тентным радикалом. Если класс Тг идемпотентиого ра
дикала г замкнут относительно подмодулей, то г 
называют кручением [5] (используется также термин 
«наследственный радикал» [4]).



Основные определения н факты, связанные с аксио- 
матизнруемостыо произвольного класса модулей, содер
жатся в работе [6].

Пусть 5 — произвольное непустое множество эле
ментов кольца R. Рассмотрим такие модули М, для ко
торых Л15 =  М, т. е. для любого т (: М найдутся такие 
/«ь //1,1 (г М и Si, .... Sn (: 5, что

/и =  V
К 1 ( 1 )

Представление элемента т в виде (1) будем называть 
разложением элемента т над множеством 5. Если в 
разложении элемента гп все выписанные в (1) слагае
мые отличны от нуля, то разложение называем нетриви
альным. В дальнейшем будем рассматривать только не
тривиальные разложения.

Покажем, что класс модулей — {M\JV!S = М} 
замкнут относительно расширений. Действительно, 
пусть L q Ts и M I L ^ T s. Тогда для каждого m ^ M ' L

_ П _ _
имеет место разложение m =  где т^^А1Щ

К = 1

s,j6 5 ( / c = l ,  л). Так как т — то /л —
к~\П п' , , ____

=  W  =  /г'). Поэтому
п'

/л =  V -1- V / 5̂,̂  значит, M(^Ts.  Замкнутость Ts
К~1 t -1

относительно фактор-модулей и прямых сумм очевид
на. Таким образом, множество S задает некоторый 
идемпотентный радикал rs с радикальным классом Ts. 
Легко видеть, что имеет место совпадение классов 
Ts = T/is и включение Ts ^ T sr (под RS( SR)  понима
ем левый (правый) идеал, порожденный множеством 5).

Покажем, что предыдущее включение может быть 
строгим. Пусть —некоммутативная простая область 
Оре. Положим 5 =  {/}, где г — ненулевой необратимый 
слева элемент из R. Тогда класс Ts содержит все де
лимые модули и, очевидно, R ^ T s .  Таким образом, ра
дикал rs нетривиален. Поскольку 7'sr = T^.^tyR = Т r , 
то радикал rsR тривиален. Следовательно, Ts CLTsr-



Заметим, что если R коммутативно, то всегда Ts= 
=  T̂SH-

Т е о р е м а  1. Пусть / ■ - лвустороииии идеал в R п 
5 — непустое множество элементов из /. Тогда класс Т, 
совпадает с Гк в том и только в том случае, если для 
произвольной последовательности элементов
из / существует такое натуральное п, что Un«n-i ••• fli 
е RS.

Доказательство. Необходимость. Пусть /^—сво
бодный модуль с базисом и пусть G — его
подмодуль, порожденный элементами х^ — хм^, х^ — 
— Xaflo,..., где I — произвольная последователь
ность элементов идеала /. Тогда по построению мо
дуль А = F G принадлежит классу Т/. Поскольку Т/ =  7s, 
то Л G 7s- Поэтому для элемента х, Q А существует раз
ложение -л;! где УкбЛ; fS .  Далее, посколь-

К
ку Xi, .Vj,... — образующие модуля Л, то каждый эле
мент представляется в виде \ V - ‘П , где Г/ 6/?-

Подставляя эти выражения для у^ в предыдущее ра
венство, получаем, что x ^ ^ Y x ^ S m ,  где s,n^RS.  Учи

тывая равенства x j=  Xj4-\aj{j= 1, 2,...), будем иметь 
Зс, -  XpS для некоторых натурального р и s(:RS.  Так

a^, то Хр (а^_1... а ,—.9) =  0.как л х-,а, . . .=  ХрОр,
Тогда существуют такие 6,,..., бл- i  6/?, что (a,;_i 
а, — s) =  (х, — х.^а,) /Ь, +  ... +  {х„-1 — x„a„_i) Ьп~\. Даль
нейшие рассуждения проведем для двух случаев: р<.п 
и р':>'П. Если р < п, то последнее равенство перепи
сывается в виде
Хр{ар- 1 ... rt, — S) =  (X, — х.а,) -f (Хз — х-̂ а>) Ь-> +  ...-f

+  — Храр-\)Ьр..\ +  (х̂ , — X/j+iap) bp +
-|- ... Д- (Хя_1 — X^rtn_i) bn—l.

Так как х,,..., х„ — элементы базиса модуля F, то по
лучаем, что bt — Ь, = ... = Ьр- 1  = О, Ьр =  ар^1 ... flt —S,..., 
bn—2 —2.'• ар (̂ ар—1 ... аI s), ап—i... Ор {̂ ар— i...а  ̂ s) =0,
т. е. ап-\ ...а^ — ап-\ ...apSf- RS.  Если р > п ,  то Ь̂
= = ...=-/;л_1 = о, а„_1&я_1 = о и ар-1... я,—s = 0.



т. е. й, =  5 6 /?S. Тем самым необходимость до
казана.

Перейдем к доказательству достаточности нашего 
условия. Пусть УИ 6 7/ и M ^ T ^ s -  Тогда существует 
такой ненулевой элемент что

«1
где 6 М,  б /, и хотя бы для одного слагаемого в 
сумме, скажем первого, /п<‘>й(/> ^  Пусть элемент 

разлагается над /  следующим образом: /«<’> =  
=  . Тогда /?г<'*й<"= и для некого-

К 2
рого слагаемого, скажем первого, >й',̂ )й<й ^  7W5. Та
ким образом строим последовательность элементов 
{й1'/>й</)... й<’>}51ь которые не принадлежат 7WS. Но со
гласно условию существует такое натуральное п, что 
й<,">... й</) 6 7?5. Поэтому имеем /п<")й\") ... й\‘) 6 и по
лучаем противоречие. Таким образом, Г /CT's. Так как 
5 С 7, то включение T sC T / очевидно и имеем равен
ство T/ — Ts. Теорема доказана.

Т е о р е м а  2. Для произвольного непустого множе
ства 5 эле.ментов кольца R следующие утверждения 
эквивалентны:

1) класс Ts конечно аксиоматизируем;
2) класс Ts аксиоматизируем;
3) класс 7's элементарно замкнут;
4) класс 7's замкнут относительно прямых произве

дений;
5) Ts=Tu  для некоторого конечного множества U 

элементов из S;
6) 7’s является классом моделей формулы

(Yx) (3;ci..... Хк) (x= X iSi +  ...+XkSk),
где {si, ..., s„} - фиксированное конечное подмножест
во в S.

Доказательство. Импликации 1) =ф-2) =i>-3) очевидны. 
Импликация 3)=i^4) вытекает из замкнутости класса Ts 
относительно прямых сумм и того факта, что прямая 
сумма и прямое произведение произвольного семейства 
модулей элементарно эквивалентны [7, 8].

4)=>-5): Предположим, что Ts=^Tu для каждого ко
нечного множества U элементов из S. Пусть 5^’— мно
жество всех конечных наборов элементов из 5, т. е.

SP {а =  (s,„.., s„ ) |s , ..... s„e5}.



Скаи<ем, что элемент т модуля М  обладает свойством 
* s„), если для любых т,,.. . ,  выпол
няется следующее условие: m +  . . . - f - Для
каждого ненулевого a =  ( i i   найдется модуль

с элементом т^, обладающим свойством *(д'..., 
s„), ибо в противоположном случае Ts=7 'u ,  где 6' =

Рассмотрим прямое произведение М  = П Так

как класс Js замкнут относительно прямых произве
дений, то М  QTs . Тогда для элемента 
принадлежащего М,  должно существовать хотя бы

I
одно разложение над 5 : т  =  2 « А ,  где « ,= (« '/ )  „/г,

х^б5( / с=1 ,  /). в частности, получаем, что /Дд =
=  где а =  (s,,..., 5,). Это противоречит тому,
ЧТО элемент обладает свойством * Х;). Им
пликации 5) ~ >  6 ) —> 1) тривиальны.

Из теорем 2 и 1 вытекает
С л е д с т в и е  3. Пусть /  — произвольный двусторон

ний идеал кольца R. Тогда класс Tj аксиоматизируем в 
том и только в том случае, если существует такое ко
нечное множество и<=1, что для произвольной последо
вательности {а,} JL\ элементов из I выполняется ус
ловие a„a„_i...ai (: RU для некоторого натурального п.

Т е о р е м а  4. Для двустороннего идеала / кольца R 
следующие утверждения эквивалентны:

1) класс /=/= {Л/[ Нот,? (Ж, 7V) =  О для всех М^Т/} 
конечно аксиоматизируем:

2) ri =  rj, где J =  RiiR + ... +  Ri^Rf^I  и /-  =  У;
3) существует такой двусторонний идемпотентный

идеал J R i i R R i J ^  с  R что для любой после
довательности элементов из /  a„a„ -i ... я, 6 - /при
некотором натуральном п.

Доказательство. 1)=>2): Так как класс У, аксиома
тизируем, то согласно [9] существует такой двусторон
ний идемпотентный идеал К'^1, что Г1  =  Гк. Таким обра
зом, /  можно считать ндемпотентным. Тогда класс Fj 
состоит из моделей системы аксиом

{LJ/: {(ух) (xi =  0) | / б Д.



По условию класс F/ можно задать конечной системой 
аксиом Н. Понятно, что аксиомы системы Н  могут 
быть выведены из системы {L,}/ с использованием лишь 
конечного числа последних, скажем L ik. Значит,
в /  можно выбрать конечное число элементов t,,..., 
таких, что N1 =  0 в том и только в том случае, когда 
Nii =  0 для всех / = 1 ,  к. Обозначим идеал /?/,/?+ ... 
+  Ri^R через J и рассмотрим радикал tj такой, что 
t j {M)  =  MJ  для каждого Mf-Mod-R.  Имеет место со
впадение классов F/j =  {1\/1NJ  =0}  =  {Л̂ | N1 =  0} =  Fj. 
Так как каждый радикал однозначно задается своим 
полупростым классом, то радикалы Г/ и tj  совпадают. 
Из идемпотентности радикала Гу вытекает, что tj так
же идемпотентный. Отсюда получаем, что идеал У дол
жен быть идемпотентным. Поэтому радикал о  совпа
дает с tj, а следовательно, и с Гь

2)=^1): Модуль N принадлежит к классу Fi тогда и 
только тогда, когда он является моделью формулы

(Vx) (xi'i =  0(& ... &х(к — 0) .
Эквивалентность условий 2) и 3) вытекает из теоре

мы 1. Теорема доказана.
В работе [2] показано, что если радикальный класс 

Та кручения а аксиоматизируем, то а является ради- 
кально-полупростым, т. е. в соответствующем ему ради
кальном фильтре имеется наименьший идеал I. Извест
но, что идеал /  — двусторонний идемпотентный [5]. 
В этом случае Та совпадает с определенным выше клас
сом F, =  {N\NI =  0}. Применяя к нему теорему 4, полу
чаем

С л е д с т в и е  5. Радикальный класс Т„ кручения а 
конечно аксиоматизируем тогда и только тогда, когда а 
является радикально-полупростым и наименьший идеал 
I из его радикального фильтра удовлетворяет условию: 
существует такой двусторонний идемпотентный идеал 
J==RiiR-\-...-\-RiKR^I, что для любой последователыю- 
пости элементов из I a„a„_i...ai f  J при неко
тором натуральном п.

Пусть г — предрадикал в Mod-/?. С ним связывается 
следующее множество правых идеалов; Er={l \r(R/I)  — 
=  RII}. Из замкнутости класса Тт относительно фактор- 
модулей вытекает, что выполняется следующее условие:



если I (■ Er и / э / ,  то J Q Er. Будем говорить, что Ег 
имеет базис из конечио-порождениых правых идеалов, 
если для каждого I Q Ег найдется такой конечно-порож
денный правый идеал Ki б Ег, что K iS l .

Л е м м а  6. Пусть г — предрадикал в Mod-/?; I Q Е, 
и в /  не существует такого конечно-порожденного пра-" 
вого идеала Ki, что Ki G Ег. Тогда существует предель
ное трансфинитное число uq и такая трансфинитиая по
следовательность { / €  (о,</„) правых идеалов, содер
жащихся в /, что выполняются условия-

2) где /.„ =  и/ т :
7<»о

3) /j =  ^т-1  ̂I/-(-б если 7 — не
(предельное;^и если 7 — предельное тран
сфинитное число.

Доказательство. Проводится аналогично доказатель
ству предложения I работы [2].

Т е о р е м а ? .  Пусть г — радикал в Mod-/?. Если класс 
Гг аксиоматизируем, то Ег имеет базис из конечно-по
рожденных правых идеалов.

Доказательство. Предположим, что I QE^ и в / не 
содержится ни один конечно-порожденный правый 
идеал К/ из Е^. По лемме 6 строим трансфинитную по
следовательность таких правых идеалов, со
держащихся в I, что выполняются условия 1), 2), 3). 
Далее, аналогично построению в доказательстве тео
ремы 1 из [2] строим ультрапроизведение М  г-полу- 
простых модулей с таким элементом х фО,  что Ann х з  

Тогда x R e T ^  и модуль Л/ не является г-полу- 
простым, а это противоречит замкнутости класса F 
относительно ультрапроизведений. Этим заканчивается 
доказательство теоремы.

Пусть А некоторый класс циклических модулей 
А порождает идемпотентпый радикал г (А) следующим 
образом;

^г(А) =  {Л̂ | Нот/? (/?//, N) = о для всех R I А),
Тгш =  {ЛТI Нот/? (Ж, N) . о для всех N(-FriA) }.

Известно, что каждое кручение поролчдается в указан
ном смысле классом всех своих радикальных цикличес
ких модулей [4].



Имеет место следующая, вытекающая из определе
ний

Л е м м а  8. Пусть г — ндемпотентныи радикал, по
рожденный классом циклических модулей А. Тогда 
N (• fr(A) В том и только в том случае, если для каждо
го С* и R/I f A  из условия h/ =  0 вытекает h =  0.

Следующий очевидный пример показывает, что пдем- 
потентный радикал, порожденный классом циклических 
модулей, не обязан быть кручением. Пусть S — мультн- 
иликативио замкнутое множество элементов кольца К. 
Определим идемпотентный радикал ts следующим оо 
разом: t s { N ) ^ 0  <— > для произвольных Л (- N и s (: Ь 
из того, что hs =  0, вытекает h =  0. В общем случае ts не 
кручение [10]. Согласно лемме 8 ts является идемпо- 
тентным радикалом, порожденным классом циклических 
модулей {RlsR)s ? s-

П р е д л о ж е н и е  9. Над коммутативным кольцом 
каждый идемпотентный радикал, порожденный классом 
циклических модулей, является кручением.

Доказательство. Рассмотрим сначала идемнотент- 
ный радикал, порожденный циклическим модулем RД- 
Согласно лемме 8 N (: Fr{R:n <—> ДЛя любого п(: N  из
п1 О вытекает я =  0. Пусть jV— иньективная оболоч-

л
ка модуля yV. Предположим, что 0фt t * ( z N  и п 1 — 0. 
Найдется такое г(г/?, что 0^ii*rC-N.  Тогда выпол
няется n*rl<^ti*l =  0 и получаем противоречие. Таким 
образом, Fr(R:D замкнут относительно иньективных 
оболочек.

Если г (Л) — идемпотентный радикал, порожденный 
классом циклических модулей А - -- {R /x}>.g.\, то 
=  П Fr(Rû ) замкнут относительно иньективных оболо
чек^ так как каждый из классов Fr{RHx) обладает этим
свойством. Предложение доказано.

Т е о р е м а  10. Для произвольного класса А цикличе
ских модулей следующие утверждения эквивалентны;

1) класс Д(Л) аксиоматизируем;
2) Fr(A) имеет базис из конечно-порожденных пра

вых идеалов;
3) класс fr(A) задается всеми аксиомами вида

( \ f x)  {XI  ̂ -=0& =  0 - ^ х  =  0),
где i„0R  н i^R +



Доказательство. Импликация 1)=>2) вытекает из
леХ^ы « И 2)=^^3) является следствиемлеммы 8. Импликация 3;=>-1) очевидна.

Кручение а называем кручением конечного типа ес- 
алов конечно-порожденных правых нде-

С л е д с т в и е  И [2, 3]. Полупростой класс кручения 
а аксиоматизируем тогда и только тогда, когда а 
кручение конеч1гого типа. ко1да а

Построенный выше пример радикала /g показывает 
что полупростой класс идемпотентного радикала, по
рожденного классом циклических модулей, может быть 
аксиоматизируем, даже если этот радикал не является 
кручением. Это интересно в связи с тем, что в случае 
коммутативной дедекиндовой области полупростой класс 
идемпотентного радикала аксиоматизируем лишь тогда 
когда радикал является кручение.м.

Л е м м а  12. Пусть г (Л) — идемпотентный радикал, 
порожденный классом циклических модулей А. Тогда 

в том и только в том случае, если для любого 
А 2 /  найдется такой правый идеал /д-, что R l ^ f A  
и множество (УС : /^) =  {г|г б /?, г / ^ с К }  ненулевое.

Доказательство. Пусть А'  — класс всевозможных 
фактор-модулей циклических модулей, принадлежа
щих к Л. Понятно, что радикалы г (Л) и г (Л') совпа
дают. Согласно утверждению VI. 2. 5 из [Ц класс 
/г(Л') состоит из всех модулей, каждый ненулевой 
фактор-модуль которых имеет ненулевой подмодуль 
из л  . Поэтому /? / б Гг(А) тогда и только тогда, когда
для любого Д'2 ] /  существует такой О г б ч т о
г1к = 0, где /? //лбЛ . Легко видеть, что последнее 
условие равносильно сформулированному в лемме

П р е д л о ж е н и е  13. Пусть Л -  некоторый класс 
циклических модулей. Полупростой класс конеч
но аксиоматизируем тогда и только тогда, когда су
ществует такое конечное множество конечно-порол<- 
денных правых идеалов В О Е г(а), ч т о  каждый I {■ Ег,л\ 
удовлетворяет условию : если /(= )/,  то (Д • 1,Л ф о для 
некоторого / а-б Л. ~  v л / т- для

Доказательство. Необходимость. Так как ак
сиоматизируем, то согласно теореме 10 ДД,.,) имеет 
оазис В из конечно-порожденных правых идеалов.



При этом Fr{A) задается всеми аксиомами вида
Li....=  0&...&дгг„ =  0-^д: =  0),

где г,/? +  . . . - f - g  5 '. Из конечной аксиоматизируе
мости класса вытекает существование такого ко
нечного множества правых идеалов В с  В', что аксио
мы системы {Li,...ijjj' можно вывести из аксиом сис
темы [Li,... ijB. Значит, Fr(A) является классом моде
лей всех формул.................. где i^R +  По
следнее означает, что радикал г (А) совпадает с ради
калом г {А'), где А' -={R:J\J(:B}. Предположим, что 
J^Br(A). Применяя лемму 12, получим, что выпол 
няется следующее условие: если ЛГЗ У, то {К\ 1к)Ф О 
для некоторого 1к^В.  Достаточность предложения яв
ляется следствием леммы 12.
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f -КОРРЕКТНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ

И. А. ПРИХОДЬКО

В [5] И. Капланский поставил тестовую проблему; 
если абелева группа G изоморфна прямому слагаемому 
абелевой группы Н, а Н изоморфна прямому слагаемо
му группы G, следует ли тогда, что G^H?

В работе [2] приведен пример: существуют две при- 
мариые абелевы группы без элементов бесконечной вы
соты К п L такие, что K=L®L®K,  но К не изоморфна 
ЬФК.

Этот пример показывает, что тестовая проблема 
И. Капланского в классе всех абелевых групп решается 
отрицательно. Однако для частного случая, когда рас
сматриваются редуцированные счетные абелевы р-груп- 
пы, эта проблема решается в [5] положительно.

В дальнейшем все рассматриваемые группы будем 
считать абелевыми. Будем называть группы G и Я:
1) эквивалентными по погруппам, 0 ~ Я ;  2) эквивалент
ными по сервантным подгруппам, С'^Я; 3) эквивалент
ными по слабо сервантным подгруппам. С‘= '-^ Я ;  4) эк
вивалентными по Я-чистым подгруппам, С^-*-Н 
[1], если группа G (соответственно группа Я) изоморф
на: 1)подгруппе; 2) серваитиой подгруппе; 3) слабо 
сервантной подгруппе; 4) Я-чистой подгруппе группы Я 
(соответственно группы G).

Циклическую группу порядка /?’' с образующим а 
будем обозначать < а > р к  . Слабо сервантную подгруп
пу А группы В будем обозначать Л:^с.сЯ. Остальные 
обозначения взяты из [3].

Подгруппа Л группы В называется Я-чистой в В, 
если для любого простого числа р задан (конечный 
или бесконечный, зависящий от р) набор Я =(л:,, 
натуральных чисел такой, что /Ti <  к, <  ... и из а=р'^Ь,
СО



где аСЛ,  6(rS, к = при некотором г, всегда следу
ет, что а =  для некоторого а, 6 А.

В дальнейшем будем рассматривать только группы, 
являющиеся прямыми суммами циклических уэ-групп, 
где р фиксировано. В этом частном случае тестовая 
проблема И. Капланского решается положительно даже 
при более слабом условии эквивалентности не по пря
мым слагаемым, а по сервантным подгруппам.

Отбросим требование сервантностн. Рассмотрим эк
вивалентность по подгруппам. Тогда не для любой груп
пы Н из того, что Н '^G,  следует, что G ^H .  Имеет место 

Утверждение 1*. Любая группа Я, H ^ G ,  будет изо
морфна группе G тогда и только тогда, когда

С К  «А‘-1 а, Q
^  pit ( 1)

где а^— некоторые множества, причем | 0i | > l a 2| >  
>  ... >  I Q„ I >  Шд, /и <  оо и | 0у| <  Шд для любого У = «  +  
+  1, ..., от. Через соо обозначается счетное кардинальное 
число.

Доказательство. 1) Необходимость непосредствен
но следует из того, что группы G =

гя(гО̂
<aj ^>pj ,  где г<У;  О <  | a j  <  |а; | >  Шд, и Я  =

Уа €Яу
=  ^  <bj^'>pj эквивалентны по подгруппам, но не 
УЖгОу

С»
изоморфны, то же верно для групп G =  N]

l<OTi<(Og,  г, < Г а < . . .  и Я =  V 2  < b i^ > p r iQ
/=1 к-1

©  •
2) Достаточность доказывается аналогично доказа

тельству теоремы 1, п. в).
Возьмем промежуточный случай слабо сервантпой 

эквивалентности групп. Скажем, что группа G коррект
на, если всякая группа И такая, что Я‘' ‘'~ 6 '  будет изо
морфна группе G. Посмотрим, какие прямые суммы цик
лических /7-групп являются корректными группами.

вал). Этот результат был впервые получен Т. Рецкер (не опублпко-



Т е о р е м а  1. Для корректности группы G необхо
димо и достаточно, чтобы она имела вид

т + 1

'='" + 'г. ба̂
т  +  S m + s + t  nil

0  2  — ^̂ â ^ Р ‘© ^  ^  ^рЧ/=m+/ + lt^gfl; /=m+j+l к-1 (2 )

причем 0 < /и < о )о ,  если нижний индекс суммирования 
больше верхнего, то соответствующие циклические 
слагаемые будут отсутствовать, при =  шд всегда 1 =
=  5 =   ̂=  0, 0 < /< Ш д , при / = следующие суммы
отсутствуют; Шд <  1 а; | <  | О; | при от +  1 ■< i <  / -< от +Л
X >  /; I О/1 >  I Qy I >  Шд при от 0  / +  1 < J  <  У <  от +  X,
^   ̂<С (Ug.

Докажем сначала несколько лемм.
Л е м м а 1. Пусть G =  2  < 0 с>Р''©

/аба/ Хаба̂
© X  < а ^ > р Л  где i < s < J ,  причем 0 < | a j < l a y | ,  

/«Gay
|o J  <  |а / |  и |а«| =  min(| 0/1, |ау|)>озд. Тогда сущест-

С.С

вует группа Н  такая, что G '^ H ,  но G не изоморфна Н.
Доказательство, а) Пусть сначала 0<! 1о̂  | <  | â ĵ. 

Тогда положим Н =  2 < / ’<а>р'© 21 ф
/аба/ КаЫк

0  2  <  bj  ̂>pj. В группе Н  содержится прямое слага- 
Уабау

емое, изоморфное группе G. С другой стороны, возь
мем в G подгруппу А = "^c^ai^sp^~^a-j^s >ps, где/^хб

б а; с  а/; I а̂  | =  | а,, |; |а/\а,' I =  | а /1; б а) С  а/, | а' | =  | aj;
|а^\оу| = |оу|. Очевидно, А слабо серваптна в G. В G 
возьмем подгруппу

A /I  =  2  ■ 0  ^  р ‘  ф  ф  2 ;  ^  0 а '  ^ р / ‘

/« 'ба/\а, Л'бау\а}
Ж тоже слабо сервантна в О. М ^ Н ,  но G не изо
морфна Н, так как разложение группы в прямую сумму 
циклических единственно с точностью до изоморфизма.



б) Если |о̂| = |о„1, то можно положить 

«оба; у„ба;
Рассмотрев предыдущий случай и поменяв местами груп
пы G W Н, получим, что G не изоморфна Н, хотя G'~~H.

п СО miЛемма 2. Пусть G = V 2  2  X
i’a€a, '=> «=■

X < а,« >рг^, где I aj >  шо; 1 <  пи < х < Tj < <...
С. СТогда существует такая группа Н, что H ^ ^ G ,  но Н не 

изоморфна О.
Доказательство. Пусть

оа "’l ш, + 1
2  < îa>p^© 2 2 < > р'", Ф 2  •

5аЫ (=2 К~1 К =  1

Тогда в //суидествует прямое слагаемое, изоморфное 
G. Пусть d  а̂; 10̂ 1 = %; I а̂ \а̂  | = | |. Возьмем в G

со mi— 1
подгруппу Л = У  <а,,.>р. © 2  2 <йь«>р^гф

Ш| оо
фД^< «1,к>фД где ta'€a'.

С»С

А слабо сервантна в G. А ^ _ Н , следовательно, G - ^ H ,  
но G не изоморфна Н.

Лемма 3. Пусть Я =Яоф//,, где Яо = 2  < К > р х ^  

^1 = 2  >рл+1ф Пусть Л — слабо сервакт-
®.АЧ-1бак+1

ная подгруппа в Я, А =  А , @ А „ Л<, = 2  < >/:

^1 = 2  < <̂Р«+1 >рк+1©-" Тогда A q сервантна в Я.
Pk+i€̂ -k + 1

Доказательство. Пусть абЛ,,, а =  щ , а ©
+ где {mi, р) =  1 для некоторого I. В группе
Я а = Лд + Л,, где Л, 6 Я,. Покажем, что
В самом деле, пусть ho =  0. Тогда a =  h^. Л, = p - h \ ,  
так как Л; б Я) и 0 (а)==/?'̂. Получим противоречие со 
слабой сервантностыо Ло в Я. Следовательно, Aq =/= 0.



Болес того, порядок равен так как иначе к^ — 
=  ph'f, и к,^= рк \ ,  что опять дает противоречие. Итак, 
получено, что если а  — элемент нулевой высоты в А, 
то а  =  /lo +  hi,  где 0(/io) р", откуда кн  (а) -= 0. Пусть
а'ГЛо; к л ( а ' )  =  '̂ ; а ' =  . Из того.

что кА{а') =  ч, следует, что mi  делится на /?', /= 1 , . . .  
I, и а '= р ' ( / , а ^ ( 1) + ... +  ,̂ap(,), где {tt, р)  =  1 для не

которого i. Для а =  /,«3(1) -f ... Н- /)«=(/) было доказано,

что a-=Ao +  ^i. где О (/?„)=/?''. Отсюда а'  — рЧ1^-\- 
-\- Р'*к ,̂ p\k(t =Р Q, так как v <  «•. Так как 0(Ло)=/;'^, 
высота Ло равна О и высота р'‘к^ равна v, следователь
но, высота а ' в Н  равна v и сервантность A q доказана.

Л е м м а  4. Пусть Я  =  /Уд +  Я^, где Я^ =  V 2  X
‘"'а,ба/

X <«/=., >р(; Я, =  V Пусть Л =  2  < а а ' > р ' ‘
ап'-

подгруппа в Я. Тогда А  сервантна в Я.
Д оказат ельст во. Пусть « t  Л. Тогда к а («) =

=  « <  Лй (а) +  е (а) <  я. Отсюда кл  («) =  Л// (а). 
Д оказат ельст во  теоремы 1.
I. Необходимость условий теоремы непосредствен

но следует из лемм 1 и 2.
II. Докажем достаточность условий теоремы 1.
а) Пусть G имеет вид (2), где т ^ и )^ ;  / =  s =  /==0

и 0"-<^~Я = 2  <  Ч  >р«©  <  Л««+1 > р "+ '© ..., где
®/£ + i6Qk+1

1 а,, I >  0. Запишем Я = Я о 0 Я , ,  Яц =  2  < к а ^ > /

Я, =  2  < • • •  Пусть Л — слабо сер-
<*K+i6ait+i

Байтная подгруппа в Я  такая, что А G; В — слабо 
сервантная подгруппа в G такая, что В ^  Н.  Заметим, 
что порядки циклических слагаемых минимального 
порядка в G и в Я  должны совпадать, иначе получим 
противоречие со слабой сервантностыо Л в С или В 
в Я. Запишем Л =  Ло-(-Л,:

а? >p^ Л, -  2  2  <? -  1 /-К+ I /-1
. i 
Р ■



По лемме 3 подгруппа сервантна в Н. Следова
тельно, как ограниченная сервантная подгруппа 
[3, с. 140[ выделяется в Я  прямым слагаемым. Запи
сав 6 '=  Go©G,, где GoS.'/lo, G, имеем |G o l<

I//о |. Аналогично доказывается обратное неравен
ство. Следовательно, в G„ и одинаковое (конечное) 
число циклических прямых слагаемых порядка р' .̂ Те
перь имеем G =  G„0G, = 
где Aq =  Goj A |~ G j;

А Лд —  Л д © Я | ,
- Я ,  [3, т. 17. 4], G , ^ G  Go^

Л 'ЛдСс.с Н A q^  Н^. Аналогично .получаем изо
морфизм Я, со слабо сервантной подгруппой группы 
G,. Дальше можем делать следуюьций шаг индукции. 
В конце концов получаем G ^  Я.

б) Пусть теперь О <  m <  шд-, О <  / <  шд, и следую
щие слагаемые в (2) отсутствуют. Ввиду доказатель
ства пункта а) достаточно рассмотреть случай, когда

N
0 = V

_  _ Л'
жества, 
где

где Я < ; оо, Q;—бесконечные мно-

причем |q; | < | q. I при i < j .  Пусть G = V G , ,  

G, =  V <  а,-, >pi\ И  Hr  Я ; =  X  <  а,-„ >  ,-, —

некоторые множества. Необходимо показать, что 
|а,| =  |/-;|. Доказывать будем по индукции. То, что 
iai| =  |L , | ,  доказывается, как в п. а). Пусть верно для 
1<,п, что |a J  =  |Z,,|. Покажем, что | o„+i 1 =  | L„+i |. 
Пусть (р — вложение G в Я  в качестве слабо сервант
ной подгруппы. Тогда <р (G„+i) =  G^+i — слабо сервант
ная подгруппа в Я. Запишем Я  в виде Я  =  Я, 0 . . . 0
©Ai^n©^'. где Я ' =  V V <  а/. >  /. Пусть 6 — про-

/-Л-! 1
екция Я  на Я , + . . . + Я„, 6д — сужение 'Jj на G^+i. 
Тогда I/пт фо| <  |G„+i|, так как | Я, ©...0Я„ I <  | G„+i |,
т. е. |/mi>o( =  \а'п^\ ’д\  <  | G„+i
р|Я '. Отсюда 1G«4)| 
прямое слагаемое К
причем
G;+, =  У < / ; , > .  

“6 а

где G =  Кегфд =  Gn+ifl 
=  |G|. В данном случае найдется 
в G„4 i такое, что Gn+i =  K®L ,

K ^ G  и |/C| =  |G„+i|. Докажем это. Пусть 
В каждом смежном классе Gn+i,'G



возьмем по одному представителю =  v За-
а { х )

тем в L включим все циклические слагаемые, в кото
рые входят данные ba(s) для любого s. Пусть L =  
=  V <  *,, > .  Тогда С'п̂ .\ =  Z,0/(', где А" =  V <  ь̂ . > ;  
a'fa'CZa
Q'Ua" =  o; а ' П а " = 0 .

а to

элемент
Для любого Ьа’ существует 

такой, что Ь̂ - +  G =  I.da-ba' + G. Поло
жим К =  ^ <Ьа—  > .  Тогда 0'п+\ =  А 0 / . ;  K<^G\
|А | =  |С лц | по построению. К, как прямое слагаемое 
в Оп+1, будет слабо сервантной подгруппой в Н'. По 
лемме 3 подгруппа К будет сервантной в Н', следо
вательно, выделяется в Н' прямым слагаемым [3, с. 
140]. Тогда I Gn+i I <  (Яя+11. Обратное неравенство до
казывается аналогично. Следовательно, | Gn+i | =  I/Ул ■ 11-

в) Пусть о <  /и <  u)q; о <  / <  s; о <  /■ <  Юо- Пользуясь 
доказательством пунктов а) и б) и используя, где не
обходимо, лемму 4 вместо леммы 3, легко видеть, что

m-f5
достаточно рассмотреть случай G = УО^, где G; =

г = л; + / +  1
=  2j | a j  >  |0;1 > ‘"0 при i < J .  Но то, что

в этом случае G ^  Н, вытекает из доказательства пунк
та б), если вместо леммы 3 использовать лемму 4 
и перенумеровать слагаемые так:
0=^G^0 Gx+i 0 . . . 0 Ĝ , где GI = ^  <̂ am+s—i+K.ti^

(*m-\-s—i + K p
Теорема 1 доказана.

Пусть дана произвольная Д-чистота; Е  =  (/Ci, л:,,...). 
Группу В = где B( =  0E Z (p ') ,  назовем
Д-корректной, если Д*' — С влечет В s  С. Пусть В \ — 

^5 — ̂ /с, ©•••© Дл =  Вк„_| ©...©
Т е о р е м а  2. Группа ВД-коррсктна тогда и только 

тогда, когда:
а) если Bj ~  С, то В i ^С ;
б) при/>-1 группы В/ корректны.
I. Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и ,  
а) Пусть Bi '^С. Тогда существуют мономорфизмы 

cpi:B] —>-С; ф2;С -^В 1 . Замети.м, что максимальный



порядок элементов в труппе С не больше р'<<. Следова
тельно, можно обозначить С чepeз_C^ Возьмем группу 
^  ^  I ® ^ 2© •... Пусть — отображе
ние, действующее на В1 как <pi,_a на остальных В, — 
как тождественное отображение. ф2: К-^В  определяется 
аналогично. Тогда^В®~/С, откуда по условию тео
ремы. Но тогда В] ^С ] в силу единственности (с точ
ностью до изоморфизма) разложения группы в прямую 
сумму циклических.

^ л ~ С ,  <Pi : В „ С ,  ?2: В„ — изоморф
ные отображения на слабо сервантные подгруппы соот
ветственно групп С и В„. Заметим, что из-за того, что 
?2 (С) — подгруппа в В„, максимальные порядки эле
ментов в С не больше jo'‘n, а из слабой сервантности 
?з(С) вВ„ следует, что минимальные порядки цикли
ческих слагаемых в С не меньше минимальных поряд
ков циклических слагаемых в В„, Следовательно, мож- 

обозначить С как с :  =  Возьмем
—-̂ 1 ©•••©‘5«„_,-1 0 Ся0 Вк̂ +1 0 В«:̂ +2 ф... Пусть (р,:В-> 
-^К  действует на В* как а на остальных слагаемых— 
как тождественное отображение, fr. К В  определим 
аналогично. ?,(В„) =  В—слабо сервантная подгруппа в С*„ 
Покажем, что она В-чиста в С1 Действительно, пусть
Р ^ ~  g\ х^Сп\ Тогда g  = pz ', г 'б 5
в силу слабой сервантности. {р^-^ x ~ z ' ) ~  элемент по
рядка р в Сп, следовательно, он и.меет высоту не мень-

/1""' “  -  2' =  Х2 G С1, г' =
— Р‘ '->̂3. Аналогично продолжая, если нужно
дальше, получим g = p>z, г(:8. Отсюда В В-чиста
в С„, гак как для /г, >  л'„ р ‘х = 0 для любого хб♦ А'
6 С„. Следовательно, В - В ,  В ^ В  н тогда В п - с 'п  

И. Д о к а з а т е л ь с т в о  д о с т а т о ч н о с т и

^  ^  «1 : в  —> с, ®.2: С В — нзо.морфныс
отображения на В-чнетые подгруппы. Запишем С в виде

С = С л ф С „ 0 С„, где =  С, 0 ...0 Сд.^_^_1,
4 Заказ СИ.



0 ' - - ©  Ск  ̂, С,1 — Ск-^  ̂+  1 Ф  ^А’„ + 2 © ” м 

С, — прямая сумма циклических групп п о р я д к а П о 
кажем, что 'fi (Ihi)f]C„ — 0. Дсистшпслыю, пусть 
и пересечении лежит элемент порядка р, тогда его
высота в С„ не меньше к„. Из чистоты подгруппы 
9, {В'п) в С следует, что его высота в ®, (В„) не мень
ше к„, чего не может быть. Следовательно, ?1 (^л)
можно вложить в Ся-высокую подгруппу iV/, причем 
С =  УИ©Сл, так как CiJ — абсолютное прямое слагае
мое в С [3, с. 64, упражнение 8]. Следовательно, без 
ограничения общности можно считать, что ср,(/. л̂)СС 
аС пф С п.

Покажем, что ®, {Ь„)[\С„ = 0. Деиствнтетьно, возь
мем элемент порядка р из пересечения, тогда ею вы
сота в ®1 (Вя), т. е. и в С, не меньше /c„_i — 1. Но 
высота любого ненулевого элемента в С„ не больше 
/с„_1 — 2. Противоречие. Следовательно, о, (Вл)П^л =  
=  0. Пусть т — проекция группы 5  =  Сл*©Сяна Сп- 
Так как 9, {В„)’[]€*„—i), то 1:9, (fin) -> Сп—мономорфизм. 
Покажем, что при л >  1 подгруппа /1= 719, (fin) слабо 
сервантна в С*п. Пусть 9 , (ft) =  с, где сДСГ;
сЛ-Сп. Тогда Ь = рЬ ,̂ bi(:B*„. Действительно, пусть
Лд* (ft) =  0. Тогда 9, {р""- 1-1 ft) © о  и hs ( 9 ,

- I

- I
ft)) =

= hs(p""-^ \ с ,  рс.,))'^- K„-i. По Н„*(р""-^ 'ft) = /Tn-r
— 1. Это противоречит тому, что 9 , — изоморфизм на 
Д-чистую подгруппу 9, {В„). Теперь пусть т:®, (ft) =  
= /7С, тогда Ь = рЬ^, т. е. подгруппа А слабо сервант
на в С„. Аналогично доказывается, что С„ изоморфна 
слабо сервантной подгруппе в В*„. Тогда по условию 
В„ т;- Сп для любого я. Следовательно, В ^.С , т. е. 
В С-корректна.

С л е д с т в и е  1. Группа В является £-корректнон 
для £ =  (/С|, «2, ...) тогда и только тогда, когда fi* имеет 
вид ( l ) , f i* — вид (2), / =  2 ,3 ,... .



Доказательство непосредственно вытекает из теоре
мы 2, утверждения 1 и теоремы 1.

С л е д с т в и е  2. Если труппа G эквивалентна по сер- 
вантным подгруппам группе //, то ома ей изоморфна.

Доказательство непосредственно вытекает пз след
ствия 1, так как условиям (1), (2) удовлетворяет любая 
прямая сумма циклических р-групп при £ = ( 1 ,  2, 3, ...).
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о  МАЛОИНЪЕКТИВНЫХ МОДУЛЯХ и КОЛЬЦАХ

А. А. ТУГАНБАЕВ

Все кольца предполагаются ассоциативными и с еди
ницей, модули — правыми и унитарными. Модуль М на
зывается малоинъективным (квазиинъективным), если 
для любого подмодуля N из М произвольный гомомор
физм f : N-^N {f :N-^M)  продолжается до эндоморфиз
ма модуля М. Квазиинъектнвные модули малоинъектив- 
ны, а кольцо целых чисел является малоинъективным, 
но не квазиинъективным модулем над собой. Основными 
результатами работы являются полученные в теоремах 
1, 2, 3 в терминах малоинъективных модулей критерии 
самоннъективности колец.

Приведем ряд необходимых обозначений и определе
ний. Не приведенные здесь определения можно найти в 
[1]. Через В(М),  Z(M),  End(Al), J(M)  обозначим соот
ветственно инъективную оболочку, сингулярный .подмо
дуль, кольцо эндоморфизмов н радикал Джекобсона 
модуля М. Через G{M) обозначим радикал Голди моду
ля М,  то есть единственное максимальное существенное 
расширение в модуле М его сингулярного подмодуля 
Z(M).  Если ^  — кольцо, то положим Z{ R) — Z(Rr), 

=  G{Rr). Д ля  любого модуля М его подмодули 
Z(AI), G(M)  вполне инвариантны в М. Модуль М назы
вается iV-инъективным, если любой гоморфизм 
где Л̂1 — произвольный подмодуль модуля JV, продолжа
ется до гомоморфизма из N в AI. Модуль М называется 
строго малоинъектпвным, если модуль Л1 малоинъекти- 
вен и g M ^ M  для всех гомоморфизмов g Q End(j!:(M)), 
ядра которых существенны в Е(М).  Модуль, не содер- 
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жащин бесконечных прямых сумм ненулевых подмоду
лей, называется конечномерным. Модуль называется 
квазнненрерывным, если все конечные прямые разложе
ния его подмодулей продолжаются до прямых разложе
ний самого модуля. Регулярное редуцированное кольцо 
называется строго регулярным. Все односторонние иде
алы строго регулярного кольца являются идеалами.

Л е м м а  1. Пусть Е — существенное расширение ма- 
лоииъектнвного модуля М\ g б Endf; N — {т б М| 
\gm f  М). Если g N ^ N ,  то gM’=M.

Доказательство. Так как 6 EndA/ и модуль М 
малоинъективен, то найдется такое h 6 EndM, что 
(g_/j)yv =  0. Пусть у С-М-, x = ( g —h)y б /г)М.
Тогда gy =  x+hy  б Л1. Поэтому у б откуда х =  
=  {g—h)y=0.  Следовательно, МП (S'—h)M =  0. Тогда 
(g—/г)М =  0, поскольку £ — существенное расширение 
для М. Поэтому gM =  hM^M.

Л е м м а  2. Пусть М — малоинъектнвный модуль, 
причем Z(AJ) — строго малоинъективныи модуль. Тогда 
Л1 — строго малоинъективен.

Доказательство. Пусть Z=Z( M) ;  Е =  Е(М),  gQ 
End£, причем Kerg — существенный подмодуль моду

ля Е. Необходимо доказать, что g M^ M .  Докажем сна
чала, что g Z ^ Z .  Если Zi =  Z(£), то инъективный мо
дуль Е обязан содержать подмодуль E\ =  E{Z\ ) , откуда 
£' =  £'i ©£'2- Так как £  — существенное расширение для 
М, то Z =  M{\Zu  причем £i — существенное расширение 
для Z. Поэтому E\ =  E{Z).  Пусть g\ — g\E\ \E\ -^E.  Так 
как £i — радикал Голди модуля Е, то gEi'=Eu откуда 
g-, б EndEi, причем Kergi =  ЕдП Kerg — существенный 
подмодуль модуля Е\. Тогда gZ =  g \Z ^Z ,  поскольку Z 
строго малоинъективныи модуль по условию. Пусть 
N =  {т M\gm б Щ-  Так как фактор-модуль £/Kerg 
модуля Е по существенному подмодулю Kerg обязан 
быть сингулярным, то gE<=Z\, откуда g N ^ M  { \ Z \ - Z .  
Поскольку g Z ^ Z ^ M ,  то Z^ N.  Тогда g N ^ Z ^ N ,  откуда 
gM'=M по лемме 1.

Л е м м а  3. Пусть A f малоинъективный модуль; 
/Vi ф  Аг — подмодуль модуля Л4. Тогда;

(а) найдется такое прямое разложение M — AU Ф A12, 
что М|ЭА,, М2= А 2 (то есть модуль М квазпнепреры- 
всн) ;



(б) модуль Ml—Л12-ннъектнвен, а модуль Afj—М|- 
ннъективен;

(в) если — существенное расширение для Ni © N2, 
то Mi — существенное расширение для .V; (г=1,  2);

(г) если модули Ми М2 квазиинъективны, то М — 
квазнинъективный модуль.

Доказательство. Пункты (а), (б) доказаны в леммах 
2, 4 (б) из [5]. Пункт (в) проверяется непосредствен
но. Пункт (г) вытекает из пункта (б) и того, что из 
Л/,-инъективности модулей Mj при любых i, j (- {1, 2} 
вытекает (Л1|Ф М 2) — инъективность модуля М \ ® М 2 
(см. [б, с. 186, 188]).

Л е м .м а 4. Пусть Л4 — строго малоинъективный мо
дуль. Тогда;

(а) если Л4 — существенное расширение квазиинъек- 
тивного модуля, то Л4 — квазнинъективный модуль;

(б) если модуль М содержит такой квазиинъектив- 
ный подмодуль Nu что фактор-модуль MjNi  квазиинъек- 
тивен, то М — квазнинъективный модуль.

Доказательство. Пункт (а) доказан в [4, лемма 6 
(б)]. Докажем пункт (б). Пусть N2 — такой подмодуль 
модуля М, что jV, f|iV2 =  0 и ф jV2 — существенный 
подмодуль модуля Л4. По лемме 3 (в) найдется такое 
прямое разложение M =  Mi®M2-, что Л1{ — существен
ное расширение для N, ( i =l ,  2). Тогда по пункту (а), 
примененному к модулю Ми получаем, что модуль Mi 
квазиинъективен. Так как M/Nic^i MJ Ni ® М2 и модуль 
MjN'i квазиинъективен, то Л42 — квазнинъективный мо
дуль. По лемме 3 (г) модуль М квазиинъективен.

Л е м м а  5 [1, с. 104]. Квазиинъективность модуля М 
равносильна тому, что М — вполне инвариантный под
модуль модуля Е{М).

Из лемм 2 и 5 вытекает
Л е м м а  6. Пусть М — такой малоинъективный мо

дуль, что 2 ( М ) — квазинъектнвный модуль. Тогда М — 
строго малоинъективный модуль.

Л е м м а  7. Пусть М — малоинъективный модуль. То
гда M =  G (М) ФЛ41, где Z(A4i)=0. В частности, модуль 
MIG{M)  малоинъективен и изоморфен прямому слагае
мому модуля MIZ{M).

Доказательство. Выберем такой подмодуль Ni моду
ля Л1, что yVinZ(A'f)=0 и Z(AJ) ф  jV, — существенный 
подмодуль в М. По лемме 3 найдется прямое разложение 
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И̂ =  Л^lФ^l2. где Ml — существенное расширение /Vi; 
jVjj- - существенное расширение Z(M). Тогда М2= С ( М) .
Так как Ml П 2(М) = 0 ,  то Z(Mi) = 0 .

Л ем м а 8. Пусть М — такой малоинъектнвныи мо- 
дуть что Z ( M i  — квазиинъектнвный модуль. Тогда:

M =  G(M)©Mi, Z (M ,)=0 и модуль G(M) ква-
зиннъективен; „

(б) если один из модулей M/Z(M), M/G(M) квази- 
ииъективен то М — квазиинъектнвный модуль.

Доказательство. По лемме 7 M =  G(M) ФМ, где 
Z(M ,)=0. Так как Z(M) =Z (G (M )), то но лемме 6 мо
дуль G(M) строго малоинъективен. По лемме 4 (а) мо
дуль G(M) квазиииъективеи. Докажем пушст о). 1ак 
Sk M,~M/G(M), M/Z(M)~G(M)/Z(M) ©M/G(M) и
один из модулей M/Z(M), M/G(M) ><вазиинъе™ен то 
Ml — квазиинъектнвный модуль. Поскольку М — G(/Vl) W 
©Ml то ио лемме 3 (г) модуль М квазиинъективен.

Л е м м а 9 [ 1, с. 126]. Пусть R -  самоииъективное
справа кольцо. Тогда Z(R)=^J(R)  и фактор-кольцо 
RIZiR) самоинъективно справа и регулярно.

Ле мма  10. Пусть /? — малоипъективное справа
кольцо. Тогда:

(а) если Z(R) — нильидеал, то /? — строго малоинъ-

« о ,  то R . R ,  X где /?, ^  редуцирс
ванное (то есть без ненулевых пильпотентиых элемен 
?ов) кольцо! /?,_самоинъектнвное справа регулярное

“”'"(’в°'есл« ко.пьцо R регудярш., то R -  самшшъективно

^"’’доказательство. Пункт (а) .токазаи в [4, ■'«“ "a Ш]- 
Пункт (б) вытекает из леммы 3 (а) и того, что ><вазин 
прерывное справа антисингулярное справа кольцо явля-
е?ся прямым нроизведеннем ре.дуннрованиого кольца и
самоинъективного справа регулярного кольца (см (Л 
следствие 5 9]). Докажем пункт (в). По пункту (б) мо
жно считать, что /?- редуцированное
цо, откуда R самоииъективное справа кольцо ]5, ле.

Те о р е ма  1. Для кольца R равносильны условия:
(а) /?-самоинъективпое справа кольцо: ^
(б) R — малоннъективно справа, Z(R)



ектив?,ый ^ р Г в ^ Г Г .е а Г 'Т л я " ^ ''^ " ’ ~  квазиинъ-
лярно; '̂  ’ Фз«™Р-кольцо R/ G( R)  регу-

S = u S = n « 5 J I U 8 = :
9 Г Г о! Т о

м о д ая  я Г я в и е к "  “«ази.шъс'ктпвюго
вы „^ ,,с ,,оуслм “ Г "в)“ ",“ Г Г е Т ^дуль R/ Z( R)  (R !П ( Q\ \  ^  (Д))> то правый ^-мо-
мГв U ) u L v n i  R ^^ квазиинъективеи. откуда по лем- ме о (0^ модуль R r квазнпнъсктивен и, следоватеяьтш

ц п Г (б )^ ? в Г гл Р ^ ^ ’'" " '’''°  f*’ Импликация (0)=^(в)  следует из того что кплыгп р / п / о \  .
(’в Т £ ‘̂ °л̂  колыга /?/Z(;?). Импликация

вытекает из того, что по лемме 7 кольцо R / C m

ё к Г “ Г  ^ "> W - - S .

ва колГпо" малоннъективное спра-
71 1 ?\ \  инъективный правый идеал-
Z( R)  — квазнинъективпый правый идеал.

утверждение доказано в [5, 
лемма 13 (а)],  а второе вытекает из того, что Z( R)  —  
впазне инвариантный подмодуль инъективного мЦуля

Л е . м м а  12. Для кольца R равносильны условия: 
гй! D ^^вмоннъективное справа кольцо-

кол,'й’„ W rT °p “г у л я р Г " " '" " ”"'’
И вытекает из теоремы 1

Т е о р е м а  2. Пусть — такое кольцо, что Z( / ?)— 
нильидеал. Тогда равносильны условия:

(а) R самоптзектпвное справа кольцо;



I<IZ{R) регулярно;
справа, а фактор-кольцо R/OiR)  регулярно: -г г и

m Утверждение вытекает из лемм1 и (а) и \ 2.
иг, “ппт.Г^ 13 Пусть/? — малоинъективное справа коль
цо, причем Zj/?)— существенный строго малоинъек- 
ва^кольцо идеал. Тогда /? — самоинъективное спра-

Доказательство. По лемме 2 кольцо R  строго мало- 
инъективно справа, причем Z(/?) -  существенный пра- 
1емм'а^3%)|°^^^ кольцо R  самоинъектнвно справа [5,

Ле мма  14. Пусть Л1 — малоинъективный модуль, 
ьслн /(.И) — либо нётеров, либо артинов модуль то 

строго .малоинъективен.
Доказательство. Так как Z{ M) — вполне инвариант

ный подмодуль малоинъективного модуля М то Z ( M )_
малоинъективный модуль. Если Z(M)  — нётеров модуль 
то Z{.41) — малоинъективный модуль, все эндоморфизмы 
которого с существенными ядрами нильпотентны. Тогда 
z(A l)— строго малоннъективный модуль [4, лемма 91 и 
но лемме 2 модуль М строго малоинъективен. Если

(Л'1) — артинов малоннъективный модуль, то Z ( M )_
квазипнъективный модуль (см. [2, теорема 1]) и по 
лемме 6 модуль Л4 строго малоинъективен.

Те о ре ма  3. Пусть ^  — такое кольцо, 4 t o Z(R) — 
существенный правый идеал. Тогда равносильны усло-

(а) R — квазнфробеннусово кольцо;
(б) /? — малоннъектнвпо справа и Z(/?) — нётеров 

правый идеал;
(в) /? — малоннъектнвно справа и Z(/?) — артинов 

прав?яй идеал.
Доказательство. Импликации (а)=^(б),  (а)=4̂ (в)

тривиальны. Пусть выполнено одно из условий (б), (в). 
По лемме 14 кольцо R строго малоннъективно справа. 
По лемме 13 кольцо R самоннъективно справа. Так как 
Z(/?) — существенный конечномерный правый идеал, то 
R конечномерное справа самоннъективное справа 
кольцо. Тогда /? -самоннъективное справа полулокаль- 
ное кольцо, причем Z(R)=J(^R)  по лемме 9. Так как к



тому же Z( /?)— либо нётеров, либо артинов правый 
идеал, то R — нётерово справа самоинъективное справа 
кольцо. Тогда /? — квазифробепиусово кольцо [1, с, 320].
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АЛГЕБР С УСЛОВИЕЛА 
АЛГЕБРАИЧНОСТИ

В. д. тэн

Пусть R — ассоциативная алгебра над коммутатив
ным кольцом с единицей Ф. Через (Pf.Y] обозначим сво
бодную ассоциативную алгебру над (Ь, свободно порож
денную множеством X. Все рассматриваемые ниже Ф-ал- 
гебры удовлетворяют следующему условию; Ф-алгебра 
R является Ф-модулем без кручения, т. е. из условия 
С1Г =  О, где а б г (• R, следует либо а =  О, либо 
г =  0.

Пусть А — подмножество в R\ f(X[, хА 0 Ф[Х]. 
Рассмотрим следующее условие;

(Л)). Для любых «1, йг б А существует целое число 
n =  n(ui, йг) ^  1 такое, что f" (fli, ..., аА б Z{R),  где 
Z{R) — центр алгебры R.

В работе [!] доказывается, что примитивная алгеб
ра R, удовлетворяющая условию (Ai) при А =  R, явля
ется Я/-алгеброй и приводится оценка па размерность 
алгебры R над ее центром, зависящая от степени полино
ма f{xi, ..., хА- Целью этой работы является изучение Ф- 
алгебр с инволюцией, удовлетворяющих условию [А А 
для случая, когда подмножество А совпадает с множест
вом симметрических или кососнмметрических элементов. 
Используя представления G-прнмптнвпых алгебр и G- 
прнмитивных Р/-алгебр, полученные в [ 14], доказывается, 
что примитивные алгебры с инволюцией, удовлетворяю
щие этому условию, являются Я/-алгебрамн и приводит
ся оценка на Р/-степен|. этих алгебр, зависящая от стспе- 
пп полинома /'(а'|, ..., а,), при некоторых условиях па по
лином f ( A | ,  ..., А,) и кольцо операторов <1). Далее эти 
результаты распространяются на первичные алгебры



с инволюцнеи без правых ниль-идеалов. Пусть R—(1)-ал- 
гебра с инволюцией Z(^?)— центр R. Введем обоз
начения:

S(R) =  [s q R \ s* =  s}, K { R )  =  {KeR\K^-  =  - н ) ,  
Z+{R) =  Z{R)nS{R).

Напомним, что инволюция называется инволюцией 
первого рода, если Z{R) =Z+{R) ,  и инволюцией второ
го рода в противном случае. Всюду в этой работе предпо
лагается, что—б Ф.

2
§ >

Л е м м а  1.1. Пусть R — простое кольцо с инволюци
ей второго рода >|<. Тогда R удовлетворяет следующим 
условиям:

1) Существует элемент а f  Z{R)  такой, что R — 
=  S(R) +aS( R) .

2) Существует элемент V Q Z{R)  такой, что Л'(/?) — 
=  У^(Ю-

Доказательство. 1. Так как ^ — инволюция вто
рого рода, то Z{R) ф {0}, а так как R — простое коль
цо, то Z (/?) — поле. Следовательно, существует эле
мент i)=^a(^Z{R)  такой, что афа*.  Пусть а — произ
вольный элемент из R, тогда так как элемент а — а* 
имеет обратный (а —а*)-', то а можно представить в 
виде а= {аа* — а*а) {а — а*)-' +  а {а—а*) (а—а*)->. Лег
ко проверить, что элементы (аа* — а*а) (а — а*)-\  ( а — 
— а*) (с — а*)-> (/?), следовательно, R =  S{R)-{-oiS{R).

2. Если charZ(i?) =  2, то K{R)  = S{R)  и т =  1- 
Поэтому пусть char Z { R ) ф  2. Из доказанного выше 
условия 1) следует существование элемента a(:Z(R)  
такого, что а ^  а* и R = S { R ) - j - ( R ) .  Поэтому, ес
ли а 6 /?, а =  S, +  asj, S,, S2 € 5 (/?), тогда а

1
(«-

")Sj. Следовательно, если k (:K{R),  то к =  - ^ { к

к*) = — (а 
2

a.*)s для некоторого s ^ S { R ) ,  поэтому

1если взять f =  -^ (а — а*), то К (R) =  ^5 (R).

Л е м м а  1.2. Пусть R — прямая сумма двух простых 
колец с инволюцией второго рода Тогда если R—^ -



примитивное кольцо, то R удовлетворяет условиям 1), 
2) леммы 1.

Доказательство. Пусть R =  S\®S 2\ Su So — идеалы 
кольца R, являющиеся простыми кольцами. Так как R 
не является примитивным кольцом, то из [14] следует

= s ; n S ;  = {(o, о)}, г = 1,2.
А так как >)< — инволюция второго рода, то Д ( Д ) Ф  

{(О, 0)}, а поэтому не равны нулю и Z(S,), и Z (So). 
Пусть (а, 0)—ненулевой элемент из Z (S,), тогда (а, 0)*= 

(0, Р) Ф (0, 0), (0, ?) б Z (S^). Так как Z (S,) n2(S ,) =  
— {(0, 0)}, то (а, 0) — (а, 0)* Ф (0, 0), более того, (а, 
0) — (а, 0)* — (а, — ?) —обратимый элемент из Z{R).  
Пусть a ^ R .  Как и при доказательстве предыдущей 
леммы, рассмотрим представление а — [{л, 0) а* — (я,
0)*а| [(а, 0 ) -  (я, 0)*]-‘ + (я , 0) {а-а*)  [(я, 0 )- (я ,  0)*]-'. 
Элементы (а—а*) [(я, 0) — (я, 0)*]->, [(я, 0)я* — (я,
0)'^я] [((X, 0) — (я , 0)*]-^ б S (/?), следовательно, R = 
=  S(/?) l-(a, Q)S{R).  Доказательство пункта 2) про
водится так же, как в лемме 1.

З а м е ч а н и е  1.1. Определение :^-примитивного 
кольца можно найти, например, в [14].

Л е м м а  1.3. Пусть R — >|<-примитивное кольцо с ин
волюцией второго рода >[:. Тогда если f(.V|, ..., Хг) явля
ется тождеством в S{R)  или K{R) и |с1»| >  deg f{xi, ..., 
Xr), то /(xi, ..., Xr) — тождество в R.

Доказательство. Из [8] и [14] следует, что R - ^ -  
простое кольцо. Поэтому, как было показано в доказа
тельстве лем.мы 1.1, Z+{R)—поле. Пусть Дхь ..., Хг) =  
=  ..., А>), где /v(xi, ..., Хг) — полиномы, однород
ные по каждой переменной л',-, i =  1, 2, ..., г. Так как 
|Ф] >  deg/(.v,, ..., Хг), то из [2, с. 338] следует, что каж
дый из полиномов fv{xu ..., Хг) является тождеством 
в S(y?) или Л'(/?). Поэтому достаточно доказать лемму 
для случая, когда /(Х), ..., Хг) — полином, однородный по 
каждой переменной х,-, а в силу условия 2) лемм 1.1, 1.2 

достаточно рассмотреть случай, когда /(xi, ..., Хг)— 
тождество в S{R).  Пусть теперь S|, s ' , so, ..., Sr— произ
вольные элементы из S{R),  j  Z+{R); d\ — степень 
/(xi, ..., Xr) относительно переменной X|, c?i deg /(xi, 
..., Xr). Очевидно, что S|-f- ysi 6 S(R).  Поэтому имеем

0 — +  .Sj...., s^) = fo (Si,..., .9r) +



+  T/i (̂ ’l> "b (■̂1’ ■’’l'
для некоторых полнномоп /o(-Xi,..-. x^), f  i(Xi, x[, X2 ,---, 
Av), 1,..., f/,. Так как | ( DK| Z+ ( / ? ) |  (<TcZ-(/?), 
так как /ij — кольцо с сдиннце1|), а |Ф | > deg/(.v,,..., 
Хг)-^^\' ,  1- '̂ Следовательно, существуют
попарно различные {R) такие, что

f{\ (■̂l 1 • • • I '̂ г) ~Ь I (•̂ 11 ' 2̂i -• • 1 ■̂f) ~Н '' ‘ d
+  Tf'/</,(Si, s'l, Sj,..., s,) = 0 ;

Уо (̂ 1 > ■ • •! ) I И • • 1 ■̂f) ~t“ ■ ■ ■

ФТ
Определитель этой системы Д =  | (7-/) |, г, / = 1 ,  2,..., 
rfi, есть определитель Вандермонда, следовательно, 
А ^  0. Отсюда следует

/Дл',,..., s , ) = / i  (х„ s;, 5 , ) = - - -  =
= fdA^u '̂1. 2̂.....  Sr) =  0-

Пусть теперь а, — произвольный элемент R,  Sj,..., хД- 
(^S{R).  Из условия 1) лемм 1.1, 1.2 следует: сущест
вуют элементы s,, s \ t S ( R )  и а б Z (/?) такие, что а, =  
=  s,-j-asj. Тогда имеем
У {̂ 11 2̂,..., 5,.) = у (Sj , 5̂ ,■ ■., Sf) Уо (S],..., 1“
+  a/,-(S |, s;, S,...., S ,)-1.......+  а‘' ‘Уа, (S|, «;,    Sr) =  0.
По доказанному выще /o(s,,..., =У, (s,, s,', Sj,...,
5,.) =• • - =  /d, (5|, sj, 52,..., s j  =: 0. Следовательно,/(« ,, 
Sj,..., 5,.) =  0. Повторяя этот процесс г раз, получаем
/(а ,, . . . ,  а )̂ =  о для любых а , ..... a^i-R.

З а м е ч а н и е  1.2. Пусть R — кольцо с инволюцией 
>|<; k (■ K(R).  Тогда Cr(^) >Ц-инварнантное гюдкольцо 
в R, где Cn(k) — цеитра.1Изатор k в R.

Л е м м а  1.4. Пусть /? — кольцо матриц порядка пУ^п, 
ц ^ 2 ,  над алгебраически замкнутым полем f ;  diar Рф2\ 
>)< — инволюция кольца R. Тогда в R существует под
кольцо А, удовлетворяющее следующим условиям:

1) Л — jli-инвариантное подкольцо в R.
2) Ограничение инволюции >!< на Л является инволю

цией второго рода.
3) Л является нолупростым артиновым кольцом.

ПО



Доказательство. Если >|< действует на R как инволю
ция второго рода, то в качестве А может быть взято само 
R. Поэтому предположим, что ^  действует на R как 
инволюция первого рода. Из |5] следует, что явля
ется инволюцией одного из следующих двух типов:

(1) где . с б > . , —
матричные единицы.

(2) л:* у~’л:'у, где х '— транспонированная матри
ца, а

( ^ Л ^ р а з ;  =

Рассмотрим отдельно оба случая. Пусть >|< — инво
люция вида (1) и пусть п ~ 2 к  четное. Тогда легко 
проверить, что элементы

а, =  «1 (ei.a — t7 ' ti^2,i). 
а.̂  =  2̂ (ея,\ — T7‘fs^i.'i),

( /̂/—1,л п [̂п—\^п,п—\ )l
где аг =■ р, - • •Э(-1ры1- • '  =  I----. 'Г, р, =  tt’Ti.
р2 = 77*73,.,., =  т7'т«-1 являются кососимметрическн-
ми относительно >к (так как F — алгебраически зам-

К

кнутое поле, то Следовательно, а =  К (R).
Заметим, что =  л(е |д+е2,2-г -\-<̂ n.n)(-̂ - (R) , где к —
=  — р1 ... Рк. Рассмотрим С',;(а) — централизатор эле
мента а в R. Очевидно, что а — обратимый элемент 
в /?(а-‘ =  Л“*я), поэтому С'д(а) есть подкольцо инвари
антов кольца R относительно внутреннего автоморфизма 
второго порядка фа, фа(л) =  йха^\  X (- R. Тогда из [6] 
следует, что Сд(я) — прямая сумма простых колец, 
причем число слагаемых конечно, а из [7] следует, что 
Ср{а) — артиново кольцо. Так как а б KiR),  то в силу 
замечания 1.2 Сн (я) — >|<-инвариантное нодкольцо, 
а так как элемент я принадлежит центру кольца Сд(я) 
и афа*, то ограничение инволюции ^  на нодкольцо 
Ср(а) есть инволюция второго рода. Следовательно, 
нодкольцо .4 =  Сд(я) удовлетворяет условиям 1)—3). 
Пусть теперь п =  2к-\-1 нечетное. Из вида инволю
ции (1) легко следует, что Fn-i является >|<-инварнант-



ei.i

ным подкольцом в /•„. Так как п — 1 четное, то из нрпвс 
денных выше рассуждсннн получаем, что в Fn i, а сле
довательно, и в Fn содержится под кольцо А, удовлетво
ряющее условиям 1)—3).

Пусть теперь является инволюциен вида (2) 
В этом случае п четное, п =  2к. Легко проверить, что 

1^1- 1,i~u i — четное, 
г — нечетное.

Следовательно, так как char F Ф ‘1,то а, =  î,i —^̂ ,2, 
0-2 3̂,3 ^̂ 4,4,..., =  еп-\,п- 1  —вп,п G К {R). Отсюда сле
дует О-— К {R), причем очевидно, что — EQ
a ^ { R ) ,  где Е  единичная матрица. Рассуждениями, 
аналогичными тем, которые приведены выше, получа
ем A = C/f{a), удовлетворяющее условиям 1) —3).

З а м е ч а н и е  1.3. а) Из доказательства леммы 1.4 
следует, что если п — четное, то А является нодкольцом 
инвариантов кольца R =  Fn относительно внутреннего 
автоморфизма второго порядка, а если п—нечетное, то 
А является подкольцом инвариантов Н<-ннварнантног() 
подкольца Fn-i относительно внутреннего автоморфиз
ма второго порядка кольца

б) Из [14] следует, что А есть конечная пря.мая 
сумма колец, принадлежащих к одному из следующих 
двух типов;

1) Ai простое кольцо с инволюцией второго рода.
2) Ai >|<-простое кольцо, являющееся прямой сум

мой двух простых колец.
§2

В этом параграфе мы рассмотрим <1)-алгебры 
удовлетворяющие одно.му из следующих условий:

(оо) Для любых S], ..., SrC:S(R) сунщствует нату- 
ральное число n =  n(s ,..... s,) такое, что /«(s,, ..., s , )= 0 .

(До) Для любых ki, ..., kr (■ K(R) существует нату
ральное число . ...  .............kr) такое, что ^ , ) = 0
Ниже нам понадобятся следующие условия на полипом'
........... . (и), (S). Существует натуральное число Л'«
такое, что для любых

.....  S(R)  /л^о(5,..... s^)^S{R) .
(k). Существует натуральное число Nq такое, что дтя любых

,12 .....  >^r(:K{R) ..... Hr)(:S{R).



^ J o 7 Z " " ^ m o  1 “ . г г , г ’г  г " " “ >''*°“-

д’е с " г ^ т г ' " т ,  " “о
для любых Si я и ^ Тлч VI . - . ,  Хг) б (R)
пя ГЯ1 D .....  Тогда по теопсме Amumv

н ^ д й L V o З ™ o " „ T l 7 L " ’‘='’” ”" " ’“ '̂■
существует элемент д 6 5 ,/f) тaкo“ ^,т""“ Г ^ .a ;« ';;д ';™

-\-и г ъ { Д(Л:). Следовательно, существеет нчтгпя п. мтт'тт число m такое, что ль^ет натуральное

/ '"  +  а>,..,, sâ  +  aU) =  О,

тогда Г  {за, +  ars.....  sa, +  aU) s = 0 ( ^ ) .
ш а 1  •!̂ «л +  «/-5)х можно представить в

/"■ (5а. +  a:s„.., за, 4- aU) s =  (f, +

г д е / ,  есть сумма мономов за ,,... за ,^;/ ,  есть сумма 
мономов вида a ,s...a ,^s; /  тогда имеет вид s^,x =

нываетс. Далее'; нетрудно ш щ е ^ Д ^ о ^ Д Г ч  Л г д " - 
Т о "  Так J " f - Л '7 ,  4 )  .шеем^^-дТ
д „ “ :, Ю  ; О, {: ...... ‘’Л  ,™ ." ''еем  / г 4 , ( д ,
дует, что полином / ‘(х ,,... 'ir )’ nodirYf^’eT 
IIые значения в правом идеале s f .  Пусть 
дикал Джекобсона кольца sR. Тогда из 12 с 5Л с^Г
дует, что R{sR)  =  |0) н sTT— К ч Р \  ’ ’
k-niui.Ty П о  — примитивноекольцо. Очевидно, что в зН полином /  (х, х  ) ппч 
нимает нильпотентные значения. Поэтому ’в '’силу 
теорема 1.7J 5/  ̂-  РЛалгебра, а так как У (х Р ) -н ^ ь - ’



иотснтная алгебра, sR удовлетворяет некоторому пб- 
лтюмиалыюму тождеству (.е,,..., х,) =  •', но 
R выполняется обобщенное тождество/ ,  (sa' |,..,sX()—и. 
Следовательно, н в этом случае R имеет ненулевон
цоколь. ,  -

З а м е ч а н и е  2.1. Пусть -  алгебры над Ф н
алгебра R-> коммутативна; sfc — инволюция Ф-алгебры 
R^. Тогда на Ф-алгебре R^iS'^R,. можно следующим 
образом определить действие ; если r =
( /?, ®ф/?,, где r'iC-R^; n{:R<,  то г* =  V (г',)* ® г,-. При
чем если Ri, Ri являются свободными Ф-модулями, 
то 5 (/^,®ф/?-) =  5(/^,)® ф̂ -. н K(Ri®.bR2) = K(Ri)®^bR>.

Л е м м а  2.2. Пусть /? — простая Ф-алгебра, конеч
номерная нал своим центром Z (R); — инволюция
Ф-алгебры R. Тогда если R удовлетворяет условию 
(5о) или (/Сп), а | Ф| =сх; ,  то d\n\z{R)R = n \  причем 
/г <  d eg /  i -1, где d e g / —степень полинома/(x ,,. . . ,x ,) .

Доказательство. Предположим сначала, что ^  — 
инволюция второго рода, а R удовлетворяет, для оп
ределенности, условию (So). Тогда на множестве сим
метрических элементов S (/?) выполняется тождество 
/"(х,,..., х,.) =  0. Так как | Ф1= =», то в силу леммы
1.3/" '(х ,..... =  О является тождеством в R. Тогда
из [91 следует, что в /? выполняется тождество/(Xj,...,

Пусть те-Хг) =  О, н поэтому dini^(/o^^

перь >|< — инволюция первого рола и пусть /  (/?) —ал
гебраическое замыкание центра алгебры R. Тогда из за-

R — R ®г(Я) Z (R) =  
причем S {R)=S(R)®>z («>

мечания 2.1 следует, что на 
можно определить действие >f; .
Y(Щ . Далее легко видеть, что Ф-алгебра R удовлетво
ряет условию (So). Из леммы 1.4 следует, что в R содер
жится Ф-подалгебра Л, удовлетворяющая условиям 1)

3) этой леммы. Из за.мечання 1.3, п. б) следует, что А 
есть прямая сумма %-простых колец с инволюцией вто
рого рода, которые очевидным образом удовлетворяют
условию (So). П у с т ь  Л = ^ Ф Л ( ,  где Л ^ - п р о с т ы е

кольца. Рассмотрим здесь два случая:



а) Ai — простое кольцо. Тогда, как было показано 
выше, в А выполняется стандартное тождество .....

. .  1
Хо̂2i) ~  О, где I <  — deg/.

б) Пусть Л /— >(<-простое кольцо, не являющееся 
простым. Тогда Л, =  Л,^0Л/, — прямая сумма простых 
колец и Л*, =  Л,-,. Если а С Л/, то обозначим через а 
образ элемента а при каноническом эпиморфизме: Л,—»

Ai;Ai^^  Ai .̂ Если абЛ/„ то а* б Л;,. Пусть а,, а , .....
а ,б  Л;„ тогда «, +  a t ..... а , +  а ;б 5 (Л ,) .  И очевидно,
что a, =  a/ +  c*i, 1,..., г. Ясно, что мы можем счи
тать полином /(л:,,..., х^) униформным в смысле [4, 
определение 3.8, с. 11].Поэтому для любого натураль
ного числа t имеем / '(а , , . . . ,  а,) = f  {â  А- 
(mod Л,-,). Тогда так как Z"" (a i-f  а^,..., аг +  а^)=0^для
некоторого натурального т = а,), то /'"(а,,...,

(а, +  а],..., = 0. Следовательно, поли-I f  ̂ \ i ■ I - t ■
ном /(л-,,..., х^) является нильзначным в простой Ф- 
алгебре Л;„ тогда из [1, теорема 1.7] следует, что в 
Л,-, выполняется стандартное тождество Sj^x,,..., Х21). 
Но тогда очевидно, что и в Л/ выполняется это же

1стандартное тождество, причем — deg/.

Следовательно, в Ф-алгебре Л выполняется стан
дартное тождество S 2i{x^...., Х21). 110 тотда из замеча
ния 1.3, п. а) и [10] следует, что
< ( d e g /  f 1)'  ̂ В случае когда R удовлетворяет усло
вию (Ко), доказательство аналогично.

Т е о р е м а  2.1. Пусть К — примитивная Ф-алгебра 
с инволюцией >|<, у,цовлетворяющая условию (So) или 
(Ко), а полином [\хи ..., Хг) удовлетворяет условию 
(fi)(s) или (к) сошветствеиио. Тогда если ]Ф| =  оо, то 
R является простой алгеброй, конечномерной над своим 
центром, причем diniz(«)Ks^ (deg/-f-1 )̂ .

Доказательство. 11з леммы 2.1 имеем: R — при.мнтив- 
ная (р-алгебра с цеиулев1.1м цоколем. Тогда из [3, с. 19] 
следует, что либо: 1) R изоморфна От, где D — >]<-инва- 
риантное тело, либо 2) для любого натурального числа 
п в R содержится >[с-иивариантное подкольцо А(п)  
одного из следующих двух типов:



а) A{ n ) ^ Dn ,  где D — >|<-инвариантиое тело;
б) A( n) s i F 2n, где F — >^с-нивариантиое поле.
Из леммы 2.2 следует, что случаи 2) невозможен, 

так как climz(n/1 (гг) (dcg/4-1 для всех п, где 
Z( n ) — центр кольца А(п),  а последнее невозможно. 
Следовательно, R ^ D n ,  т. е. R — простая центральная 
алгебра, конечномерная над свои.м центром, так как 
конечномерность D над Z(R)  следует из теоремы Амнцу- 
ра [8]. Снова, применяя лемму 2.2, получаем dinizw)/? ^  
^  (deg/+l)2.

§ 3
В этом параграфе мы рассмотрим Ф-алгебры R, 

удовлетворяющие одному из следующих условий:
(5i), Для любых S], ..., Sr О S{R)  существует нату-

Sr) такое, что /"(si, ..., Sr) б

kr б K{R)  существует нату- 
kA такое, что / “ (^ь ..., кг) G

ральное число n=n{s\,  
б Z{R).

(Ki). Для любых ki, 
ральное число п — п {к^
(:Z(R).

Всюду ниже будем предполагать, что |Ф |= о о .
Л е м м а  3.1. Пусть R—примитивная Ф-алгебра с ин

волюцией >fc, удовлетворяющая условию (Si) пли (К\), 
а полином f{x^, ..., Ху) является однородным и удогзлетво- 
ряет условию (f\){s) или (к) соответственно. Тогда R— 
примитивная Ф-алгебра с ненулевым цоколем.

Доказательство. Если полином / ( a' i , . . . ,  а , )  принимает 
на S(/?) (соответственно на K(R))  ннльпотептные зна
чения, то утверждение следует из леммы 2.1. Поэтому мы 
можем считать, что Z(R),  а следовательно, и Z+(R) 
отличны от нуля. Локализуя R по 2+(^?)\{0}, мы полу
чим Ф-алгебру R'. Нетрудно видеть, что если М — точный 
неприводимый правый /?-модуль, то Mz-f-(A-)\(o 1 =  
=  Л1 [Z+(/?) \{ 0 } ]" ‘ есть точный не11риволимый правый 

/?'-модуль, следовательно, ^'-примитивная »1»-алгебра. 
На R'  можно определить действие ннволюини >)< сле
дующим образом: {га)* =  г*а, где г б R, «б  \Z+(R) \  
\{ 0 } ] 'б  Далее, заметим, что ненулевые элементы центо.ч 
кольца R'  являются обратимыми, так как Z+{R) [Z Д/?) \  
\ { 0 } ] " ‘ является кольцом инвариантов кольца Z(R'),  
где Z (/? ')— центр R'  относительно автоморфизма вто
рого порядка и dim г-Ь(/?)iz+(«)\|o 11-' Z(R' )  =  2, а, как 
хорошо известно, алгебраическая над полем область це
лостности является полем. И, наконец, очевидно, что R'  
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удовлетворяет условию (Si) (соответственно (Ki)), сле
довательно, R'  удовлетворяет всем условиям леммы. 
Далее, для определенности, будем считать, что R'  удов
летворяет условию (Si). Предположим, что существует 
элемент s f  S(R' )  такой, что s не является ни обрати
мым, нн нильпотентным. И рассмотрим здесь два 
случая.

1. Пусть S не является регулярным, т. е. .т —делитель
нуля. Тогда для любых Si..... Sr (- S{R')  существует на
туральное число п = п  (б’ь ..., Sr) такое, что f"(ssis......
ss,s) в 2(^' ) -  Но /"(ssis, ..., sSrS) =  sas для некоторого 
элемента а f  R'  и sas (: Z{R'),  а так как ненулевые эле
менты из Z{R') обратимы, то sas =  0. Следовательно, 
в >|<-инварнантном кольце sR's полином f(.Xi, ..., лу) при
нимает ннльпотеитные значения на S{sR's) И?. [3, с. 84J 
следует, что в sR's сунтествует >)<-инвариантныГ1 идеал N 
такой, что =  {0} и sR'sifj — примитивное кольцо. Но 
очевидно, что примитивная Ф-алгебра sR's/N — простая 
центральная алгебра, конечномерная над споим центром, 
отсюда следует, что sR's/N содержит единицу ё. Но тогда 
идемпотент ё можно поднять по модулю пильпотентного 
идеала N [2, с. 84]. Следовательно, в sR's существует 
идемпотент е, причем е б S{sR's).  Так как все элементы 
из sR's не являются обратимыми в R', то е отличен от 
единицы R '. Так как е* =  е, то для любых S\. .... s,6 S (R') 
существует n — n(s\, ..., Sr) такое, что f ’'(es\e, ..., es,e) C- 
6 Z(R' ),  HO опять-таки имеем f''(esic, es,.e)=ehe для 
некоторого элемента bf  R', так как нулевые элементы из 
Z{R')  обратимы, а е — делитель нуля, то снова получаем 
f"(es\e, ..., esre)=0. Из [2, с. 77] следует, что если R' 
примитивно, то eR'e тоже примитивно. Следовательно, 
Ф-алгебра eR'e удовлетворяет всем условиям теоремы 
2.1, а отсюда следует, что eR'e—простая центральная 
алгебра, конечномерная над своим центром, следова
тельно, удовлетворяет некоторому тождеству jff(>Ci......
Xt) = 0 ,  но тогда в R' выполняется обобщенное тождество
g{ex\e...... exie) = 0 ,  но тогта этому же обобщенному
тождеству удовлетворяет и R, следовательно, /?--прими- 
тивное кольцо с ненулевым цоколем.

2. Пусть S — регулярный элемент в R'. Если для 
любых Si,..., S^f S(R' ) ,  / "  (ss,s,..., SS(S)=:0 для неко
торого натурального числа « =  /г(з,,..., s,.), то как и 
выше, получим, что R'  — примитивная Ф-алгебра с не-



нулевым цоколем. Поэтому пусть существуют S),..., 
s , ^ S ( R ' )  и натуральное число n = n{s^,..., s^) такие, 
что {ss^s,..., s s ,s )^Z {R ') ,  /«(ss,s,..., ss,s) ^  0. Так 
как любой ненулевой элемент из Z(R' )  обратим, а

{sSiS,..., ss^s) = SCS для некоторого элемента с б /?', 
то получаем, что 5 —обратимый элемент, а это проти
воречит предположению.

Итак, у нас остался случай, когда каждый элемент из 
S(R' )  либо обратим, либо нильпотентен. Но в этом слу
чае из [11, теорема 7] следует, что R'  является кольцом 
одного из следующих типов:

(1) R'  — тело;
(2) R'  — прямая сумма двух тел Z)., D2 п D* =
(3) R'  — алгебра 2X2 — матриц над полем;
(4) R'  — коммутативное кольцо характеристики 2.
В случае (1) в силу [15] R', а следовательно, и R

удовлетворяют полиномиальному тождеству; случай (2) 
исключается, так как R'  примитивно; в случаях (3) и
(4), как и в  (1), получаем, что 7?—Р/-кольцо. Итак, во 
всех случаях 7?-—примитивная Ф-алгебра с ненулевым цо
колем. Лемма доказана.

Л е м м а  3.2. Пусть R — простая центральная алгебра 
размерности над cboi im  центром ZiR),  >)< — инволю
ция R. Пусть Z+(R) не является алгебраическим расши
рением конечного поля. Тогда если R удовлетворяет 
условию (5i) или (7(i), а >]< — инволюция второго рода,
то п ^  — (deg/-4-2).

Доказательство. Пусть е,,..., базис алгебры
'R над Z{R)  с таблицей умножения С/е.• =  V а/уд-е,., да-

лее, пусть xij„ h>c (: Z  (R), i, J,
n \  Пусть P — простое иодполе в Z{R).  Так как Z+(P) 
нс является алгебраическим расширением конечного 
поля, то в случае c h a r P .-=0 имеем 1Р 1^=ос, а если 
c h a r P = : / ;> 0 ,  то в Z (R) существует элемент 7 такой, 
что |P(-]f)| =  oc. Так как — инволюция второго ро
да, то существует 8 (: Z  (R) такой, что о ^  о*. Обозна
чим через Р подполе в Z (R), порожденное над Р  
элементами у, 8, 8*, а,уд, р,д, н коэффици
ентами полинома /  (л:],..., Xf). Тогда F — конечно-по- 
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рожденное расширение ноля ^
;|< — инвариантное подполе в Z{R).  Пус по

п  _________ г , а „ и п о  а п Р М Р И Т Я М И  B i .

под-
гг;|< — инвариан1 нис uuah '̂''*’- “  ̂ _  i

кольцо в R, порожденное элементами г,,  ̂ ~
^ад Очевидно, что / ? „ * -инвариантное ° ^ ц о  в
R причем действует в /?о инвoлloци^  ̂ ялгрб-
пола^ Далее Ro является простой центральной алгеб 
Р^-цад Г ;  =  »■. Следовательно, Л. ^удонле-
творяет всем условиям леммьь Из I ■ „na)^f
дует, что для всех элементов а (- R „  таких ito а е ,
существует фиксированное натуральное '"о ,
ч Г  а - (  /̂ . Поэтому еслив/?о «ьшолняется условие 

ити (/Cl) а у — новая переменная, то в 
^   ̂ \  D (F?  ̂ выполняется тождествосоответственно на" *  -  ннволюция вто-
р{.то рода, т'о’из леммы 1.3 следует, что | / * ( « , .....*,)■
5 ] -тождество в R„ и, следовательно, /  (а:,,.
является центральным полиномом в ^°сда и leявляется ценфя _  центральный полином для
видно, что /  (.'Си -м г̂) V̂ r.T4mn ИЧВССТНО ЧТО
алгебры матриц порядка п. ’ боетогда Г Д х,,..., X,) является тождеством в алгебре
Мадрид порядка я - 1 .  Из 19| следует 
является тождеством в алгебре матриц порядка ^
отсюда имеем 2 (// -  1) <  d e g / и « <  -  (deg/ r  2).

П у с т ь  /?-ал1ебра нал полем L; L < / ' -  расширение 
ноля L. Из замечания 2.1 следует, что 
продолжить на =  примем гакп  ̂ ■
s \ r ) = S { R ) ® lF, K ( R ) = K { R ) ® lF- Пусть t(xu ■ г)
тождество в S (/?) ba\i K(R)-

О п р е д е л е н и е  3.1 |4, с. 14]. Ьу.тем ^  ’
Ях х)  является стабильным тождеством в ^(К) или 
соответственно в K(R),  если f{x„ х̂ ) является тожде
ством в S или соответственно в ) ДЛя
любого расширения F поля F.

Ле мма  3.3. Если !U)i>degf, то Дх„ ^П- с т а  
бальное тождество в S(A; )  и л и  соответстг,енно b K ( R ) .  

Доказательство [4, теорема 3.16, с. 1Ь].
Ле мма  3.4. Пусть / ? - простая центральная алгсо- 

ра с инволюцией размерности над своим
Z(R) Тогда если А! удовлетворяет условию (ii) пли 1 И,
а Z(/?) не является алгебраическим расширением конеч
ного поля, то либо л^ 2, либо n ^ d cgf-ЕЗ.



Доказательство Рстти _нип/̂ гт
то утверждение следует п *  ммы Я 9 'по 
инволюция первого рода ПустГё, I
ры R над Z(R)  и  nvc7i F n f  ■ ’ ~  алгеб-

т* а,- а*- Ч ч* • •’ < порожденное элементами 
полржом'а 1(х[, х ’) ' где » Т - 1' в "

0„рел'е1„'„ т Г а Т “

уществует oCu.ee 1гатуралыюе чис.то /п„ ^  1 такое ’.iti'. 
№)"ид|', выполнено усл'овпс
летворяет то'жде°т^Лр1“ ]; " Г ' 7 т Г
/•■ -  алгебраическое закрыка ,',,с „ о л /1  Р» "'"'Р”гсбру f (^~ D  (g) Р р '  ̂ С. Рассмотрим ал-
леммы 3.3 следует что в то из.
и /С(/7„) выиолн'яе^ся тождество”  ̂ г

усл^в1,,н"Гз^л;Г,̂ 77'̂ ?""следует что >1 естГ, замечания 1.3 б)

н .«  коуц^.д,,о, „ , ,з 'е д е д " ? о З Х '^ ," " ж * ’''“"̂
) . простая центральная алгебра размсиностт

бЗД^сюим иензром с инволюцией второго^да^*

в случае а) из леммы 3.2 следует, что Л <  1  х

^ e ia 1 ? c { t  д ' „ к ^ а ^ с ™ 7 ™ ^ Г
что в Л, вы n„л,,„eтcяS.дT ;;^“e “ iд“ê r̂̂ :̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^

Лр) . при 1ем (degy.p 2). Следовательно, в

кольце Л аыиолняетея'етандартиое тождество 6' (л ,„
■̂2/) =  О, где / ^ — fclep-^-l-P  ̂ Тсур2  ̂ ь /  . -). Тогда из замечания 1.3



I <^21-^ deg /  -f 2. Сле-n. a) и [10] следует, что 
довательно, п <  d e g / 4- 3.
f — примитивная Ф-алгебра
мы * ’ УД̂ ’'^л^™оряющая всем условиям лем-
расшипрТшр'^  ̂ ^  является алгебраическим
е б п ^  Г Г и  ™ ^  является простои ал-

^^(deg /T3)2 центром, и dimz(H,/? <
Доказагельстви. Из леммы 3.1 следует что /?—пои-

ло^гиТнГ” Ф-алгебра с ненулевым цокЬлем. Тогда ана
логично тому, как делалось в доказательстве теоремы
™ - 7 - „ '„Тг” ””' " ' ’ " «■-->' 3.4, п о 7 7 ё м
на т своим^поы'т  ̂ цен тральная алгебра, конечномерная над своим центром, и dim̂ cn))  ̂ ^  (deef+Sl^

Л е м м а  3.5. Пусть /? -  перв^Гчт'ая^Фалгебра удов-
ТогГа^еслТУ'ул°'”^'' ' '^  полиноминальному тождеству, тогда если /? удовлетворяет условию ISA и пи (К \
а центр R не является алгебраическим расширение^ ко- 

1НОГО поля, то Р/-стенснь R не превосходит 2 (deg/+3) 
Доказательство. Пусть /^'-кольцо, полученной 

локализацией по Z-t( /^ ) \{ 0} Т о г л я  v■̂ <̂ ^
при доказательстве замечено

7 7 S  ё и ё Г е т  1!о7щ Р“ ультаи Т | ц “ сл“д™ i!

- ? ^ l ~ ¥ ^ S S r A S = :A ; .
ства осталось о-ме( ^  '̂  ' ц/^'^^Ршения доказатель- 
равны “ чго ЯУ-степенп колец R и R'

цолюнией ^  -  первичная Ф-алгебра с нн-

xTZяeтTя̂ю;̂^̂̂ ^̂̂ ^̂ йли^Х )”' Г п ^ н о Г / ( ' Г "

степень R не превосходит 2 (deg / 4-3). ^
чая^го^пГ^'^'’^ '̂^"' доказательство для слу-!ая, когда R удовлетворяет условию \ i it \



ннльзначным на 5 (У?). Тогда если S{R)  не содержит 
нильпотентных элементов, то (лГ), Хг) является тож
деством в S{R),  где jVo — число из условия (M(s) ,  и по 
теореме Амицуоа [8] R является Р/-алгеброи но тогда 
в силу леммы 3.5 имеем Р/-степень Р 2 (deg /+ 3). 
Поэтому предположим, что в S(R)  существует элемент 
S =5̂  О такой, что Ф 0. Пусть oi, ..., cir f  R- Так как 
sai + aiS(:S{R),  г, то существует натураль
ное число т такое, что f"‘ { s U f a^s,..., sa^-Т a,s) =  0, 
следовательно, 0 = / " ' (sOi +  sar +  d^s)s. По то
гда / ' ” (5а, +  a^s,..., sa, a*s) s =  ( / ,  г /2 +  /з)'"^ =/™f- 
где / , ,  f i ,  f z  определены так же, как в лемме 2.1. 
Следовательно, имеем /[" ' (5а,,..., sa^) = 0 и / (д , , . . . ,  
д:,) принимает нильпотентные значения в правом иде
але sR. Обозначим I {sR) ■= {а 6 R I =  0} --левый 
анулятор правого идеала sR. Тогда из [4, с. 38] сле
дует, что М  =  sR р  I (sR) — идеал в sR и sR М пер
вичное кольцо. Докажем, что sR М является первич
ным кольцом без ненулевых правых ниль-идеалов. 
Предположим противное, т. е. пусть У—отличньш от ну
ля правый ниль-идеал в sR М и пусть У прообраз иде
ала У в sR.  Тогда У —правый ниль-идеал в sR,  так 
как если /6  У, то i"C:M для некоторого натурального 
п =  n{i),  но очевидно, что М* = {0}. Рассмотрим JsR 
правый идеал в Р, а так как У— правый ниль-идеал 
в sR то J s R d J  и, следовательно, ysP—правый ниль- 
идеал в Р. Но по условию R не содержит ненулевых 
правых ниль-идеалов, поэтому JsR — {0}, а так как Р — 
первичная алгебра, то Js =  {0}. Далее, в силу того, 
что y c s P  и У5 =  (0}, имеем У̂ =  {0}. Следовательно, 
У является нильпотентным правым идеалом в sP, от
сюда следует, _что У С  так как 5Р ТИ -  первичное 
кольцо, т. е. У =  {0}, и мы привели к противоречию 
поедположение о том, что в sR М  существует нену
левой правый ниль-идеал. Далее очевидно, что поли
ном /(.х,,..., Хг) принимает нильпотентные значения в 
sP Л4, но тогда по [13, лемма 6] sR M является Р/- 
алгеброй, а так как М пильпотентен, то sP - Р/-ал- 
гебра. Следовательно, в sR выполняется некоторое 
полиномиальное тождество g(x ,,.. . ,  .v,) =0, но тогда^ 
р  выполняется обобщенное тождество g(sx,,..., 5Х,) — 
=  0. Итак, Р — первичная Ф-алгебра с инволюцией



удовлетворяющая обобщенному тождеству. Из [3, с. 96] 
следует, что либо R является Р/-алгеброй, либо 
для любого целого положительного п R  содержит >1= - 
инвариантную подалгебру которая является пер
вичной Р/-алгеброй и Р/-степень п. Но из лем
мы 3.5 следует, что второй случай невозможен, сле
довательно, R  является Р/-алгеброй и в силу леммы 
3.5 Р/-степень /? <  2 ( d e g / - f  3). Итак, случай, когда 
/(д:,,..., Хг) является нильзначным на S{R) ,  нами пол
ностью рассмотрен.

Поэтому пусть существуют Sj...... 5,-6 S(R)  и нату
ральное т такие, что 0=r'~f"‘(S[, .... s,) (• Z(R),  следова 
тельно, в этом случае Z{R) ^{0}. Пусть R'—(1>-алгебра, 
полученная из R локализацией по Z+R\{0). Ранее было 
замечено, что центр Z(R') алгебры R'  является полем. 
Пусть / — идеал в R'\ /* — образ / при действии инволю
ции >1<, предположим, что / ф  {0}. Тогда очевидно, что 
I* ф  {0}, а так как R'  — первичная алгебра, то — инва
риантный идеал ](]1*Ф{0}.  Далее, If \ I* является пер
вичной Ф-алгеброй без ненулевых правы.х ниль-пдеалоп. 
Рассмотрим два случая:

1. Пусть l f \ / *f \Z(R' )  =  {0}. Тогда /(-У|, л>) явля
ется нильзначным на S(I f \ I*)  и по .^оказанному выше 
/Г)/* является Р/-алгеброй. Но, как хорошо известно, 
если в первичной алгебре двусторонний идеал является 
Р/-алгеброй, то и вся алгебра является PI. Тогда имеем 
Р/-степень R, равную Р/-степенн R', а последняя в силу 
леммы 3.5 не превосходит 2 (deg f+3).

2. Пусть I Р[ I* f\ Z(R') =7̂ (0} для любого идеала I. 
Тогда, так как Z{R') — поле, 1 (]1* =  R', следовательно, 
I =  R'. Отсюда следует, что R'  — простая алгебра с не
нулевым центром, следовательно, R'  — примитивная ал
гебра. В этом случае утверждение теоремы следует из 
теоремы 3.1.
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 
БЕЗ КРУЧЕНИЯ КОНЕЧНОГО РАНГА

Т. М. ФЛЕШЕР

Пусть G — абелева группа без кручения конечного 
ранга; .4— ее подгруппа; Aut G — группа всех ее авто
морфизмов. Подгруппу Г (Л) группы Aut G назовем 
Л-тождественнои, если она состоит из всех таких авто
морфизмов а группы G, что а{а)— а для всех а ^ А. 
Подгруппу С группы G назовем Г(Л) -максимальной, 
если она состоит из всех тех элементов с группы G, для 
которых а ( с ) = с  при любом а t  Г(Л).

Заметим, что для каждой подгруппы Л группы G 
существует Л-тождественная подгруппа Г (Л), состоя
щая, может быть, из одного лишь тождественного авто
морфизма е, и Г (А)-максимальная подгруппа, возмож
но, совпадающая с самой группой G. Если из контекста 
будет ясно о какой подгруппе идет речь, то вместо 
«Г(Л)-максимальная подгруппа» будем говорить 
«Г-максимальная». Очевидно, что нулевая подгруппа 
и са.ма группа G являются Г-максимальнымн подгруппа
ми, первая— относительно Г(0)=А и1 G, вторая —отно
сительно r (G)  =  < [£ > . Кроме того, для любого авто
морфизма ф 6 Aut G подгруппа А =  Кег(ф—е) будет 
Г (Л)-максимальной подгруппой. Действительно, предпо
ложим, что л — не Г(Л)-макснмальна. Тогда существует 
подгруппа C > Л ( G ^ G ) ,  которая Г(Л)-максимальна. Но 
для любого X (: G \  Л имеем (р{х) ^ х ,  так как в против
ном случае л: (- Кег(ф-е). С другой стороны, ф Г(Л), 
10 есть ф(л;) =х: для любого х (■ С. Таким образом, 
С = А  — Г(Л)-максимальная подгруппа.

Введем следующие понятия и обозначения. Пусть -S 
и Т — сервантные вполне характеристические подгруппы



группы G\ — подгруппы, причем T<.S. Следуя [1], 
будем говорить, что S — минимальная по модулю J 
/;/|-подгруппа в G, если для любой / /̂/-подгруппы R в О, 
такой чтЬ будет R =  T нлн R =  S. Положим
теперь Ро=0, Pi =  Soc G, 1 де Soc G -  псевдоцоколь 
группы G [2], то есть сервантная подгруппа группы G, 
порожденная всеми ее минимальными р/(-подгруппамн. 
Пусть подгруппы Як определены для всех к</ .  Тогда 
Р(_сервантная подгруппа группы G, порожденная всеми 
ее минимальными но модулю Pt-i pfi-подгруппами. Так 
как G имеет конечный ранг, то G =  P,i для некоторого 
целого числа м>0. Г1оследовательность P o < P i<  ••• 
... < P „  =  G назовем последовательностью обобщенных 
псевдоцоколей группы G.

Группу G, у которой обобщенные псевдоцоколн 
и только они являются Г-максимальнымн подгруппами, 
назовем f/js-грушюй. Другими словами, G—/рь’-группа, 
если для любой подгруппы А группы G I (А) макси
мальная подгруппа совпадает с некоторым обобщенным 
псевдоцоколем группы.

В работе будем пользоваться понятиями теории ква- 
зиразложеннй. Группу G назовем квазивложеннои в груп
пу H(G^H),  если п С < // для некоторого целшо п. 
Группа G квазиравна H{ G^H) ,  если G<G и n^G-  
Группа G квазинзоморфна группе /7 (G ~  W), если nG 
для некоторого целого п изоморфна подгруппе конечно
го индекса группы Н. Группа G называется квазнразло- 
жнмой в прямую сумму своих подгрупп .4 и В, если под
группа Л©В квазиравна группе G. Подгруппы .4 н Ь 
называются квазислагаемыми группы G. В противном 
случае группа G называется сильно неразложимой. 
Пусть G — группа; D — ее делимая оболочка. Эндомор
физм ф группы D называется квазиэндоморфнзмом груп
пы G, если n<fG^G для некоторого целою п. Множество 
всех квазиэндоморфизмов группы G образует кольцо 
£(G).  Обратимые элементы этого кольца называются 
квазиавтоморфнзмами группы G и ооразуют ipyiiny 
Aut G всех квазиавтоморфизмов группы G.

Следуя [3, 4], обозначим через r(G) ранг группы G; 
£(С)_кольцо всех ее эндоморфизмов; ,V(£(G))—ниль
радикал кольца эндоморфизмов. Если некоторое
множество элементов группы G, то <СМ>» сервант- 
кая ее подгруппа, порожденная множеством Авто-



морфизм ф группы G назовем регулярным, если из
вестно, что ф (^ )= й  is  <■ влечет g =  0, а группу, 
каждый автоморфизм которой регулярен,— регулярно 
полной. Такие группы изучались в [5].

В настоящей работе дано описание сильно неразло
жимых fps-rpynn (теорема 5). Показана связь обоб
щенных псевдоцоколей сильно неразложимых fps-rpynn 
с ядрами их нильпотснтных эндоморфизмов (теорема 3). 
Приведены примеры сильно неразложимых и квазираз- 
ложимых fps-rpynn (предложения 8,9, И).

П р е д л о ж е н и е  1. Сильно неразложимая группа 
G, совпадающая со своим псевдоцоколем, является 
fps-группой.

Доказательство. В [5, теорема 2.2] показано, что 
всякая сильно неразложимая группа конечного ранга, 
совпадающая со своим псевдоцоколем, регулярно полна, 
то есть ф (ё̂ ) ^  S Д-зв любы.х е ц> ^  Aut G и g 6 G. 
Следовательно, единственными Г-макснмальными под
группами группы G будут Ро=9 и Pi =  Soc G =  G, 
а G—fps-rpynna по определению.

Рассмотрим далее группы, не совпадающие со 
своими псевдоцоколями. Напомним [2], что если G =  P„ 
сильно неразложима, то всякий ее эндоморфизм явля
ется либо мономорфизмом, а значит, квазпавтоморфнз- 
мом, либо нильпотентным эндоморфизмом. Из [1, след
ствие 1.10] следует, что в этом случае N{E{G}) =  
=  Ann (Soc G) =  < ф  6P(G) jKer ф 0 > .  Гак как 
е-фф 6 Aut G, то из предыдущих рассуждений следует, 
что Кегф—- Г-максимальная подгруппа. Вели теперь 
G — сильно неразложимая fps-rpynna, то всякая ее 
Г-максимальная подгруппа совпадает с некоторым 
обобщенным псевдоцоколем группы. Таким образо.м, 
получаем

П р е д л о ж е н и е  2. П^сть G — сильно неразложи
мая fps-rpynna. Тогда ядро любого се эндоморфизма 
совпадает с некоторым обобщенным пссв.чоцоколем Р,.

Возникает вопрос, всякий ли обобщенный псевдоцо
коль сильно неразложимой fps-группы реализуется как 
ядро некоторого нильпотептного эндоморфизма? Пока
жем, что это действительно так.

Т е о р е м а  3. Для сильно неразложимой fps-группы 
G каждый обобщенный псевдоцоколь Pi является ядром 
некоторого ее нильпотентного эндоморфизма.



Доказательство. Прежде всего покажем, что для 
группы О существует такой эндоморфизм ч? f N (Н(П)') 
что Кег9 =  5осО. Пусть х^_Р^\Р,.  Из [2J следует, что 
существует такой эндоморфизм 4f(-E{G) что со (л:) =

Действительно,
если N {Е{и)), то ® — квазиавтоморфизм. Следова
тельно, существует „ ^~Да) = х. Для не
которого целого п имеем Д(0 ) и пч>-Ча) = л \-
что невозможно, так как Soc G -  рП-подгруппа груп
пы о. Теперь имеем S ocG <  Кегср ( 1, следствие 1.10 . 
Очевидно, Кегср, а значит, по определению fos- 
группы Яз не содержится в Кегср н Кегср SocG.

с найденного эндоморфизма
(p6 7V(f(G)) с Ker(p =  SocG выполнено следующее условие: ,7 J'

( * )  (уд: е P i \P i - i )= >  (9 (X) (: Л - . \ А _ 2 ) ,  /  =  2,..., п. 
Для любого xf■PД\P^ имеем 9 (дс)бА [1, теорема 1.131 
и <р(дс)^0 по условию. Пусть условие справед-
.тиво для всех г <  /с и существует такой элемент л: б 
( : P . \ P s - u  что 1). Тогда Ф'(х) =
— о, но для любого у 6 Pk_ i\P,£_2, в силу индуктивного 
предположения, срДу) о, что противоречит опреде-

очевидно, что для да^ого 
<fe^(E{G))  с Kera =  SocG имеем Кег®' =  Р, для любого I =  1,..., П. . ,

Л е м м а  4. Пусть G —сильно неразложимая груп
па; 3 и 7 -  такие ее pfi-подгруппы, что S -  мини- 

по модулю ТрП-подгруппа группы G. Тогда 
г (.Ь// )  — г (Л), где Л —любая минимальная рП-под- 
группа группы G. к ^

Доказательство. Отметим сначала, что ранг всех 
минимальных pfi-подгрупп сильно неразложимой груп
пы одинаков. Это легко следует из 11, лемма 1 111

Предположим сначала, что г (5/Т) <  г (Л). Пусть 
«1,..., — максимальная линейно-независимая система
элементов из Л; 5, =  5, +  Г,..., =  s , +  Г -  максималь-
ная линеино-независимая система элементов из 

У   ̂ ■̂  )̂* p^^бвиднo 5,,..., 5̂  _  линейно независимы в 
G. В силу 11, лемма 1.11] существует такой эндомор
физм ? ieP (G ), что ср,(а,) =  к,а,. Если ®,(s,) и s, лн-

находим такой эндоморфизм 
?2 6 (G), что ®2 (<̂ i) — н т. д. Так как  ̂ < г, то



через конечное число шагов будем иметь /;;cp (̂s,) =
чисел т, т.— ^/я,ср,-(s,) для некоторых целых 

rnt-i. По cfi линейно независимы и G.
Следовательно, Si 6 К е г  (т э ,  — v  но Soc G не

содержится в Кег — V/и^ср,). что невозможно в
(-1

силу [вследствие 1. 10].
Пусть теперь r{S  T ) > r { A ) .  Рассуждая аналогич-

г — 1
но предыдущему, получим, что — '^m iV i) s .^S \T

(=1 '
г - 1  г - 1

а а, б Кег (/дэ,. — 2  /д,ср,), то есть Vm,®,-67V(£'(G))
[1, следствие 1.10]. Это противоречит [1, лемма 1.12]. 
Таким образом, r{SjT) — r{A).

Рассмотрим теперь строение сильно неразложимых 
fps-rpynn.

Т е о р е м а  5. Пусть G — — сильно неразложимая
fps-rpynna. Тогда G = < ^ i , . . . ,  Л^.>*, где г — целое 
число, каждая Л; — рП-подгруппа группы G; Л/П^;~-= 
==0 ( / ^ / ) ,  и все Ai одновременно удовлетворяют од
ному из следующих условий:

1. Л/П^у — минимальная по модулю Л гП Л -i рО-
подгруппа группы G, ] =  1,..., п, i =  1..... г;

2. Существует такое 1< k < « ,  что Л/ПЯ^(1< х < к )  
удовлетворяет условию 1) и Л/Р|Ял_у сервантно поро
ждается Р попарно непересекающимися минимальны
ми по модулю Л,ПЯл-у-1 pfi-подгруппами группы G, 
у =  0, 1,..., п — к — \,  ̂— целое число.

Доказательство. Пусть л:б произвольный
элемент и <̂ <c_N{E(G))—такой эндоморфизм, что Кег tp — 
=  SocG. Вейлу условия (*  ) имеем у =  ср«-2 (х) б Я^ХЯ,. 
1огда ^(зОбЯ, и (у) ^  0. Рассмотрим подгруппу С,=  
=  <  (у) / абЯ (G) Очевидно, С, — pfi-подгруппа
группы G. Покажем, что С, — минимальная pfi-подгуп- 
па группы G. Предположим противное, существует 
рП-подгруппа S < C , .  Пусть у, а,ср (у) б 5; z = а/-р(у)б 
б С , \ 5 .  Так как z ,  у; о, то а , ,  «о —  мономорфизмы, а 
значит, квазиавтоморфизмы [2, теорема 4.1], Тогда су
ществует ар'б£^(С) и map’ 6 £'(G) для некоторого це
лого т. Имеем (у,) =  Яо/на^’а,® (у) /да, ср (у) =
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mziS,  что противоречит вполне характеристичности 
подгруппы Л'. '1'аким образом, С, — минимальная pfi-под- 
группа труппы G. Пусть л,,..., а„, — максимальная ли 
нейпо-пезавнсимая система элементов группы С, и а,,..., 

такие мономорфизмы, что а, (а,) ^  
а„,_1 а„, [ 1, лемма Расмотрим элементы
а, ( у ) --- У2---. ^т-\{у)-- Ут- Аналогично доказательству 
леммы 4 можно показать, что у. У-,,----, Ут линейно неза
висимы. Строим подгруппу С<‘> = < С , ,  у,..., у^„>*. Если 
теперь 2 tp"--'(дс) и г. =  а, (г),..., г„, =  а„,_, (г), то стро
им подгруппу Ср> =  г,. . . ,2,„>*.И такдалее,А ,---
=  С*,"* =  <  X,  {х) >  Возможны
два случая; 1) для любого фб .'V(£'(G)) имеем ф(ср'‘(х))б 
6-4,; 2) существует ф (• (G)) такой, что Ф(?' (̂л:))
для некоторого целого к.

С л у ч а й  1. Вернемся к подгруппе С'**. Для каж
дого ф( Л'(Д(С)) имеем ф^/(у) - - ф (y,+i) б С\, так как 
фа̂  б .V(£’(G)), и по условию фа, (у)бС, .  '1'еперь легко 
видеть, что — pfi-подгруппа группы G. Более то
го, С<Д — минимальная по модулю С, pfi-подгруппа 
группы (J, так как г (Ср> С,) ---г (С,) (лемма 4). Ана
логично имеем C f ) - - минимальную по модулю С<Д 
pfi-подгруппу группы G. И так далее, С'"> — минималь
ная по модулю pfi-подгруппа группы G. То есть
для подгруппы Л, выполнено условие 1 теоремы.

Легко видеть, что если G —fps-rpynna и g',, —
такие элементы, что w/gi — /g-, ф. Soc G ни для каких 
целых чисел /«, /, то c?(gi) п «(g-) линейно незави
симы. Следовательно, Im (ср Л,) имеет тот же ранг, что 
и подгруппа .

Пусть, далее, :>Ci причем x^- \ -a^Al  для лю
бого а б Soc G. Если такого х ( Р ^ Р п - \  не существует, то 
ищем х̂ { Р п - \ \Р п -  ’, удовлетворяющий тому же условию. 
Если такого х, не найдется, то G- Ai и теорема доказана. 
Предположим, что 9 (д:,)бЛ,. В силу [1, лемма 1.12) 
ср (х,) б А*„_1П А, - - .  Тогда из предыдущего заме
чания следует, что для некоторого целого числа от 
имеем /иср (х,) б 1и1 (<р Л|). То есть от? (a'i ) -- tp (6), где 
/?(-Л|. Очевидно, Ь и .г, линейно независимы. Полу
чим противоречие с предыдущим замечанием. Анало
гично показывается, что о'‘ ( х , ) ^ Л ,  для всех к 
п — 1 и а?'*'(Х|) ^  Л, для всех a(-E{G).



Обозначим через «/i =  (âi) G Я \ Л -  Строим ми
нимальную pfi-нодгрунпу С, = -<  аср (у,)/а G А'(G) >  *. 
Очевидно, 0 , 1^02 =  0. Предположим, что для некото
рого 'Н '^ ( ^ ( С ) )  имеем «iCVi) Так как ф(у)бС, ,
то существует а б £ ( С)  такой, что «'р(у) =  «ф(у), но 

(уО + (у\)- То есть (яср — K 'j) у =  О, но (аср — 
— кф) у, =5̂  О, что противоречит определению fps-rpyn- 
пы. Таким образом, для любого i^(:N{E{G)) имеем 
Ф(У1)б С 2. Теперь аналогично предыдущему строим 
подгруппу ^2 =  C<,">. В силу конечности ранга груп
пы G имеем С =  </4,,..., каждая подгруппа Л/
удовлетворяет условию 1 теоремы.

С л у ч а й  2. Пусть сначала существует такой (fjG 
(•N{E[G)),  ч т о  'Р2('Р''“Ч ас)) =  с?2(у) ^  с ,. Строим под
группу С2 =  <  а<р2 (у) |а 6 A’(G) >  *. Имеем Cj — мини
мальная pfi-подгруппа группы G и С, ПС2 =  0. Про
должая аналогичные рассуждения, получаем, что су
ществует t эндоморфизмов ® =  ®1, tpo.---. и
t минимальных pfi-подгрупп С, таких, что ?/(у) G Q. При
чем для каждого нильпотентного эндоморфизма Ф с
ядром SocG имеем щф =  ^а,®,-, где а,..... а, — моно
морфизмы, а щ — некоторое целое число. Рассмотрим 
минимальную по модулю Si =  <C ,,. . . ,  С, >*  pfi-под- 
группу /#, группы G. Из леммы 4 следует, что 
г (/?, S|) =  г (С,). Покажем, что 5, — единственная ми
нимальная по модулю S, pfi-подгруппа. Предположим 
противное. Пусть Л - - минимальная по модулю S^ pfi- 
подгруппа группы G и Btf]D =  St. Тогда существует
2 (-Л \ 5 ,  и такой fib N(E  {G)), что f] (z) =  Ус/ (Ci ь Ci).

/'-1
Для каждого г =  1,..., / имеем (г/) =  для не
которых мономорфизмов ОС/ и некоторых целых чисел 
т/. Рассмотрим эти равенства в кольце £(G). Тогда

’ 1 /  ̂ 1 — “/?/(*/). Отсюда V —
/И/ [fTi mi

— 4i'0iQE{G) и Ci =
nii

t
=  "f (У) =  Так1=1

-■?/ У =

КПК для некоторого целого т

имеем ОТ7 G £  (Gi), то т т ( у ) = щ У о б О .  Если теперь
1-1

4 (у) =
ле.мма

я, то в силу 
2.21 имеем т

изоморфизма 1п1-1) и Im (/«7) [3, 
Y (г) =  та. Следовательно, [w® —



— mi] {у f  z) = О, что противоречит опрсдслеппю [рз- 
группы. Таким образом, 5, -- единственная минималь
ная по модулю 5, pfi-подгруипа группы G.

Рассмотрим элемент г = Рз\Рг-  Имеем
pZi,. Если то существует aQE{G) такой,
что acp(z)= кср2( г ) [ 1, лемма 1.11]. Тогда (аср —/ccp.2)z =  
= О, но (аср — керз) (у) Ф 0. Это противоречит тому, что 
G — fps-группа. Следовательно, 92 (2) Проведя для 
«•2 (г) рассуждения, аналогичные предыдущим, полу
чим, что ср2(г)(-/^2. где /̂ 2 ~  минимальная по модулю 
52= < С ’;,..., pfi-подгруппа группы G; =
= 0; с;,.... С /— минимальные рП-подгруппы группы 
G, причем (p, (cp,(2) ) eCi ( i  =  1,..., О-Строим далее под
группы Лз,..., для элементов 'р>з(г),..., tp((2). Мини
мальная по модулю 5о= < В ,,. . . ,  B^'>i. рН-подгруппа 
группы G является единственной. Продолжая подоб
ные рассуждения, получаем, что G удовлетворяет ус
ловию 2 теоремы. Если же / г>1,  то доказательство 
ведем сначала аналогично случаю 1, затем—случаю 2.

С л е д с т в и е  6. Пусть G = = <  Л,,..., А^'> —
сильно неразложимая fps-rpynna, причем Л,-f|^m 
П ^ т +1 для всех i = 1,..., s; т = \ , . . . , п  — 1. Для того 
чтобы G удовлетворяла условию 2) теоремы, необхо
димо выполнение следующего условия:

(>]<^) последовательность рангов г {P„ P„-i) 
г {Pj Pk-\) образует геометрическую прогрессию для не
которого /С>-1 и г (ЯДЯк_1) =  Г (Pk- i/ ^ k- 2) =  ... =  T(Pi).

Доказательство. Если группа G не удовлетворяет ус
ловию (^>|<) то в силу леммы 4 и доказательства пункта 
2 теоремы 5 для некоторой р/Сподгруппы Л,- имеем; Л,П ,̂; 
порождается s минимальными но модулю Л(ПЯ;-1 
p/i-подгруппами группы G и Если же для не
которого к ' < к  имеем г(Р k-IPic ) Ф  г(Р,./Рк i), то из 
доказательства пункта 1 теоремы 5 следует, что Рк 
удовлетворяет условию 1 теоремы 5.

Непосредственно из доказательства теоремы 5 выте
кает

С л е д с т в и е  7. Пусть G — сильно неразложимая 
/ps-группа.

1. Если G удовлетворяет условию 1 теоремы 5, то для 
любых таких г]), ф (г N(E{G)),  что Кетф =  Кет ф, имеем 
<  /шф >  * =  <  /пгф > ».



2. Если G удовлетворяет условию 2 теоремы 5 и к =  I, 
то существуют t нильпотентных эндоморфизмов с ядра
ми, равными Soc G, образы которых попарно не пересе
каются.

Приведем теперь примеры /ps-rpyim.
П р е д л о ж е н и е  8. Существуют квазиразложимые

Пусть Д -  группа без кручения
ранга 1 и типа с характеристикой х — (U,
В — группа без кручения ранга 1 и типа х с характе
ристикой / '  =  ( 1, 1,.... I , - ) .  Пусть 
менты нулевой 3-высоты; х =  3-
х > .  Очевидно, Gx A q B, так как З С < Л © 5 .  Пока 
жем что В сервантиа в G. Для этого достаточно по- 
казять, что если то всех g'G •
ствительно, g '= a - i-b  +  KX, где Ь£В  и к не
которое целое число. Тогда 3g =  За +  ЗЬ к {а +  о). 
Так как 3gC-5, то З а -f ка =  О, а так как а имеет ну
левую 3-высоту, то к =  3я-'. То есть 3ĝ =  3ft +  3/c'& 
и g = Ь + к'Ь(^В. Теперь вполне характеристичность 
подгруппы В очевидна. Таким обрамм. В -  минималь
ная pfi-подгруппа группы G и 5  <  Soc О. Если Д <  
<SocO , то, так как r ( G ) = 2 ,  получим G =  SocG. По 
G имеет нильпотентный эндоморфизм действующий 
следующим образом: ср (В) = О, ср (а) =  ЗЬ. Это нево^ 
можно в силу [1, теорема 1.4]. Следовательно, 
r=SocG Тогда в силу [2, теорема 7.1] кольцо £(G), 
а значит, и Е {G) состоит из 2 X 2 треугольных мат
риц. Так как единственными автоморфизмами групп 
А и В являются ± £, то всякий автоморфизм группы

G имеет вид  ̂^  ^  j  ср б УУ(Е (G)).

Покажем, что для любого cp6 A^(£'(G)) имеем 
Кег9 =  /У или Kercp =  G. Действительно, если й - / î, 
ToG =  Po и ср;Я2->Д, ]1, лемма 1.12]. То есть
Кегср>А-  Легко видеть, что если Кегер то
Kercp =  G. Таким образом, каждый автоморфизм имеет 
вид ± е -Ь 'р, где ? б ^V(/:'(G)) и Кег ср =  Й либо Кег ? =  
=  (] Jo  есть всякая Г-максимальпая иодгрупиа имеет 
ид Кег ср для некоторого ч (: А/ {Е {G)). Следовательно,



единственными Г-максимальными подгруппами являют
ся 5  =  Я, и G = Р. .̂ По определению О — fps-rpynna.

П р е д л о ж е н и е  9. Существуют сильно неразло
жимые fps-группы.

Доказательство. Пусть /, =  /2 =
=  9л.•••} — бесконечные непересекающнеся мно
жества простых чисел, причем для всех риД^  имеем 
Я; =  1тос14. Пусть А и В — группы ранга 1 и типа х. 
такого, что fttj.(a) = hq^{b) = I {а А, Ь В) для всех
9 /С ^2- На всех остальных местах в характеристике 
типа X, стоят нули. Пусть далее С = <Л , В, рТ^ {a-\-Kib), 
Y P i ^ ‘ t'>, где К /=  — 1 mod/7<; D — группа из [4, с. 
319, пример 1]. То есть D = C a ,  р, ( аАг,р) ,  

где а и р — элементы нулевого типа. Те- 
пер^строим группу G = < C ,  D, дТ' (а +  дтД), д~̂  (г^+
+  9i 6), \ fgi(:J2 >.  Группы С и D сильно неразложи
мы и имеют группы автоморфизмов, изоморфные Z (4) 
Покажем теперь, что С сервантна‘в G. Пусть х ^ С ,  
но т х  t С для некоторого целого т. Тогда х  = с А 'd -\- 
-f ZKiXi  ̂-f  I s ,у,., где с б С, of б D, xi =  9Г‘ (а + ду'а), 
yt = 4i (Р Ь 9/ Ь), Ki, 5,-— некоторые целые числа. От
сюда fnx = т с -г md Д  m'^KjXj Д  mLcjyj^C. Перейдем 
к делимой оболочке группы G. Имеем т'' = т{с -\- 
+  '̂<̂ /9/ ’а  +  ^Sjgj'b) +  т {d 4- Eл:y97^a+Es^.^7 f̂i) б С. Зна-
г r i’ +  “ •̂ 9̂7̂ P =  0. Или I.Kjgj'^a -f Is.-97 p̂ f
б/-». _^Следовательно, Kj : д̂ , Sj \ gj. Таким образом,

Q ,t ^ ^ Sk;97‘« +  ^Sjgy^b 6 C. Из
[4, c. oiy, пример 1] следует, что подгруппа С имеет 
автоморфизм (р порядка 4, действующий следующим 
образом- ф (а) — ~  Ь, (р (Ь) = а. В свою очередь под
группа I) имеет автоморфизм ф, действущпй следую
щим образом: ф(а) =  — ф(^) —а. Покажем, что су
ществует автоморфизм (i б Auto такой, что |х С =  р, 
[j.//Jj= ф. Отображение ;х корректно, так как р (9“ ' (а +  
+  9,_а)) = а 1̂̂ (9Г‘ (Р+97'б)) =  (9; ' («+ 
+  9» о). 1о, что р. — эндоморфизм, проверяется непо
средственно. Нетрудно показать, что С вполне харак
теристична в О. Покажем, что С — минимальная pfi- 
подгруппа группы О. Предположим противное — су
ществует С <  С, которая является минимальной pfi-



подгруппой группы о. Так как г (С) — 2, то г(С ) — 1 
н С ' = < ка + mb > для некоторых целых чисел к 
и т Имеем \х (к а -\-шЬ) = — к Ь tnai^ C . Отсюда 
к {ка +  mb) \ т { - к Ь  т та) = +  т' )̂ а G С', Анало
гично имеем (к'" — т^)й(-С' ,  что невозможно. Следо
вательно, С — минимальная pfi-подгруппа группь^С.
Заметим, что OjC^-C,  так как hp{a-\~C) — lII, Р Г /2
Следовательно, существует эндоморфизм ■j'(-£ (̂G) 
с ядром С. Легко видеть, что ~{<cN(E{G)), так как 
f2 =  0. Таким образом, C = S oc(j  [1, предложение 1,2]. 
Аналогично доказательству того, что С — минимальная 
pfi-подгрупна группы G, можно показать, что О 
минимальная по модулю С pfi-подгруппа, то есть 
G = Р ..  Если теперь ф — произвольный нильпотентный 
эндоморфизм и Кег <'j = F, то F С. Если F С, то 
GjF G:CjF С. Очевидно, G F F' <  С, FjC ~  <  С
и G;C — C. Отсюда следует, что С имеет эндоморфизм 
с ненулевым ядром, что невозможно, так как С силь
но неразложима. Таким образом, ядра всех нильпо- 
теитных эндоморс])нзмов равны С либо G.

Покажем теперь, что G сильно неразложима. Нам 
понадобится аналог леммы 9.3 [3], который может быть 
легко проверен. Если А ^ В  ]^С и G — вполне характе
ристическая подгруппа группы А, то G ^ ( G p , P ) 0  
ffi(GnC)- Если G не является сильно неразложимой, 
то G:=:iAl©A^ И (СП^?)С '''ак как С силь
но неразожима, то С ^  М либо С Af. Пусть для 
определенности С < М. Предположим, что это вклю
чение строгое. Так как G ^ P ^ ,  то существует ниль
потентный эндоморфизм AJ(E{G)) такой, что ■/;; G-*A1. 
Тогда в силу [1, лемма 1.5] отображение ф, действую
щее как нулевое на Л1 и как гт; на А/ для некото
рого целого г является эндоморфизмом группы G. 
Очевидно, ф (;A^(A'(G)), но С ^ К е г ф ,  что противоре
чит предыдущим рассуждениям. Таким образом, С~/И. 
Следовательно, ^  Лф а так как D и сервантны 
в G и имеют один и тот же ранг, то D ^  N. По 
построению G D С — бесконечная периодическая 
группа, тогда как G M ^ N — конечная группа. Сле
довательно, G — сильно неразложима. .А так как 
ядра ее ннлыютептных эндоморфизмов совпадают



с сообщенными псевдоцоколямн, то G — fps-rpynria.
С л е д с т в и е  10. Построенная выше группа удовле

творяет условию 1 теоремы 5.
Доказательство. Легко видеть, что С — минималь

ная pfi-подгруппа группы G. Так как и C=^Soc G,
а также в силу леммы 4 G — минимальная по модулю С 
pfi-подгруппа. ^

П р е д л о ж е н и е  11. Существует сильно неразло
жимая /ps-ipynna, удовлетворяющая условию 2 тео
ремы о.

Доказательство. Пусть 1\, /2—непересекающисся бес
конечные множества просты.х чисел; Л—группа ранга 1, 
в характеристике xi типа которой на местах простых 
чисел из / 1U/2 стоят единицы, на остальных- - нули; 
В — группа ранга 1, в характеристике хг типа которой 
на местах простых чисел из /2 стоят нули, па осталь
ных—единицы. Пусть /3 — бесконечное множество про
стых чисел и/зП/1=/зП /2 =  0 .  Выберем а б Л,Ь (- В 
такие элементы, что х(_«) =  Xt. х(Ь) =  %2- Построим 
группу С =  <  Л, В, Pi ' (а + р Г ' Л), Vpi (i h > .  Ана
логично доказательству предыдущих утверждений мож
но показать, что Л и В — минимальные р11-по,дгруппы 
группы С и С =  Soc С — сильно неразложимая группа. 
Пусть теперь D — группа ранга 1 и нулевого типа; 
rfC-D —элемент с нулевой характеристикой. Обозна
чим через G = < D ,  С, g r ' (d -^qT 'a ) ,  дТ'(с1+дТ'Ь),  

Легко видеть, что G сильно неразложима 
и C' =  SocG, Эндоморфизмы ср, (d) == а, ср, (с) =  0 
и cpj(d) =  e, (р̂, (с) =  о являются искомыми эндомор
физмами.

ЛИТЕРАТУРА

1. К р ы л о в  П, А. Радикалы колец эндо.морфнзмоп абелевых 
групп без 1шучения.— Мат. сб., 1974, т. 95. № 2, с. 214—228.

2. R е i d J. D. On the ring of quasi-endomorphisms of torsion-
~  -Abelian groups. Chicago, 1963, p, 51—68.

3. Ф у к с  Л. Бесконечные абелевы группы .-М ., 1974 т. 1 —335 с. 1 • •
4. Ф у к с  Л. Бесконечные абелевы груп п ы .-М  1977 т 2 — 

416 с.
5. К о ж у X о в С. Ф. Группы автоморфизмов регулярно полных 

абелевых групп без кручения.— Томск. 1977.— 29 с Деп в ВИНИТИ 
1977. № 2790-77.



А. Р. ЧЕХЛОВ

В § 1 данной работы изучаются абелевы группы, 
в которых замкнутые в Z-аднческой топологии сервант- 
ные подгруппы выделяются прямыми слагаемыми (здесь 
такие группы называются CS-группами). Известно, что 
периодически полные и алгебраически компактные груп
пы являются С5-группами. Рассматриваются также 
группы, выделяющиеся прямыми слагаемыми в каждой 
группе, содержащей их в качестве замкнутых сервант- 
ных подгрупп. Показывается, что это в точности алгебра
ически компактные группы.

В § 2 исследуются абелевы группы, в которых сумма 
двух прямых слагаемых снова есть прямое слагаемое (на
зовем такие группы я-группами), и абелевы группы, в ко
торых прямые слагаемые образуют подрешетку в ре
щетке всех подгрупп данной группы (назовем такие 
группы я —а-группамн). Заметим, что задача описания 
групп, в которых пересечение прямых слагаемых снопа 
является прямым слагаемым, сформулирована в [ 1] 
в виде проблемы (проблема 9). Такие группы (назы
ваемые о-группами) изучались в работе [3].

Все рассматриваемые в работе группы — абелевы. 
Терминология и обозначения, если специально не огово
рено, будут соответствовать [ 1, 2].

Через (Оо обозначим счетное кардинальное число.

§ I. Абелевы группы, в которых замкнутые 
в Z-адической топологии сервантные подгруппы 

являются прямыми слагаемыми

Рассмотрим сначала примарные CS-группы.
П р е д л о ж е н и е  1.1. р-группа А является С5-груп- 

пой тогда и только тогда, когда р'‘А есть CS-группа.



Доказательство. Пусть У/ — замкнутая сервантная 
подгруппа группы А. Группы А и Н представим в виде 
A = B ® G  п — где В и В' — р ’'А-\\ высо
кие подгруппы в Л н в /У соответственно такие, что 
В '^ В .  Имеем В =  В'®В", поскольку р"И — замкнутая 
сервантная подгруппа в р'^А, p”A =  p''^G =  p^H®E для не
которых подгрупп В" ^  В и В ^ р ^ А .  Пусть теперь G — 
=  Н'®Е', где p'^H' =  p‘4 i  и р>'Е'=Е (такое разложение 
группы G существует в силу теоремы 2.1 из [4]). Тогда 
А=В"ФЕ'Ф{Н'ФВ')  II (Н'ФВ') [ р ] ^ Н \р ] .  Отсюда 
вытекает, что Н —прямое слагаемое в А [2, с. 12].

Обратно, пусть Н — замкнутая сервантная подгруппа 
группы р"Л и пусть Н' — сервантная подгруппа группы 
А со свойством р^Н'— Н (такая подгруппа И' суще
ствует в силу теоремы 2.2 из [4]). Ясно, что И' — замк
нутая подгруппа группы А. Следовательно, A= H '® G  
для некоторой подгруппы G cz А и, таким образом, 
рпА =H®p'^G.

Напомним, что финальным рангом р-группы А назы
вается минимум кардинальных чисел г(р"Л), п =  1, 2.....

fin г (Л) =  inf г (р".4).
П

Далее, в теореме 1.2 и в предложении 1.3 предпола
гаем справедливой гипотезу континуума.

Т е о р е м а  1.2. Пусть Л — прямая сумма циклических 
р-групп. Л является CS-группой тогда и только тогда, 
когда fin г (Л) ^  U) q.

Доказательство. Из условия вытекает, что если И— 
замкнутая сервантная подгруппа группы Л, то AjH — 
прямая сумма циклических групп [1, с. 179]. Следова
тельно, Н — прямое слагаемое в Л.

Обратно, допустим, что в Л существуют прямые
слагаемые Л; такие, что Ai {p''^)A, | Л; | >Шо

00

II = 1, 2,...). Тогда в Л '=  © Л< существует
замкнутая сервантная подгруппа Н  такая, что Л' ТУ не 
является прямой суммой циклических групп [1, с. 149]. 
Отсюда Л' и, следовательно, Л не являются CS-rpyn- 
иами. Таким образом, fin г (Л) ioq.

Приведем теперь следующий результат, уточняющий 
строение класса иримариых CS-груип.

П р е д л о ж е н и е  1. 3. Пусть Л — CS _в_р-группа, не 
имеющая неограинченных периодически полных пря



мых слагаемых. То/да финальный ранг се базисной ио.д- 
груППЫ ^  U) о.

Доказательство. Если финальный ранг базисной 
подгруппы В группы А несчетен, то в группе В су
ществует сервантная подгруппа Н  такая, что В Н  — 
неограниченная периодически полная группа. Тогда 
А',Н =  ZJ///0 G/// для некоторой подгруппы GIH CZ А/Н. 
Отсюда А =  G0 C и С — такое прямое слагаемое, что 
CsnBIH.  Противоречие. Следовательно, fin г (Л) <  Шд.

Примеры квазиполных групп \2, § 74] показывают, 
что существуют примарные группы со счетной базисной 
подгруппой, не являющиеся С5-грунпами.

Л е м .м а 1.4. Пусть А =  ВФО — прямое ра.зложение 
группы А без элементов бесконечной высоты с проек
циями л и 0 н пусть Н — подгруппа группы А такая, что 
M(]B =  H[\G =  Q. Тогда если лЯ — замкнутая, а ОН — 
сервантная подгруппа в группах S и G соответственно, 
то Я — замкнутая подгруппа в А.

Доказательство. Из условий леммы вытекает, что 
существует изоморфизм ср:лЯ-^0Я такой, что ср(ла) = 0а 
для каждого элемента а О Н. Предположим, что после
довательность а„ 0 Я ( п =  1, 2, ...) сходится к пределу 
а А. Тогда ла„ (п =  1, 2, ...) является последователь
ностью Коши в группе лЯ. В силу замкнутости подгруп
пы лЯ элемент ла (- лЯ. Тогда Оа 0 ОН, так как в про
тивном случае последовательность ф(лаг,) (п =  1, 2, ...) 
не имела бы предела в группе ОН. Таким образом, 
а О Н, г. е. Я — замкнутая подгруппа группы А.

Заметим, что сервантно полная /7-группа А является 
CS-группой тогда и только тогда, когда каждый ее 
замкнутый подцоколь служит носителем прямого сла
гаемого группы А.

Оказывается, что прямая сумма двух CS-/7-rpynn 
не обязана быть С5-групиой.

П р е д л о ж е н и е  1.5. Если .4 — сервантно полная 
С5 -/7-группа, не имеющая счетных неограниченных пря
мых слагаемых, а С -- -неограниченная прямая сумма 
циклических р-групп, то Л 0С  не является C.S-группой.

Доказательство. Заметим, что G =  /4©C — сервантно 
полная группа [2, с. 48]. Пусть теперь 5 — замкнутый 
нодцоколь группы G, и пусть 5П Л = 5П С = 0 и |С|== 
=  (1)0. Тогда |S | ^ ( 1)0. Предположим, что .S служит 
носителем прямого слагаемого Я группы G, G =  НФВ



для некоторой подгруппы BczG.  Пусть А{р'\{]В — но
ситель прямого слагаемого В' группы В{В =  В'®В")- 
Имеем Л [р ]= б '[р ]© (В "еЯ )П Л [р ] .  Откуда |(Й"©Я)П 
П Л [р] I ^  |Я |  соо. Следовательно, {В"®Н) {\А{р] — 
дискретный подцоколь группы Л[р], т. е. существует на
туральное число п такое, что р"А\р]я^В'. Таким обра
зом, проекции группы 5Фр"Л[р] на S и на р".4[р'| не 
уменьшают высоты элементов.

ОО СО

Пусть теперь © <  л:„ >  п © <  о„ >  — прямые сла-
л —1 л—1

гаемые в С и в некоторой базисной подгруппе В груп
пы А соответственно такие, что <  ^  Z (р'^л),
< а „ > ^ 2 (р"'л) ( н = 1, 2,...) и От1< к , </772 <  л-'г <  •

СО

По лемме 1.4 сервантная подгруппа Я  =  ф  <  +
-f р'^л“ '"л >  является замкнутой в О. Однако в груп
пе р'"А \р \®  Н \р\ проекция на Н \р\ уменьшает высо
ты элементов для любого натурального т. Следова
тельно, Н  не является прямым слагаемым в G. Пред
ложение доказано.

Поскольку неограниченные периодически полные р- 
группы не имеют счетных неограниченных прямых сла
гаемых, то для прямых сумм периодически полных групп 
получается более интересная.

Т е о р е м а  1.6. Прямая сумма А периодически пол
ных р-групп, отличная от прямой суммы циклических 
групп, является С5-группой тогда и только тогда, когда 
А — периодически полная группа.

Рассмотрим теперь CS-группы без кручения.
Если Cj—группа без кручения ранга 1, то x(G) будет 

обозначать ее тип. Через т+ обозначим тип аддитивной 
группы Q всех рациональных чисел.

Л е м м а  1.7. Пусть А — В®0,  где В и G — редуци
рованные группы без кручения ранга 1 такие, что т(В)^-  

Группа А является CS-группой тогда и только 
тогда, когда т(В) L)t(G) =  т+.

Доказательство. Пусть И — собственная серваитиая 
подгруппа группы /1. Тогда А/Н — группа без кручения 
ранга I, тип которой есть либо т(В). либо t(G) <^х(В) U 
Ut (G), либо т(В) Ut (G); причем первые две возможио- 
стн соответствуют случаю, когда // есть либо G, либо В. 
Значит, если т(В) 1J t (G) :?̂ =т+, то каждая сервантная 
подгруппа группы будет замкнутой в А. Так как А со



держит серваитиые подгруппы, не выделяющиеся прямы
ми слагаемыми в Л \2, с. 139J, то А не является CS- 
группой. Таким образом, т(А) LIt(G) =  т+.

Обратно, пусть т(В) и т ( С) = т +  и Н ^ В ,  G. Тогда 
А!И — делимая группа. Таким образом, если Н — замк
нутая серваитная подгруппа в А, то Н —-В либо H =  G. 
Лемма доказана.

Т е о р е м а  1.8. Пусть А =  ®А ,̂ — редуцированная
•с 6 г

вполне разложимая группа без кручения, где А^ — одно
родные вполне разложимые группы типа т (т пробегает 
некоторое множество Г различных типов). Л является 
CS-группой тогда и только тогда, когда Л  ̂ есть группы 
конечного ранга, причем ti IJt2 =  t+ при Ti=^T2 (ть 
Т2 (: Т).

Доказательство. Если Ах — группа бесконечного ран
га, то существует замкнутая сервантная подгруппа И 
группы Л такая, что А/Н не является вполне разложи
мой группой. Следовательно, Ах должны быть группами 
конечного ранга. В силу леммы 1.7 группа Л имеет вид, 
указанный в теореме.

Обратно, пусть Я —замкнутая сервантная подгруппа 
группы Л. Покажем, что Я  =  0  (Л,:П^^)-Если .* =  а, +
+  б Я, где a^QAx^im  =  1,..., п), то т(а„, -f Я) =
=  X (— Va,, +  Я) г= т+. Следовательно, < а „ , - Ь Я > * —

к-фт
делимая группа, значит, Н {т = 1,..., п). Так как 
Л х П Я —прямые слагаемые в Ах[2, с. 137], то Я  — 
прямое слагаемое группы Л.

Те p o p e  м а 1.9. Редуцированная векторная группа 
Л =  ЛЛ.г, где Л- — прямые произведения групп ранга I

167-
и типа X (т пробегает некоторое множество Т различ
ных типов), является CS-группой тогда и только тогда, 
когда Л„ —группы конечного ранга, причем x,(J-c2 =  x+ 
при X, Ф х,бТ).

ОО

Доказательство. Заметим, что если Л =  ПЛ„,  где
Л—1 

ОО

Л„ — группы ранга 1 типа х х ' , то Л/^Ф^Л„ — алгеб
раически компактная группа [1, с. 207], не являющаяся

ОО

делимой. Следовательно, замыкание { ф  А„)~ подгруп-



пы является замкнутой серваптиой подгруппой
в А, не являющейся прямым слагаемым. Дальнейшее 
доказательство аналогично доказательству предыдущей 
теоремы.

Рассмотрим группы А, удовлетворяющие условию: 
для каждой группы В такой, что В' — О, следует

Ext>(6 , А) =  Pext(S, Л) =  0.
Другими словами, группы А выделяются прямыми 

слагаемыми в каждой группе, содержащей их в каче
стве замкнутых в Z-адпческой тонологии сервантных 
подгрупп.

Следующая теорема показывает, что такие группы 
А — это в точности алгебраически компактные группы.

Т е о р е м а  1.10. Группа А выделяется прямым сла
гаемым в каждой группе, содержащей ее в качестве 
замкнутой в Z-адической топологии сервантной под
группы тогда и только тогда, когда А — алгебраически 
компанктная группа.

Доказательство. Пусть Т — периодическая часть 
группы А и пусть периодическая группа такая, что 
В’ =  0. Из сервантно точной последовательности

О ^ Т - ^ А ^ А ! Т ^ { )  
получаем точную последовательность

0 =  Но!П {В, Л/7')-^Рех1(В, 7’)^ P ex t  {В, Л ) = 0 .
Следовательно, Pext(S, Т) — 0. Отсюда вытекает, что 
Т — периодически полна [2, с. 27]. Для завершения до
казательства достаточно показап). чго Л — коперподиче- 
ская группа [5, теорема 1].

Предположим, напротив, что Pext(Q, А ) Ф 0 .  Вы
берем такое кардинальное число «, что | Л | <  « 
II =  2" ( = /п); такое л существует, например, можно, 
взять л =  |Л| +  Пусть B = © ^ © Z (р)иВ* =
— 1I©Z(;W), где 11 — множество всех простых чисел. 

рсн "
Из сервантно точной последовательности 

0-^S-vS*-vS*/B—о 
получаем точную последовательность

Н от (В, .4) Pext (В*1В,А) Pext (В*, Л) =  0.



Здесь
|Hom(Z^, Л)| = 11 II I Л [ p l K l  Л I" =  2”,

я реи
В ТО время как B*//J =  0  Q дает

т
I Pext (В*/В, Л) I =  II I Pext (Q, Л) | >  2'".

т
Из последней точной последовательности имеем 2 " >■ 
>  2"*, а это противоречит тому, что /« =  2" <  2"'.

Группу G назовем замкнуто серваптно инъективной, 
если каждая диаграмма

0 ->Л ^  в Л с ^ о
<Р I

может быть дополнена до коммутативной, где ima — 
замкнутая сервантная подгруппа в В.

Предыдущая теорема утверждает, что класс замкну
то сервантно инъективных групп совпадет с классом 
алгебраически компактных групп.

Двойственным образом можно определить понятие 
замкнуто сервантно проективных групп.

Т е о р е м а  1.11. Группа G замкнуто сервантно проек- 
тивна тогда и только тогда, когда G/C — прямая сумма 
циклических групп.

Доказательство. Достаточность очевидна. Необходи
мость вытекает из того факта, что для каждой группы 
G существует прямая сумма циклических групп В и та
кой гомо.морфпзм ф : В—*-G, что Ксгф — сервантная под
группа группы В [1, с. 149].

§ 2. Абелевы группы, в которых сумма 
прямых слагаемых есть прямое слагаемое

Будем говорить, что группа не имеет элсментарны.ч 
прямых слагаемых, если для каждого простого числа р 
она пе содержит прямых слагаемых, изоморфных Z(p). 

Л е м м а  2.1. Пусть Л =  0  Л,- — прямое разложение
игруппы А в прямую сумму своих вполне характеристи

ческих подгрупп. Группа Л является я-группой (а-груп- 
пон) тогда II только тогда, когда Л,- есть л-группа (а- 
группа) для каждого i б /.



Доказательство. Необходимость очспндиа.
Достаточность. Пусть =  © G\ =  B2,® G2 — произ

вольные разложения группы А. Тогда А — ® (Л,Пбп) Ф
iU

Ф Ф(Л,П<^Г/,) (/(=1, 2). Отсюда fii +  f io =  © ((Л,П
ге/ т

П 5i) +  (Л,П Дг))- По условию (Л; П ДО +  (Л; П Д2) — 
прямое слагаемое в Л; для каждого i Q I. Следователь
но, Д1+ Д 2,— прямое слагаемое группы Л. Утверждение 
для о-групп доказано в [3, лемма 1].

В качестве непосредственного следствия получаем
П р е д л о ж е н и е  2.2. Периодическая группа явля

ется л-группой (о-группой) тогда и только тогда, когда 
каждая ее р-компонента есть л-группа (о-группа).

Для прнмарны.х л-групп справедлив следующий ре
зультат.

Т е о р е м а  2.3. Прпмарпая группа является л-груп
пой тогда II только тогда, когда она есть либо цикличе
ская, либо элементарная, либо делимая группа.

Доказательство. Достаточность очевидна.
Необходимость. Если Л не является пи циклической, 

ни элементарной, ии делимой, то найдется элемент 
а 6 Л такой, что ра ^О  и Л =  < ;й>  ©Л' для некото
рой подгруппы 0=7̂ Л 'сгЛ. Если А'  — элементарна, то 
подгруппа «Clai+p^a^» © <!й1 >  не является прямым 
слагаемым в Л, хотя < a i- f -p "a>  и < a i >  — прямые 
слагаемые, где ai (- А'  и р"а б < а >  [р]. Пусть теперь 
0¥=ai С: рЛ '[р]. Тогда подгруппа G = < f l + a i >  +  
+  - < а >  не является прямым слагаемым в Л, так как 
а, ^  G ПрА.

Докажем вспомогательную лемму.
Л е м м а  2.4. Пусть Л =  В © С  и B j E ^ D ^ G  для 

некоторой подгруппы Е ^ В .  Тогда существует такая 
подгруппа R czA ,  что A =  R ® G  и B-\-R =  B Ф D.

Доказательство. В А существует подпрямая сумма 
R групп В п D с ядрами Е и О, которая и удовлетворяет 
требованиям леммы.

П р е д л о ж е н и е  2.5. Периодическая подгруппа 
смещанной л-группы Л является л-группой, а се р-при- 
марные компоненты Ар есть прямые слагаемые группы 
Л. Кроме того, если рЛрэ^О, то А/Ар =  p{AjAp).

Доказательство. Каждое неразложимое прямое сла
гаемое периодической подгруппы Г(Л) группы Л явля
ется прямым слагаемым и в Л. По условию сумма двух



таких прямых слагаемых — прямое слагаемое в А, а по
этому и в Т(А). Из доказательства теоремы 2.3 вытека
ет, что Т(А)—я-группа. Оставшееся утверждение сле
дует из леммы 2.4.

П р е д л о ж е н и е  2.6. Пусть А — редуцированная я- 
группа и пусть А =  В Ф G. Тогда если ф : G-^S — гомо
морфизм, то;

1) Е =  (fG — прямое слагаемое группы В;
2) каждый эндоморфный образ группы Е есть пря

мое слагаемое в £;
3) р-компопенты Ер группы Е являются элементар

ными группами, EjT(E) —делимая группа и
Ф Е р ^ Е  ^  П£р.
р р

Доказательство. Утверждение 1) следует из леммы 
2.4. Утверждение 2) вытекает из того, что каждый эндо
морфный образ группы Е можно рассматривать как об
раз некоторого гомоморфизма G Е <= В.

Докажем теперь утверждение 3). Поскольку рЕр 
есть эндоморфный образ группы Е для каждого просто
го р, то в силу редуцированности группы Е вытекает 
рЕр =  0, т. е. Ер — элементарные группы. Пусть 
Е =  Ерф Е'. Так как рЕ=рЕ'  является эндоморфным 
образом группы £, то рЕ' — также прямое слагаемое в 
£. Отсюда рЕ'=Е',  значит, EjT{E)— делимая группа.

Наконец, из существования разложения Е = Е р Ф  Е' 
вытекает, что для всех р существуют эпиморфизмы 
Е->-Ер. Они индуцируют гомоморфизм £->П £р . По-

р
скольку П рЕ =  0, то £ Е  П£р.

р р
К качестве следствия имеем
Предложение 2.7. Пусть А — редуцированная груп

па, не имеющая элементарных прямых слагаемых. Сле
дующие условия эквивалентны;

1) Л — я-группа;
2) каждое прямое слагаемое группы А есть вполне 

характеристическая подгруппа.
Доказательство. Из предложения 2.6 вытекает, что 

условие 1) влечет за собой 2). Пусть теперь выполняет
ся условие 2) и пусть А =  В Ф G. Если N — прямое сла
гаемое в Л, то N = B  (] N Ф G f\N. Отсюда следует, что 
В-\-М— ВФЕ(]Ы--прямое слагаемое в Л, т. е. полу
чаем условие 1).



Элемент а кольца R назовем регулярным, если 
ар(х =  и для некоторого р t  и регулярным слева 
(справа), если а =  ра  ̂ (u =  a^(i). Кольцо R назовем под- 
коммутатнвиым, если для любых элементов ц, (i (■ R 
существует такой элемент у (: R, что =  Через 
Е{А) обозначим кольцо эндоморфизмов группы А.

П р е д л о ж е н и е  2.8. 1) Группа А является л-груи- 
пой (а-группой) тогда и только тогда, когда для любых 
двух идемпотептов а, (■? (• Е{А) imup (кегар) -  прямое 
слагаемое в А ;

2) группа А является л-а-группой тогда и только 
тогда, когда для любых идемпотептов а, р (: Е(А) эле
мент ар - регулярный ъ Е (А).

Доказательство. Пусть A =  B ® G  =  N ® F,  где 
а .А - -^В  и p:/l->jV. Имеем G + jV =  G Ф В П (G + jV) • 
Очевидно, что В П (О+Л^) =  imap и G П В =  кегар. 
Это и доказывает утверждение 1).

Для доказательства утверждения 2) заметим, что для 
каждого а (- Е{А) ima и кега являются прямыми сла
гаемыми группы А тогда п только тогда, когда а — ре
гулярный элемент в В(Л) [2, с. 282].

С л е д с т в и е  2.9. Группа А является л—а-группой, 
если для ее кольца эндоморфизмов Е{А) выполнено 
хотя бы одно 113 следующих условий:

1) Е(А) коммутативно;
2) Е(А) подкоммутатпвно;
3) Е(А) регулярно;
4) Е{А) регулярно слева или справа.
В связи с предложением 2.8 интересно отметить два 

следующих результата.
П р е д л о ж е н и е  2.10. Группа А является л-о-груп- 

пой тогда и только тогда, когда множество регулярных 
элементов ее кольца эндоморфизмов Е{А'\ образует 
полугруппу относительно умножения кольца Е{А).

Доказательство. Вытекает из предложения 2.8 и из 
того факта, что если в произвольном кольце R произве
дение идемпотептов является регулярным элементом, то 
множество его регулярных элементов образует полу
группу относительно умножения кольца R.

П р е д л о ж е н и е  2.11. Произведение любых двух 
идемпотептов кольца Е(А) является ндемпотептом тог
да и только тогда, когда каждое прямое слагаемое груп
пы А есть вполне характеристическая подгруппа.



Доказательство. Необходимость. Пусть А — В Ф С  и 
t p : G- >S — гомоморфизм. Тогда А =  В Ф С ' ,  где G '=  
=  imY н у = ( а —Рфа), u : A ^ G  и р : Л ^ В  — проекции 
[1, с. 61]. Если (fg^O  для некоторого g f  G, то руё^=
=  ФЯ) =  —(pg^Pv’C—ФЙ") = 0 .  Отсюда (Py) ^ ^ P y- 
Противоречие. Следовательно, ф =  0.

Достаточность. Пусть Л =  Л i 0  Ла =  Лз © Л4 и 
а:Л-^-Л| ,  р : Л- ^Лз  — проекции и пусть а =  а з+ а 4, 
« з = « 1+ а 2„ где а ^ А, Ui t  Ai ( i = l ,  2, 3, 4). Из усло
вия следует, что Ui С Л3. Имеем (ар)^ а =  ар ааз= ар а1 =  
=  ца1 =  сшз=ара. Следовательно, (ар)^ =  ар.

Если Е;, — элементарные р-группы, то ©Ер и ИЕр
р р

являются л-о-группами. Но для произвольных сервант- 
ных подгрупп Е группы ПЕр таких, что ©Ер s  Е s  ПЕр,

р р р
это уже в общем случае несправедливо. Например, 
IIZ(p) ©©Z( p)  не будет л-а-группой. Однако если Е —
р р
сервантная подгруппа группы lIZ(p) такая, что 
©Z(p)  Е  Е, то Е является л-а-группой. Чтобы доказать
р
это, рассмотрим разложение Е =  В ® G. Каждая под
группа Z(p) содержится либо в группе В, либо в группе 
G. Отсюда вытекает, что В и G — вполне характеристи
ческие подгруппы группы Е и, значит, Е—л-о-группа. 

Пусть опять Е — сервантная подгруппа группы ПЕр,
р

где Ер — элементарные р-группы и © Ер е  Е. В связи со
р

следствием 2.9 возникает вопрос, влечет ли свойство 
группы Е быть л-а-группой регулярность ее кольца эн
доморфизмов? В [fi] приведен пример сервантной под
группы Е группы lIZ(p) (©Z(p) czE), кольцо эндомор-

р р
физмов которой не регулярно. Однако группа Е, как бы
ло замечено раньше, является л-а-группой.

Из леммы 2.1 и предложения 2.7 вытекает 
Т е о р е м а  2.12. Пусть Л =  © Л,-, где Л,- — редуциро-

IV
ванные л-грунпы, не имеющие элементарных прямых 
слагаемых. Группа Л является л-группой тогда и только 
тогда, когда Нот (Л,-, Л ; )= 0  для всех (i, / Г /). 

С л е д с т в и е  2.13. Пусть Л =  © Л< (Л =  ПЛ,) —
‘V ц ,

прямая сумма (прямое произведение) редуцированных 
групп без кручения Л< ранГа 1. Группа Л является л-



группой тогда н только тогда, когда типы прямых сла
гаемых/Ij попарно несравнимы.

Доказательство. Необходимость вытекает пз преды
дущей теоремы. Достаточность следует из того факта, 
что в обоих случаях кольцо эндоморфизмов Е{А) груп
пы А коммутативно.

С л е д с т в и е  2.14. Пусть А =  ФЛ4, где Ai — группы
типа Р+. Группа А является я-группон тогда и только 
тогда, когда простые числа, относящиеся к группам Л,-, 
попарно различны.

Определение прямых сумм групп типа Р+ см. в [7].
Известно [1, с. 272], что редуцированную коперноди- 

ческую группу Л можно представить в виде Л =  ПЛр,
где Ар для каждого простого числа р есть копериодиче- 
ская группа, являющаяся р-адическнм модулем.

Т е о р е м а  2.15. Для редуцированной копериодичес- 
кой группы Л =  ПЛр справедливы следующие утверж

дения:
1) Л—я-группа тогда и только тогда, когда для каж

дого простого р Ар изоморфна пря.мой сумме элементар
ной р-группы и группы целых р-аднческих чисел, либо 
Ар — циклическая р-группа;

2) Л—о-группа тогда и только тогда, когда для каж
дого р Ар либо элементарная, либо циклическая р-груп- 
па, либо копериодическая группа без кручения.

Доказательство. Примарные компоненты я-группы 
являются прямыми слагаемыми (предложение 2.5), при
чем дополнение к р-компопенте р-делимо, если послед
няя не элементарна. Ссылка на предложение 2.7 закан
чивает доказательство необходимости 1). Для доказа
тельства необходимости 2) достаточно провести анало
гичные рассуждения, применяя теоремы 2, 3 и 4 из [3].

Достаточность. Пусть A =  B ® G  =  N ® E .  Тогда 
Ар =  Ар(]В ® Ар(]С =  ApC\N ® АрС\Е. Имеем В+ Е  =  
=  П(ЛрПВ+ЛрП£') и В П £ ' = П ( И р ПВ) П (ЛрП^'))-

Р ^ л А.Непосредственно проверяется, что если Ар изоморфна 
прямой сумме элементарной р-группы и группы целых 
р-адпческих чисел либо если Ар — циклическая р-груп- 
па, то у4рП^-|-ЛрГ1£' — прямое слагаемое в Ар. Анало
гично если Ар — элементарная либо циклическая р- 
группа, то (Ар П П П — прямое слагаемое в



Ар Если же Лу, — коперподическая группа без круче
ния, то (Лр Пfi) П ( ^ р П £ ) - замкнутая в Z-адическои 
топологии сервантная подгруппа и, значит, есть прямое 
слагаемое в Лр (в силу алгебраически компактности 
Л). Следовательно, В-{-Е для первого утверждения тео
ремы и В f] Е — для второго являются прямыми слагае
мыми соответствующих групп. Теорема доказана.

Непосредственно проверяется, что если каждое пря
мое слагаемое есть вполне характеристическая подгруп
па, то данная группа будет о-группой. Следовательно, 
многие я-группы являются и о-группами. В частности, 
все редуцированные я-группы, не имеющие элементар
ных прямых слагаемых, будут а-группами; это справед
ливо также для редуцированных периодических я-групп.

Для я —о-групп теорему 2.12 можно несколько уси
лить следующим образом:

Т е о р е м а  2.16. Пусть Л =  ©Л;, где Лi л-Н-о-груп-
пы такие, что для каждого простого числа р, если 
держит прямое слагаемое, изоморфное Z(p),  то Ф^Л;
такого прямого слагаемого не имеет. Группа Л является 
т_2.а-группой тогда и только тогда, когда Нот(Л,-, Aj)
=  0 для всех 1ф! (i, j Q )̂ ■

Доказательство. В силу леммы 2.1 требуется доказать 
только необходимость. Примарпые компоненты Лр а- 
группы Л являются прямыми слагаемыми в Л; AjAp =  
=  р(А1Ар), если Лр о [3, теорема 4]. Ссылка на 
предложение 2.6 заканчивает доказательство.

Покажем, что, зная строение редуцированных я- и 
я-а-групп, можно полностью описать я- и я-а-группы в 
иередуцированпом случае.

Л е м м а  2.17. Пусть Л =  С©/?,  где G ненулевая 
делимая группа без кручения и R группа, не имеющая 
делимых подгрупп без кручения. Если в R существует 
элемент .х такой, что О(.г) =  оо и /гр(.х) —0 для некото
рого простого числа р, то Л не является я-группои.

Доказательство. Пусть В есть высокая под
группа в R и пусть < х ф ё >  ® B ^ R ' ,  где O ^ g  б G, и 
R' — некоторая G-высокая подгруппа в 
а с- RA-R'. Предположим, что g =  р(у+У ) —
+  (^+Я)> где у Q R п у' R'■ Тогда ^фру-\-х  (х© 
л^а)—ри' о RnR'-  Если п — натуральное число такое, 
что n(x-l-g—py') о < х >  Ф В, то n (x + g ) —npy —
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mx-\-b б R[]R'  для некоторого целого числа т и эле- 
м ^та  Ь Q В Отсюда тх (= R' и, следовательно, 

t  /< П С/- Противоречие. Лемма доказана.
Т е о р е м а  2.18. Пусть Л =  G ® В, где G — ненулевая 

делимая группа без кручения, а Л не имеет делимых 
подгрупп без кручения. Для группы А справедливы сле
дующие утверждения:

1) А л-группа тогда и только тогда, когда В — пе
риодическая л-группа;

2) Л — л-а-группа тогда и только тогда, когда В — 
редуцированная периодическая л-ст-группа.

Докозатвльство. Необходимость первого утвержде
ния следует из леммы 2.17, а второго — дополнительно 
из теоремы 4 работы [3].

Достаточность. Если В =  Е ф R, где Е — делимая 
часть группы В, то из описания периодических л-групп 
(теорема 2.3) следует, что G © Е и /?, а для второго ут
верждения G и В — вполне характеристические подгруп
пы нсходны.х групп. Ссылка па лемму 2.1 заканчивает 
доказательство.

Т е о р е м а  2.19. Пусть А — D ф R, где D — ненулевая 
делимая периодическая группа, а /? — редуцированная 
группа. Для группы Л справедливы следующие утверж
дения;

1) Л — л-группа тогда и только тогда, когда R - n -  
^уппа такая, что R =  pR, если р-примарная компонента 
Dp группы D отлична от нуля;

л-о-группа тогда и только тогда, когда 
^  для некоторого подмножества 11' множе
ства всех простых чисел И, а R —периодическая 
л-а-группа такая, что R =  pR для всех р (- II'.

Доказательство. Заметим, что во втором утверждении 
D и В - вполне  характеристические подгруппы группы 
Л. Докажем достаточность первого утверждения. Пусть 
Л =  BФ G =  £Ф^V. Тогда поскольку {BA-D)/D и
(E+D)ID — прямые слагаемые v A j D ^ R ,  то AjD =

лля некоторой подгруппы 
Я/Д с; Л/D. Отсюда Л =  (B +£-fD ) © £, гас F cz Н Из 
условия следует, что (В +£) п Д -  делимая под
группа в Д. Следовательно, Д' — прямое слагаемое груп
пы Д. Пусть О-^О'Ф П".  Отсюда А =  (В + Е) Ф П" ФГ, 
т. с. Л — л-группа.



Рассмотрим теперь расщепляющийся случай.
Т е о р е м а  2,20. Пусть Л =  Г © /?---расщепляющая

ся редуцированная группа, где Т — периодическая часть 
группы А. Справедливы следуюптие утверждения.

1) Л — п-группа тогда и только тогда, когда Т и д -- 
л-группы, причем для каждого простого р pR =  R, если
рТ рф0\ „

2) Л — л-о-груипа тогда и только тогда, когда I и
jp — л-а-группы, причем для каждого простого р pR =  R, 
если ТрфО.

Доказательство. Необ.ходимость первого утвержде
ния следует из предложения 2.5, а второго дополни
тельно из теоремы 4 работы [3].

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Заметим, что во втором утверж
дении Т и — вполне .характеристические подгруппы 
группы Л. Докажем достаточность первого утверждения. 
Пусть A =  B ® G  =  E® N.  Поскольку (В + Т)/Т п 
(£'+7)/7'--прямые слагаемые в Л/Г, то А /Т =  {В+Е+  
- |-Г)/Г©Я/Г для некоторой подгруппы Н /Т а А /Т .  
Отсюда А = { В + Е + Т )  © F, где EczH.  Легко проверя^ 
ется, что периодическая часть Т(В-{-Е) группы В-\-Е 
есть серваитная подгруппа в Г. Тогда Т(В+Е) —̂ иря- 
мое слагаемое группы Г, скажем Т=Т(В-\-Е)  © Г .  Та- 
К И М  образом, Л =  (В+Е)  © Г  © Г, т. е. Л -  л-группа.

Отметим следующий результат, вытекающий из до
казательства предыдущей теоремы.

Т е о р е м а  2.21. Пусть Л =  Г © Я, где Г — элементар
ная периодическая группа, а R — 1)едуцироваиная груп
па, ие имеющая элементарных прямых слагаемых. Для 
группы Л справедливы следующие утверждения:

1) Л — л-груипа тогда и только тогда, когда R--  л- 
групна такая, что для каждого простого р Rp =  0, если
ТрФО-, „

2) л - л-0-групиа тогда и только тогда, когда к —
л-о-группа такая, что для каждого простого р pR =  R, 
если Г’, , ^ 0.

Заметим, что в л-п-групиах сумма и пересечение бес
конечного числа прямых слагаемы.х не обязашя быть 
прямыми слагаемыми. Приведем соответствующий при
мер. Для этого рассмотрим группы без кручения Л; ран
га I типа т; 1= 1, 2, ...), причем типы т;, т, несравнимы и 
TiUfi — тип группы всех рациональных чисел Q при



оо оо
Тогда \ \ A i l® A i  — делимая группа. Пусть а — (..., 

^i, ••■) такой элемент, что а ,=?̂ =0 для каждого t = l ,  2, 
Рассмотрим подгруппу А группы ПЛ; такую, что В —

ОО ^ = 1

=  © л,- CZ л, а 6 л  и Л/В ^  Q. Из условия следует, что1-1
Лг — вполне характеристические подгруппы группы Л. 
1аким образом, если Л =  С©Я,  то каждая Л,- содержит- 
ся^лнбо в группе G. либо в группе Я. Следовательно. 
В— с п в е я п в .  Поскольку Л/B^Q , то либо GDB =  G, 
либо ЯПВ =  Я_ Более того, в силу выбора элемента а 
либо О, либо Я — группа конечного ранга. Ясно, что G 
и Я — вполне характеристические подгруппы группы Л. 
Следовательно, Л — л-а-группа. Однако сумма беско
нечного числа прямых слагаемых Л,- не является прямым 
слагаемым в Л. Обозначим теперь через Л' прямое до
полнение к Лг в группе Л (оно единственное) н пусть
^  ~ Р ^ 2 1 - Ясно, что А'  не является 
мым в Л.

прямым слагае-
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МОДУЛИ БЕЗ КРУЧЕНИЯ С КОНЕЧНЫМИ 
ГРУППАМИ АВТОМОРФИЗЛ\ОВ НАД КОЛЬЦАМИ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

Л. 3. ШЛЯФЕР

 ̂ В [ 1] установлены условия на конечную группу G, не
обходимые н достаточные для существования такой абе
левой группы без кручения А. что G^AutA (AutA—груп
па всех автоморфизмов группы А). Таким образом, оха
рактеризован класс конечных групп автоморфизмов 
абелевых групп без кручения.

Естественно поставить такую задачу: для данного 
кольца охарактеризовать все конечные группы, которые 
являются группами автоморфизмов модулей без круче
ния над этим кольцом.

В данной работе эта задача решается в классе поряд
ков полей алгебраических чисел. Кольца этого класса 
близки по своим свойствам к кольцу целых чисел, а их 
кольцевые и теоретико-числовые свойства достаточно 
изучены. Доказана такая

Т е о р е м а  1. Пусть G — конечная группа; R — поря
док в конечном расширении F поля Q рациональных чи
сел; R=A=Z. /^-модуль без кручения М такой, что 
G^'AutflM существует тогда и только тогда, когда вы
полнено одно из следующих условий:

(1) — порядок поля Q[i] гауссовых чисел и G=s 
.^^IIZ(2) X nZ(4) , где пг, п — целые пеотрнцательныет п
числа, ПС равные нулю одновременно, причем если
R = Z{i] — максимальный порядок поля Q[i];

(2) R ~  порядок поля (?[ V  ~ 3] и G ^IIZ  (2) X FTZ (3),
т п

где гп, п — целые неотрицательные числа, тфО, приче.м 
«=7̂ 0, если R — максимальный порядок поля Q[y—3];



(3) R — порядок мнимого квадратичного поля 
Q[ydJ, где d — свободное от квадратов целое отрица
тельное число, не равное —!, —3, а G^UZ(2) ,  где гп —

т
целое положительное число. Здесь Z(2), Z(3), Z(4) — 
циклические группы порядков 2, 3 и 4 соответственно.

В приведенной формулировке теоремы 1 можно счи
тать М /?-модулем, построенным на абелевой группе без 
кручения Л4+ (см. лемму 2).

Доказательство необходимости условий теоремы 1 
распадается на ряд шагов (см. предложения 3, 5, 8 и 
относящиеся к ним вспомогательные предложения), ко
торые представляют и самостоятельный интерес. Здесь 
использованы также некоторые идеи работы [2].

Для доказательства достаточности условий теоремы i 
используется метод построения модулей с заданной груп
пой автоморфизмов, опирающийся на одно следствие 
известной теоремы Корнера (см. следствие 10).

Введем некоторые соглашения. Под кольцом пони
мается ассоциативное кольцо с единицей. Подкольцо R 
кольца S всегда содержит единицу кольца 5.' Если под
множество R  кольца S, не обязательно содержащее еди
ницу кольца R,  удовлетворяет остальным свойствам, вхо
дящим в определение подкольца, то R называется пред- 
иодкольцом кольца S. Через 5(G),  S { R )  и U { R )  обо
значаем центр группы G, центр кольца R и группу обра
тимых элементов кольца R соответственно.

Пусть R — кольцо. Кольцо S вместе с кольцевым го
моморфизмом (1>: R-^S(S)  называется Д-алгеброй. Если 
• |) является мономорфизмом, то /?-алгебру 5 называют 
точной. Для данного кольца R точная Д-алгебра сущест
вует тогда и только тогда, ко1да кольцо R коммута гнвно. 
Обратимые элементы группового кольца /?[G1 группы G 
над кольцом R вида ug. где и {■ U(R), g (• G, называют
ся тривиальными, а все остальные элементы группы 
G(/?[G]— нетривиальными обратимыми элементами 
кольца /?[G]. Через I (R) обозначаем кольцо всех целых 
над Z элементов кольца R. Термины теории абелевых 
групп, примененные к кольцу (или Д-алгебре) 5, отно
сятся к аддитивной группе 5+ кольца (соответственно 
Д-алгебры) 5. Например, кольцо без кручения, редуцн- 
|1онанное коЛ1)Цо.



Все рассматриваемые модули - -  упитариые и левые. 
Модуль М, построенный на редуцированной абелевой 
г руппе М+, называется редуцированным. ЛАодуль М над 
кольцом R называется ^-модулем без кручения (соответ
ственно без Z-кручення), если для любых г f  R (соответ
ственно г f  Z) и X ^ М ]1з гх — 0 следует г=0 или х = 0. 
/?-модуль М точен, если апплМ={г р /?|лЛ1 = 0}=0.

Пусть R — область целостности; F — ее поле част
ных. /^-подалгебру 5 называем /^-порядком f -алгебры .'1, 
если S является конечно-порожденным /^-модулем отно
сительно структуры /?-модуля на S, определяемой струк
турой /?-алгебры, и содержит некоторый базис f -алгебры 
А (последнее эквивалентно равенству FS=^A). Если по
ле А является конечным расширением поля F, то R-no- 
рядками поля А называют /^-порядки А как /^-алгебры. 
Если R = Z и, значит, F—Q. то порядком поля А назы
вается Z-порядок поля А.

Остальные опрсде,аеиия и обозначения стандартны 
[3, 4, 5]. Непосредственно проверяется такая

Л е м м а  2. Пусть /?—порядок конечного расширения 
F поля Q; М — /^-модуль, построенный на абелевой группе 
М+. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

( 1) Л/ является /^-модулем без кручения;
(2) .А'1+ является группой без кручения.
В дальнейшем ограничимся рассмотрением модулей 

без кручения над порядка.ми конечных расширении по
ля Q. Как показывает лемма 2, этот класс модулей сов
падает с формально более широким классом модулей 
над указанными кольцами, построенных на группах без 
кр> чения.

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть R — порядок конечного 
расширения F поля рациональных чисел Q; М - /?-мо- 
дуль без кручения с конечной группой G = Aut/,Al.

Тогда сушествует конечномерная иолупростая f -ал- 
гебра Л, обладающая /^-порядком К. порожденным как 
/^-модуль его группой обратимых элементов U(K'\^G.

Доказательство. Пусть О ; G>------ A uIrAI — изо
морфизм конечных групп. По известному свойству 
группового кольца R  [G] этот изоморфизм однозначно 
продолжается до гомоморфизма /?-алгебр ё; /?[G| — >-

‘-f«(A/). Рассмотрим теперь групповую алгебру 
/•'1G]. У ==/•'. 1<ег (5 — ее двусторонний идеал, так как



kerб — двусторонний идеал /^-алгебры R_{G\ hF [ 01 =  
=  /^-/?[0]. Очевидно, что УП^ 1̂ 1 =

Канонический эпиморфизм /^-алгебр t: :F [G ]------ ►-
F[G]:J = А индуцирует эпиморфизм т:|д|0| R-

алгебры /?[0 ] на некоторую /^-подалгебру К  /^-алгеб
ры А. Нетрудно проверить коммутативность диаграммы

/^[G]
л

R[GV:г. I /?[01

• л
лIЛ

. К
t
Iл

R [G ]- -----im (
+ t1» 1 sл л

0
G> Aut^̂  У
ф — композиция

алгебр im б s /? [G];ker б s /? [G] (УП ^ [^D 1̂ 1
+  y);7^i:(/?[Gl) =/C. Фактически ф : б (л)-> д: +  У для 
любого x(_-/?[G],

На приведенной диаграмме к — инъективное вложе
ние G в ее групповое кольцо над R.JAoжlю считать, что 
Gc:/?[G]. 01 и е — это гомоморфизм 0 и вложение Аи1яЛ̂  
в Ец(М), соответственно рассматриваемые как дейст
вующие в im 0, К|, Х2 и о — вложения /^-подалгебр в со
держащие их /?-алгебры, которые, естественно, могут 
рассматриваться как мономорфизмы /?-алгебр. Отметим, 
что вложения х и е осуществляют мономорфизмы групп 
G и Aut«M в группы обратимых элементов колец /?[G] п 
im 0 соответственно.

Из коммутативности диаграммы следует, что гомо
морфизм л осуществляет изоморфизм группы G на груп
пу и  (К).

Так как /?[G] — это /?-алгебра, а /^[G] — У-алгебра, 
порожденные группой G, то получаем, что K=n{R[G])  
является R — алгеброй, а A =  n(y[G])  - -У-алгеброй, по
рожденными группой л( G) ^G.  Отсюда получаем, что



К— /^-порядок /"-агсбры А. По теореме Машке [6, с. 30] 
/■-алгебра /[GJ полупроста. Значит, ее гомоморфный 
образ — /'-алгебра Л — также полупроста. Предложе
ние доказано.

Следующая лемма в случае R = Z, F==Q была доказа
на в [2].

Л е м м а  4. Пусть У?—порядок конечного расшире
ния F поля Q. Если в конечномерной Е-алгебре А есть 
Е-порядок К с конечной группой U {К) обратимых эле
ментов, то группа обратимых элементов любого порядка 
Ki Е-алгебры А конечна.

Доказательство. 1) Предположим сначала, что 
Л'СЛ',. Тогда и  (К) ^  и  (КА- Ввиду конечной порож- 
денности К  и Ki как /^-модулей и того, что Е =  QR 
н Л =  Е'А', можно выбрать такое mQZ,  m ^  О, что 
тКх с  К. mKi является /Ci —модулем, так как Ki {mKi) = 
= m{KiKi)CmKi.  Пусть теперь для е, е, 
выполнено е—£, б т / ( | .  Тогда е-'е, — 1 f  m/CiC АГи sp's— 
— 1 (:mKi с /С. Так как 1 6/С, то оба взаимно обратных 
элемента e~’ei и £7 'е лежат в К, а значит, s-'e, f  G (К). 
Таким образом, число смежных классов мультиплика
тивной группы и  (Ki) по ее подгруппе U (К) не пре
восходит числа смежных классов аддитивной группы 
К( кольца К  по ее подгруппе т К ^. Последнее же 
число конечно, так как /С, — конечно-порожденный 
/^-подмодуль алгебры А, а значит, ввиду того, что 
R+ — конечно-порожденная абелева группа, Л'+ — ко
нечно-порожденная абелева группа.

2) Пусть теперь АГ и — произвольные ^?-порядки 
Е-алгебры А, ) / / (А) | <шо-  Заметим, что АГПЛ', также 
/^-порядок Е-алгебры А. Действительно, яв
ляется /^-подалгеброй Е-алгебры А как пересечение 
Е-подалгебр К  и Е,. Так как существует m(:Z, т ф 0, 
такое, что /и Е с Е , (см. 1), то m K QKf\K , ,  откуда 
F ( K r \ K i ) ^ Q ( K n K i ) ^  QmKз QE =  QRK = FK= А, то 
есть E(Ef]^i)= '"^- Вспомним теперь, что кольцо R 
нетерово. Поэтому Е является нетеровым Е-модулем 
как конечно-порожденный модуль над нетеровым коль
цом. По любой подмодуль нетерова модуля конечно 
порожден и, значит, ввиду —хонечно-
порожденный Е-модуль. Итак E f i^ i  является Е-по- 
рядком Е-алгебры А .  Далее, так как А П Е С Е ,  то



О’ {Kf\K^)<^U (К), поэтому группа 6^(Kfj/Ci) конечна. 
Теперь ввиду Kf ]K i ^Kt  можно воспользоваться (1), 
откуда f / (7(|) — конечная группа, Лемма доказана.

П р е д л о ж е н и е  5. Пусть R — порядок конечного 
расширення F поля Q; А — конечномерная полунростая 
/^-ал1ебра, обладающая /^-порядком К, порожденным 
как ^-модуль его конечной группой обратимых элемен
тов и {K)=G.

Тогда существует конечное число конечномерных 
простых f -алгебр Л,-, i = l ..... п, каждая из которых так
же обладает /^-порядком Ki, порожденным как /^-модуль 
своей конечной группой элементов U(Ki)=Gi, причем G

П
изоморфно вкладывается в прямое произведение llG; 
групп Gi, 1 = 1, ..., п.

Доказательство. По структурной теореме Веддер- 
берна конечномерная полупростая /^-алгебра А разло
жима в прямую сумму конечного числа своих простых

П
Т'-нодалгебр А/, то есть А^р^А,-, г== 1,..., п, Ai = u ,  (A),
где TTi: А -» А; —канонические проекции на прямые сла
гаемые.

Рассмотрим теперь /?-порядок К  /^-алгебры А, по
рожденный как /^-модуль его конечной группой обра
тимых элементов U (К). Тогда Ki =  тг; (К) — /^-порядок 
F алгебры А;, так как, переходя к образам при ото
бражении Тс/, убеждаемся в том, что для любого 
i =  1,..., п Ki я в л я е т с я а л г е б р о й ,  а А/ — /=■—алгеб
рой, порожденными группой -кДО {К)). Очевидно,

П П
что © ^ Л " / п о р я д о к  алгебры А и / ( с  © /̂<,, поэтому

П п
G ^  и  {К) с  ^/ ( © Ki) ~  II и  {Ki), причем последний изо-

/-1
морфизм задается отображением е^{т:,е,..., для
любого e(^U{K). Так как t,i {U{K)) состоит из обра
тимых элементов кольца К/, то тг/(б/(К)) С G (Д'/). 
Далее, А порождается как А-модуль группой U (К). 
Переходя к проекциям относительно гг/, получаем 
Ki = R'T.ilU {К)). Отсюда Ki = R-U{Ki),  то есть Ki яв
ляется A-порядком А-алгебры А/, порожденным своей 
группой обратимых элементов U(Ki), i =  1..... п. Оста
ется показать, что группы Gi=-U{Ki)  конечны. Ввиду



J? . " ^
и  ( Ш л,’/) '  II и  (Ix'i) — II (jj это следует согласно лем-

Г Л  1- 1
ме 4 из конечности группы U (Л) обратимых элементов 
/^-порядка Л F-aai'e6pbi Л. Предложение доказано.

Л е м ,м а 6. Пусть /^—порядок конечного расшире
ния F поля Q. Если А - - конечномерная Е-алгебра, имею
щая Е-порядок К с конечной группой обратимых элемен
тов. то либо E = Q, либо F — мнимое квадратичное поле.

Доказательство. Так как 1 (- К, то кольцо R изо
морфно вкладывается в К отображением г-^г-1, г f  R. 
Значит, I П(/?) I <  I П(Е) :. Остается теперь воспользо
ваться непосредственным следствием из теоремы Дирих
ле о строении групп обратимых элементов порядков ко
нечных расширений поля Q [7, с. 152]: группа единиц 
некоторого порядка (а значит, ввиду леммы 4 и всех 
остальных порядков) конечного алгебраического расши
рения F поля Q конечна тогда и только тогда, когда либо 
F=Q,  либо Е — мнимое квадратичное ноле. Лемма до
казана. В дальнейшем потребуется также

Л е м м а 7. Пусть R—порядок конечного расширения 
Е поля Q; А — простая Е-алгебра; К — ее /^-порядок. 
Тогда А - -  простая Q-алгебра, а К — ее Z-порядок.

П р е д л о ж е н и е  8. Пусть R — порядок конечного 
расширения t  поля Q, R=î 7.\ А — конечномерная прос
тая Е-алгебра.

В А имеется Е-порядок К. порожденный как Е-модуль 
своей конечной группой G-=iI{K) обратимых элементов 
■Ю1да и только тогда, когда E = 7l=rQ[yd], где d — сво
бодное от квадратов целое отрицательное число; R = Z-\ 
'-Zrno), K =  Z-\-Znu). где о>= (1-|-yrf)/2 при г /= !  (mod 4).

o) = yt/ при г/=2,3 (mod 4), т и п — целые положитель
ные числа. Причем ш—любое, если d — — I или d =  —3 н, 
и, кроме того, н =  1; /?г—н в остальных случаях.

Если эти условия выполнены, то G = ( ± l ,  ± i}^Z (4) 
при d 1, п =  1; G =  I, ±р, ±p^} =  Z (6), где 
Р =  ( К —3-f 1)/2, при г/=  —3, п =  I; G =  { ± 1 } ^ Z  
(2) во всех остальных случаях.

Доказательство. По известной теореме Веддербернл 
конечномерная простая Е-алгебра А изоморфно Е-алгеб- 
ре Dh всех матриц порядка к. где к — целое положитель
ное число над некоторой Е-алгеброй с делением D. Пусть 
0: Л — такой изоморфизм. При этом 0(/С) —



Л!-порядок F-алгебры Dh- Определим L как множество 
всех d ^ D, таких, что ©(Л )̂. Можно убедиться,
что L — 7?-порядок f -алгебры D. Непосредственная про
верка показывает, что кольцо Lu всех матриц над L по
рядка k является ^?-порядком f -алгебры Dh, поэтому 
и (Lh) является образом группы обратимых элементов 
некоторого порядка f -алгебры А при изоморфизме 0. 
Так как f -алгебра А содержит /^-порядок, группа обра
тимых элементов которого конечна, то ввиду леммы 4 
ipynna обратимых элементов любого /^-порядка f -алгеб
ры Л конечна. Значит, конечна и группа U{Lh). Поэтому 
порядок любого элемента группы U(Lh) конечен.

Предположим, что й>1 . Тогда матрица
Г 1

где на незаполненных местах стоят нули, принадлежит 
и является элементом бесконечного порядка группы 

и  (L, )̂. Значит, А = D, то есть исходная f -алгебра А 
является алгеброй с делением.

CoглactIo лемме 6 F — мнимое квадратичное поле и 
R — некоторый его Z-порядок. Отметим, что случай 
F =  Q невозможен ввиду Я ф 1.  Согласно доказанному 
выше A = D является f -алгеброй с делением. Так как 
отображение 1л осуществляет изоморфное вложение 
поля F в алгебру А, будем считать, что F ^A ,  отождеств
ляя/^ и f-lA- При этом отождествлении элементы П.- 
и 1л совпадают, поэтому пишем просто 1 вместо каж
дого из этих элементов.

Пусть X — произвольный элемент алгебры А. Тогда 
f  [х] — подполе алгебры А, являющееся конечным рас
ширением поля F, так как А — конечномерная /^-алгеб
ра. Непосредственно проверяется, что A'’i = f [x]n/C 
является R-порядком f -алгебры f  [х].

Согласно лемме 7 поле f  [х] является конечным рас
ширением поля Q, а кольцо К\ — его порядком, причем 
ввиду A'lS/C группа U(K\) является подгруппой конеч
ной группы и  (К), и, значит, сама конечна. Используя



теорему Дирихле [7, с. 152] и вспоминая, что R ^ Z ,  по. 
лучаем, что F[x| является мнимым квадратичным полем. 
Учитывая и |F : Q| =  |F [a:] : Q|, получаем
F[x:] =  F. Ввиду произвольности выбора элемента х О 
6 А, А, =  F. Кольно /? и в силу леммы 7 кольцо К-  
порядки поля F.

Дальнейшее рассмотрение разветвляется. Разбор ва
риантов проводим, опираясь па следующее описание по
рядков в квадратичных полях [7, с. 178].

Пусть d=A= \ — свободное от квадратов целое рацпо- 
иальиое число, В качестве Z-базиса максимального по
рядка квадратичного поля Q [V ^  можно взять числа 1 
и (0. где ы = (1 +-\'d)/2 при d =  1 (mod 4) и ш =  f d  при 
<7=2, .3 (mod 4). Произвольный порядок К поля Q iVd]  
имеет вн.т F =  Z + Zneo, гд,е п — целое положительное 
число (при ^̂ =̂ 1 получаем максимальный порядок 
Z + Zw поля Q[y^/].

Кроме того, неодиократно используется следующий 
факт [7, с. 179].

Пусть F — мнимое квадратичное поле; R  — поря
док F.
Тогда

(1) (У(/?) = {±1, ± / }^ Z( 4 ) ,  если r  = Q[i],  R ^ Z  +
f  Zi — максимальный порядок поля Q[/], где i = | ;

(2) II(R) = (±  1, ±п, ±p2}^Z (6), если F=Q [ ] ^ ^ ] ,  
R = Z +_Z() — максимальный порядок поля F гче 
р = ( У - 3 + 1 ) / 2 ;

(3) и  (7?) =  { + 1} = Z ( 2 )  в остальных случаях.
Переходим к разбору вариантов.
1- =  K=--Z + Zni, R = Z + ZmF где

т, « — целые положительные числа. Так как R ^ K ,  
то п делит т. Если я, =  1, то для любого т K = Z  +  
А-Zi  является iR-порядком поля C]f/|, порожденным 
группой и  (К) =  { - 1, ± г} siZ(4) ,  так как K ~ Z - \  -f 
F Z  ■ i c Z - и  {К) 'Z^R-U (К). Если ж е « ^ 1 ,  то (Д') =  

значит, Л =  RU{K)  =  Д.{-!- 1} =  Д, Итак, при 
либо /« — любое целое 11оложитолы1ос 

число, // =  1, R = ZA-Zmi,  К =  Z -[-Z/, 7 /(Д ) --= {+ 1, 
±  /■} Z (4), либо т =  п 1, R - K = Z - A  Zmi, U (Д) =’
=  { ± 1 } - Z ( 2 ) .  ___  г ,

2. <4 =  F = Q [ V — 3], Д =г Z ф- Z/гр, R = Z Z///p, 
где p =  ( ] /  — 3-{- l)/2; m н n — целые положительные
b. Заказ 4241, |g j



числа. Так как R ^ K ,  то п делит т. Если « => 1, то 
для любого т имеем К =  Z-1 +  ZpCZ-f7 ( / ( ) с X  
XU{ K) ,  то есть /С — Z 4 - Zp является /^-порядком 
поля Q [K  — 3] =  Q[p], порожденным группой U{K) = 
=  {± 1, ± р, ±  Р̂ } при любом т.  Если же п ф  \ , то 
^ = { ±  значит, как и в только что разобранном 
варианте 1, К = R.  Таким образом, при A = F  = 
=* Q [У̂  — 3] =  Q [р] либо т — любое целое положи
тельное число, п = \ , R Z  ф К = Z  ф  Zp, и  (К) =  
=  {±1,  ± р, ± P *}= Z (6 ) , либо т = п ф \ ,  R = K = 
= ZфZmp, U{K) = {± \} =  Z{2).

3. А = F = Q [ У d], где d — свободное от квадратов 
целое отрицательное число, й ф  — \, — 3. В этом слу
чае R — Z ф ZtiM, где п — целое положительное число, 
U(K) = {± l } s Z ( 2 ) ,  значит, K = R-U ( K ) ^ R - { ±  ^  = R-

Собирая вместе результаты вариантов 1, 2 и 3, полу
чаем в точности все, что требовалось. Предложение 
доказано.

Л е м м а  9. Пусть R — немаксимальный порядок 
поля Q [i]. Тогда для любого целого положительного 
числа п существует /^-модуль без кручения М такой, 
что AutflAf = n z  (4).П

Доказательство. Пусть Qi, ..., — абелевы груп
пы без кручения ранга 1, не являющиеся р-делимымп 
ни для какого простого р. Нетрудно выбрать группы 
Qi, ..., Qn так, чтобы их типы были попарно несравни
мыми.

Пусть S =  ZфZi  — кольцо целых гауссовых чисел. 
S является максимальным порядком поля Q[(], поэтому 
RczS. Для каждого i = l ,  ..., п тензорное произведение 
5®zQi будем обозначать Si. Так как S очевидным об
разом является /?-Z-бимoдyлeм, то Si — /?-модуль.

Непосредственно проверяется, что £п(5,) ^ S .  Пере
ходя к группам обратимых элементов изоморфных ко
лец En(Si) и S,получаем

AuiniSi) ^ U ( S )  ^ Z ( 4 ) .  (2)
Легко видеть, что Ногпд(5;, Sj) = 0 ,  t, j =  1..... п,

П
Положим rM =  ©5j. Очевидно, М является У?-моду- 

' - 1
лем без кручения. Ввиду Нотд(5г, 5 j ) —0 для любых 
i, j = \ ,  ..., п, 1Ф=1, Si является вполне характеристгячес-



КИМ подмодулем /^-модуля М, Поэтому Аи1дМ ^я
^  HAutfl(5,). Воспользовавшись (2), получаем Аи1нЛ1 ^  
^  I1Z (4). Лемма доказана.Л

Хорошо известна теорема Корнера о том, что всякое 
счетное редуцированное кольцо без кручения £  изоморф
но кольцу эндоморфизмов £(А) некоторой счетной ре
дуцированной абелевой группы А без кручения [8]. Из 
этой теоремы непосредственно вытекает такое

С л е д с т в и е  10. Пусть /? — кольцо. Всякая счетная 
редуцированная ^-алгебра без кручения £ изоморфна 
как кольцо кольцу эндоморфизмов £я(Л) некоторого 
счетного редуцированного ^-модуля без Z-кручения А. 
Причем если £-алгебра £  — точная, то указанный ^?-мо- 
дуль А можно также выбрать точным.

Используя результаты работы [9], нетрудно доказать 
такую лемму.

Л е м м а  11. Пусть £ — мнимое квадратичное поле; 
R — порядок поля £; G — конечная абелева группа пока
зателя /г, причем хотя бы один (или, что эквивалентно, 
любой) первообразный корень из единицы степени h 
принадлежит полю £. Тогда групповое кольцо /?[С] 
группы G над кольцом R не имеет нетривиальных обра
тимых элементов. В частности, £ (£ [G ])  ^  G(/?) X G.

Теперь мы в состоянии доказать теорему 1— основ
ной результат данной работы.

Доказательство теоремы 1. Необходимость доказыва
ется последовательным применением предложений 3, 5 
и 8, а также теоремы о строении подгрупп конечно-поро
жденных абелевых групп [3, теорема 15.6].

Докажем достаточность. Пусть т  и п — произволь
ные целые неотрицательные числа. Определим группу Н 
следующим образом:

1) // =  nZ (2) X n Z  (4), если £ =  Q[ij;
m п

2) £  =  nZ (2) x n Z  (3), если £ = Q [V = 3 ];
m  n

3) £  =  nZ (2), если £ =  Q[yd], где d — свободное от
m

квадратов целое отрицательное число, не равное —1, —3.
Пусть Н — показатель группы Я; |л — первообразный 

корень из 1 степени h. Непосредственно проверяется, что
?4 6 Q[|]; 1з. Еб е Q[y—3]; ^1, I2 6 Q[Vd] для любого



целого cl. Поэтому при целых неотрицательных т и п 
Ih. 6 Согласно лемме 11 U(R[H]) ^  U{R) У(_ Н.

Далее, кольцо /?[//] счетно, так как кольцо R счетно, 
а группа И конечна. R[H\  редуцированное кольцо, так 
как его аддитивная группа — свободная абелева группа. 
Кольцо R[H] является /?-алгеброп относительно естест
венного вложения R >—> R[H]- Таким образом, по след
ствию 10 существует /^-модуль Л1 без Z-кручения такой, 
что Er { M) ^ R [ H] .  Переходя к группам обратимых 
элементов этих изоморфных колец, получаем Аи1дЛ/ ^  
^  U{R[H])  ^  U(R)  X R- Итак, для любых целых неот- 
рицателыиях т, п п любого порядка R мнимого квадра
тичного поля F существует /^-модуль М без Z-кручения 
такой, что 6' =  Аи1дА1 ^  U{R) X

Отметим, что U{ R ) ^ Z { A ) ,  если R =  Z [ i \— макси
мальный порядок поля Q[j]; t / ( ^ ^ Z ( 6 ) ,  если R —
максимальный порядок поля Q[V—3], и И{R) ^ Z  (2) в 
остальных случаях [7, с. 179]. Используя это, непосред
ственно проверяем, что при любом R каждая из групп 
С, удовлетворяющая (в зависимости от R) условию (1), 
(2) или (3) доказываемой теоремы, изоморфна при не
которых целых неотрицательных т, п группе U{R) У. Н 
за исключением одного случая: R — немаксимальный
порядок поля Q[i] и G =  nZ (4), где п — целое положи-

П
тельное число. Так как по доказанному для любого R и 
любых целых неотрицательных чисел т, п группа 
и (R) Х ^  изоморфна группе автоморфизмов AuIhM не
которого /^-модуля М без Z-кручения, то остается вос
пользоваться леммой 10. Теорема доказана.
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УДК 512.553-(-5G5
О дистрибутивности решетки предкрученнй. Б у и у И. Д., Т э- 

б ы р ц э  Е, И. — В ки.; Абелевы группы и .модули. То.мск: Изл-во 
Томск, уи-та, 1983, с. 3— 10.

Найдены необходимые и достаточные условия дистрибутивности 
решетки во всех предкрученнй категории всех унитарных модулей над 
ассоциативным кольцом с единицей. В качестве следствий получа
ются более простые условия дистрибутивности указанной решетки 
в случае модулей над артиновым1г и коммутатнвны.ми кольцами.

УДК 512.541
О расщепляющихся квазисервантно инъективных группах. Д о б 

р у с и н  Ю. Б.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во
Томск, ун-та, 1983, с. 11—23,

Изучается вопрос о том, когда прямая сумма квазнсервантнп 
ииъективны; абелевых групп А и Г, где А — без кручения; Т — 
периодическая группа, будет снова квазисерваитно инъективной 
(Фукс Л. Бесконечные абелевы группы.— М.: .Мир, 1974, т. 1; проб
лема 17). Полностью получены ответы на этот вопрос в случае, ког
да Т обладает лишь конечным множеством ненулевы.х р-компонент 
для таких простых р, что р/1=рЛ, либо в случае, когда Т произ
вольна, а А — некоторая из групп, описанных и РЖМат, 1980 
11А169.

УДК 512.541
Об изоморфизме Л/-высоких подгрупп. К р а в ч е н к о  А, А. — 

В кн.: Абелевы группы и .модули. Томск: Изд-во То.мск. уи-та, 1983, 
с. 24—30.

Описан класс 9^ абелевых групп А, у которых для произволь
ной подгруппы N все iV-высокие подгруппы изоморфны. Кроме того, 
показано, что класс групп 9^ в точности совпадает с классом та
ких групп А, у которых для двух слабо сервантных подгрупп н “п 

из r{Hi) =г(Нг,) и r{AIHi) =г{А/Н.2) с.тедует

УДК 512.541
Об абелевых группах без кручения, I. К р ы л о в  П, А,— В кн.: 

Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та 1983
с. 40—64.



Для произвольной абелевой группы С без кручения дпка13ынас1 - 
ся, что определенные ее подгруппы обладают некоторыми канониче
скими квазнразложениямп. Затем, опираяс1> на эти результаты, ис
следуются вполне транзитивные п траизнтипные аОслепы группы без 
кручения.

УДК 512.553-1-55.0
Миннмальныг модули. К у з и ч е в а В. Л.— В кп.: .Абелевы груп

пы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 19S3, с. 65—79.
В работе исследуются свойства языка первой ступени теории мо

дулей над ассоциативным кольцом с единицей, связанные с опре- 
дели.мымн подмножествами модулей над кольцом. Минимальный мо
дуль, но аналогии с кольце'Мп, определяется как молул1>. где всякое 
определимое подмножество конечно пли кокопечпо. Изучается стро
ение минимальных модулей и колец, над которыми существуют ми
нимальные модули. Показано, что любой бесконечный модуль над 
телом минимален. Кроме того, тело характеризуется в к.тассе бес
конечных колец требованнем минимальности всех пепу.депы.ч модулс11, 
а п классе конечных колец — требованием минимальности всех бес
конечных модулей. Получено полное опнеанне минимальных абеле
вых групп, а именно показано, что абелева группа .VI мшшмапы1а 
тогда н TOJU>KO тогда, когда она является либо бесконечной элемен
тарной р-группой (р-простое), либо такой ненулевой делимой абе
левой группой, что р-раиг г ̂  (М) конечен для всех простых р.

УДК 512.553-f55.0
О конечной аксиоматизируемости радикальных и полупростых 

классов модулей. П о п о в и ч  Р. Б.— В кн.: Абелевы группы и мо- 
.1улн. Томск: Пзд-во Томск, ун-та, 1983, е. 80—89.

С произвольным непустым множеством элементов кольца связы
вается идемпотептный радикал, обобщающий понятие /-радикала. 
Решается вопрос об аксиоматизируемости радикального класса та
кого радикала. Рассматриваются ндемпотентные радикалы, порож
денные некоторым классом циклических модулей. Описаны радикалы 
указанного типа с аксиоматизируемым полупростым классом.

УДК 512.541
£-корректные абелевы группы. П р и х о д ь к о  11. А,— В ки.: 

Абелевы группы и модули. Томск: Пзд-во Томск, ун-та, 1983,
с, 90—99.

Абелевы группы В к С называются £-эквивалентными (В̂ ^С).
если каждая из них изоморфна £-чистой подгруппе другой группы. 
Группа В называется £-корректной, если В~С влечет

Описываются все £-коррсктные прямые суммы циклических р- 
групп.

УДК 512.553
О малоинъективных модулях и кольцах. Т у г а и  б а е  в Л. А.— 

В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1983, 
С. 100— 106.



Ирипс'дены критерии самоинъективности колец, использующие 
понятие малоииъектпвного модуля. (Модуль называется малоинъек- 
тивны.ч, если все эндоморфизмы его подмодулей продолжаются до 
эндоморфизмов самого модуля).

УДК 512.552
Представление алгебр с условием алгебраичности. Т э н  В. Д. — 

В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1983, 
с. 107— 124,

Доказывается, что примитивные алгебры с инволюцией над ком
мутативным кольцом с единицей, удовлетворяющие некоторому усло
вию, являются P I-алгебрами и приводится оценка на Р1-стспень этик 
алгебр. Далее эти результалы распространяются на первичные a.i- 
гебры с инволюцией без правых ниль-идеалов.

^’ДК 512.541
Об одном классе абелевых групп без кручения конечного ранга.

Ф л с т е р  Т. М.— В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд -во 
Томск, ун-та, 1983, с. 125—13,6.

Пусть G — группа; Л — ее подгруппа; AulG — группа всех ее а:;- 
томорфизмов. Подгруппу I ( /l)cA u lG  HgiTObcm А-тождествеиной, 
если Г(Л) =  < u e A u lG Iи« =  а, V a e /1 > . Подгруппу C c G  назовем 
Г(А) — максимальной, если С =  <c(=G\uc =  c, \ ’й е Г ( ,4 )> , Группы.
> которых обобщенные псевдоцоколи и только они являются Г(/1)- 
макенмальными подгруппами, назовем fps-группами.

В работе дано описание сильно неразложимых fps-rpynn. Пока- 
зг1на связь обобщенных псендоцоколеп сильно иеразложи.мых fps- 
rpynn с ядрами их нильпотеитпых эндоморфизмов. Приведены при
меры сильно неразложимых и кпазира дюжи.мых fps-rpynn.

УДК 512.541
О некоторых классах абелевых групп. Ч е х л о в  А. Р,— В ки,; 

Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та 1983
с, 137—152.

Рассматриваются группы, в которых замкнутые в Z-адической 
топологии серваитпые подгруппы являются прямыми слагаемыми. 
Показывается, что группы, выделяющиеся прямыми слагаемыми в 
каждой группе, содержащей их в качестве замкнутых серваитиых 
подгрупп, это в точности алгебраически компактные группы, Рас- 
смгириваютгя также группы, в которых прямые слагаемые образу
ют подрешетку в решетке подгрупп данной группы.

>'ДК 512.541+553
Л1одули без кручения с конечными группами aRTO^;«pфн;Jмoн над 

кольцами алгебраических чисел. 111 л я ф е р А. 3 .— В кн.: .Хбелепы 
группы ц модули. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1933, с. 153— 165, 

Рассматривается следующая задача; для данного кольца о\а|)ак- 
терпзовать все конечные группы, являющиеся группами автомор
физмов модулей без кручения над этим кольцо.м. Полный ответ 
получен для порядка конечного расшпрепня поля рациональных 
чисел.
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