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Т.Е. Хмылёва

О ГОМЕОМОРФИЗМЕ ПРЯМОЙ ЗОРГЕФРЕЯ
И ЕЕ МОДИФИКАЦИИ SQ

Доказывается негомеоморфность двух топологических пространств, а имен-
но, прямой Зоргенфрея S  и ее модификации QS , где Q  – множество рацио-
нальных чисел на прямой.  При доказательстве используется монотонность
гомеоморфизма : S Sϕ →  на некотором интервале ( , )a b S⊂ . Этот факт ус-
тановил E. K. Van Douwen. Вопросы о гомеоморфизме прямой Зоргенфрея и
ее модификаций рассматривались в работе V.A. Chatyrko, Y. Hattory, где то-
пология  «стрелки» на некотором множестве A заменена на евклидову топо-
логию, а также в работе Е.С. Сухачевой, Т.Е. Хмылевой, где доказывается
гомеоморфность пространств S  и SA, если  A – это подмножество счетного
замкнутого множества на прямой  и пространство SA определяется анало-
гично пространству SQ.

Ключевые слова: стрелка Зоргенфрея, гомеоморфизм, бэровское про-
странство, множество первой категории.

В работе используются следующие обозначения:  – множество натуральных
чисел;  – множество вещественных чисел, наделенное стандартной евклидовой
топологией; Q ⊂  – подмножество рациональных чисел; J ⊂  – подмножество
иррациональных чисел; S – прямая Зоргенфрея (или «стрелка») с топологией, по-
рожденной базой { }( , ] : , ,  a b a b a b∈ < .

Если множество A ⊂ , то через AS  обозначается множество вещественных
чисел, наделенное топологией, в которой база окрестностей определяется сле-
дующим образом:

если x A∈ , то { }[ , ) : ,  xxB x a a a= ∈ < ;

если \x A∈ , то { }( , ] : ,  xB a x a a x= ∈ < .

Если промежуток ( , ) Aa b S⊂ , то пишем ( , )Aa b .
Определение 1 Топологическое пространство X называется бэровским, если

пересечение любой последовательности открытых всюду плотных в X подмно-
жеств является всюду плотным.

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 1 . Пространства S  и SQ не являются гомеоморфными.
Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующие факты.
 Предложение 1. Пространство S  является бэровским.
Доказательство. Пусть { } 1n nG ∞

=  – последовательность открытых всюду плот-
ных подмножеств в S. Каждое множество nG  есть объединение непересекающих-
ся интервалов вида ( , ]a b  или ( , )c d . Заменяя интервалы вида ( , ]a b  на интервалы
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( , )a b , получим множество nG ′ , которое будет открыто на прямой  и всюду

плотно в . Так  как – бэровское пространство, то 
1

n
n

G
∞

=

′∩  всюду плотно в , а

следовательно, всюду плотно в S.
Поскольку плотные Gδ -множества в бэровском пространстве являются бэров-

скими (Ткачук [4]), получаем следующее следствие.
Следствие 1. Подмножество иррациональных точек QJ S⊂  является бэров-

ским пространством.
Предложение 2. Для любого подмножества A ⊂  пространство AS  является

бэровским.
Доказательство аналогично предложению 1 с тем отличием, что открытое

множество AG S⊂  есть объединение непересекающихся интервалов вида интер-
валов вида ( ),a b , [ ),a b , ( ],a b  или [ ],a b .

Доказательство теоремы 1. Доказательство теоремы проведем методом от
противного. Предположим, что существует гомеоморфизм : QS Sϕ → . Тогда Jϕ

является гомеоморфизмом пространства J  на некоторое подмножество S . Для
каждого n ∈  рассмотрим множество

{ }1:  и ( ) ( )nF x J x y x y J y x
n

= ∈ − < < ∈ ⇒ ϕ < ϕ .

Нетрудно видеть, что 1 2F F⊂ ⊂… . Так как отображение ϕ  непрерывно, то
для каждой точки x J∈  найдется окрестность ( ],x x− ε , такая, что ( ) ( )y xϕ < ϕ для

любого ( ],y x x∈ − ε . Следовательно, 
1

n
n

F J
∞

=

=∪ .

Покажем, что множества nF  замкнуты в J . Пусть точка 0x J∈  является пре-
дельной для множества nF . Тогда существует возрастающая последовательность

k nx F∈ , такая, что 0lim kx
x x

→∞
= . Для точки  0 0

1 ,y x x J
n

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∩  найдется 
0kx , для

которой 
0 0ky x x< < . Следовательно, при всех 0k k≥  выполняется неравенство

0ky x x< < . Так как k nx F∈ , а 1 ,k ky x x
n

⎛ ⎤∈ −⎜ ⎥⎝ ⎦
, то ( ) ( )ky xϕ < ϕ  и в силу непре-

рывности функции ϕ  выполняется неравенство 0( ) ( )y xϕ ≤ ϕ . Поскольку ϕ  явля-
ется гомеоморфизмом и 0y x≠ , то 0( ) ( )y xϕ < ϕ  и по определению nF получаем,
что 0 nx F∈ .

По предложению 1 множество J  является бэровским пространством и, значит,
существует номер 0n ∈ , для которого 

0
int J nF ≠ ∅ . Следовательно, существует

интервал ( , )p q , такой, что 
0

( , ) np q J F∩ ⊂ . Не нарушая общности, можно счи-

тать, что 
0

1q p
n

− < . Для любых двух точек , ( , )x y p q J∈ ∩  выполняется нера-
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венство ( ) ( )x yϕ < ϕ , поскольку 
0ny F∈  и 

0

1y x y
n

− < < , т.е. функция ϕ  на ин-

тервале ( , )p q J∩  является строго возрастающей.
Рассмотрим теперь рациональную точку ( , ) Qr p q S∈ ⊂  и последовательность

иррациональных точек ( , )kx p q∈ , такую, что  lim kx
x r

→∞
=  и 1 2x x> >… . В силу

возрастания функции ϕ  на интервале ( , )p q T∩  последовательность ( )kxϕ  явля-
ется убывающей на «стрелке» S, что противоречит условию lim ( ) ( )kx rϕ = ϕ , ко-
торое должно быть выполнено в силу непрерывности функции ϕ .

Теорема 2. Если подмножество T S⊂  гомеоморфно S , а  D  счетное всюду
плотное в T  подмножество, то пространства DS  и S не являются гомеоморфны-
ми.

Доказательство. Поскольку T  гомеоморфно S , то по предложению 1 про-
странство T  является бэровским. Следовательно, \T D  также бэровское, так как
является плотным Gδ -подмножеством в T [4]. Кроме того, из гомеоморфности T
и S следует, что для любых 0ε >  и t T∈ множество ( ] ( ), \t t T D− ε ∩  является
несчетным. Это означает, что для любой точки d D T∈ ⊂  найдется последова-
тельность \ny T D∈ , которая сходится к точке d , возрастая, и, значит, в про-

странстве DS  последовательность { } 1n ny ∞
=  не имеет предельных точек.

Предположим теперь, что существует гомеоморфизм : DS Sϕ → . Так же, как и
в теореме 1, доказываем существование интервала ( , )p q , такого, что функция

( , ) ( \ )p q T Dϕ ∩  является возрастающей. Рассмотрим точки 1 2, ( , )d d p q D∈ ∩ ,

1 2d d<  и последовательности точек { } 1n ny ∞
=  и { } 1k kz ∞

=  из множества \T D , кото-
рые, возрастая, сходятся к точкам 1d  и 2d  соответственно, но не имеют предель-
ных точек в DS . Отсюда следует, что

1 1( ) ( ) ( ) ( )n ny y z zϕ < < ϕ < < ϕ < ϕ <… … … …

и, следовательно, возрастающая последовательность ( )nyϕ  является ограничен-
ной, а значит, сходящейся в пространстве S . Получаем противоречие с предпо-
ложением о непрерывности отображения 1−ϕ .

Следствие 2. Пусть F S⊂  замкнутое подпространство без изолированных то-
чек и D F⊂  счетное всюду плотное в F  подмножество. Тогда пространства DS
и S  не являются гомеоморфными.

Для доказательства достаточно заметить что в этом случае подпространство
F  гомеоморфно S . Доказательство этого факта можно найти в работе [5].
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AND ITS MODIFICATIONS QS .

In this paper, it is proved that two topological spaces, namely, the Sorgenfrey line S  and its
modifications QS , where Q  is the set of rational numbers on the real line, are nonhomeomorphic.

Topology of the space QS  is defined as follows: if x Q S∈ ⊂ , then the base of neighborhoods

of the point x is the family of semiintervals { }[ , ) : 0x x + ε ε > , and if \x S Q∈ , then the base

of the neighborhood is a family of semiintervals { }( , ] : 0x x− ε ε > . The proof of this fact uses
monotonicity of the homeomorphism : S Sϕ →  on some interval  ( , )a b S⊂  (E.K. Van Douwen,
1979).
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