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Рассматривается взаимосвязь раздельно непрерывных и квазинепрерывных функ-
ций. Доказывается, что квазинепрерывность функции следует из раздельной не-
прерывности функции. 
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В данной работе приводится доказательство леммы, сформулирован-

ной в работе [1] без доказательства. 
Определение 1. Пусть дана функция ݂:ℝ × ℝ → ℝ. Для фиксирован-

ного значения ݔ, мы определяем функцию ௫݂ по формуле ௫݂(ݕ) = ,ݔ)݂  .(ݕ
Аналогично можно определить функцию ௬݂. Будем говорить, что функ-
ция ݂:ℝ × ℝ → ℝ раздельно непрерывна, если для каждых ݔ и ݕ ∈ ℝ 
функции ௫݂ и ௬݂	- непрерывны. 

Определение 2. Функция ݂:ℝ × ℝ → ℝ называется квазинепрерывной 
в точке (ݔ, ߝ если для каждого ,(ݕ > 0 и любых непустых открытых мно-
жеств ܷ и ܸ таких, что ݔ ∈ ܷ и ݕ	 ∈ ܸ, существуют открытое множество ଴ܷ ⊆ ܷ, и открытое множество ଴ܸ ⊆ ܸ, для которых  ݂( ଴ܷ × ଴ܸ) ⊆ ,ݔ)݂) (ݕ − ,ߝ ,ݔ)݂ (ݕ +  .(ߝ
Будем говорить, что f квазинепрерывна, если она квазинепрерывна в 
каждой точке. 

Лемма 3. Если функция ݂:ℝ × ℝ → ℝ раздельно непрерывна, то она 
квазинепрерывна. 

Доказательство. Пусть даны точка (ݔ଴,	ݕ଴) ∈ ℝ × ℝ и функция ߮(ݔ, (ݕ = ,ݔ)݂ (ݕ −  Нетрудно видеть, что для доказательства .(଴ݕ	,଴ݔ)݂
квазинепрерывности функции ݂ в точке ൫ݔ଴,	ݕ଴൯ достаточно доказать ква-
зинепрерывность функции ߮ в этой точке. 

Пусть ߝ > ,଴ݔ) ,0 -– произвольные от	ܸ	и	଴) – произвольная точка, ܷݕ
крытые множества такие, что ݔ଴ ∈ ܷ, ଴ݕ ∈ ܸ. Так как ܷ открыто, то суще-
ствуют	ߜ௫଴, ଴ݔтакие, что ൫	௬଴ߜ − ଴ݔ,௫଴ߜ + ௫଴൯ߜ ⊆ ܷ, ൫ݕ଴ − ଴ݕ,௬଴ߜ ௬଴൯ߜ+ ⊆ ܸ. Поскольку  ߮ раздельно непрерывна в точке (ݔ଴, -଴), то сущеݕ
ствует 	ߜ > 0 такое, что |ݔ଴ − |ݔ < 	ߜ ⇒ ห߮௬బ(ݔ଴) − ߮௬బ(ݔ)ห = ห߮௬బ(ݔ)ห  . 2/ߝ>
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Далее будем рассматривать отрезок ܦ = ,଴ݔൣ ଴ݔ +min൫	ߜ, ௫బ଴൯൧ߜ ⊆ 		ܷ. 
В каждой точке 	ݔ ∈ 2/ߝ для ܦ > 0 существует	ߜ௫ > 0 такое, что |ݕ଴ − |ݕ < ௫ߜ 	⇒ |߮௫(ݕ଴) − ߮௫(ݕ)| < |(଴ݕ)Отсюда, учитывая, что |߮௫ .2/ߝ = |߮௬బ(ݔ)| < ఌଶ, получаем |߮௫(ݕ)| ≤ |߮௫(ݕ) − ߮௫(ݕ଴)| + |߮௫(ݕ଴)| < 2ߝ + 2ߝ =  ,ߝ

при ݔ ∈ ݕ| и ܦ − |଴ݕ <  .௫ߜ
Далее будем работать с числами ߜ௫ для каждого	ݔ ∈  На основе этих .ܦ

чисел построим новые: ∆௫= sup{ݕ − ௢ݕ	:଴ݕ < ᇱݕ ≤ 	ݕ ⇒ 	 |߮௫(ݕᇱ)| ≤  .{ߝ
Очевидно, что ߜ௫ ≤ ∆௫.  

Из определения чисел ∆௫ следует 
(1) Если ݕ ∈ ଴ݕ,଴ݕ] + ∆௫], то |߮௫(ݕ)| ≤  .ߝ
(2) Для любого ݔ ∈ ߙ и для любого ܦ > 0 существует точка ݕ∗ ∈ ଴ݕ) +∆௫, ଴ݕ + ∆௫ + |(ݔ)∗для которой |߮௬ ,(ߙ >  .ߝ

Теперь рассмотрим для каждого ݊ ∈ ℕ подмножества ܦ следующего 
вида: ܨ௡ = ൜ݔ ∈ :ܦ ∆௫≥ 1݊ൠ. 

Очевидно, что ⋃ ௡ஶ௡ୀଵܨ = ݊ и для любого	ܦ ∈ ℕ ܨ௡ ⊆  ௡ାଵ. Докажемܨ
замкнутость ܨ௡. Действительно, если существует точка ݔ∗ ∈ ௡ഥܨ	 >∗௡, то ∆௫ܨ\ ଵ௡ и по свойству (2) для некоторой точки ݕ∗ ∈ ଴ݕ) + ∆௫, ଴ݕ + ଵ௡	) |ݕ௫∗(ݕ∗)| > ௞ୀଵஶ{௞ݔ} Выберем последовательность .ߝ ∈ ௡ такую, что lim௞→ஶܨ ௞ݔ = ห(௞ݔ)∗Тогда ห߮௬ .∗ݔ = ห߮௫ೖ(ݕ∗)ห ≤ ≤так как ∆௫ೖ ,ߝ ଵ௡, а ݕ∗ ∈ ቂݕ଴, ଴ݕ + ଵ௡	ቃ ⊆ ଴ݕ,଴ݕൣ +	∆௫ೖ൧. Так как функция ߮௬∗	непрерывна, то lim௞→ஶ ߮௬∗(ݔ௞) = ߮௬∗(ݔ∗) = ߮௫∗(ݕ∗), что невозможно, так как ห߮௬∗(ݔ௞)ห = ห߮௫ೖ(ݕ∗)ห ≤ |(∗ݕ)∗߮௫	а | ,ߝ > ݊ ௡ для всехܨ  Таким образом замкнутость .ߝ ∈ ℕ доказана.  

По теореме Бэра полное метрическое пространство ܦ не может быть 
объединением счетного числа нигде не плотных множеств. Следователь-
но, существует ݊ ∈ ℕ такое, что ݐ݊ܫ	ܨ௡ 	≠ ∅, то есть существует интервал (ܽ, ܾ) ⊆ ௡ܨ ⊆ ܦ ⊆ ܷ. Нетрудно видеть, что ܩ = (ܽ, ܾ) × ቀݕ଴, ଴ݕ + ଵ௡ቁ ⊆ܷ × ܸ и функция |߮(ݔ, |(ݕ < ,ݔ) для ߝ (ݕ ∈ -Таким образом, квазине .ܩ
прерывность функции ߮, а значит и функции ݂, в точке ൫ݔ଴,	ݕ଴൯ доказана. 
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Поскольку точка (ݔ଴,	ݕ଴) ∈ ℝ × ℝ была выбрана произвольно, функция ݂ 
квзинепрерывна.  

Заметим, что обратное неверно. Для примера рассмотрим характери-
стическую функцию χ஺ множества ܣ = ,ݔ)} :(ݕ ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0}. Эта функ-
ция в нуле квазинепрарывна, но не раздельно непрерывна. 
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