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Это система линейных неоднородных дифференциальных уравнений с 
разрывными правыми частями. Решать ее нужно путем разбиения фазового 
пространства на ряд областей и нахождения решения в каждой из них. 
Систему (5) можно решить, например, используя средства системы ком-
пьютерной математики Maple или Mathematica [5].  
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

GIGI  С ДВУМЯ ТИПАМИ ЗАЯВОК 

Е. В. Панкратова 
Национальный исследовательский 

Томский государственный университет, Томск, Россия 
 

Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) с неограничен-
ным числом обслуживающих приборов. На вход системы поступает рекур-
рентный поток заявок двух типов, который определяется функцией рас-
пределения ( )A x  – длин интервалов между моментами наступления собы-
тий потока. Пришедшая заявка с вероятностью 1p  определяется как заявка 
первого типа, а с вероятностью 2p  – второго. Обслуживание заявок в зави-
симости от их типа осуществляется на приборах с функциями распределе-
ния времени обслуживания произвольного вида 1( )B x  и 2 ( )B x . 

Поставим задачу исследования двумерного случайного процесса 

1 2{ ( ), ( )}l t l t , характеризующего число занятых приборов в системе в момент 
времени t . Так как входящий поток не является пуассоновским, то иссле-
дуемый процесс немарковский. Определим нестационарный трехмерный 
марковский процесс 1 2{ ( ), ( ), ( )}z t r t r t . Здесь ( )z t  – случайная величина, рав-
ная длине интервала от момента t  до момента наступления следующего 
события в рекуррентном потоке; 1 2{ ( ), ( )}r t r t  – число событий двумерного 
просеянного потока, наступивших до момента времени t .  
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 ( )( ) 1 ( )i
i k iS t P T t B T t        – вероятность того, что заявка i -го 

типа )2,1( i  к моменту времени T  не закончила обслуживание и сформи-
ровалась заявка просеянного потока [1]. 

Для распределения вероятностей 

1 2 1 1 2 2( , , , ) { ( ) , ( ) , ( ) }P z r r t P z t z r t r r t r      
запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2

( , , , ) ( , , , ) (0, , , )
( ( ) 1)

(0, 1, , ) (0, , 1, )
( ) ( ) ( ) ( )

(0, , , )
( )( ( ) ( )).

P z r r t P z r r t P r r t
A z

t z z
P r r t P r r t

p S t A z p S t A z
z z

P r r t
A z p S t p S t

z

  
   

  
   

  
 


 



 

Начальные условия для решения этой системы в момент времени 0t  
определим равенством 

1 2
1 2 0

1 2

( ), 0,
( , , , )

0, 0,

R z r r
P z r r t

r r

 
   

 

( )R z  – стационарное распределение вероятностей процесса ( )z t . 
Обозначив 

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2
0 0

( , , , ) ( , , , ),ju r ju r

r r

H z u u t e e P z r r t
 

  

получим следующую задачу Коши: 

    1 2

1 2 1 2 1 2

1 2
1 1 2 2

( , , , ) ( , , , ) (0, , , )
( ( ) 1)

(0, , , )
( ) ( ) 1 ( ) 1 ,ju ju

H z u u t H z u u t H u u t
A z

t z z
H u u t

A z p S t e p S t e
z

  
   

  


   


          (1) 

1 2 0( , , , ) ( ).H z u u t R z  
Асимптотика первого порядка 

Будем искать решение системы (1) в условии эквивалентного роста 
времени обслуживания на приборах [2], т.е. при 1 2,b b  , где  

0

(1 ( )) , 1,2.i ib B x dx i


             

Обозначим 1

1
,b 


 2

1
b

q



 и в уравнении (1) выполним замены  

0 0 1 1 2 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2

, , ( ) ( ), ( ) ( ),

, , ( , , , ) ( , , , , ).

t t S t S S t S

u x u x H z u u t F z x x

         

      

 
                   (2) 

Для 1 1 2( , , , , )F z x x    получим уравнение 
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    1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 2
1 1 2 2

( , , , , ) ( , , , , ) (0, , , , )
( ( ) 1)

(0, , , , )
( ) ( ) 1 ( ) 1 .j x j x

F z x x F z x x F x x
A z

z z
F x x

A z p S e p S e
z

 

        
   

  
  

     


 
   (3) 

Теорема 1. Предельное (при 0 ) значение 1 1 2( , , , )F z x x   решения  

1 1 2( , , , , )F z x x    уравнения (3) имеет вид 

0 0

1 1 2 1 1 1 2 2 2( , , , ) ( )exp ( ) ( ) ,F z x x R z j p x S w dw p x S w dw
 

 

        
    

         (4) 

где параметр   определяется выражением 
(0)

.
R

z


 


                                                 (5) 

Доказательство.  
В уравнении (3) выполним предельный переход при 0  

1 1 2 1 1 2( , , , ) (0, , , )
( ( ) 1) 0.

F z x x F x x
A z

z z

   
  

 
 

Следовательно, 1 1 2( , , , )F z x x   можно определить в виде 

1 1 2 1 1 2( , , , ) ( ) ( , , ).F z x x R z x x        (6) 
Разложим (3) в ряд по ε, разделим на ε и устремим 0 . Тогда с уче-

том (6) при z   получаем дифференциальное уравнение для нахожде-
ния функции 1 1 2( , , )x x  : 

1 1 2
1 1 2 1 1 1 2 2 2

( , , )
( , , )[ ( ) ( )].

x x
j x x p x S p x S

 
     


   

C учетом (6) и начальных условий 1 1 2( , , ) 1x x    получим вид 

1 1 2( , , )x x  : 

0 0

1 1 2 1 1 1 2 2 2( , , ) exp ( ) ( ) ,x x j p x S w dw p x S w dw
 

 

         
    

    

подставив которое в (6), получим равенство (4). 
В силу замен (2) и равенства (4) можно записать асимптотическое 

приближённое равенство 

0 0

1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 2

( , , , ) ( , , , , ) ( , , , )

( )exp ( ) ( ) .
t t

t t

H z u u t F z x x F z x x

R z j p u S w dw p u S w dw

     

       
    

 
 

При 0t T  , 0t   определим функцию 
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1 1 2 1 2

0 0

1 1 1 2 2 2

( , ) ( , , ,0)

exp (1 ( )) (1 ( ))

h u u H u u

j p u B w dw p u B w dw
 

  

          
   

 
1 1 1 2 2 2exp{ [ ]},j p u b p u b    

которую будем называть асимптотикой первого порядка для характеристи-
ческой функции процесса 1 2{ ( ), ( )}l t l t . 

Асимптотика второго порядка 
Решение 1 2( , , , )H z u u t  уравнения (1) запишем в виде произведения 

0 0

1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , , , ) ( , , , )exp ( ) ( ) ,
t t

t t

H z u u t H z u u t j p u S w dw p u S w dw
       

    
       (7) 

подставляя которое в (1), получим уравнение для 2 1 2( , , , )H z u u t  в виде 

1 2

2 1 2
2 1 2 1 1 2 2

2 1 2 2 1 2

2 1 2
1 1 2 2

2 1 2 0

( , , , )
( , , , ) ( ( ) ( ))

( , , , ) (0, , , )
( ( ) 1)

(0, , , )
( )[ ( )( 1) ( )( 1)],

( , , , ) ( ).

ju ju

H z u u t
H z u u t j p S t p S t

t
H z u u t H u u t

A z
z z

H u u t
A z p S t e p S t e

z
H z u u t R z


   


 

   
 


   




             (8) 

Введем следующие замены: 1 2

1
,b 


 2 2

1
,b

q



  2 ,t    2

0 0 ,t             (9) 

1 1( ) ( ),S t S   2 2( ) ( ),S t S   1 1,u x   

2 2 ,u x   2 1 2 2 1 2( , , , ) ( , , , , ).H z u u t F z x x    
Теорема 2. Предельное (при 0 ) значение 2 1 2( , , , )F z x x   функции 

2 1 2( , , , , )F z x x    имеет вид 

0 0

0

0 0

2 2
2 1 2

2 1 2 1 1 2 2

1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 21 2
1 1 1 2 2 2

( , , , ) ( )exp ( ) ( )
2 2

(0) (0)
( ) ( )

(0) (0)
( ) ( ) ,

x x
F z x x R z j p S w dw p S w dw

f f
p p x x S w S w dw

z z

f f
p x S w dw p x S w dw

z z

 

 





 

 

           

       

      

 



 

 

 

 

(10) 

где величина λ определяется равенством 
(0)R

z


 


, а функция ( )if z  удов-

летворяет условию ( ) 0if    и является решением уравнения 
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( ) (0) (0)
( ) ( ( ) 1) ( ), 1,2.i if z f R

R z A z A z i
z z z

  
     

  
                   (11) 

Доказательство. 
Представим функцию 2 1 2( , , , , )F z x x    в виде разложения 

2 1 2 2 1 2

2
1 1 1 1 2 2 2 2

( , , , , ) ( , , , ){ ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ))} ( ).

F z x x z x x R z

j p x S f z p x S f z O

     

                             (12) 

Можно показать, что полученные ниже результаты не зависят от вы-
бора значения величин 1( )f   и 2 ( )f  , поэтому будем полагать их равными 
нулю.  

Подставив (12) в (8) и учитывая, что 
( ) (0)

( ( ) 1) 0
R z R

A z
z z

 
  

 
, уст-

ремим 0  и получим дифференциальное уравнение 
( ) (0) (0)

( ) ( ( ) 1) ( ),i if z f R
R z A z A z

z z z

  
    

  
 

совпадающее с уравнением (11). 
Для нахождения функции 2 1 2( , , )x x   сделаем в уравнении (8) замены 

(9), разложим экспоненты в ряд Тейлора до 2( )O  , разделим обе части по-

лученного выражения на 2  и выполним предельный переход при 0  и 
z  . Тогда получим следующее равенство: 

2 2
22 1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 21 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

( , , )
( , , ) ( ) ( )

2 2

(0) (0) (0) (0)
( ) ( ) ( ) ( ) .

x x x x
x x j p S p S

f f f f
p p x x S S p x S p x S

z z z z

                
                    

 

   
 

Учитывая, что 2 1 2 0( , , ) 1x x   , получим выражение 
 

подставляя которое в (12), получим выражение (10). 
В силу замены (9), а также равенства (10) для функции 2 1 2( , , , )H z u u t  

можно записать приближённое (асимптотическое) равенство 

2 1 2 2 1 2 2 1 2( , , , ) ( , , , , ) ( , , , )H z u u t F z x x F z x x       

0 0

0

0 0

2 2
2 1 2

2 1 2 1 1 2 2

1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 21 2
1 1 1 2 2 2

( , , , ) exp ( ) ( )
2 2

(0) (0)
( ) ( )

(0) (0)
( ) ( ) ,

x x
z x x j p S w dw p S w dw

f f
p p x x S w S w dw

z z

f f
p x S w dw p x S w dw

z z

 

 





 

 

            

       

      

 



 

 

 

 



157 

0 0

0

0 0

2 2
2 1 2

1 1 2 2

1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 21 2
1 1 1 2 2 2

( )exp ( ) ( )
2 2

(0) (0)
( ) ( )
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
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 

          

       

      

 



 

 

Обозначим 
0

2 2
1

0
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1 2 1 2 12

0
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( ) ( ) (1 ( ))(1 ( )) .
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
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    

 
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Тогда при 0t T   и 0t   для характеристической функции про-
цесса  1 2{ ( ), ( )}r T r T  можно записать равенство 

1 1 2 2( ( ) ( ))
1 2 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 12

2 2 2 21 2
1 1 1 2 2 2

( , , , ) ( , )

(0) (0)
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2 2

(0) (0)
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j u r T u r TMe H u u T h u u

u u f f
j p b p b p p u u

z z

f f
p u p u

z z

    

                    
        

 

которое будем называть асимптотикой второго порядка характеристиче-
ских функций числа занятых приборов первого и второго типа.  
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Телекоммуникационные системы, математическими моделями кото-
рых могут являться однолинейные системы массового обслуживания с 


