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Рассматривается динамическая сетевая модель системы управления запасами с неопределенностью в данных. Неизвестные пара-
метры системы (спрос и коэффициенты потерь запаса) задаются в виде интервалов, в границах которых они произвольным обра-
зом принимают свои значения. Предполагается, что спрос имеет нестационарный характер и интервал его возможных значений 
меняется во времени. Для анализа и расчета оптимальной стратегии управления применяется аппарат интервальной математики, в 
том числе полная интервальная арифметика Каухера. Получены необходимые и достаточные условия существования допустимо-
го управления, доказана теорема об оптимальном допустимом уровне запаса, определены достаточные условия существования 
оптимальной допустимой стратегии управления и разработан вычислительный алгоритм ее построения. Проведены численные 
исследования. 
 

Проблема управления запасами является одной из наи-
более важных и актуальных в экономике, поскольку к ней 
сводятся многие задачи оптимального планирования 
складских, производственных, транспортных, финансовых, 
водохозяйственных, энергетических и других систем. Ши-
рокий класс систем управления запасами, в том числе сис-
темы снабжения и производства-распределения, описыва-
ется динамическими сетевыми моделями. Структура сис-
тем управления запасами представляется в виде динамиче-
ской сети, узлы которой задают виды и размеры управляе-
мых запасов, а дуги – управляемые и неуправляемые пото-
ки в сети. Под запасом здесь понимается не только нали-
чие некоторого товара или продукции на складе, но и лю-
бые другие виды ресурсов (производственные, трудовые, 
транспортные, финансовые и др.). Управляемые потоки 
перераспределяют ресурсы (запасы) между узлами сети, 
возможно перерабатывая их, и планируют поставки извне. 
Неуправляемые потоки описывают спрос на ресурсы в уз-
лах сети, который формируется как со стороны других уз-
лов, так и внешнего окружения. Задача управления запаса-
ми формулируется как задача поиска минимального по 
стоимости динамического потока в сети. Достаточно пол-
ный обзор о постановках сетевых задач и методах их ре-
шения приведен в [1, 2]. 

Наиболее востребованными на практике являются моде-
ли управления запасами с неопределенностью в данных. 
В классической теории управления запасами принято считать, 
что априорная неопределенность, свойственная реальным 
системам управления запасами, имеет стохастический ха-
рактер [3–5]. Однако практическое применение стохастиче-
ских моделей во многих случаях затрудняется из-за отсутст-
вия информации о вероятностных характеристиках системы. 
В работах [6–11] предлагаются интервальные модели управ-
ления запасами, основанные на предположении о нестохас-
тической природе неопределенности, присутствующей в 
системе. Неизвестные параметры системы описываются ин-
тервалами, в границах которых они произвольным образом 
принимают свои значения. На практике такое описание не-
определенности по сравнению с вероятностным является 
более простым и доступным, поскольку границы интервалов 
неопределенности оценить проще, чем вероятностные ха-
рактеристики. Для анализа и расчета оптимальной стратегии 
управления применяется аппарат интервальной математики 
[12–15], в том числе полная интервальная арифметика 
Каухера [14, 15]. В [8–10] рассматриваются динамические 
сетевые модели систем управления запасами с интервальной 
неопределенностью спроса. Неизвестный спрос задается в 
виде интервала с постоянными (стационарный спрос) или 
переменными (нестационарный спрос) границами. В работе 
[11] в модель со стационарным спросом вводится дополни-
тельная неопределенность, источником которой являются 
коэффициенты потерь запаса, учитывающие естественные 
изменения в его количестве и свойствах (порча, убыль, ус-

таревание и т.д.). Это обусловлено тем, что в большинстве 
случаях на практике известными бывают не сами значения 
коэффициентов потерь, а интервалы их возможных значений. 

В данной работе рассматривается динамическая сетевая 
модель управления запасами с интервально заданным не-
стационарным спросом и интервальными коэффициентами 
потерь запаса. Получены необходимые и достаточные усло-
вия существования допустимого управления, доказана теоре-
ма об оптимальном допустимом уровне запаса, определены 
достаточные условия существования оптимальной допусти-
мой стратегии управления, гарантирующей асимптотическую 
сходимость к оптимальному запасу, и разработан вычисли-
тельный алгоритм построения этой стратегии. Приведены ре-
зультаты численного моделирования, подтверждающие рабо-
тоспособность и эффективность предложенного алгоритма. 

 
 

Описание модели и постановка 
задачи 

 

Рассмотрим динамическую систему управления 
запасами с периодическим контролем уровня запасов 
и бесконечным горизонтом планирования. Структуру 
системы представим в виде динамической сети, эво-
люция которой описывается многомерной моделью в 
пространстве состояний: 

 
 0),()()()()1( ≥++=+ ttEdtButxtAtx , (1) 

 
где x(t)∈Rn – вектор состояний системы, i-я компонента 
которого задает уровень запаса в i-м узле сети (на i-м 
складе) в момент времени t (x(0) считается известным); 
u(t)∈Rq – вектор управляющих воздействий (управле-
ние), компоненты которого представляют управляемые 
потоки в сети в момент времени t; d(t)∈Rm – вектор не-
управляемых воздействий (спрос), компоненты которо-
го описывают неуправляемые потоки в сети в момент 
времени t. Структура сети определяется структурой 
матриц B∈Rn×q, E∈Rn×m; диагональная матрица A(t) = 
= Diag(α1(t), …, αn(t)) ∈  Rn×n учитывает возможные по-
тери запаса в узлах сети в момент времени t. 

Спрос d(t) имеет нестационарный характер (на-
пример, сезонный) и точно не известен, но задан ин-
тервал его возможных значений, границы которого 
меняются во времени: 
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 0,)()( ≥⊆∈ tttd DD , (2) 

 

где mIRt ∈DD ),( , ,])(),([)( tDtDt =D  0],,[ ≥= DD DD ; 

{ ,|],[ xxxxIR ≤== x  }Rxx ∈,  – множество правиль-

ных интервалов [12, 13]. В ряде случаев с нестационар-
ным спросом такое (более точное) задание интервала 
неопределенности спроса позволяет уменьшить уро-
вень запаса в системе и, как следствие, затраты на его 
хранение. 

На состояния x(t) и управления u(t) накладываются 
ограничения, обусловленные возможностями системы: 

 
 0,)( ≥∈ ttx X , (3) 

 0,)( ≥∈ ttu U , (4) 

 

где ],0[, XIRn =∈ XX ; ],0[, UIR q =∈ UU . 

Коэффициенты потерь запаса α1(t), …, αn(t) заданы 
в виде интервалов 

 
 0,)( ≥∈ ttA A , (5) 

 

где 1A (a ,  ,  a ) , A [ , ], a [ , ]n n
n i iiDiag IR A A×= ∈ = = α α… , 

niii ,1,1wid,10 =<≤≤ aa ; xx −=xwid  – ширина ин-

тервала х, wid х ≥ 0. 
Для системы (1) необходимо найти оптимальную 

(с точки зрения минимума затрат) стратегию управле-
ния, гарантирующую полное и своевременное удовле-
творение спроса (2) на бесконечном периоде планирова-
ния с учетом возможных потерь запаса (5) и ограниче-
ний (3), (4). 

Определение 1. Будем называть функцию u(t)=U(x(t),t), 
u(t)∈U, допустимым на интервале X управлением для 
состояния x(t) в момент времени t, t ≥ 0, если при лю-
бых потерях запаса A(t)∈A для любого значения 
спроса d(t)∈D(t) выполнено включение x(t+1)∈X, где 
x(t) определяется рекуррентным соотношением (1). 

Определение 2. Будем называть стратегию 
Φ={u(t), t ≥ 0} допустимой на интервале X стратегией 
управления для начального состояния x(0)∈X, если 
все управления, составляющие эту стратегию, являют-
ся допустимыми на интервале X. Множество страте-
гий, допустимых на интервале X при начальном запа-
се x(0)∈X будем обозначать Φ(x(0)). 

Определение 3. Будем называть ˆ ˆ, X,x x∈  допустимым 

уровнем запаса в системе, если для любого начального 
запаса x(0) )ˆ,0( xX∈  существует допустимая на ин-

тервале )ˆ,0( xX  стратегия управления, где X(a,b) = 

= [a,b] – интервальнозначная вектор-функция, которая 
определена для любых a, b∈Rn, a ≤ b. 

Определим затраты системы на хранение запаса в 
виде функции 

 

 xhxC ˆ)ˆ( T= , (6) 

 
где Xˆ ∈x – допустимый уровень запаса; h∈Rn – век-
тор затрат, h ≥ 0, h ≠ 0, i-я компонента которого пред-

ставляет затраты на хранение единицы запаса в i-м узле 
сети; символ T означает транспонирование. Понятно, что 
если для любого начального состояния x(0)∈X суще-
ствует стратегия управления Φ∈Φ(x(0)), то X  являет-
ся допустимым уровнем запаса и, следовательно, за-
траты системы меньше либо равны )(XC  при любых 

потерях запаса A(t)∈A и спросе d(t)∈D(t) для всех 
t ≥ 0. Чтобы минимизировать затраты системы, необ-
ходимо найти оптимальный допустимый уровень за-
паса *x̂ , минимизирующий функцию затрат (6), и 
стратегию управления запасами Φ*∈Φ(x(0)), гаранти-
рующую условие 
 

 0*,*)ˆ,0()( ≥τ≥∈ txtx X , (7) 
 
при любых потерях запаса A(t)∈A и любом спросе 
d(t)∈D(t). Стратегию Φ*∈Φ(x(0)) будем называть оп-
тимальной допустимой стратегией управления для на-
чального состояния x(0)∈X, а время τ* – скоростью 
сходимости системы к оптимальному допустимому 
запасу *̂x . 

 
 

Определение оптимального  
допустимого уровня запаса 

 
Теорема 1 (о существовании допустимого управ-

ления). Для любого состояния системы x(t)∈X в мо-
мент времени t, t ≥ 0, допустимое на интервале X 
управление с обратной связью u(t)=U(x(t), t), u(t)∈U, 
существует и определяется из включения 

 
 )(opp)wid()()( tItButxA EDXA +−∈+ , (8) 
 
если и только если выполнены условия 

 

 XIt )wid()(wid AED −≤ , (9) 

 }{)()( BUAIt −+−⊆ XED , (10) 

 
где интервальный вектор ED(t)∈ IRn, ED(t) = 

= )](),([ tEDtED , получен умножением матрицы E на ин-

тервальный вектор D(t); ],[opp xx −−=x  – интервал, 

обратный по сложению к интервалу х в полной интер-
вальной арифметике Каухера, x + opp x = 0; множество   
{–BU} = {x∈Rn | x = –Bu, u∈U}; I ∈  Rn×n – единичная 
матрица. 

Доказательство. Для состояния системы x(t)∈X по-
строим управление u(t) в виде (8). Включение (8) имеет 
смысл, если и только если выполнено (9). Действитель-
но, интервал )(opp)wid( tI EDXA +−  является пра-

вильным, если и только если 
 

,)wid()(wid
wid)wid()(wid

))(wid()()(

)()wid()()wid(

)(opp)wid()(opp)wid(

XIt
It

XXItEDtED
tEDXItEDXI

tItI

AED
XAED

A
AA

EDXAEDXA

−≤⇔
⇔−≤⇔
⇔−−≤−⇔

⇔−−≤−−⇔

⇔+−≤+−
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так как 0=X  по условию (3). Покажем, что такое 
управление существует для любого x(t)∈X, если и 
только если выполнено условие (10). Имеем 
 

}.{)()(
}{)()(

}{))(()()()(
)()wid()()()()(
)(opp)wid()()()()(

BUAIt
BUAAItA

BUAAIttxA|tx
tBuIttxA|tutx
tItButxA|tutx

−+−⊆⇔
⇔−++−⊆+⇔

⇔−+−−⊆+∈∀⇔
⇔−−⊆+∈∃∈∀⇔
⇔+−∈+∈∃∈∀

XED
XXEDX

XEDX
XAEDUX

EDXAUX

 

 
Покажем, что управление вида (8) является допусти-
мым на интервале X для состояния x(t)∈X, т.е. 

XDA ∈+∈∀∈∀ )1(|)()()( txttdtA . Действительно, 

 

,)()wid,0(
)(opp)wid()()()wid,0(

)()()()()()(
)()()()1(|)()()(

XEDXAX
EDXAEDAX

EDA
DA

=++
++−⊆++

++=++∈+
++=+∈∀∈∀

t
tIttx

tButxAttButxtEd
tButxtAtxttdtA

 

 
так как XAAXXAX ⋅=⋅=⋅ wid)wid,0()wid,0( X . 

Теорема доказана. 
Следствие 1. Для любого начального состояния 

x(0)∈X допустимая на интервале X стратегия управ-
ления Φ∈Φ(x(0)) существует, если и только если для 
всех t ≥ 0 выполнены условия (9), (10). Управления, 
составляющие эту стратегию, определяются из вклю-
чения (8). (Доказательство легко получить с учетом 
определения 2.) 

Замечание 1. Интервал )(opp)wid( tI EDXA +−  оп-

ределяет уровень запаса, гарантирующий полное и 
своевременное удовлетворение спроса, и должен быть 
неотрицательным для всех t ≥ 0. Это условие выполня-
ется, когда 0)( ≤tED  для всех t ≥ 0. 

Будем считать далее, что условия теоремы 1 вы-
полнены для всех t ≥ 0 и для любого начального со-
стояния x(0)∈X существует допустимая на интервале 
X стратегия управления Φ∈Φ(x(0)), т.е. X  является 
допустимым уровнем запаса. 

Теорема 2 (об оптимальном допустимом уровне 
запаса). Оптимальный допустимый уровень запаса *x̂  
является решением задачи 

 
T

ˆ
ˆ ˆ( ) min

x
C x h x= ⇒                                (11) 

 

при ограничениях 
 

 { } XxtI
t

≤≤−
≥

− ˆ)(widmax)wid(
0

1 EDA , (12) 

 

 0   для}{)ˆ,0()()( ≥∀−+−⊆ tBUxAIt XED . (13) 
 

Доказательство. По определению 3 уровень запаса 
x̂  является допустимым, если 
 
 X∈x̂  (или Xx ≤≤ ˆ0 ), (14) 
 
и для любого начального состояния x(0) )ˆ,0( xX∈  су-

ществует допустимая на интервале )ˆ,0( xX  стратегия 

управления. По следствию 1 такая стратегия существу-
ет, если и только если выполнены условия 
 
 0   дляˆ)wid()(wid ≥∀−≤ txIt AED , (15) 

 0   для}{)ˆ,0()()( ≥∀−+−⊆ tBUxAIt XED . (16) 

 
Условие (16) совпадает с (13). Условие (15) равно-
сильно неравенству { } xIt

t
ˆ)wid()(widmax

0
AED −≤

≥
, следо-

вательно, { } xtI
t

ˆ)(widmax)wid(
0

1 ≤−
≥

− EDA . В силу того, что 

{ } XIt
t

)wid()(widmax
0

AED −≤
≥

 (так как (9) выполнено для 

всех t ≥ 0), имеем { } XtI
t

≤−≤
≥

− )(widmax)wid(0
0

1 EDA , 

значит, множество решений системы неравенств (14) и 
(15) имеет вид (12). Теорема доказана. 

Следствие 2. Если для некоторого вектора затрат h≥0, 
h≠0, оптимальный допустимый уровень запаса равен 

{ })(widmax)wid(*ˆ
0

1 tIx
t

EDA
≥

−−= , то он будет таким же 

и для любого другого h ≥ 0, h ≠ 0. (Доказательство осно-
вывается на том, что функция )ˆ(xC  возрастает по x̂ .) 

Допустим, что в некоторый момент времени τ* ≥ 0 
состояние системы попадет в интервал *)ˆ,0( xX . По 
теореме 1 для любого x(t) *)ˆ,0( xX∈  в момент времени 
t ≥ τ* допустимое на интервале *)ˆ,0( xX  управление 
u(t)=U(x(t), t), u(t)∈U, можно определить из включения 

 
 )(opp*)ˆ,0()wid()()( txItButxA EDXA +−∈+ . (17) 

 
Управления u(t), удовлетворяющие (4) и (17), га-

рантируют условие (7) и составляют оптимальную 
стратегию управления. 

Замечание 2. Включение (17) обращается в равенст-
во 

)()()( tEDtButxA −=+ , 

если { })(widmax)wid(*ˆ
0

1 tIx
t

EDA
≥

−−=  и ширина интер-

вала возможных значений неизвестного спроса постоянна 
(wid ED(t) = const для всех t ≥ 0). 

Замечание 3. Начиная с момента времени τ*, 
управления u(t) логично выбирать, минимизируя за-
траты на управления (транспортные расходы, затраты 
на производство и т.д.) при ограничениях (4) и (17), 
поскольку любое управление, удовлетворяющее этим 
ограничениям, является оптимальным в смысле (7). 

 
 

Построение оптимальной 
допустимой стратегии управления 

 
Проблема существования оптимальной допус-

тимой стратегии управления не возникает в двух слу-
чаях: 

1) если оптимальный допустимый уровень запаса 
Xx =*̂ , то любая допустимая на интервале X страте-

гия управления является оптимальной; 
2) если оптимальный допустимый уровень запаса 

XxXx ≠≤ *̂,*̂ , и начальный запас x(0) *)ˆ,0( xX∈ , то 
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любая допустимая на интервале *)ˆ,0( xX  стратегия 

управления является оптимальной. 
В этих двух случаях управления, составляющие оп-

тимальную стратегию Φ*∈Φ(x(0)), определяются из 
включения (17) для всех t ≥ 0 и скорость сходимости 
системы к оптимальному запасу τ* = 0. В тех случаях, 
когда хотя бы в одном из узлов начальный запас боль-
ше оптимального уровня запаса ( iii Xxxi ≤<∃ )0(*ˆ| ), 

требуется определить условия существования опти-
мальной допустимой стратегии Φ*∈Φ(x(0)), гаранти-
рующей сходимость к оптимальному запасу *̂x , и оце-

нить скорость сходимости системы. 
В работе [10] показано, что если потери запаса от-

сутствуют, либо коэффициенты потерь запаса точно 
известны, то система с интервально заданным неста-
ционарным спросом сходится к оптимальному запасу 
за конечное число шагов при любом начальном со-
стоянии X∈)0(x  и найдена оценка скорости сходи-

мости. Для случая с интервально заданными коэффи-
циентами удалось доказать лишь асимптотическую 
сходимость системы и получить стратегию управле-
ния, гарантирующую 

 
 ∞→∈ txtx    при*)ˆ,0()( X  (18) 

 
для любого X∈)0(x . Достаточные условия существова-

ния такой стратегии приведены в теореме 3. 
Теорема 3 (о существовании оптимальной допус-

тимой стратегии). Если для всех t ≥ 0 выполнены усло-
вия (9), (10), для всех t ≥ 1 выполнено условие 

 

 )()1()( trtrAI ≤−− , (19) 
 

где 0)(,)(wid*ˆ)wid()( ≥∈−−= trRtxItr nEDA , и су-

ществует число }wid)1{(min
,1

ii
ni

aα−−>ε
=

 такое, что 

 

}{*)ˆ,0()(),0()wid( BUxAII −+−⊆θ+ε+ XXAED , (20) 

 

где ED = E·D∈ IRn, ED = ],[ EDED , 0,*̂ ≥θ∈−=θ nRxX , 
0≠θ , то для любого начального состояния X∈)0(x  

существует допустимая на интервале X стратегия 
управления Φ*∈Φ(x(0)), гарантирующая утверждение 
(18). 

Доказательство. Введем вектор 
 

0),()()1(~ ≥+=+ ttButxAtx , 

 
который определяет минимальный возможный уро-
вень запаса после поставки в момент времени t, но до 
очередного предъявления спроса. Тогда 
 

.0),()())(()1(~
)()()()()1(
≥+−++=
=++=+

ttEdtxAtAtx
tEdtButxtAtx

 

 
Покажем по индукции, что для любого начального 

состояния x(0)∈X существует допустимая на интерва-
ле X стратегия Φ∈Φ(x(0)), такая, что 

−−−−−−−∈ XItEDxItEDtx )wid(),1(*ˆ)wid(max),1()(~ {[ AA  

.1,))(()1( }]2 ≥θ+++ε+−−−− − tAAIIAItED t
K  (21) 

 
Так как для всех t ≥ 0 выполнены условия (9), (10), то 
по теореме 1 для любого начального состояния 
x(0)∈X существует допустимое на интервале X управ-
ление такое, что 
 

(0)].)wid((0),[

)0(opp)wid()1(~

EDXIED
Ix

−−−=
=+−∈

A
EDXA

 

 
Так как Xx ≤*ˆ , включение (21) справедливо для t = 1. 
Пусть (21) справедливо для некоторого t ≥ 2. Пока-
жем, что оно справедливо для t + 1. Для этого, исполь-
зуя разложения 
 

)( AIAI −+= , AA wid)wid)(( AIAIAI −−−=−  

 
и свойства интервально-арифметических операций 
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представим (20) в виде эквивалентного включения 
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откуда имеем 
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и, так как ==+θ XAXXA )wid(*))ˆ,0(),0((wid x  

XAXAXAX )()wid,0())wid(,0( AX −=== ,  

получаем 
 

}.{))(opp*)ˆ,0()wid)(((
)()(opp

),0()wid)(()(

BUtxIAI
AAt

AIItA

−++−−⊆
⊆−+++
+θ−+ε+

EDXA
XAEDED

XAED
 
(22)

 

 
Рассмотрим +−+=+=+ )1()(~()()()1(~ tEdtxAtButxAtx  

)(
~

)()wid)(()())1())1(( ttAIItButxAtA θ±θ−+ε±+−−−+ A , 

где ),0()( θ∈θ Xt , )1(opp)(
~

−+∈θ tt EDED . По усло-

вию (22) для любых значений d(t–1)∈D(t–1), A(t–1)∈A, 

x(t–1)∈X, ),0()( θ∈θ Xt  и )1(opp)(
~

−+∈θ tt EDED  

найдется такое u(t)∈U, для которого 
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Следовательно, 
 

)()(
~

)()wid)(()(~)1(~ tttAIItxAtx Δ+θ−θ−+ε−=+ A , (23) 
 
где ))1(opp*)ˆ,0()wid)((()( −+−−∈Δ txIAIt EDXA . 

Будем выбирать компоненты векторов θ(t) и )(
~ tθ  в 

момент времени t по следующему правилу: 
Если выполнено условие 

 
)),1(*ˆ)wid1((

 ))(()wid)1(()(~

−−−α≥
≥−−θα−+ε−α

tEDx
 tEDEDtx
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a
a

 
(24)

 

то 

ii t θ=θ )( , )1()(
~

−−=θ tEDEDt iii , 
иначе 

))(,0max()( tt ii θ′=θ , )(
~

)(
~ tt ii θ′=θ , 

где 

ii

iiiiiiii
i

tEDxtEDEDtx
t

a
a

wid)1(

))1(*ˆ)wid1(())(()(~
)(

α−+ε
−−−α−−−α

=θ′ , 

)(
~ tiθ′  – любое значение из интервала )1(opp −+ tii EDED , 

такое, что )(opp*)ˆ,0()wid1()1(~ txtx iiii EDXa +−∈+  

для любого ))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ txt iiiii EDXa . 

Покажем, что ),0()( θ∈θ Xt , )1(opp)(
~

−+∈θ tt EDED . 

Согласно принятому правилу, θi(t) либо равна θi (верхней 
границе i-й компоненты вектора X(0, θ)), либо равна ну-
лю (нижней границе i-й компоненты вектора X(0, θ)), 
либо равна )(tiθ′ , когда ii t θ<θ′< )(0  (в этом случае 

 

)),1(*ˆ)wid1((

 ))(()wid)1(()(~

−−−α<
<−−θα−+ε−α

tEDx
 tEDEDtx

iiii

iiiiiii

a
a

 

 
откуда получаем ii t θ<θ′ )( , так как по условию теоремы 

0wid)1( >α−+ε ii a  для ni ,1=∀ ). Значит, ),0()( θ∈θ Xt . 

)(
~ tiθ  либо равна )1( −− tEDED ii  (верхней границе векто-

ра )1(opp −+ tii EDED ), либо )1(opp)(
~

−+∈θ′ tt iii EDED .  

Значит, )1(opp)(
~

−+∈θ tt EDED . 

Пусть условие (24) выполнено. Если 0≠α i , то 

+θα−+ε+−−−≥ iiiiiii tEDxtx )wid)1((()1(*ˆ)wid1()(~ aa  

),1(*ˆ)wid1(/))( −−−≥α−+ tEDxtEDED iiiiii a  тогда 

из (21) получаем −−−−≤ )1()wid1()(~ tEDXtx iiii a  

.)1)(1(
2
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t
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K  Выбирая θi(t) = θi, 
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для ))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ∀ txt iiiii EDXa . 

Чтобы оценить нижнюю границу )1(~ +txi , рассмотрим 

два случая: 1) если 

−−θα−+ε−α iiiiii EDtx ()wid)1(()(~ a  

)(*ˆ)wid()1()1())1( tEDxItEDtED iiiiii −−≥−α−−−− a , 

то 
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tEDxttEDED
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для ))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ∀ txt iiiii EDXa ; 

2) если 
−−−−θα−+ε−α ))1(()wid)1(()(~ tEDEDtx iiiiiii a  

)(*ˆ)wid()1()1( tEDxItED iiiii −−<−α−− a , то 

)((19) условию по)1()1(
)()()1()1()1()(
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tEDtr
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для ))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ∀ txt iiiii EDXa . 

Если 0=α i , то θi = 0 ( ii Xx =*ˆ ) и )(tEDED ii =  

(иначе (24) не выполнено). Выбирая θi(t) = 0, 

)1()()(
~

−−=θ tEDtEDt iii , имеем 

),(*)ˆ,0()wid1(
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)([)())1()(()1(~

tx
tEDxtEDtED

tEDttEDtEDtx

iii

iiiii

iiiii

EDXa
a
−−⊆

⊆−−−−−+
+−∈Δ+−−−=+

 

так как по условию (19) )()1( trtr ii ≤− , а значит, 
)1(wid)(wid −≤ tt ii EDED . 

Таким образом, если (24) выполнено, то 

.)1)(1( 

)()wid1(),()1(~

]
[

1

iiii

iiiii
t

tEDXtEDtx
θα++α+ε+α−−
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K
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Пусть условие (24) не выполнено. Рассмотрим два 
случая: 1) θ'i(t) ≤ 0, при этом 

−−α≤α *ˆ)wid1(()(~
iiiii xtx a  

))(())1( tEDEDtED iii −+−− , тогда θi(t) = 0 и =+ )1(~ txi  

)()(
~

)(~ tttxii Δ+θ′−α= . Если 0≠α i , то, с учетом предпо-

ложения индукции (21), имеем ≤≤−− )(~)1( txtED ii  

iiiiii tEDEDtEDx α−+−−−≤ /))(()1(*ˆ)wid1( a . Покажем, 

что для +−−−−−∈∀ )1(*ˆ)wid1(,)1([)(~ tEDxtEDtx iiiii a  

]/))(( iii tEDED α−+  )1(opp)(
~

−+∈θ′∃ tt iii EDED  

|))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ∀ txt iiiii EDXa  

)(opp*)ˆ,0()wid1()1(~ txtx iiii EDXa +−∈+ . 

Воспользуемся следующим свойством: 
 

 
,widwid,opp

|
dcbcdx

dcbx
≤++⊆⇔

⇔∈+−∈∀∈∃∈∀ cbxcbx
 

(25)
 

 
где IR∈dcbx ,,, . В нашем случае имеем 

ˆx [ ( 1) , ((1 wida ) *

( 1)) ( ) ],

i iii i
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ED t x

ED t ED ED t
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)1(opp −+= tii EDEDb , 

,))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1( −+−α−= tx iiii EDXac  
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)(opp*)ˆ,0()wid1( tx iii EDXad +−= , 
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Условие dc widwid ≤  выполнено в силу (19), так как 
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Интервал bcdx ++⊆ opp , так как bcd ++≥ oppx  (в силу 

(2) 0)( ≤− tEDED ii  для ni ,1=∀ ), а bcd ++= oppx . 

Если 0=α i  (в этом случае θ'i(t) ≤ 0 автоматически), 

то )()(
~

)1(~ tttxi Δ+θ′−=+ . Покажем, что )1(opp)(
~

−+∈θ′∃ tt iii EDED  

|))1(opp*)ˆ,0()wid1)((1()( −+−α−∈Δ∀ txt iiiii EDXa  

)(opp*)ˆ,0()wid1()1(~ txtx iiii EDXa +−∈+ . Имеем: x = 0 
– вырожденный интервал (число), x ∈  d + opp c + b = 
= EDi + oppEDi(t) в силу (2). Следовательно, по свойству 
(25) )(

~ tiθ′  существует; 
2) )(tiθ′  > 0 (при этом 0≠α i ), тогда θi(t) = )(tiθ′  и 

−−−−α+−=+ ))1(*ˆ)wid1(()()1(~ tEDxtEDEDtx iiiiiii a
)()(

~ tt Δ+θ′− . Имеем: вырожденный интервал 

))1(*ˆ)wid1(()( −−−α+−== tEDxtEDEDx iiiiii ax , 

интервалы b, c, d – такие же, как в предыдущем случае. 
Условие x ∈  d + opp c + b выполнено, так как x равен 
верхней границе этого интервала. Следовательно, по 

свойству (25) )(
~ tiθ′  существует (можно показать, что 

)(
~ tiθ′  = ( 1))i iED ED t− − . 

Таким образом, если (24) не выполнено, то 

][ )(*ˆ)wid1(),()1(~ tEDxtEDtx iiiii −−−∈+ a . 

Следовательно, 
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Покажем, что управление u(t), удовлетворяющее (26), 

является допустимым на интервале X в момент време-
ни t. Действительно, из (26) видно, что 

 

),(opp)wid(
)]()wid(),([)1(~

tI
tEDXItEDtx

EDXA
A

+−=
=−−−∈+  
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По предположению индукции x(t)∈X, следовательно,  
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Таким образом, утверждение (21) имеет силу для всех 
t ≥ 1. 

Покажем далее, что стратегия Φ∈Φ(x(0)), удовле-
творяющая (21), гарантирует включение (18). Для это-
го представим включение (21) в виде 
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и для каждого i найдем момент времени Ti такой, что 
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т.е. λi(t)θi ≤ 0.  

Очевидно, что если θi = 0, то Ti = 1. Если θi > 0, рас-
смотрим три случая: 1) если 0wid,1 ==α ii a  (потерь 

запаса в i-м узле нет), то λi(t) = 1 – ε (t – 1). Имеем 
1/10)1(10)( +ε≥⇔≤−ε−⇔≤λ ttti . Учитывая то, 

что система наблюдается в дискретные моменты вре-
мени  
t = 0, 1, 2, …, ⎡ ⎤ 1/1 +ε=iT , где ⎡ ⎤x  – округление вверх 

до ближайшего целого числа; 2) если 10 <α< i  (потери 

запаса в i-м узле есть), то 
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3) если iii α==α awid,0  (весь запас в i-м узле может 

быть потерян), λi(1) = 1–wid ai > 0, λi(t) = –(wid ai+ ε )<0, 

t ≥ 2, ( niiii ,10wid)1(wid =∀>ε+α−>ε+ aa ), значит, 

Ti = 2. 

Покажем по индукции, что для ni ,1=∀  (28) гаран-
тирует 
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значит, (29) справедливо для t = Ti. Допустим, что (29) 
выполняется для некоторого t ≥ Ti+1, тогда 
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Следовательно, (29) имеет силу для любого t ≥ Ti. 
Согласно (29), если θi = 0, то 0 *),ˆ,0()( ≥∈ txtx ii X , 

так как *)ˆ,0()0( ii xx X∈ . Если θi > 0, но wid ai = 0 (αi(t) = αi, 
t ≥ 0), то iii Ttxtx ≥∈    для   *)ˆ,0()( X , в противном случае 
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∞→∈ txtx ii    при   *)ˆ,0()( X , так как wid ai < 1. Таким 
образом, стратегия Φ∈Φ(x(0)), удовлетворяющая (21), га-
рантирует асимптотическую сходимость к оптимальному 
допустимому уровню запаса *x̂ . Теорема доказана. 

Замечание 4. Если 1=α i  или ширина интервала 

возможных значений спроса в i-м узле постоянна 
(wid EDi(t) = const для всех t ≥ 0), то условие (19) вы-
полняется автоматически. 

Замечание 5. Если коэффициенты потерь запаса 
αi(t) ∈  ai = [0, 1], wid ai = 1, i = 1, …, n, то wid ED(t)= 0 
(иначе условие (9) не выполняется). Это значит, что 
для существования допустимой стратегии управления 
спрос должен быть точно известным. Оптимальный 
уровень запаса в этом случае ],0[*ˆ Xx ∈ , но, как сле-
дует из (29), сходимость системы к оптимальному за-
пасу возможна только при θ = 0, при этом τ* = 0. 

Из доказательства теоремы 3 следует, что управле-
ния, составляющие оптимальную стратегию, надо вы-
бирать так, чтобы было выполнено (27). Будем опреде-
лять управления u*(t) из решения следующей задачи: 
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где x(t) определяется рекуррентным соотношением 
(1), Λ = Diag(λ1, …, λn) ∈  Rn×n, λ1, …, λn – вспомога-
тельные параметры, Sp Λ – след матрицы Λ. Момент 
времени τ*, начиная с которого Sp Λ = 0, определит 
скорость сходимости системы. 
 
 

Частные случаи 
 
Модель с детерминированными коэффициента-

ми потерь. Предположим, что коэффициенты потерь 
запаса αi(t) точно известны и постоянны во времени, т.е. 

 
A(t) = A, t ≥ 0, 

 

где A = Diag(α1, …, αn) ∈  Rn×n, 0 ≤ αi < 1, i= n,1 . В этом 
случае wid ai = 0. Тогда теоремы 1, 2, 3 примут следую-
щий вид. 

Теорема 1. Для любого состояния системы x(t)∈X 
в момент времени t, t ≥ 0, допустимое на интервале X 
управление с обратной связью u(t)=U(x(t), t), u(t)∈U, 
существует и определяется из включения 
 )(opp)()( ttButAx EDX +∈+ ,  
если и только если выполнены условия 
 

 Xt ≤)(wid ED , (31) 

 }{)()( BUAIt −+−⊆ XED . (32) 
 
Теорема 2. Оптимальный допустимый уровень за-

паса *̂x  является решением задачи 

x
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Видно, что при интервально заданных коэффициен-
тах потерь уровень оптимального запаса увеличивает-

ся, { } { })(widmax)(widmax)wid(*ˆ
00

1 ttIx
tt

EDEDA
≥≥

− ≥−= . 

Это повышение следует рассматривать как вынужден-
ную плату за работу в условиях дополнительной неоп-
ределенности, источником которой являются коэффи-
циенты потерь запаса. 

Теорема 3. Если для всех t ≥ 0 выполнены условия 
(31), (32), для всех t ≥ 1 выполнено условие 

 
 )()1()( trtrAI ≤−− , (33) 

 

где 0)(,)(wid*ˆ)( ≥∈−= trRtxtr nED , и существует 

число 0>ε , такое, что 
 
 }{*)ˆ,0()(),0( BUxAI −+−⊆θε+ XXED ,  

где 0,*ˆ ≥θ∈−=θ nRxX , 0≠θ , то для любого на-

чального состояния X∈)0(x  существует допустимая 

на интервале X стратегия управления Φ*∈Φ(x(0)), га-
рантирующая утверждение (18). Причем сходимость к 
оптимальному допустимому уровню запаса *̂x  дости-

гается не более чем за конечное число шагов 
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(Доказательство формулы (34) следует из утвержде-
ния (29), так как wid ai = 0.) 

Управления u*(t) определяются из решения задачи 
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Когда αi = 0, i= n,1 , система сходится не более, чем 
за 2 шага (это можно показать, выполнив предельный 
переход при αi → 0 в формуле (34)). 

Модель при отсутствии потерь запаса. При от-
сутствии потерь запаса αi(t) = 1, i = 1, …, n, т.е. 

A(t) = I,    t ≥ 0. 
Теоремы 1, 2, 3 имеют следующий вид. 

Теорема 1. Для любого состояния системы x(t)∈X 
в момент времени t, t ≥ 0, допустимое на интервале X 
управление с обратной связью u(t)=U(x(t), t), u(t)∈U, 
существует и определяется из включения 

 
 )(opp)()( ttButx EDX +∈+ , 
если и только если выполнены условия 
 
 Xt ≤)(wid ED , (35) 

 }{)( BUt −⊆ED . (36) 
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Теорема 2. Оптимальный допустимый уровень за-
паса *̂x  имеет вид 

 )}({widmax*ˆ
0

tx
t

ED
≥

= . (37) 

(Доказательство основывается на том, что функция за-
трат )ˆ(xC  возрастает по x̂  для любого вектора h ≥ 0, 

h ≠ 0.) 
Теорема 3. Если для всех t ≥ 0 выполнены условия 

(35), (36) и существует число 0>ε , такое, что 
 }{),0( BU−⊆θε+ XED ,  

где 0,*ˆ ≥θ∈−=θ nRxX , 0≠θ , то для любого на-

чального состояния X∈)0(x  существует допустимая 

на интервале X стратегия управления Φ*∈Φ(x(0)), га-
рантирующая утверждение (18). Причем сходимость к 
оптимальному допустимому уровню запаса *̂x  дости-

гается не более чем за конечное число шагов 
 ⎡ ⎤ 1/1 +ε=T . (38) 

(Условие (33) в этом случае имеет вид 0)( ≥tr и вы-

полняется автоматически. Формулу (38) можно полу-
чить, выполнив предельный переход при αi → 1 в фор-
муле (34).) 

Управления u*(t) определяются из решения опти-
мизационной задачи 
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Численный пример 
 
Рассмотрим в качестве примера систему производ-

ства-распределения (рис. 1), которая описывается ди-
намической сетевой моделью (1) со структурными мат-
рицами 
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Сеть состоит из трех узлов: узлы 1, 2 производят 
продукцию А и В, которая используется для произ-
водства продукции АВ в 3-м узле.  

 
Рис. 1. Структура сети 

Управляемые потоки u1, u2 определяют интенсивность 
производства продукции А и В соответственно; u4 пе-
рераспределяет дополнительные производственные 
возможности системы между производственными ли-
ниями А и В (если u4 = 0, то все дополнительные воз-
можности системы направлены на производство про-
дукции А); u3 описывает производственную линию, 
которая из А и В производит продукцию АВ. Не-
управляемые потоки d1, d2, d3 определяют спрос в уз-
лах сети на продукцию А, В и АВ соответственно; d4, 
d5 представляют спрос в 3-м узле на продукцию А и В. 

Спрос имеет сезонный характер и задан интер-
вальным вектором с переменными границами: 

 

 D ( ) [ 2(1 sin ), 2(1 sin )], 1,5,i iit D t D t i= + + − − =  (39) 

 

где ( )T]30,0[]20,0[]80,06[]30,02[]25,5[=D . 

 
Коэффициенты потерь запаса в узлах сети заданы в 

виде интервалов: 
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Состояния системы и управления ограничены ин-

тервалами 
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Затраты системы на хранение запаса h = (70, 80, 
30)T. 

Для данной системы оптимальный допустимый уро-
вень запаса T*̂ (37,65 13,33 40)x = (решение оптими-
зационной задачи (11)), *̂x  не зависит от расходов сис-
темы на хранения запаса (следствие 2), условия теоремы 
3 выполнены ( ε  = 0,191, условие (19) выполняется авто-
матически). В каждый момент времени t, решая задачу 
(24), получаем оптимальное управление u*(t), t ≥ 0. 

 

 
 

Рис. 2. Динамика изменения запаса в узлах сети 
при начальном запасе x1(0) = 130, x2(0) = 120, x3(0) = 150 
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Рис. 2 показывает динамику изменения запаса в 
узлах сети при стратегии управления Φ*={u*(t), t ≥ 0} 
для начального состояния запаса x(0)=(130 120 150)T. 
Из графика видно, что скорость сходимости τ*=2, так 
как *)ˆ0()( x,tx X∈  для t ≥ 2. 

При детерминированном задании коэффициентов 
потерь запаса, когда A(t) = Diag(0,7; 0,5; 0,8), t ≥ 0, оп-
тимальный уровень запаса T)381232(*̂ =x , ε  = 
= 0,269, максимальная скорость сходимости T = 4 (34). 

При отсутствии потерь запаса T)381232(*̂ =x  (37), 
ε  = 0,198, максимальная скорость сходимости T = 7 (38). 

Если не учитывать сезонность спроса и описывать 
его интервалом с постоянными границами, как это 
сделано в работе [11]: 0,)( ≥∈ ttd D , то оптималь-
ный допустимый уровень запаса увеличивается (в 
случае с интервально заданными коэффициентами 
потерь запаса T*̂ (47,06 22,22 52,63)x = , при де-
терминированном задании коэффициентов потерь 

T)502040(*̂ =x ), что приводит к соответствующе-
му увеличению затрат. 
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