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ПОЛИНОМЫ ХОЛЛА БЕРНСАЙДОВЫХ ГРУПП ПЕРИОДА 31

А.А. Кузнецов, К.В. Сафонов

Пусть Bk = (k, 3) — бернсайдова k-порождённая группа периода 3. В работе вы-
числены полиномы Холла для Bk при k 6 4.
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Пусть Bk = (k, 3) — бернсайдова k-порождённая группа периода 3. Ф. Леви и ван
дер Варден доказали [1], что |Bk| = 3k+(k2)+(k3) и ступень нильпотентности Bk не пре-
вышает 3.

Для каждойBk несложно получить рс-представление (power commutator presentation),
используя систему компьютерной алгебры GAP или MAGMA.

Пусть ax11 . . . axnn и ay11 . . . aynn —два произвольных элемента в группе Bk, записанные
в коммутаторном виде. Тогда их произведение равно

ax11 . . . axnn · a
y1
1 . . . aynn = az11 . . . aznn .

Основой для нахождения степеней zi является собирательный процесс [2, 3], кото-
рый реализован в указанных системах компьютерной алгебры. Кроме того, существует
альтернативный способ для вычисления произведений элементов группы, предложен-
ный Ф. Холлом [4]. Холл показал, что zi представляют собой полиномиальные функции
(в нашем случае над полем Z3), зависящие от переменных x1, . . . , xi, y1, . . . , yi, которые
принято сейчас называть полиномами Холла. Согласно [4],

zi = xi + yi + pi(x1, . . . , xi−1, y1, . . . , yi−1).

Необходимость применения полиномов Холла возникает при решении задач, требу-
ющих многократного умножения элементов группы. Исследование структуры графа
Кэли некоторой группы является одной из таких задач. Вычислительные эксперимен-
ты на ЭВМ в группах периода пять и семь [5, 6] выявили, что метод полиномов Холла

1Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ (проект Б 112/14) и
гранта Президента РФ (проект МД-3952.2015.9).
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имеет преимущество перед традиционным собирательным процессом. Следует также
отметить, что данный метод легко программно реализуем, в том числе на многопро-
цессорных вычислительных системах.

В настоящей работе вычислены ранее неизвестные полиномы Холла для групп Bk

при k 6 4. Для k > 4 полиномы вычисляются аналогично, однако их вывод занима-
ет значительно больше места. Заметим, что, вычислив полиномы для некоторого k,
нетрудно получить полиномы Холла для меньших значений k.

Получим в GAP рс-представление группы B4.
Коммутаторы веса 1:

a1, a2, a3, a4 — образующие группы.

Коммутаторы веса 2:

a5 = [a2, a1], a6 = [a3, a1], a7 = [a3, a2], a8 = [a4, a1], a9 = [a4, a2], a10 = [a4, a3].

Коммутаторы веса 3:

a11 = [a5, a3] = [a2, a1, a3], a12 = [a5, a4] = [a2, a1, a4],

a13 = [a6, a4] = [a3, a1, a4], a14 = [a7, a4] = [a3, a2, a4].

Список определяющих соотношений R для базисных коммутаторов (тривиальные
соотношения вида a3

i = 1 и [aj, ai] = 1 для краткости не приводятся):

[a2, a1] = a5, [a3, a1] = a6, [a3, a2] = a7, [a4, a1] = a8, [a4, a2] = a9, [a4, a3] = a10,

[a5, a3] = a11, [a5, a4] = a12, [a6, a2] = a2
11, [a6, a4] = a13, [a7, a1] = a11, [a7, a4] = a14,

[a8, a2] = a2
12, [a8, a3] = a2

13, [a9, a1] = a12, [a9, a3] = a2
14, [a10, a1] = a13, [a10, a2] = a14.

Таким образом, B4 = 〈 a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12, a13, a14 | R 〉.
Каждый элемент группы выражается единственным образом в виде нормального

коммутаторного слова:

∀g ∈ B4 (g = ax11 a
x2
2 a

x3
3 a

x4
4 a

x5
5 a

x6
6 a

x7
7 a

x8
8 a

x9
9 a

x10
10 , a

x11
11 , a

x12
12 , a

x13
13 , a

x14
14 ), xi ∈ Z3.

Основным результатом настоящей работы является
Теорема 1. Пусть ax11 . . . ax1414 и ay11 . . . ay1414 —два произвольных элемента в груп-

пе B4, записанные в коммутаторном виде. Тогда их произведение равно ax11 . . . ax1414 ×
× ay11 . . . ay1414 = az11 . . . az1414 , где zi ∈ Z3 —полиномы Холла, задаваемые следующими
формулами:

z1 = x1 + y1,

z2 = x2 + y2,

z3 = x3 + y3,

z4 = x4 + y4,

z5 = x5 + y5 + x2y1,

z6 = x6 + y6 + x3y1,

z7 = x7 + y7 + x3y2,

z8 = x8 + y8 + x4y1,

z9 = x9 + y9 + x4y2,

z10 = x10 + y10 + x4y3,



Вычислительные методы в дискретной математике 149

z11 = x11 + y11 + x5y3 + 2x6y2 + x7y1 + x2x3y1 + x2y1y3 + 2x3y1y2,

z12 = x12 + y12 + x5y4 + 2x8y2 + x9y1 + x2x4y1 + x2y1y4 + 2x4y1y2,

z13 = x13 + y13 + x10y1 + x6y4 + 2x8y3 + x3x4y1 + x3y1y4 + 2x4y1y3,

z14 = x14 + y14 + x10y2 + x7y4 + 2x9y3 + x3x4y2 + x3y2y4 + 2x4y2y3.
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О СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ ДИСКРЕТНОГО ЛОГАРИФМИРОВАНИЯ
В ИНТЕРВАЛЕ В ГРУППЕ С ЭФФЕКТИВНЫМ

ИНВЕРТИРОВАНИЕМ

М.В. Николаев

Задача дискретного логарифмирования в интервале заключается в поиске для за-
данной конечной группы G (с аддитивной записью операции), заданных P,Q ∈ G,
N < |G| − 1 такого значения n, что Q = nP , 0 6 n 6 N . Одним из наиболее
эффективных методов решения данной задачи является алгоритм Годри—Шо-
ста. В 2010 г. С. Гэлбрейт и К. Рупраи представили усовершенствованную версию
алгоритма для групп с эффективным инвертированием. Оценка средней трудо-
ёмкости решения задачи составила (1,36 + o(1))

√
N групповых операций в G при

N →∞. В настоящей работе приводится новая модификация алгоритма Годри—
Шоста для решения задачи дискретного логарифмирования в интервале в группе
с эффективным инвертированием и получена оценка средней трудоёмкости, со-
ставляющая (1 + ε)

√
πN/2 групповых операций в G.

Ключевые слова: задача дискретного логарифмирования в интервале, алго-
ритм Годри — Шоста.

Приведём постановки задач.
Определение 1. Задача дискретного логарифмирования.
Дано: группа G = 〈P 〉, Q ∈ G.
Найти: n ∈ {0, . . . , |G| − 1}, такое, что Q = nP .

Определение 2. Задача дискретного логарифмирования в интервале.
Дано: группа G = 〈P 〉, Q ∈ G, N ∈ N, 2|N , N < |G| − 1, Q = nP для некоторого

(неизвестного) n ∈ {−N/2, . . . , N/2}.
Найти: n.




