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ИССЛЕДОВАНИЕ SM½M½¥ В УСЛОВИЯХ ПРЕДЕЛЬНО РЕДКИХ
ИЗМЕНЕНИЙ СОСТОЯНИЙ SM-ПОТОКА И РАСТУЩЕГО

ВРЕМЕНИ ОБСЛУЖИВАНИЯ
А. Е. Горбатенко, С. В. Лопухова

Томский государственный университет

Математическая модель
Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным

числом приборов, на вход которой поступает полумарковский поток (SM-
поток) [1–4]. Продолжительности обслуживания различных заявок стохас-
тически независимы, одинаково распределены и имеют экспоненциальное
распределение с параметром m . Поступившая заявка занимает любой из
свободных приборов, завершив обслуживание, заявка покидает систему.

Полумарковский поток определяется полумарковской матрицей
A(x) с элементами Aνk (x),

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , 1kA x P n k n x nn = x + = t + < x = n ,

где ξ(n) – эргодическая цепь Маркова с дискретным временем [5] и матри-
цей P = [pνk] вероятностей перехода за один шаг; процесс τ(n) принимает
неотрицательные значения из непрерывного множества.

Для элементов полумарковской матрицы в общем случае имеет ме-
сто мультипликативная форма, которую можно записать в виде

( ) ( )k k kA x G x pn n n= ,
где Gνk (x) – условная функция распределения длины интервала полумар-
ковского потока при условии, что в начале этого интервала вложенная
цепь Маркова приняла значение ν, а в конце его примет значение k.

Матрицу A(x) можно записать в виде произведения Адамара
( ) ( )A x G x P= *                                               (1)

двух матриц G(x) и P, и можно полагать, что полумарковский поток задан
двумя матрицами G(x) и P.

Условие предельно редких изменений состояний SM-потока
Исследование системы SM½M½¥ будем проводить в условии пре-

дельно редких изменений состояний (ПРИС) входящего потока [6, 7].
Условие предельно редких изменений состояний полумарковского

потока формализуется следующим равенством для матрицы P(δ) вероятно-
стей переходов его вложенной цепи Маркова

( )P I Qd = + d × ,                                                (2)
где δ – некоторый малый параметр (δ → 0), а I – единичная диагональная
матрица.

Матрица Q c элементами qνk аналогична матрице инфинитезималь-
ных характеристик и имеет такие же свойства, то есть при k ≠ ν элементы
матрицы qνk >  0, а также выполняются равенства

0k
k

qn =å , k kk
k

q qn
¹n

= -å .
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Пусть система функционирует в стационарном режиме [5-6]. Обо-
значим i(t) – число приборов, занятых в момент времени t, тогда стацио-
нарное распределение вероятностей значений процесса i(t) обозначим
( ) ( ){ }itiPi ==p .

Рассмотрим трехмерный процесс { })(),(),( titzts , который является
марковским [4]. Здесь процесс z(t) – длина интервала от момента времени t
до момента наступления очередного события в рассматриваемом SM-
потоке, процесс s(t) принимает и сохраняет то значение, которое вложен-
ная по моментам наступления событий в полумарковском потоке цепь
Маркова ( )nx  принимает в конце рассматриваемого интервала.

Для распределения вероятностей процесса { })(),(),( titzts
{ }itiztzstsPtizsP =<== )(,)(,)(),,,( , из которого затем получим одномер-

ное маргинальное распределение å ¥=p
s

isPi ),,()( , нетрудно составить

систему дифференциальных уравнений Колмогорова, которую перепишем
для стационарного распределения вероятностей ),,,(),,( tizsPizsP º   в ус-
ловии ПРИС [7] в виде

( )( , , , ) ( ,0, , ) ( , , , ) ( , , 1, ) 1

( ,0, 1, ) ( , ) 0.s

P s z i P s i P s z i i P s z i i
z z

P i A z
z n

n

¶ d ¶ d
- - d m + + d + m +

¶ ¶
¶ n - d

+ d =
¶å

Обозначив
0

( , , , ) ( , , , )jui

i
H s z u e P s z i

¥

=

d = då , для функций ( , , , )H s z u d

получим систему уравнений, которую перепишем в матричном виде

( ) { }( , , ) ( , , ) (0, , )1 ( , ) 0ju juH z u H z u H uj e e A z I
z u z

-¶ d ¶ d ¶ d
+ m - + d - =

¶ ¶ ¶
, (3)

решение ( , , )H z u d  которого, удовлетворяющее условию
( ,0, ) ( , )H z R zd = d ,                                                 (4)

определяет характеристическую функцию числа )(ti  приборов, занятых в
стационарном режиме в системе SM|M|¥, равенством

( )( ) ( , )jui th u Me H u E= = ¥ .
Здесь вектор ( , )R z d  с компонентами ( , , )R s z d , имеет вид

( ) ( ) ( )( )1
0

, ( , )
z

R z r P A x dxd = k d d - dò ,

где r – стационарное распределение вероятностей значений вложенной
цепи Маркова, величина ( )1k d  определяется равенством

( ) ( )1
1

rA E
k d =

d
,

а матрица ( )A d  имеет вид
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( ) ( )( )
0

( , )A P A x dx
¥

d = d - dò .

В соответствии с теоремой Пуанкаре [9] об аналитической зависи-
мости решения от параметра существует предел

( ) ( )
0

lim , , ,H u z H u z
d®

d = .                                     (5)

Тогда в уравнении (3), с учетом (5), выполним предельный переход
при 0d® .  Для  функций ( ), ,H u z t , с учетом вида матрицы A(z), получим
совокупность независимых дифференциальных уравнений

( ) ( ){ }( , , ) ( , , ) ( ,0, )1 1 0ju ju
ss

H s z u H s z u H s uj e e G z
z u z

-¶ ¶ ¶
+ m - + - =

¶ ¶ ¶
.  (6)

Условие растущего времени обслуживания
Будем решать уравнение (6) в асимптотическом условии растущего

времени обслуживания [4, 6, 8], полагая, что 0®m . Обозначим e=m  и в
уравнении (6) выполним замены

1, ( , , ) ( , , , )u w H s z u F s z w= e = e ,                                (7)
для 1( , , , )F s z w e  получим уравнение

( ) ( ){ }1 1 1( , , , ) ( , , , ) ( ,0, , )1 1 0j w j w
ss

F s z w F s z w F s wj e e G z
z w z

- e e¶ e ¶ e ¶ e
+ - + - =

¶ ¶ ¶
.  (8)

Рассмотрим такой класс решений ( ), ,H s z u  уравнения (6), для ко-
торых, в силу (7), функции ( )1 , , ,F s z w e  обладают следующими свойства-
ми: существуют конечные пределы при 0®e  функций ( )1 , , ,F s z w e  и их
производных по w , по z и по z в нуле

Теорема. При 0®e  решение уравнения (8) имеет вид
{ }1 1( , , ) ( , )expF s z w R s z jwk= ,                             (9)

где стационарное распределение ( )zR  двумерного марковского процесса

( ) ( ){ }tzts ,  имеет вид ( ) ( )ò -k=
z

dxxAPrzR
0

1 )( . Здесь ( ) ( )
0

lim ,A x A x
d

d
®

=  – по-

лумарковская матрица, ( )
0

limP P
d

d
®

=  – стохастическая матрица вероятно-

стей переходов вложенной цепи Маркова, r  – стационарное распределение
вероятностей значений вложенной цепи Маркова, а величина 1k  определя-

ется равенством
rAE

1
1 =k , где матрица A  определяется равенством

( )ò
¥

-=
0

)( dxxAPA .

Следствие. Функцию

( )
þ
ý
ü

î
í
ì

m
k

= 1
1 exp juuh
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будем называть асимптотикой первого порядка характеристической функ-
ции ( )uh  стационарного процесса i(t).

Заключение
В данной работе найдено асимптотическое распределение вероят-

ностей числа занятых приборов в системе в условии предельно редких из-
менений состояний в SM-потоке и условии растущего времени обслужива-
ния. Полученное распределение может быть многомодальным.
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ЭЛЕМЕНТОВ
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Работа посвящена численному моделированию взаимодействия
волн с погруженным телом в идеальной несжимаемой жидкости мето-
дом граничных элементов в линейной пространственной постановке. В
качестве тестовых выбраны две различные задачи: задача о колебаниях




