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Введение 

В настоящее время большое интерес вызывают многопотоковые RQ-системы (retrial 
queues). Особенностью таких систем является то, что на их вход поступает не один, а 
несколько потоков разнотипных заявок. Область применения многопотоковых RQ-
систем довольно обширна, так как такие модели очень удобно использовать для описа-
ния и моделирования различных технических и социально-экономических процессов. 
Исследованию многопотоковых RQ-систем посвящено большое количество работ. 
Наиболее подробно приведено их описание в работах [1]-[2], в частности в [1] рассмат-
ривается двухпотоковая RQ-система, в которой заявки двух типов поступают пачками. 

1. Постановка задачи 

В данной работе рассматривается двухпотоковая RQ-система с двумя источниками 
повторных вызовов и конфликтами заявок. В такой системе массового обслуживания 
(СМО) имеется один обслуживающий прибор. Поставлена задача: исследовать данную 
систему методом асимптотического анализа в условиях большой задержки, найти 
асимптотику первого и второго порядка. 

Рассмотрим двухпотоковую RQ-систему, на вход которой поступают два простей-
ших потока заявок с интенсивностями (заявки 1-го типа) и  (заявки 2-го типа). 

В такой системе есть два источника повторных вызовов (ИПВ). Для заявок первого ти-
па – ИПВ-1, для заявок 2-го типа – ИПВ-2. Если в момент поступления заявки в систе-
му прибор оказывается свободен, то она начинает обслуживаться на нем в течение не-
которого случайного времени, распределенного по экспоненциальному закону, с пара-
метром  для заявок 1-го типа и с параметром  для заявок 2-го типа. Если же во 

время обслуживания заявки в систему поступает еще одна заявка, то в этом случае го-
ворят, что наступает конфликт. Обе заявки, не обслужившись, переходят в свой ИПВ, 
где осуществляют случайную задержку, продолжительность которой имеет экспонен-
циальное распределение с параметром  в ИПВ-1 и с параметром  в ИПВ-2. Из 

ИПВ после случайной задержки заявка вновь пытается занять прибор [3]. Состояния 
прибора описываются процессом : 

  

Обозначим  — случайный процесс, определяющий число заявок 1-го типа в 

ИПВ-1 в момент времени t,  — случайный процесс, определяющий число заявок  

1 2

1 2

1 2

( )k t
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2-го типа в ИПВ-2 в момент времени t. Будем исследовать трехмерный случайный про-
цесс , являющийся марковским. Двухпотоковая RQ-система представ-

лена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Двухпотоковая RQ-система 

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова для распределения 
вероятностей. Обозначим 
 , 

где  – вероятность того, что в момент времени t прибор находился в k-ом со-

стоянии, в ИПВ-1 было  заявок, в ИПВ-2 –  заявок. Для распределения вероятностей 

 данной СМО система дифференциальных уравнений Колмогорова принима-

ет вид: 

  

Переходя в этой системе к стационарному распределению , соста-

вим систему уравнений, определяющих характеристические функции. Осуществляем 
переход к частичным характеристическим функциям: 

 , 

где  — мнимая единица,  – это частичные характеристические функ-

ции двумерного распределения, имеющие вид: 

  

В итоге получаем систему вида: 
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  (1) 

3. Асимптотика первого порядка 

Будем исследовать систему (1) методом асимптотического анализа в условиях 
большой задержки, то есть при  [4]. 

Обозначим , где  — некоторые числа. Положим , тогда . 

В системе (1) выполним следующие замены: 
  (2) 

Получаем систему относительно неизвестных функций . Выполняем в по-

лученной системе предельный переход при : 
 . 

Далее, предлагается искать неизвестную функцию  в виде: 

 , 

где вектор  будет определен ниже, а его компоненты имеют смысл асимптоти-

ческих средних числа заявок в ИПВ-1 и ИПВ-2. Величины  имеют смысл стацио-

нарного распределения вероятностей процесса . Для них выполняется условие 

нормировки: 

 . 

Были получены следующие значения стационарных вероятностей: 

 , , , (3) 

которые совпадают со значениями стационарных вероятностей в работе (5). Были 
найдены асимптотические средние: 

 , . (4) 

В итоге вид  был полностью определен. В силу замены (2) можно запи-

сать приближенное (асимптотическое) равенство: 

 , . 

Поэтому для характеристической функции двумерного процесса  запишем: 

 , 

где  определяются формулой: , величины , 

 находятся по формуле (4), а  – по формуле (3). Полученные равенства будем 

называть асимптотикой первого порядка для двухпотоковой RQ-системы. 
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4. Асимптотика второго порядка 

Найдем асимптотику второго порядка. В системе (1) выполним замену: 

 . (5) 

Тогда система (1) примет вид: 

  (6) 

Обозначим , тогда , где  — некоторые числа. В системе (6) выполним 

следующие замены: 

 , , (7) 

Получаем систему относительно неизвестных функций : 

  (8) 

Выполняем в полученной системе предельный переход при : 
 . 

Получаем систему вида (9): 
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 . 

Тогда можно показать, что величины  находятся по формуле (3). 

Этап II 
Решение системы (8) запишем в виде разложения: 

 , 

где  – бесконечно малая величина порядка . Величины  и  и функция 

 неизвестны. На данном этапе находим, что  и  имеют вид: 

 , 

 , 

 . 

Этап III 
На третьем этапе выполняется поиск функции . Введем обозначения: 

,  – матрица ковариаций, у которой на главной диагонали 

стоят дисперсии: 

 – дисперсия числа заявок первого типа в ИПВ-1; 

 – дисперсия числа заявок второго типа в ИПВ-2; 

 – ковариация. 

Будем искать функцию  в виде: 

 , 

Ее можно переписать как: 

 . (10) 

Были найдены коэффициенты , и . Они имеют вид: 

  (11) 
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 , , , 

 , , 

 . 

Величины ,  находятся по формуле (4). Таким образом полностью найден вид 

функции . 

Итак, мы полностью определили , где функция  

определяется формулой (10), ее коэффициенты – формулой (11), а  определяются из 

формулы (3). Найдены функции . 

 , . 

Это равенство будем называть асимптотикой второго порядка для двухпотоковой 
RQ-системы. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
МАРКОВСКОЙ ЗАМКНУТОЙ RQ-СИСТЕМЫ 

БЕЗ КОНФЛИКТОВ И С КОНФЛИКТАМИ ЗАЯВОК 

А. С. Квач 

Томский государственный университет 
E-mail: kvach_as@mail.ru 

В теории массового обслуживания особый интерес представляют системы с повтор-
ными вызовами или RQ-системы [1]. Такие системы характеризуются тем, что входя-
щая заявка, обнаружившая прибор занятым, присоединяется к источнику повторных 
вызовов (ИПВ), чтобы повторить свой доступ к прибору через некоторый случайный 
промежуток времени. Следует отметить, что каждое требование может произвести не-
ограниченное число попыток перед тем, как обнаружит прибор свободным и получит 
обслуживание. Исследованию RQ-систем посвящено большое количество работ. По 
этой тематике в монографии [2] приведено более семисот ссылок на издания различно-
го уровня. Основы и фундаментальные исследования в области RQ-систем также мож-
но найти в работах Г. И. Фалина [3]. 

В работах Т. В. Любиной и А. А. Назарова [4] были исследованы различные модели 
открытых RQ-систем с конфликтами заявок. 
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