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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Пусть 𝑅 — кольцо с единицей. Элемент 𝑟 кольца

𝑅 называется чистым, если его можно представить в виде 𝑟 = 𝑢 + 𝑒, где 𝑒

— идемпотент, а 𝑢 — обратимый элемент кольца 𝑅. Кольцо 𝑅 называется

чистым, если всякий его элемент является чистым.

Понятие чистого кольца было предложено Николсоном в 1977 году как

пример кольца, в котором идемпотенты поднимаются по модулю любого ле-

вого (правого) идеала [23]. То есть каждое чистое кольцо является заменя-

емым кольцом. Кроме того, Николсоном было доказано [23], что кольцо с

центральными идемпотентами является чистым тогда и только тогда, когда

оно заменяемо. В то же время имеется пример регулярного кольца, которое

не является чистым [20]. Согласно [23], регулярные кольца являются заменя-

емыми кольцами, следовательно, класс чистых колец является собственным

подклассом класса заменяемых колец.

В 1936 году фон Нейман предложил определение регулярного элемента:

элемент 𝑟 кольца 𝑅 называется регулярным, если найдется такой элемент

𝑥 ∈ 𝑅, что 𝑟 = 𝑟𝑥𝑟; кольцо 𝑅 называется регулярным (по фон Нейману),

если каждый его элемент 𝑟 — регулярный. Элемент 𝑟 кольца 𝑅 называется

обратимо-регулярным, если найдется такой элемент 𝑣 ∈ 𝑈(𝑅), что 𝑟 = 𝑟𝑣𝑟,

или, что эквивалентно, 𝑟 = 𝑢 · 𝑒, где 𝑒 — идемпотент, а 𝑢 — обратимый

элемент кольца 𝑅. Кольцо 𝑅 называется обратимо-регулярным, если всякий

его элемент является обратимо-регулярным. Таким образом, чистые кольца

являются аддитивным аналогом обратимо-регулярных колец.

Доказано, что полусовершенные и обратимо-регулярные кольца являются

чистыми [10] , [9]. Кроме того, если кольцо не содержит бесконечных мно-

жеств ортогональных идемпотентов, то свойства кольца быть заменяемым,

чистым и полусовершенным совпадают [9].

Понятие чистоты также было рассмотрено применительно к кольцам без

единицы, в том числе была показана справедливость приведённого выше ре-

зультата: кольцо с центральными идемпотентами является чистым тогда и

только тогда, когда оно заменяемо [26] (согласно определению Ара [6]).

Ряд авторов продолжил изучение чистых колец, наделённых дополнитель-

ными свойствами. Например, рассмотрены примеры чистых колец, в которых
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разложение каждого элемента кольца в виде суммы идемпотента и обрати-

мого элемента определены единственным образом. Удалось показать связь

колец, удовлетворяющих данному свойству, с булевыми кольцами [27].

Отдельным направлением в изучении чистоты колец стали строго чистые

кольца: в этом случае каждый элемент кольца должен быть представим в

виде суммы идемпотентного и обратимого элементов, которые коммутируют

между собой [12], [24].

Большое количество работ посвящено изучению чистоты и строгой чисто-

ты треугольных матриц [14], [7], а также произвольных матриц над различ-

ными кольцами [29]: коммутативными [15], [13], [8], локальными [21], [30].

В случае, когда 𝑅 является кольцом эндоморфизмов некоторого модуля,

появляются новые описания свойства чистоты, которые могут оказаться по-

лезными при изучении условий чистоты кольца 𝑅. В частности, если 𝑓 —

чистый элемент кольца эндоморфизмов модуля 𝑀 , это означает, что суще-

ствует такой идемпотентный эндоморфизм 𝑒 модуля 𝑀 , что 𝑓 совпадает на

Ker (𝑒) с некоторым автоморфизмом модуля 𝑀 . Эта тематика привлекла в

последнее время внимание многих специалистов. Например, было доказано,

что является чистым кольцо линейных операторов векторного пространства

над полем произвольной размерности [28]. Впоследствии была доказана спра-

ведливость данного результата для векторного пространства над телом [25].

Кроме того, доказана чистота колец эндоморфизмов непрерывного модуля

[11], проективного модуля над правым совершенным кольцом [25].

Следует отметить, что в теории абелевых групп большой интерес вызы-

вает вопрос о связи элементов кольца эндоморфизмов абелевых групп и его

обратимых элементов - автоморфизмов [17], в том числе те случаи, когда эн-

доморфизмы представимы в виде суммы автоморфизмов [22]. В связи с этим

появляется дополнительный интерес к изучению свойства чистоты.

В своей работе [18] Голдсмит и Вамош рассмотрели вопросы чистоты колец

эндоморфизмов периодических абелевых групп. Было показано, что кольцо

эндоморфизмов тотально проективной периодической группы является чи-

стым тогда и только тогда, когда эта группа ограничена.

Отметим, что чистые кольца также привлекают внимание российских учё-

ных: данному классу колец посвящён параграф в монографии Туганбаева
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А.А. [4].

Таким образом, изучение свойства чистоты колец эндоморфизмов различ-

ных модулей, в том числе абелевых групп, является актуальной задачей,

привлекающей внимание специалистов в области теории колец, модулей и

абелевых групп.

Цель работы. Целью диссертационной работы является изучение во-

просов чистоты колец эндоморфизмов различных классов абелевых групп:

вполне разложимых групп (группы без кручения), прямых сумм цикличе-

ских групп (периодические группы), SP-групп (смешанные группы).

Общая методика исследования. В диссертации используются методы

и приёмы теории абелевых групп, колец и модулей.

Научная новизна. Все основные результаты диссертационной работы

являются новыми. Ниже перечислены основные результаты.

∙ Дано полное описание вполне разложимых групп с чистыми кольцами

эндоморфизмов.

∙ Найдены достаточные условия чистоты эндоморфизмов прямых сумм

циклических групп.

∙ Доказана чистота колец эндоморфизмов самомалых 𝑆𝑃 -групп конечного

ранга без кручения.

∙ Найдены достаточные условия, при которых чистота кольца эндомор-

физмов 𝑆𝑃–группы конечного ранга влечет самомалость самой группы.

∙ Доказана чистота колец эндоморфизмов 𝑆𝑃–групп ранга 1 и 2 с цикличе-

скими 𝑝–компонентами без бесконечных периодических прямых слагаемых.

∙ Найдены достаточные условия чистоты эндоморфизмов 𝑆𝑃–групп

конечного ранга с циклическими p-компонентами.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссертацион-

ной работы имеют теоретическое значение и могут быть использованы в ис-

следованиях по теории абелевых групп и модулей, а также при чтении спец-

курсов для бакалавров, магистрантов и аспирантов.

Апробация результатов. Результаты диссертационной работы докла-

дывались на Международных молодежных научных форумах «Ломоносов-

2011», «Ломоносов-2013» (Москва, 2011. 2013), на всероссийских симпозиумах

«Абелевы группы и модули» (Бийск, 2010. 2012), на Всероссийской конферен-
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ции по математике и механике, посвященной 135–летию Томского государ-

ственного университета и 65–летию Механико–математического факультета

(Томск, 2013).

Основные результаты неоднократно докладывались на семинарах кафедры

алгебры Томского государственного университета и дважды — на семинаре

кафедры алгебры Московского педагогического государственного универси-

тета (2011, 2013). По теме диссертации опубликовано 9 работ, три из них —

в журналах, которые включены в перечень российских рецензируемых науч-

ных изданий, рекомендованных Высшей аттестационной комиссией при Ми-

нистерстве образования и науки Российской Федерации для опубликования

основных научных результатов диссертаций (из них одна статья в российском

журнале, переводная версия которой индексируется в базе данных Scopus).

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, списка обозначений, двух глав и списка литературы. Работа изложена

на 110 страницах. Библиография содержит 30 наименований.

Содержание работы.

Все рассматриваемые в работе группы являются абелевыми.

В первой главе диссертации рассматриваются вопросы чистоты колец эн-

доморфизмов для некоторых классов абелевых групп: вполне разложимых

абелевых групп (группы без кручения) и прямых сумм циклических групп

(периодические группы).

В первом параграфе данной главы вводится ключевое понятия чистоты

кольца, излагаются общие результаты, дающие необходимые и достаточные

условия чистоты кольца эндоморфизмов абелевой группы. Ниже приведено

определение чистого кольца.

Пусть 𝑅 — кольцо с единицей. Элемент 𝑟 кольца 𝑅 называется чистым,

если его можно представить в виде 𝑟 = 𝑢 + 𝑒, где 𝑒 — идемпотент, а 𝑢 —

обратимый элемент кольца 𝑅. Кольцо 𝑅 называется чистым, если всякий его

элемент является чистым.

Во втором параграфе приводятся достаточные условия чистоты эндомор-

физмов прямых сумм циклических групп. Основным результатом второго

параграфа является следующая теорема.

Теорема 1.13 Пусть 𝐴 =
∞⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛, где 𝐵𝑛 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 >, < 𝑎𝑖𝑛 > ∼= Z(𝑝𝑛),
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𝑓 ∈ 𝐸(𝐴). Если 𝐿 =
⨁︀
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗, где 𝐽 ⊆ N, причём 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐿 и 𝑓 |𝐿— чистый

элемент кольца 𝐸(𝐿), то 𝑓— чистый элемент в 𝐸(𝐴).

В третьем параграфе даётся полное описание вполне разложимых групп

с чистыми кольцами эндоморфизмов. Основным результатом третьей главы

является следующая теорема.

Теорема 1.16 Если 𝐵 — вполне разложимая группа с редуцированной

частью 𝐴, то кольцо эндоморфизмов группы 𝐵 — чистое тогда и только

тогда, когда

𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑛𝑝⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑝),

где Π — некоторое множество простых чисел, 𝐴𝑖
𝑝 ∼= Q𝑝 (𝑝 ∈ Π, 𝑖 =

1, ..., 𝑛𝑝, 𝑛𝑝 ∈ N).

Во второй главе изучаются 𝑆𝑃–группы с чистыми кольцами эндоморфиз-

мов. Данные группы были введены в работах А. А. Фомина [16] и П. А.

Крылова [2]. В начале главы приводится определение 𝑆𝑃–группы. Напом-

ним опеределение 𝑆𝑃–группы.

Редуцированная смешанная абелева группа 𝐴 с бесконечным числом нену-

левых 𝑝–компонент называется 𝑆𝑃–группой, если естественное вложение⨁︀
𝑝
𝐴𝑝 −→

∏︀
𝑝
𝐴𝑝 продолжается до сервантного вложения 𝐴 −→

∏︀
𝑝
𝐴𝑝. Здесь

и далее предполагается, что 𝑝 пробегает множество всех простых чисел P,
относящихся к 𝐴, то есть таких, что 𝐴𝑝 ̸= 0.

В первом параграфе приводятся результаты, описывающие самомалые

𝑆𝑃–группы с чистыми кольцами эндоморфизмов. Ниже приведены основные

результаты данного параграфа.

Теорема 2.2 Пусть 𝐴 — самомалая 𝑆𝑃–группа конечного ранга. Тогда

кольцо эндоморфизмов группы 𝐴 является чистым.

Теорема 2.5 Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃–группа конечного ранга, не имеющая бес-

конечных периодических прямых слагаемых, и 𝐴𝑝
∼= Z𝑝 для всякого 𝑝 ∈ P.

Если при этом кольцо эндоморфизмов группы 𝐴 является чистым, то 𝐴 —

самомалая группа.

Второй параграф посвящён исследованию строения колец эндоморфизмов

SP-групп ранга 1 с циклическими 𝑝-компонентами: доказана их чистота, най-

дено описание радикала Джекобсона колец эндоморфизмов данных групп.
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Основные результаты данного параграфа приведены в следующих теоремах.

Теорема 2.7 Для любого эндоморфизма 𝑓 𝑆𝑃–группы группы 𝐴 ранга

1 с циклическими 𝑝–компонентами найдётся такое конечное множество

Ω ⊂ P, что справедливо одно из условий:

∙ 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴)),

∙ 1− 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 * 𝑇 (𝐴)),

где 𝐶 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝.

Теорема 2.9 𝐽(𝐸(𝐴)) = 𝐻(𝐴).

В теореме 𝐻(𝐴) = {𝛼 ∈ 𝐸(𝐴) | 𝛼 |𝐴[𝑝]∈ 𝐻(𝐴𝑝) для каждого 𝑝 ∈ P}
— аналог идеала Пирса для 𝑆𝑃–групп, предложенный Крыловым П.А. (см.

[3]).

Третий параграф содержит результаты, дающие достаточные условия

чистоты эндоморфизмов 𝑆𝑃–групп конечного ранга с циклическими p-

компонентами, а также доказательство чистоты колец эндоморфизмов 𝑆𝑃–

групп ранга 2 с циклическими 𝑝–компонентами. Ниже приведены основные

результаты данного раздела.

Теорема 2.11 Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃–группа конечного ранга с циклическими

p-компонентами. Для любого эндоморфизма 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝑇 (𝐴)) найдётся

такое конечное множество Ω ⊂ P, что 1 − 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶,

где 𝐶 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀
𝑝∈Ω

𝐴𝑝.

Теорема 2.13 Кольцо эндоморфизмов 𝑆𝑃–группы ранга 2 с циклически-

ми 𝑝-компонентами, не имеющей бесконечных периодических прямых сла-

гаемых, является чистым.

Автор выражает искреннюю признательность научному руководителю

профессору Петру Андреевичу Крылову за неоценимый вклад в развитие

данной работы: помощь в постановке задачи, внимание к научной работе,

помощь в оформлении статей и данной диссертации.

8



Список литературы

[1] Крылов П.А., Михалев А.В., Туганбаев А.А. Абелевы группы и их кольца

эндоморфизмов — М.: Факториал Пресс, 2006.

[2] Крылов П.А. Об одном классе смешанных абелевых групп // Вестник

Томского государственного университета. Математика и Механика. —

2000. — Т. 269. — С. 29–34.

[3] Крылов П.А. Радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов абелевой

группы // Алгебра и логика. — 2004. — Т.43, №1 — С. 60–76.

[4] Туганбаев А.А. Теория колец. Арифметические модули и кольца. —

М.: МЦНМО, 2009.

[5] Фукс Л. Бесконечные абелевы группы — М.: Мир, 1974.

[6] Ara P. Extensions of exchange rings //J. Algebra — 1997. — Vol. 197. — P.

409-423.

[7] Borooah G., Diesl A.J., Dorsey T.J. Strongly clean triangular matrix rings

over local rings // J. Algebra — 2007. — Vol. 312. — P. 773-797.

[8] Borooah G., Diesl A.J., Dorsey T.J. Strongly clean matrix rings over

commutative local rings // Journal of Pure and Applied Algebra — 2008.

— Vol. 212. — P. 281-296.

[9] Camillo V.P., Hua-Ping Yu. Exchange rings, units and idempotents //

Commun. Algebra. — 1994. — Vol. 22, №12. — P. 4737-4749.

[10] Camillo V.P., Khurana D. A characterization of unit–regular rings //

Commun. Algebra . — 2001. — Vol. 29, №6. — P. 2293–2295.

[11] Camillo V.P., Khurana D., Lam T.Y., Nicholson W.K., Zhou Y. Continuous

modules are clean // J. Algebra. — 2006. — Vol. 304. — P. 94–111.

[12] Chen W. A question on strongly clean rings // Commun. Algebra. — 2006.

— Vol. 34, №7. — P. 2374–2350.

[13] Chen J., Yang X., Zhou Y. When is the 2×2 matrix ring over a commutative

local ring strongly clean? // J. Algebra. — 2006. — Vol. 301. — P. 280-293.

9



[14] Chen J., Yang X., Zhou Y. On strongly clean matrix and trianglular matrix

rings // Commun. Algebra. — 2006. — Vol. 34, №10. — P. 3659–3674.

[15] Couchot F. Strong cleanness of matrix rings over commutative rings //

Commun. Algebra. — 2008. — Vol. 26, №2. — P. 346-351.

[16] Fomin A. A. Some mixed Abelian groups as modules over the ring of pseudo-

rational numbers // Abelian groups and modules, Trends in Math. — 1999.

— P. 87-100.

[17] Fuchs L. Recent Results and Problems on Abelian Groups // Topics in

Abelian Groups, Scott Foresman. Chicago. — 1963. — P. 9-40.
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