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УДК 519.48 

Г.Г. Пестов, А.А. Тоболкин 

 

K-ПЛОСКОСТИ В N-МЕРНО УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУППАХ 

 

Теория линейно упорядоченных групп – хорошо разработанная область математики [1]. Определения n-упорядоченного мно-

жества были предложены в работах Novoa [2] и Пестова [3]. Эти определения неэквивалентны. Геометрия n-упорядоченных 

множеств исследована в [4]. Циклически упорядоченные группы изучены в [5–10]. По логике вещей за этим началось изуче-

ние n-мерно упорядоченных групп [10–11].  

 

Теорема 1. Пусть A  и B  – две грани множества 

M , |||| BA = . Если 
A

PB ⊂ , то 
BA

PP = . 

Доказательство. Эта теорема непосредственно вы-

текает из следствия 1.7 работы А.И. Терре [7]. Пусть 

M  есть n -упорядоченное множество. Тогда для лю-

бых k -граней 
kk

YX ,  некоторой k -плоскости и вся-

кого MU
kn

⊂
−− 1

 условия 
1

( , ) 0
k n k

X U
− −

ζ ≠  и 

1
( , ) 0

k n k
Y U

− −

ζ ≠  эквивалентны. 

Лемма 2. Пусть A  – k -грань множества 

>< ζ,M , a  – произвольный элемент из A , 

{ }aAB \= , тогда 
AB

PP ⊂ . 

Доказательство. Выберем произвольный элемент 

x  из плоскости 
B

P . Тогда для любых элементов 

1
, ...,

n k
c c M

−

∈  справедливо равенство 

1
( , , ..., , ) 0

n k
B c c x

−

ζ = . Если положить 
n k
c a

−

= , то полу-

чим, что для любых 
1 1
,...,

n k
c c M

− −

∈  выполняется 

1 1
( , ,..., , , ) 0

n k
B c c a x

− −

ζ =  или 
1 1

( , ,..., , ) 0
n k

A c c x
− −

ζ = . По-

следнее утверждение равносильно тому, что 
A

x P∈ . 

Итак, если 
B

x P∈ , то 
A

x P∈ , значит, 
B A
P P⊂ .  

Определение 1. Пусть ,M< ζ >  есть n -упо-

рядоченное множество, MA ⊂ . Назовем множество 

A  k -гранью в n -упорядоченном множестве 

,M< ζ > , если существует MB ⊂ , knB −=||  такое, 

что ( , ) 0A Bζ ≠  [5]. 

Определение 2. Пусть ,M< ζ >  есть n -упоря-

доченное множество, A  – k -грань множества M  [5]. 

Назовем следующее множество k -плоскостью в        

n -упорядоченном множестве ,M< ζ > : 

{ }1
| ( ( , , ) 0)

n k

A
P x M С M A С x

− −= ∈ ∀ ∈ ζ = . 

Следствие 3. Пусть A  – k -грань множества 

>ζ< ,M , AB ⊂ , ∅≠B , тогда 
AB

PP ⊂ . 

Лемма 4. Если кортеж 
1

( ,..., )
n

С c c=  элементов 

группы G  принимает всевозможные значения из 
n

G , 

то Gyx ∈∀ ,  кортеж 
1

( ,..., )
n

xCy xc y xc y=  также будет 

принимать всевозможные значения из 
n

G . 

Лемма 5. Пусть A  – k -грань n -упорядоченной 

группы >ζ< ,G , vu, – произвольные элементы из G . 

Тогда uAv  есть k -грань множества ,G< ζ > . 

Доказательство. Пусть { }1 1
,...,

k
A a a

+
= , тогда 

{ }1 1
,...,

k
uAv ua v ua v

+
= . Из определения k -грани следу-

ет, что существуют такие 
1
,...,

n k
c c

−

, что 

1 1 1
( ,..., , ,..., ) 0

k n k
a a c c

+ −
ζ ≠ . Следовательно, 

1 1 1
( ,..., , ,..., ) 0

k n k
ua v ua v uc v uc v

+ −
ζ ≠ . Итак, для элементов 

1 1
,...,

k
ua v ua v

+
 нашлись такие элементы 

1
,...,

n k
uc v uc v

−

, 

что 
1 1 1

( ,..., , ,..., ) 0
k n k

ua v ua v uc v uc v
+ −

ζ ≠ . Это и означает, что 

uAv  есть k -грань множества ,G< ζ > . 

Теорема 6. Пусть A  – k -грань n -упорядоченной 

группы ,G< ζ > , vu,  – произвольные элементы из G , 

тогда vuP
A

 есть k -плоскость в ,G< ζ >  и справедли-

ва формула 
A uAv

uP v P= . 

Доказательство. Выберем произвольный элемент 

x  из множества vuP
A

, тогда существует 
A

Py∈  та-

кой, что uyvx = . Так как 
A

Py∈ , то 1n k
С G

− −

∀ ∈  

( ( , , ) 0A С yζ = ). Следовательно, 1n k
С G

− −

∀ ∈  

( ( , , ) 0uAv uCv uyvζ = ), т.е. 1n k
С G

− −

∀ ∈  

( ( , , ) 0uAv uCv xζ = ). По лемме 4 
uAv
Px∈ , тем самым 

докано включение 
uAvA
PvuP ⊆ . Выберем теперь про-

извольный элемент x  из множества 
uAv
P , тогда 

1−−

∈∀
kn

GС  ( ( , , ) 0uAv C xζ = ). Следовательно, 

1−−

∈∀
kn

GС  ( 1 1 1 1( , , ) 0A u Cv u xv
− − − −ζ = ), т.е. 

A
Pxvu ∈

−− 11
, что равносильно vuPx

A
∈ . Таким об-

разом, доказано включение vuPP
AuAv

⊆ . Два вклю-

чения 
uAvA
PvuP ⊆  и vuPP

AuAv
⊆  эквивалентны ра-

венству 
uAvA
PvuP = .  

Теорема 7. Пусть ,G< ζ >  – n -упорядоченная 

группа, множество { }1 1
, ...,

k
A a a

+
=  – k -грань >ζ< ,G . 

Для того чтобы плоскость 
A

P  была подгруппой груп-

пы G , необходимо и достаточно, чтобы , 1, 1i j k∀ ∈ +  

( i j Aa a P∈ ). 

Необходимость очевидна. 

Достаточность.  Пусть , 1, 1i j k∀ ∈ +  ( i j Aa a P∈ ). 

Покажем, что GP
A
< . Рассмотрим произвольный 

элемент 
A

Px∈ , тогда 

1−−

∈∀
kn

GC  ( 0),,( =ζ xCA ). 

Функция порядка ζ  согласована с алгебраической 

структурой группы G , поэтому 

1, 1i k∀ ∈ +  
1−−

∈∀
kn

GC  ( ( , , ) 0
i i i

Aa Ca xaζ = ). 



 93 

Из леммы 5 получаем, что 
i

Aa  и xA  являются     

k-гранями ,G< ζ > . Из леммы 4 вытекает, что для всех 

i  справедливо 
i

Aai
Pxa ∈ ; тогда 

i
Aa

PxA⊂ . По тео-

реме 1 получаем, что 
i

AaxA
PP = . По условию для всех 

i  выполнено 
Ai

PAa ⊂ , следовательно (теорема 1) 

AAa
PP

i

= .  

Таким образом, 
xAA

PP = . Пусть теперь y  произ-

вольный элемент 
A

P , тогда 

 

 

1−−

∈∀
kn

GC  ( ( , , ) 0xA C yζ = ). 

Умножая слева все аргументы функции ζ  на 1
x
− , 

получим 

1−−

∈∀
kn

GC  ( 1 1( , , ) 0A x C x y
− −ζ = ). 

Из леммы 4 получаем 
A

Pyx ∈
−1

.  

Таким образом, для любых x  и y  из 
A

P  элемент 

1−
yx  тоже принадлежит 

A
P . Поэтому GP

A
< .  

Теорема доказана. 
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