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информации и мониторинга» Российской академии образования [5]. В докладе демонстрируются 

результаты вычислительных экспериментов, интерфейс, режимы работы, функциональные возможности 

комплекса программ SafeDec и его применение для вычисления древовидной ширины графа [6].  
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In this article we consider class of AR(1)-GARCH(1,1) processes, in which the mean is modelled by a 

first order auto-regressive AR(1), with a GARCH(1,1) error. For this process the estimate of the vector of 

unknown parameters found using the modified weighted least squares method. 

 

В данной работе рассматривается случайный процесс AR(1)-GARCH(1,1) 

𝑋𝑛+1 = 𝜆𝑋𝑛 + 𝜎𝑛+1𝜀𝑛+1,       𝑛 = 0,1, …,    𝜎𝑛+1
 = 𝑎0 + 𝑎𝑋𝑛

 + 𝑏𝜎𝑛
 ,   где {𝜀𝑛+1} – последовательность 

независимых одинаково распределенных случайных величин с 𝑀𝜀𝑛+1 == 0 и 𝐷𝜀𝑛+1 = 1. В векторной 

форме  процесс AR(1)-GARCH(1,1) представляется в виде 
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𝑌𝑛+1 = 𝜦𝑼𝒏 + 𝐵𝑛𝜂𝑛+1,                                                                  (1) 

где 𝑌𝑛+1 =
𝑋𝑛+1
2

𝑚𝑛
,        𝜦 = (𝜆 𝑎0 𝑎),       𝑼𝒏 = (𝛾𝑛 𝑢𝑛 𝜔𝑛)𝑇 ,      𝛾𝑛 =

|𝑋𝑛+1𝑋𝑛|

𝑚𝑛
,       𝑢𝑛 =

𝑏𝑛+1−1

𝑏−1

𝑚𝑛
 , 

𝑚𝑛 = 𝑚𝑎𝑥 {
𝑏𝑛+1 − 1

𝑏 − 1
,∑𝑋𝑖

 𝑏𝑛−𝑖
𝑛

𝑖=0

},       𝜔𝑛 =
∑ 𝑋𝑖

 𝑏𝑛−𝑖𝑛
𝑖=0

𝑚𝑛

,      𝐵𝑛

=
𝑎0

𝑏𝑛+1 − 1
𝑏 − 1

+ 𝑎∑ 𝑋𝑖
 𝑏𝑛−𝑖𝑛

𝑖=0

𝑚𝑛

,      (𝜀𝑛+1
 − 1) = 𝜂𝑛+1. 

Целью настоящей работы является получение оценки вектора неизвестных параметров 𝜦 с 

гарантированной точностью. Используя модифицированный взвешенный метод наименьших квадратов 

[1], построена вспомогательная статистика Γ𝑛 вида  

Γ𝑛 = ∑
(|𝑋𝑛+1| + |𝑋𝑛|)

 

𝑚 𝑛 (
𝑏𝑛+1−𝑘 − 1

𝑏 − 1
, ∑ 𝑋𝑖

 𝑏𝑛−𝑘−𝑖𝑛−𝑘
𝑖=0 )

𝑛

𝑘=𝑛𝑜

∙ 𝑀 (∑ 𝜂𝑛+1−𝑘
 

𝑛

𝑘=𝑛𝑜

)

−1 

. 

При построении статистики предполагается, что наблюдения 𝑋𝑛0, … , 𝑋𝑛 на промежутке [𝑛0, 𝑛] отличны 

от нуля, иначе выбирается первый промежуток, для которого выполняется условие  

(𝑎0 + 𝑎)𝑚 𝑛 (
𝑏𝑛+1 − 1

𝑏 − 1
,∑𝑋𝑖

 𝑏𝑛−𝑖
𝑛

𝑖=0

) (𝜂𝑛+1
 ) ≤ (𝑋𝑛+1 − 𝜆𝑋𝑛)

 ≤ (|𝑋𝑛+1| + |𝑋𝑛|)
 . 

Статистика Γ𝑛 необходима для компенсации влияния неизвестных параметров 𝑎0 и 𝑎 процесса {𝑌𝑛+1}. 

Далее, на основе статистики получаем оценку вектора параметров 𝜦 вида 

Λ∗(n1) = ( ∑ Yk+1υ(k, x)

n1

k=n+1

Uk
T)A−1(n1), A−1(n1) = ∑ υ(k, x)Uk

TUk 

n1

k=n+1

. 

Для фиксированного значения 𝐻 > 0 определим момент остановки 𝜏 = 𝜏(𝐻): 

𝜏 = 𝜏(𝐻) =  𝑛𝑓{𝑛1 > 𝑛 + 1 ∶  𝜐𝑚𝑖𝑛(𝑛1) ≥ 𝐻  }, 

где 𝜐𝑚𝑖𝑛(𝑛1) - минимальное собственное значение матрицы A−1(n1). Пусть q – наименьшее значение 𝑛1, 

для которого матрица A−1(n1) не вырождена, тогда положительные весовые функции υ(k, x) на 

интервале [𝑛 + 1, 𝑛 + 𝑞 − 1] задаются следующим соотношением 𝜐(𝑘, 𝑥) =
1

√ΓnUk
𝑇𝑈𝑘

.. 

На интервале [𝑛 + 𝑞, 𝜏 − 1] веса υ(k, x) находятся из условий 
𝜐𝑚𝑖𝑛(𝑛1)

Γ𝑛
= ∑ 𝜐 (𝑘, 𝑥)Uk

TUk 
𝑛1
𝑘=𝑛+𝑞 . 

Последняя весовая функция υ(τ, x) имеет вид 
𝜐𝑚𝑖𝑛(𝜏)

Γ𝑛
≥ ∑ 𝜐 (𝑘, 𝑥)Uk

TUk 
𝜏
𝑘=𝑛+𝑞 , 𝜐𝑚𝑖𝑛(𝜏) = 𝐻. 

Тогда оценка параметров Λ∗(𝐻) в момент времени 𝜏 имеет следующий вид 

Λ∗(𝐻) = ( ∑ Yk+1υ(k, x)

τ

k=n+1

Uk
T)A−1(τ), A−1(τ) = ∑ υ(k, x)Uk

TUk 

τ

k=n+1

. 

Теорема 1. Среднеквадратическое отклонение оценки  Λ∗(H) от истинного значения вектора параметров 

𝜦 удовлетворяет неравенству:  

𝑀{|Λ∗(𝐻) − 𝜦|} ≤
𝐻 + 1

𝐻 
. 

Доказательство. Оценка Λ∗(H) в момент времени 𝜏 имеет следующий вид 

Λ∗(𝐻) = ( ∑ Yk+1υ(k, x)

τ

k=n+1

Uk
T)A−1(τ), A−1(τ) = ∑ υ(k, x)Uk

TUk 

τ

k=n+1

 

Учитывая вид процесса (1) получим 

Λ∗(𝐻) = ( ∑ 𝐵𝑛υ(k, x)

τ

k=n+1

Uk
T𝜂𝑛+1)A

−1(τ). 
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Рассмотрим среднеквадратическое отклонение Λ∗(H) истинного значения вектора параметров 𝜦. 

Используя неравенство Коши-Буняковского получаем 

𝑀{|Λ∗(𝐻) − 𝜦|} ≤ 𝑀 {|( ∑ 𝐵𝑛υ(k, x)

τ

k=n+1

Uk
T𝜂𝑛+1)A

−1(τ)|}

 

≤ 

≤ 𝑀{|(∑ 𝐵𝑛υ(k, x)
τ
k=n+1 Uk

T𝜂𝑛+1)|}
 
∙ {|A−1(τ)|} .                                               (2) 

Учитывая, что {|𝐴(𝑛1)|} ≥ 𝜐𝑚𝑖𝑛(𝑛1), а также условия для выбора весовых функций, соотношение (2) 

можно записать следующим образом 

𝑀{|Λ∗(𝐻) − 𝜦|} ≤
1

𝐻2𝑀{|(∑ 𝐵𝑛υ(k, x)
τ
k=n+1 Uk

T𝜂𝑛+1)|}
 
.                                 (3) 

Введем усеченный момент остановки 𝜏(𝑁1) = min (𝜏, 𝑁1), тогда 𝜏(𝑁1) → 𝜏, при 𝑁1 → ∞. Выражение 

(3) изменится только пределом суммирования. Найдем математическое ожидание. Обозначим через 

𝐹𝑘 = 𝜎(𝜀1, … , 𝜀𝑘) – 𝜎 алгебру, порожденную случайными величинами {𝜀1, … , 𝜀𝑘}, тогда 𝜏 = 𝜏(𝐻) =

 𝑛𝑓{𝑛1 > 𝑛 + 1 ∶  𝜐𝑚𝑖𝑛(𝑛1) ≥ 𝐻  } – марковский момент относительно {𝐹𝑘}. Используя свойства условных 

математических ожиданий получим 

1

𝐻 
𝑀{|( ∑ 𝐵𝑛υ(k, x)

τ(𝑁1)

k=n+1

Uk
T𝜂𝑛+1)|}

 

=
1

𝐻 
𝑀𝑀 { ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝑁1

k=n+1

Uk
TUkηk+1

 χ(k≤τ)| Fk} + 

+
 

𝐻2𝑀𝑀{∑ ∑ 𝐵𝑖𝐵𝑘υ(i, x)
k−1
i=n+1 υ(k, x)𝜏

k=n+ Uk
TUk𝜂𝑖+1𝜂𝑘+1χ(k≤τ)|Fk}                         (4) 

Оценим первое слагаемое из соотношения (4). 

1

𝐻 
𝑀𝑀 { ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝑁1

k=n+1

Uk
TUkηk+1

 χ(k≤τ)| Fk} =
1

𝐻 
𝑀{ ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝜏(𝑁1)

k=n+1

Uk
TUkχ(k≤τ)} → 

→
1

𝐻 
𝑀 { ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝜏

k=n+1

Uk
TUk} =

1

𝐻 
(𝑀 ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝑛+𝑞−1 

k=n+1

Uk
TUk +𝑀 ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝜏 

k=n+q

Uk
TUk). 

Так как 𝐵𝑛 ограничена величиной (𝑎0 + 𝑎) и учитывая соотношения для определения весовых функций 

первое слагаемое соотношения (4) примет вид 

1

𝐻 
(𝑀 ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝑛+𝑞−1 

k=n+1

Uk
TUk +𝑀 ∑ 𝐵n

 υ (k, x)

𝜏 

k=n+q

Uk
TUk) ≤

1

𝐻 
(𝑎0 + 𝑎) 𝑀(

𝐻 + 1

Γ𝑛
) = 

=
𝐻 + 1

𝐻 
𝑀(

(𝑎0 + 𝑎) 

Γ𝑛
), 

при этом 𝑀(
(𝑎0+𝑎)

2

Γ𝑛
) ≤ 1. Аналогично можно показать, что второе слагаемое в (4) равно нулю, таким 

образом 𝑀{|Λ∗(𝐻) − 𝜦|} ≤
𝐻+1

𝐻2 . Теорема доказана. 

Полученную оценку вектора неизвестных параметров можно использовать при построении прогноза 

доходностей акций и индексов фондового рынка.  
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