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К ВОПРОСУ О СВОЙСТВАХ ВПОЛНЕ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 

3. И. Клементьев 

Н работе предполагается знакомство с понятиями и фактами теории 
иолуупорядочениых пространств [1], [2]. 

И предыдущих наших заметках было показано, что совокупность 
вполне аддитивных функции {Ф}, определенных на борелевском теле 
/ ?={е} , может быть рассматриваема как пространство £ = { Ф } (0) 
линейных функционалов на пространстве X типа Къ с единицей [3]. 

Нами также указаны [4] некоторые свойства пространства Z и в ка*-
честве следствии указаны некоторые свойства семейств вполне адап-
тивных функции. И настоящей заметке мы указываем дополнительно 
некоторые свойства пространства Z, из которых непосредственно 
получается ряд свойств вполне аддитивных функций. В качестве таких 
свойств мы останавливались на некоторых результатах, полученных 
И. М. Дубровским [5|. Последнее обстоятельство и послужило поводом 
для написания настоящей заметки. Приведем прежде всего одно опре-
деление и одно замечание, касающиеся полуупорядоченных прост-
ранств, заимствованные из работ А. Г. Пинскера [6] и Б. 3. Вулиха [7]. 

1) Единичный элемент ср £ X, <р>0, не допускающий представления 
н виде суммы двух существенно положительных единичных элементов: 
ф = -{-гр2, называется ортом. Пусть, далее, X пространство типа Кг, 
с единицей. X называется непрерывным, если среди его единичных 
элементов нет ни одного орта. X называется дискретным, если для 
каждого единичного элемента < р > 0 существует орт <p'S'f [С>|. 

2) Определение непрерывности и дискретности не зависит от выбора 
единицы в X [7]. 

Следующие утверждения являются почти очевидными, при этом 
имеется в виду, что пространство X и пространство функционалов 
являются нормальными пространствами [4]. 

3) Если X* ортогональное подпространство из X, то оно непре-
рывно или дискретно одновременно с X. (Имеется в виду, что X или 
непрерывно или дискретно). 

4) Дли любого Ф £ Z, Ф > 0 , существует ортогональное подпро-
странство Х0 С X такое, что Ф ( А ' ) > 0 ДЛЯ любого х £ А'0, х > 0 и 
Ф(х) = 0 для Л: £ Х—Х0. 

5) Аналогично, если имеется семейство функционалов 5 = | Ф х | С Z, 
если Z 0 минимальное ортогональное подпространство, содержащее 
S, и Ф„ единица в Z0, то существует ортогональное подпространство 
Хй X такое, что 

Ф0(*) > 0 "ри Л' £ Ло, - О 0, 

Ф„ (л-) = 0 При А- £ X Хп. 

В) Пространство X является суммой ортогональных подпространств 

X = Хс-\- Л',/, 

где Хс непрерывно и Xd дискретно. 



Семейство = {<Г>х} называется равномерно непрерывным, если. 

4>Х (<ря+) + ?«f2 + • • •) —» 0 при п со 

равномерно относительно А, где последовательность дизъюнктных 
единичных элементов. 

7) Свойство равномерной непрерывности равносильно тому, что для 
любого е > 0 найдется 3 = 8 ( s ) > 0 такое, что при Ф 0 ( ? г ) < 3 будем 
иметь Фх(ср,)<е независимо от 

Через «рв мы обозначаем единичный элемент, являющийся характе-
ристической функцией совокупности е. 

Указанное определение и доказательство упомянутого свойства 
равномерно непрерывного семейства S были даны нами в несколько 
отличных терминах ранее [4]. 

Докажем наконец теорему. 
8) Если семейство 5 = { Ф * } равномерно непрерывно и Х0 непре-

рывное пространство, то значения Фх(<р0) ограничены одним числом 
при всех при этом ф0 единица в 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф0 единица в Z0 (относительно обоз-
начений здесь см. 5). Пусть <р такой единичный элемент, что на ? 
семейство S неограничен*) и пусть 

?* = inf (<р), 

где inf берется по всем указанным Можно предполагать, что или 
ср* = 0, или <р*>0. 

а) Допустим, что ср* = 0. В силу нормальности Х0 найдется после-
довательность {<ря} £ {?} тйкая, что inf {?л} = 0. Далее, или найдется 
такая подпоследовательность {<p„ft} С (<рл), что существуют y'„k S ,<p'/i* 
попарно дизъюнктны и на <p'„ft семейство 5 неограничено, или такой 
подпоследовательности не найдется. В последнем случае, как нетрудно 
видеть, найдется такое п0, что 

Ь = i n f (?«.+ !• ««„+3 ?„,,+/») > О, 
<Рр —• 0 и семейство S неограничено на <?р, / > = 1 , 2 , . . . В обоих слу-
чаях мы приходим к противоречию с условием о равномерной не-
прерывности семейства S. 

б) Пусть теперь <р*>0 и Ф0(<р*) = а, ( а > 0 ) . В силу непрерыв-
ности Ха, <р* разлагается в сумму дизъюнктных элементов; 

и таких, что Ф0 ( ' * ' )> <Л Ф0 ( ? " ) > 0 . 
Не умаляя общности можно считать 

( ? ' ) < - • • 

Обозначим = Аналогично найдется дизъюнктная часть ®2 от 
®1( (р,<(рь такая, что 

Фо (*•>)<— . 
4 

и так далее. Вообще найдется <*п такой, что 

Ф о Ы < ~ 

/1 = 1 ,2 , . . 



Последнее же очевидна противоречит условию равномерной непре-
рывности семейства, если принять во внимание 7). 

Теорема, таким образом, доказана. 
В заключение изложенные выше нами замечания сопоставим с 

некоторыми понятиями, введенными В. М. Дубровским [5] относительно 
семейств вполне аддитивных функций и результатами, указываемыми 
им в цитируемой работе. 

Принимая во внимание, что семейство вполне аддитивных функций 
изоморфно полуупорядоченному пространству функционалов, как нами 
уже указывалось выше, легко видеть следующее. 

1. Тот факт, что в пространстве Z 0 существует единица Ф0, озна-
чает существование регулярной меры по терминологии Дубровского, 
(или регулярного базиса), семейства S — Ф\-(е) вполне аддитивных 
функций, что составляет содержание теоремы 1 рассматриваемой 
работы Дубровского. * , 

2. Понятие существенной делимости меры М(е) равносильно по-
нятию непрерывности пространства Хй. 

3. Теорема II содержится в нашем замечании 2). 
4. Теоремы III и IV содержатся в наших замечаниях 3), 4), 5), 6). 
5. Теорема V содержится в нашей теореме 8. 
Относительно этой теоремы V Дубровского следует заметить, что 

в ее формулировке, данной Дубровским, условие „существования 
какого-либо базиса М(е), относительно которого семейство будет 
иметь свойство существенной делимости" излишне, так как характер 
подпространства Х0 в отношении его дискретности или непрерывности, 
точнее, его непрерывное и дискретное подпространство, вполне опре-
деляется заданием семейства {Ф*} и не зависит от выбора единицы, 
или, что одно и то же, от выбора базиса М (е), как это явствует из 
нашего замечания 2). 

Нам кажется, что точка зрения на семейства вполне аддитивных 
функций как на полуупорядоченные пространства значительно облег-
чает решение соответствующих вопросов. Цель заметки и состоит в 
том, чтобы указать на это обстоятельство. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В, КУЙБЫШЕВА 

№ 17 1952 

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ РЕГУЛЯРНЫХ ОПЕРАЦИЙ, ПЕРЕВОДЯЩИХ 
НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ В ПОЛУУПОРЯДОЧЕННОЕ 

ПРОСТРАНСТВО 

3. И. Клементьев 

В настоящей заметке мы даем доказательство теоремы, указанной 
С. Бохнером [1], о том, что общая форма линейной положительной 
операции U, переводящей пространство (С) = {/(£)} непрерывных 
функций f ( t) на [0,1] в некоторое полуупорядоченное пространство X, 
представляется и Биде интеграла Стильтьеса 

1 

f m t ' m 
о 

где Е аддитивная функция интервала |а,Ь\ (_ [0,1| с значениями в X. 
Доказательство, которое мы здесь предлагаем, короче и, как нам 

кажется, проще. При этом мы придерживаемся терминов и обозначе-
ний Л. В. Канторовича, в работе которого „Linear operations in se-
mi-ordered sbaces", [2] рассматривается аналогичный вопрос об об-
щей форме регулярной операции из пространства (С) в пространство 
типа К6. 

Указываемое нами доказательство можно рассматривать как неко-
торую модификацию доказательства Канторовича применительно к рас-
сматриваемому случаю. 

§ 1. Полуупорядоченным линейным пространством Х= {л-, у,... ] 
мы здесь назовем линейное (с вещественными коэффициентами), мно-
жество элементов произвольной природы, при этом в X определено 
отношение > 0, (т. е. для каждого л: X имеем или или ,v 
не > 0), удовлетворяющее аксиомам: 

[ 0 не > 0. 

II Если * 1 > 0 , х, >(.), то л-, -f- х3 > 0. 

III Еслил*>0 , ) . > 0 , то Х л : > 0 , (К — вещественное число). 

Эти аксиомы позволяют ввести определения х1^>х г (если д^ -х .^ -О) , 
л', < и т. д., а также понятия верхней и нижней границ множе-
ства Ь С X. 

IV. Всякая монотонная не убывающая последовательность элемен-
тов из X, 

< Хо <. . . < Хп <. . . 
ограниченная сверху, обладает точной верхней границей: supx,, = л\,, 
т. е., таким элементом что х 0 >Лс я , п— 1 , 2 , . . . , если 
л1 любая другая верхняя граница последовательности {х„.} 

Эти аксиомы позволяют без труда доказать следующие теоремы, 
которые будут иметься в виду в дальнейшем. При этом предполагается, 
что рассматриваемые последовательности монотонны и ограничены, 
если не оговорено противное. 



1) Если {хп} и {.Ул} такие последовательности, что х„ !> некоторого 
V/», а некоторого х,„,.то 

Slip А'л = s u p JiV,. 

2) s u p (Л'н -\-у„) = s u p Хп + s u p у„. 

3) sup(ajr„) = а supx„ . 

4) Для всякой ограниченной снизу монотонной последовательности 
(Хл) существует 

infA',, = — sup (—Л'„). 

5) Если последовательность чисел е„—*0, то 

sup(er t дс) = 0 п 
для ж < 0 . 
6) Если дги<л„4-1 <_уя , п— 1 ,2 , . . . , и если существует z такое, что 

У„ — х„л£е„г, где г„—«-0, то 

supx„ = inf>'n. 

7) Если последовательность {г,,} не обязательно монотонная, но 
такая, что < <.Ул, причем supx„ = supj '„ = A0, то существует 
sup Z n = х0. 

В дальнейшем, если монотонная ограниченная последователь-
ность, мы вместо sup*,,, (или 1п1'лг„) будем также писать l imxn . 

§ 2. Пусть U линейная операция на пространстве непрерывных 
функций (С) = {/(7)} на [0,1] с значениями в X, т. е. такая, что 

= + и U ( f ) Z X . 
Будем считать 0, если m i n / f ( / ) > 0 , 0 < £ < 1 . Операцию U будем 
называть положительной, если t / ( / ) > 0 при любом / > 0 и ifф0. 
Операцию U будем называть, согласно Л. В. Канторовичу, регулярной, 
если ее можно представить в виде разности двух положительных 
операций: U—U1~Uit где £ Л > 0 , 0, или если d / > 0 . 

Очевидно, множество {U) всех регулярных операций есть линей-
ное множество. 

Мы будем также рассматривать функцию вещественной перемен-
ной t, 

x ^ g ( t ) , / 

значения которой принадлежат пространству А", 
Функцию g(t) будем называть монотонно не убывающей, если из 

t,>t, следует g(^)^-g(tt). Функцию g(t) будем называть функцией 
ограниченной вариации, если она представима п виде разности 2-х не 
убывающих функций: 

где g,(t) и g-i(t) не убывающие функции. 
Введем далее в рассмотрение интеграл Стильтьеса. 
Пусть {D]} последовательность следующих друг за другом подраз-

делений сегмента [0,11 на части точками 

0 = <(1 < * , < . . . < ^ 4 5 I 

и nij и Mj соответственно наименьшее и наибольшее значения непре-
рывной функции f ( t ) на сегменте [ti, tt+1], /=>0,1,2 pj— 1. 

Пусть далее g(t) не убывающая функция указанного ныше вида. 



ЕЗозьмем 
/'/ 1 

i ^ C ' n ) i. 

Л,;: . V J M t f ( ' i t i ) я M l -
i :=0 

Тогда, как нетрудно видеть, существует 

litn spj — lim Spj4 

не зависящий от выбора последовательности подразделений [Dj\, при 
условии, что максимальная длина частичных промежутков \ti,tiiX) 
стремится к нулю при /—•оо. Указанный общин предел будем назы-
вать интегралом Стилтьеса от непрерывной функции f ( t ) относитель-
но функции g(t) и обозначать 

1 

f f i n d f i U ) . 
о 

Заметим, что если | i , и 
pj- i 

о , , .= КЩI, 
то /-.г 

sup 3/,y = J f(t)dK(1). 

о 
Докажем теперь теорему. 
Т е о р е м а . Всякая указа1 
ция u ( f ) представима в виде; 
Т е о р е м а . Всякая указанная выше линейная положительная опера-

и с 
\ 

U ( f ) = J f ( t ) d g ( t ) , ID 

где g(t) не убывающая функция вещественной переменной t с значе-
ниями в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Что интеграл (1) является линейной поло-
жительной операцией — очевидно. 

б) Пусть U произвольная линейная положительная операция. 
Полагаем 

*(т) = lim £/(/!!"), 

г д е 0 < £ < 1 и f\"'(t) такая непрерывная функция, что/ ,"(£) ез 1 и" 
при х < 1 

1, если ( ) < ^ х г 
2 п 

О, если х -—— t < 1 
п 

лийейна, если х }• <Гх-
.: 2 п 



п натуральное число такое, что < 

Далее полагаем #(0) = lim g{t) = 0, tf (1) — U ( f ( t ) ^ 1). 
t-+1! 

Возьмем подразделение сегмента |(), 1] точками 

0 = = 1 

и затем последовательности точек 

t)>t\>...>t*>t, 

такие, что lim t^f — ti, i •=* 1 ,2 . . . , /> I. It -boo 

Заметим, что 

к~> во 

н силу монотонности функции jf (t) и ее непрерывности справа. 
Пусть / = 0 , 1 , 2 , . . . , p — \ , m i и Mi соответственно наи-

меньшее и наибольшее значения функции f(t) в , 
i = 1 ,2 , . . . , р— 2 и / достаточно большое натуральное число, 

1 > - 1>2Щ~1*) ' f — •• Р 

Тогда при достаточно больших п, «>УУ(/) , будем иметь: 
п- I 

2 »[«;,-+<" 
п-2 

|<И) 
к / -г 

+ 

Л О - / Д 1 1 ( 0 ! + ^ ('>• I о—Г 

Применяя к этим неравенствам операцию переходя затем к пре-
делу при и—юо, получим: 

D-1 

£ 

Переходя далее к пределу при I—>ао, будем иметь: 
/ > - i 

У >/</ • -0) ~g(tf>| < £У(0 < Мй g (£-0) + 
/=о 
/'-2 

/=гО 



Переходя, наконец, к пределу при Л—*оо, получаем 

х'М < Щ/) < 
/-о 

Как нетрудно видеть, в последних неравенствах mi и Mi можно рас-
сматривать как наименьшее и наибольшее значения функции f ( t ) в 
(ti, £/+1). 

Взяв теперь последовательность подразделений {Dj}, как указано 
выше, мы находим, что 

1 

U ( 0 = lim sPi = И m S„j J' fit) dg (0, 
У_>оо I'->M J 

о 
что и требовалось доказать. 

Если U произвольная регулярная операция 

и=их-иг, 

где Ui и и г положительные операции, то по определению 
I 1 1 

U{f) = U ^ f ) ~ 02(t)=JfV)dgl(t)-- J/(t)dg2(t)= f f ( t ) d g ( t ) , 
0 0 о 

где g(t) = gt(t) — g2(t) функция ограниченной вариации, g{ (t) и gx(t) 
монотонные, не убывающие функции со значениями в X. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА 
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ВТОРОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОБ ОБТЕКАВИИ 
КОНУСА СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ ГАЗА 

Е. Д. Томилов и А. Ю. JIucc 

Как известно, Карман |1| дал первое приближение для решения 
задачи об обтекании снаряда сверхзвуковым потоком газа. Им рас-
сматривалась линеаризированная задача для весьма тонкого снаряда 
сначала конической, а затем произвольной формы. 

Как известно, решение Кармана может быть применено для кону-
сов с углом раствора при вершине не свыше 20°. 

В данной работе, на основе решения Кармана, дается второе приб-
лижение для решения этой же задачи, основанное на сохранении 
уравнении для потенциала скоростей возмущения членов высшего 
порядка малости. 

Течение считается коническим. Граничные условия на головной 
ударной волне удовлетворяются приближенно. В результате получены 
формулы для потенциала скоростей возмущения и для коэффициента 
сопротивления. 

§ 1. Составление дифференциального уравнения доя потенциала 
возмущения 

Пусть U — скорость набегающего потока, направленная по оси 
конуса. Полагая поток безвихревым, можем вектор скорости V поло-
жить равным; 

где ' . f l = U x потенциал невозмущенного потока, а потенциал 
скоростей возмущения, вызванного присутствием конуса в потоке. 

Цилиндрическую систему координат х, г, в выбираем, как обычно, 
помещая начало в вершину конуса и направляя ось Л' но оси конуса 
в сторону течения. 

Проекции полной скорости на оси х и г тогда будут 

V = grad <1», 

причем потенциал Ф состоит из двух частей: 

Ф » + <р, 

Л Ф (И 
( 1 , 1 ) 

Линеаризированное уравнение для потенциала <? будет 

(1.2) 



где 
к — ctg «1 = \/Мг 1 

Я) — угол М а х а ; 
U 

М — 
«1 

ai — скорость звука и невозмущенном потоке. 
Интеграл этого уравнения Карман ищет в виде: 

.V -кг 
„ f cj\ 

( 1 . 3 ) 

где с (5) — интенсивность источников, распределенных по оси сна-
ряда. 

Для конуса он полагает 
с (?) - KUI 

При этом определенная из граничных условии постоянная А'ока-
залась равной 

- , 4 1 1 ^ , (1.4, 
V ' l - ^ t g s » . , ' 

где через t>0 обозначен угол образующей конуса с осью л. 
ДЛЯ дальнейшего удобнее потенциал <р представить в иной форме. 
Подставляя с (5) в (1.3) и беря квадратуру, легко находим, что 

<? = Kul х arch 
\ kr у № \ кг у т- ' 

или • 

Ч = Ких( a r c h ^ - j / , - . (\.g) 

Если перейти здесь к полярным координатам р, I) в плоскости ме-
ридионального сечения 

x = pcosO, 

r = psill0, то получим: 

? = cos ^ arch 0 j - (1.6) 

Вводя обозначение 
/(}>) = KUcos f> ̂  arch V l ^ k ' H g f j . . (1,7) 

мы видим, что потенциал возмущения имеет вид 

? = ( Ь « ) 

а составляющие скорости возмущения в направлении радиуса-вектора 
и в перпендикулярном к нему направлении v? и vn будут: 



Ort об'гекйиии конуса т-рхзиукошм потоком га.чи 

1роекции этой ж е с к о р о с т и на оси х и г выразятся в виде 

- v , c o s И — i'n sin И — f cos f — sin «), 
dx ' d ii 

Or 
' = — vf sin It 4- t'i> cos l) = / s i n Я 

df , (1.9) 
COS II . 

d i) 

Заметим, что по свойствам конического течения выражение (1.8) 
для ер, а также формулы (1.9) будут оставаться неизменными при 
любой степени точности решения задачи, меняться же при этом будет 
только вид фунцкии / ( 0 ) . 

Запишем точное дифференциальное уравнение для потенциала ско-
рости осесимметричного течения п цилиндрических координатах: 

дФ Vs 

дх 
d'-'Ф 2 дФ дФ д*Ф ^ 
дх2 дх дг дхдг 

+ / оФ 
\ дг 

<Э'-Ф 
дг- г дг 

(1.10) 

Если выразить местную скорость звука а через скорость звука не-
возмущенного потока а, с помощью уравнения Бернулли 

а3 — пг - 1 U + 
. /' д'й nv 

- 1 

дх 
Ь-

ro после несложных преобразований с учетом (1.1) можно записать 
уравнение (1.10) в виде 

дЦ , д'ч , 1 дч 
дх- дг« г дг 

1 <3«<р 

«? д х 2 

1 д*<р 
" в ? 

2 д»«р 

\ (h 

) 2 IV ax / ч>-

df у 2 U 

+ 

дх / дх 

itp > 
* ) 

dx 

1 (' 
i + i / VI 

_ ( U 4 . *sJ\ 
Я? Ar .dr \ dx / 1 

fo , V - 1 JtL 
dx J dr 2 di r dr 

dr 

' h v 
dx 

(1.10a) 

Правая часть полученного уравнения включает члены второй и 
третьей степени относительно потенциала ер и его производных. За-
меняя правую часть нулем, получим линеаризированное уравнение 
для потенциала осесимметричного течения газа. 

Чтобы получить уравнение второго приближения, нужно оставить 
в правой части (1.10а) главные члены. 

Оценим порядок потенциала ? и его производных. 
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Из формулы (1.4а) имеем: 

-i — KUx I arch * . / < 

т , ~ ~ у 1 

— — — /{7/acch X 

дх кг 

= - KU — 
дг г 

дх2 

1 -
д--

А7У 

d-Ф 

дхдг 

о-'ср I F 

ни 

I i - * L r S I 
KUx 

" 1 - 1 - ~ 
где согласно (1.4) 

я» 

К = • tg->0 

Будем считать, что тангенс угла наклона образующей конуса к оси 

tg = * 
неличина малая. 
Тогда при Л4ф 1 будем иметь, что и вблизи поверхности ко-

нуса ® и его производные имеют следующий порядок: 

Uхгг\п г, 

дх 
~ U г* 1 

дг 
дг 

~ Ui, 

d*<f и 
дх'2 X 

~ U 

дхдг X ' 

дЧ 
~ и 

дг'1 X 

(1 .11) 

В поле течения вдали от поверхности конуса и головного конуса 
г 1 

Маха, т. е. при tg » „ - { - & < — < — — 2, 
.v к 

где 5 - -некоторая положительная величина, имеем: 
потенциал ' t ~ ~ U x s2, 



ОС) (ЛтеК.шми Kfniytii снерхлаукоиым потоком щэа 

ого первые производные — ~ — f l . l l a ) 
дх дг 

дг9 ОЪ дЧ U , 
и вторые производные —- - г2. 

дх- дхдг дг- х 

Пользуясь произведенными оценками, можно заключить, что н 
иоле течения вдали от поверхности конуса главными членами в пра-
вой части (1.10а) будут квадратичные члены относительно v и его 
производных 

/ I J * L J ( _ n JL I JUL LJ±.d± 1 
' «] Tx> дх ' ai ' дг-~ дх a\ dxdrdr 1 

I V - 1 JL J * J * L _ _ 
r ai дг дх 

= J L . Г (7 4-1) JLL. 4- 2 a 
a. L ' дх2 дх дхдг дг 1 

ип 

имеющие порядок ——2-

У поверхности конуса в правой части (1.10а) главными являются 
члены порядка и e2Ins. Они имеют вид: 

U dj I дъ . 1 д-j \ 2 U дъ д% 

' дх \ д г г дг' «I dvtfr дг' 

7 + 1 / dcp V- , 7 - 1 1 / V 
2а? dr- I дг Р ' 2а; \ д г 

(1.11 в) 

Оценивая порядок членов в (1,10а), мы видим, что псе члены, 
d-ce . 1 d'f , 

кроме - - -j — , вблизи поверхности конуса имеют порядок 
дг3 г дг 

е! In s, sJ и выше. Следовательно, вблизи поверхности конуса 

d-'i , 1 дъ ,„ i-- ! з- 1п t, 
дг- г дг 

11ользуясъ этой оценкой, преобразуем два последних слагаемых 
(1.11в) 

L ± J J"? I \ 2 , v - i i /' " r f _ i j F ^ i J - t ? , 

дг* \ дг J r { ()r I ~"ni дг* \ дг I 

-l Иг11 J'Jf L ± J l . ) ( rr JL [ J l . i ^ 2n? I дг> г дг Д~<?г / " я ? дг-' \ дг ) 1 

-f-0(e1lns)i ( l . l l r ) 

Точно также можно преобразовать последнее слагаемое в выра-
жении (1.116). Из (1.10а) следует, что вдали от поверхности конуса 

дг'1 г дг дх-



Следовательно, пдали от поверхности конуса 

Ь - ' > ( • т ? " + • - - Т - ) -=<л"~1»ft - - 1 > 4 - 1 • \ or- Г or I ox ox- дх 
+ (1.11л) 

Объединяя главные члены (1.116), (1.11 в) и учитывая ( l . l l r ) и 
(1.11д), получим пыражение для правой части уравнения во втором 
приближении 

J L | ( v J ? + + 
</, дх- дх дхдг дг 

- Н А Г - O f t - • ) • £ - - * -дх* ох 
j 1 <?*<р / 

ai дг°- { дг 

а, I ох: дх дхдг дг } а ? дг» V дг 

Уточненное уравнение осесимметричного течения, таким образом, 
записывается в виде 

Av* дг- г дг 

1 dx- дх дхдг дг J 

1 д-'s I d'i \2 

«I дГ- \ дг I 
Переходя к полярным координатам согласно формулам (1.5) и 

используя равенства (1.8) и (1.9), получим обыкновенное дифферен-
циальное уравнение для функции f (ft) 

f" (I - M* sin2!)) - f ctg ft + f(2 - M3 sin2«) = 

i M 
— ( j +/n) _i-L. [(il/'-'(v— i) ; 2)(fcosb— / ' sin ft) sin21» — 2 tf sin ft 

l ai 

+ / cos ft) sin ft cos ft) + jjj- (f sill ft -+- / ' cos ft)'-' cos2 ft j . (1.13) 

Здесь штрихами обозначены производные от f по i). 

§ 2. Получение второго приближения 

Первое приближение (1.7), данное Карманом, является решением 
линейного однородного уравнения, получающегося приравниванием 
нулю правой нелинейно» части уравнения (1.13). 

Желая получить второе приближение, подставим в правую часть 
этого уравнения определенную по (1.7) функцию / (ft) и проинтегри-
руем полученное уравнение при имеющихся граничных условиях 
задачи. 

С целью облегчения вычислений введем новую переменную 

« - n K h J L , (2.,) 
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так что 
du _ l-f-&-ch'-' и 
d\) ks\\u 

Будем далее функцию {\.7) называть / , (И). 
Для последующих вычислений полезно заметить соотношения 

(2.2) 

и обратные 

sin l> = 

cos)» = 

sll II — 

1 

V V- f *acti»« ' 
к cli и 

\ l - f /? ' -cl \4t 

Г"1 — кЧ g;!ii 

(2.3) 

к tg!) 

ch и — • 
1 

к tg U 

Тогда (1.7) дает 
. . . . , и ch и sh и 

/, = UK к -7-=^=——г. . 
" / 1 -{-РсМи 

Вычисления приводят к выражениям: 

UК (J+Л3_с)1»«)1. 
к sh и 

(2..1) 

(2.5) 

fi'+f I 
(2.Г,) 

/1 cos I) — ft' sin !) = UK и , 

/ , sin !) - f U cos I) = — UK A>sli n. 

Для производных же искомой функции получим согласно (2.2): 

dj _ _ l - f f f c h ^ _df__ 
d it к sh и dii 

H _ ( ' г/2/ 
J0-' ~ A!s h2 и dua 

cli и 11 - f e h * » — 2 (1 + (1 + k- cli2 II) j l j _ 
№ sh3 м " du' • 

Подставляя эти значения в левую, а выражения (2.6)- в правую 
часть (1. 13), используя для подсчета коэффициентов формулы (2. 3), 
н результате всех вычислений придем к уравнению: 

d-J 2 (1 ch и df 1 - f /f»(ch»«-j sh'-'») 
f = du 3h / / ( i+A»ch l «) du (1 | £2ch2н)2 

=
 1 + k~ K 4 J 1 ( 7 - J H H ' ± 2 1 1 1 Ь 2 s h " c h " + K k \ s h 2 . u C J?_" 

/? sh и 1 1 -f- ^ c h J и 
a*F(u) . (2.7) 

Для разыскания общего интеграла, как известии, необходимо знать 
два линейно-независимых интеграла однооодного уравнения, получаю-
щегося из (2.7) заменой право&*гпч-и»_л-»чн:м. 
2». Уч. Зап. ТГУ, № J7 



Один такой интеграл нам известен. Это интеграл (2.5), который 
мы, опуская несущественную постоянную UKk, возьмем в виде. 

, _ и c.h и —• sh и .у м 

Другой же интеграл найдется по известной из теории дифферен-
циальных уравнений формуле в виде: 

и = / , / . (2.9) 
если через / обозначить 

где Р—коэффициент при - и нашем уравнении. 
сin 

Легко видеть, что 

f p d i , = 2 ( 1 + Л » ) f — 
chw du . sh2 и 

-= In 
! ( l+*»ch 2 / / ) l-f-/?a chs и 

так что: 

sh ги_ 
sh uf 

Это в свою очередь дает 

/= Г !»! du . 
./ (н ch и — ? ь " у г 

/ =
 cAli , (2.10) 

sh и — и ch и 

ch и 
У Н - Л « с Н » н 

(2.10 а) 

Общий интеграл найдем по известной из теории дифференциальных 
уравнений формуле 

' < " > = 7 

Здесь 

№ j'me1 " (u){F(u)eJp«)auX 

Х/гШи] 

-I -<;, / , ( , /) + с 2 / ? ( и ) . (2.11) 

т 
/. -/portrfff / /у»"*»' r'lMJ ми 

''Ч-ТШТ*' М") 

с, и ^—произвольные постоянные. 

Подставляя значения / , (и), f2(u), F(u) и 
J-j-A>ch8_« 

е sh «и 
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вычислим в х о д я щ и е в (2,11) интегралы: 

| > ( « ) / " , " ) r f ' 7 . (") da = ^ K:u у 

lXl+A8)+2jH+2^»sli«ch//-^-/fA1sh ,-V/ch-H.;(HchH--9hH) — — dii sh» и 

A' , a-
I 2sh2w k 

< I и« 
2 4 

J, (2.12) 

где 
R(u) = I'ln sh и (In; 

I /•• (u) f 1 / W r f " / 5 («) = — L ± * L k - u x 
A 

' { K f - 1 X 1 - f fe2) t- 2]н4-2A-'slmcli» -ff lfe «sh 'ach'a / ch u d u 
sh'J и 

1 + /r-' 
/СЧ/ [ ( 7 - 1 )(1 + * f ) + 2 | н + 8

|
Ь и с 1 ш + 2 * 4 " ~ cth/()-f 

2sh»« 

+ sha - f - ^ j j . (2.13) 

Используя выражения (2.12) и (2.13), после некоторых упрощений 
запишем искомую функцию / п виде 

k v I •[•A2ch2« ( 2 
-+- /г2 [ — и2 ch и + 2 (и sh и — ch и)| 

-г KV Г 1 3 — sh н ch2 и и ch и 4- sh и In sh и — fi(u)ch и 
4 4 

, и ch и — sh и ch и , . v 4 g| , — —с-, -7 . (2.14) 

Граничными условиями для определения с, и сг являются условия 
на головном характеристическом конусе и на поверхности тела. 

Из точного решения известно, что несколько впереди головного 
характеристического конуса находится коническая ударная волна, 
впереди которой в потоке отсутствуют возмущения. На ударной волне 
терпит разрыв нормальный компонент скорости, в то время как тан-
генциальный компонент остается непрерывным, т. е. непосредственно 
за скачком тангенциальный компонент добавочной скорости равен 
нулю. 

Естественно перенести условие равенства нулю тангенциального 
компонента добавочной скорости со скачка уплотнения на головной 
характеристический конус, так как расстояние между ними в случай 
тонких тел вращения весьма мало '). 

' ) Как следует из работы Llghthill'a „The Shock Strength In Supersonic Conic*! 
Fields", Philosophical Magazine, vol 40,7th Series, № 311, Dec. 1949, угол между го-
ловным харам. ристическим конусом и ударной волной имеет порядок i4, 



Это условие запишется в виде 

/ = 0 при и — 0. (2.15) 

На границе тела, т. е. при 0 = 1>0 нормальная составляющая полной 
скорости Vo = 0. А так как 

Уь~ — - - - - = — (Up cos I» 4 . <р) - — U sin© + ~ L , 
fj dt) р <№ (IB 

граничным условием на поверхности тела будет 

- Us'm 0 = О при и - «о = arch — 1 — . (2.16) 
rftt k tg 0n 

На основании (2.14) условие (2.15) дает 

_ 1 4LM К2 и 
" k " v 

Щ = { KV ~ 1XI -I- **) + 2] ( - Y J 4~ 

+ 2 ) - H Кк> I - Л ( 0 ) ] ! - г 2 = о. 

Отсюда 

С - ±±*Lk}U 
5 k 

( r = J ) i i d ^ ! ) ± 2 x 2k* 4- Kk* B(0j) | . (2.17) 

Подставляя (2.17) в (2.14), получим 

_ ± t * L - Ж - [ i i - D ( i + ^ ) ± 2 _ | | s h | < 4 _ 

f - ( — " г + 2 Ms l1") -t- Kk* [——shi» ch2 / /—— «chH-f-shHinsh//-»-
4 4 

r + ( f l ( 0 ) - f l ( „ ) ) c h „ ] } + , - , i ; ^ r ^ ; - . (2.18, 

Продифференцируем / no tt: 

) ( р Щ » с Р / Г 

4 . - ^ 4 [ _ JL ch8« — — sh2»cliH — — ch// — HshH4-cliHlnshii4-chM + 
T • 1 4 4 4 ' 4 

, , /г>/Лч n, чч . . . ,1 k^hushu [(у— 1 ) ( 1 H — 2 , , -f shu (6(0) -.£(//•))•- ch//lnshw] | — 77-7-7777-77- " — — ! r " s h " + 

df _ dj da = н , и / 1+^ch^ .. . x 

db du db k \ ksbu " 

(l-t-^ch2»)1 ' 2 
I 3 

4- № (— //2ch« 4- 2ush«) 4- KkK [ shKch2« itchu 4 shи lnshw 4-
4 - 4 

4- (B(o)'— 3(u)}chit] 
и 4 - fc2shMchu 

- a 
k \ \ 4-Ar'ch2H 



Пользуясь граничным условием (2.16), после небольших упроще-
ний получим выражение для постоянной 

с\ — 
1 -I-*2 KW 

ий-\ /e2sh«0ch/<у 
(1 + А « с Ь » и 0 ) 

(v_i)(i ; , k W 
X 

~ 1 ( -w<f+2 ) - t - f fA' [— ch «о sh н„ - ~ и„Ч-shu0 

+ В(0) - В(и0)] | — кг cli «о! ( I ' - O C l - f ^ ) f j „ o S h t t o + k , + 
i ^ 

-(- 2H0SIIH0) -F- [ — - cli2wush H0 — — H0C1I»„ - F slw0 1IIS1IH0 -I-
4 4 

+ ch«0(5(0)~ZJ(u0)) l 
Uk 

H 0 4 - ^ 2 s h « 0 c h a 0 

(2.19) 

Таким образом, решение определяется равенством (2.18), в кото-
ром постоянная сi вычисляется по формуле (2.19). 

§ 3. Разложение решения в ряд. 
Коэффициент сопротивления конуса 

Считая раствор конуса малой величиной, найдем главную часть 
полученного решения, разлагая его по степеням e = tg0 0 . Как было 
найдено в § 1, компонент скорости vx по линейной теории имеет по-
рядок Us2lne. Члены высшего порядка малости в линейном решении 
недостоверны. 

Мы будем искать решение для величины скорости и давления на 
поверхности конуса с точностью до членов порядка s4, e<lns и еМпг£, 
пренебрегая членами высшего порядка, как недостоверными." 

На поверхности конуса 

«о = arch — = arch — 
£tgi>0 kl Kkl kl V 

J = 1 , 1 1 - 4 -

. 1 / . кЧ-i \1 , 2 г . . ' 

+ 5 " 1 1 - — + M J - l n i r [ 1 - ~ r + 0 ( * > 

r + 0 ( « ' ) . 

4 

Разложим в ряд по степеням i величину К: 

tg2»o 

- I n * - -
kt 

к — 

Заметим, что 

V\ 

с11Нц = 

- . « » + О (а4) . 

ki 

(3.1) 

(3.2) 

shi/„ = |/ch»Hft—1 = 7 - ~ ~ + О И . 
Rz 2 



Разложение для интеграла В(и) имеет вид 
еи е-11 

В(и)т= j lnsh udu — j 

- j ( u - hi 2) dn — Д 

la dir. | In -~dti+ j l i i ( l - t> - J ») i /H= 

-in. e -4 И -<J« 

2 ' 3 
-2« 

»3 1 О . 1 / , * I I e I \ /'J = и!п2 H h-...Н " . . . 3.3) 
2 2 \ 1» 2» ^ /is / 1 1» 2'-' 

Пользуясь известной формулой для суммы ряда, найдем 

2 \ I2 2а З2 я» j 12 
Л(«о) 

и0 — « . ш а + т 

/г' 
(3 .3а) 

+ 
~ " Т Т ~ ~ + О (г2). 2 йе I?s 

(3.36) 

Теперь мы можем выделить главные члены в выражении для с\: 

1 + 0 ц » 4 - Q ( t " ) j / 1 , Г ( y - l ) ( l + f e 2 ) + 2 

* i ! J _ + 0(eо) IV У 

/ 1 

X 

2 

X 
+ 0(0 

+ 1 

+ [ _ 1П2 5L 4- 2 + О И ] + к* [•-е= + 0(е<)] - f — 
Яе 4 Дгае * 

6» г — 1)(1 + 2 1 ) п 2 J 2 | П 

Ле '. 2 kz ki \ ke ks 

+ о ( « ° ) 1 

kt 
+ 0(.) + 

О И 1 [- J L - L . + 0 ' 1 

4 й»в» 
Uk 

, n J - + * L / J L - ! i 
^ fe U® 2 

Или после несложных преобразований 

где 
a, = — 

b,~-uk 
r k ' : 

In 
/те 2k-

(3.4) 

(3.4а) 



Найдем разложение Д и 0 ) по степеням е, сохраняя в итоге члены 
порядка s*, 

M i ) e _ J L ± * L и { J i ^ I H i i -»> + 2 J . , п J L + 
k i / i + i , 1 2 k z k £ 

V / _ J - m J L + : L I n ± \ 4 - O ( e ) - j - / г ' I — з 2 + 0 ( e ' > ] j - A . - L - + 
\ kt кг кг кз / ! 4 Л г к-г2 

+ 0 Ш 1 1 + | в 1 » » + М 4 - 0 И 1 Х 

X 
kt 

/ . 2 № \ 1 I I ^ 
Т 4 - 0 1 ' ' 

1 ••-!--
l 

Произведя необходимые выкладки, окончательно получим: 

где 
a , ~ ~ u { I n — — I | 

V кл J 

b f - - u { k ' In»- 2(1 -f- ft») In — - f — A2 + 
[ кг кг 2 

1 
2/fe2 

J 3 J . 4 j 

( 3 , 5 ) 

(3.5a) 

Составляющая добавочной скорости по оси х на поверхности ко-
нуса на основании (1.9) равна 

X>.v=/Mcosl ) 0 — Sin"<> 

или, учитывая граничное условие (2.16), 

vx — — U sin2 О0 - f /(«о) cos D0. 
Используя разложения sin 1)0 и cos&0 по степеням г == tg U0 

tgflo _ i l 
~ 4 2 

si 

sinl)0 — 

c o s 0 o = 

V l +tg '«u 

К Э Д ! ; = 1 ~~ " 2 

4 - о и , 

• + 0 ( e < ) , 

и формулы (3.5) и (3.5a), найдем разложение для vx 

vy = ars'- -f bxt* + 0(г% 
где 

ax — — U in — , 
ke. 

( 3 . 6 ) 

k-

(3.6a) 



Чтобы перейти от величины скорости к давлению на поверхности 
тела, нужно воспользоваться уравнением Бернулли 

L — о Ь const, (3.7) / V — I Р 
и условием адиабатичности процесса 

р _ / р \т 
„ \ / т 
Р1 \PI / 

После несложных выкладок, ir процессе которых используются 
оценки малости величин vx и vr вблизи поверхности конуса 

~ £7 г-In г, 

и граничное условие, эквивалентное условию (2.16), 
vr = (U-\-v,x)igtiu< 

можно получить следующую формулу давления на поверхности ко-
нуса или для коэффициента сопротивления конуса 

2 

(~йУ ] 0 ( г « ) . ( 3 . 9 ) 

Если подставить значение vx из формулы (3.6), то мы окончательно 
получим выражение для коэффициента сопротивления конуса, верное 
до членов порядка s4 включительно: 

с, = 7 = ( 2 I n — Л -f- Г 3/г21па — (5£- + 4)1п — - f - / г - + 
V кг / /гг ks 4 

— + • < v + i > 4 К1 
(3.10) 

Полученная формула в точности совпадает с аналогичной форму-
лой, данной в работе Broderick'a „Supersonic Flow Past a Semi-Infinite 
Cone" опубликованной в „The Quarterly Journal of Mechanics and 
Applied Mathematics", vol. II, part 1, march 1949. При этом формула 
получена Broderick'oM более сложным методом. 

В последней работе также показывается, что неучет головного 
скачка уплотнения не ведет к ошибкам в решении, найденном с точ-
ностью до е1 включительно. 

Заметим в заключение, что анализом, аналогичным •приведенному 
выше, можно показать, что учет опущенных в правой части уравне-
ния (1.12) членов не повлияет на наше решение, полученное с точ-
ностью до членов порядка г4 включительно. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА 

№ 17 1952 

ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ОБЛАСТЕЙ 

Г1. П. Куфарев и А. Э. Фалес 

$ 1. В работе рассматривается следующая задача. Пусть zu z-> 
две фиксированные в | г | < 1 точки, а, — неотрицательные числа, и 
Г - к р и в а я Жордана, разбивающая \г | < 1. Рассмотрим функционал 

/ ( Г ; г „ лг3) = СО) | - 1 У а < 0 ) (1 ) 

где z=fK(w), / к ( 0 ) = гк, / к ' ( 0 ) > 0 - ф у н к ц и я , конформно отобража-
ющая | ш | < 1 на область BK{k = 1,2). Требуется найти кривую Г:г = 
y(t), 0 < f < f 0 l дающую функционалу /(Г; г, , г2) максимальное зна-
чение. 

Краткое сообщение о решении задачи было дано в [1|, [2]. Данная 
статья представляет более подробное изложение содержания заме-
ток [1], [2]. 

§ 2. Введем в рассмотрение однопараметрическое семейство обла-
стей G(t), 0 п о л у ч а е м ы х из | г | < 1 проведением разреза по 
дуге Г : г = ср(Ч), Известно, что при надлежащем выборе 
параметра t функция z=Q>(w,t), Ф(0,0 = 0, Ф(«г>,0) = w, отобража-
ющая | и ' | < 1 на G(t), удовлетворяет уравнению: 

« ^ „ . J ^ J ^ ^ O , (2 ) 
dt \i(t) w dw 

где = и я ( t ) непрерывная вещественная функция. 
Иначе говоря 

z = <b(w,t)—ui(0,w,t), (3) 

где <»('., w, t) решение уравнения 

- — cu - (4) 
d- ц(т)~ w 

принимающее при т —f значение ик 
Пусть \K(t) решение уравнения (4), 

принимающее при I — 0 значение г*. 
Обозначим через г = Ф*(н/) функцию, о т о б р а ж а ю щ у ю на 

так, что 
Ф * ( 0 , 0 = zu, ф ' а о , о > о . 

По теореме Каратеодори о ядре последовательности областей, 

/ , г („) = ' М » Л ) ^ lim () (в) 
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Далее, 
Л 7 ) 

где определяется из условия 

ди 

и, следовательно, 

= (1 > 0 (8) 
11. 0 OW , 

>.*=arg Ф'ю (5*(/),/) (9) 

Найдем уравнение, которому удовлетворяет функция Ф*(и, Обозна-
чив u e - ^ k ^ v , имеем 

откуда 

v -4- %к 
w = (10) 

1 - И * * ' 

v = J U l _ . с ю 
1 bw 

I 10Л0ЖИМ Ф * (u, t ) = Ф ( t o , *) = (V, t ) . 
Наводя значение производных 

дФ <?Ф 
— и — 
dt dw 

и подставляя полученные значения в (2), получим 

" 7 Г - г 7 7 + ® — — r ~ = о :2) (Я ш о.— да / 0*1' 
I1одсчитаем 

, Ov . 4- w 
at a — W 

Определяя из (11)^- , учитывая (5) и (10), получим после оче-
ot Oil) 

видных элементарных вычислений 

= , { ] 4 ) 

где 
я « j* + 2;* »• о.*!* -

? = (7, -f- 21* - ^ \к - .X - Р* 5). 

Представим теперь a - f | k> в виде 

а-f Ь -- U4-H- £ ~ fO v | + Л [}i - • - (i (IX - \k) v \. 

Определяя А и В, находим 
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Следовательно, L можно представить в виде 

_ 1 ± 2 . + а , п ' J . ( . 5 ) 
f Efr4 * - v (ji I 

где 

_ . 

1 ад* 

Переходя в уравнении (12) к функции « I п о л у ч а е м для Ф,, (и, t) 
уравнение 

dt \dt dv! dti 

или 2 

^ + J L + I L .Li + 

dt I I u - \k z v 1 dt ^ 

!'2 1 I d<\ h - I - 2 h n — ^ ; . — - i . = (.). ( 1 7 ) 
(!'• W2J I 4)4 

Остается определить . Для этого продифференцируем по w 
dt 

уравнение (2) и разделим затем на <T>'W(гс, г1); получи м 

<? log | х ji + w d log Ф'а, 2|i« 
dt jt — w dw (]i - w)3 

Полагая здесь w — h,(t) и учитывая (.5), находим 

d 1 о у Ф ' v ( U ( t ) , t) _ dlogVw 

dt " dt " " + 
+ d\k _ d log Ф'^, (b,t) ^ | _ 2;i-

dt dw (|l I*)' 
(18) 

Отсюда и из (9) следует, что 

dt dt (;,. ' 

Итак, уравнение (2) для Ф*(и,0 принимает вид 

лфа+„ . _„. (»> 
dt Iji — vA— И ди 

где 

v/г у.е'Ч = ik е>'к. (21) 1 h v ' 1 — 

В частности из (20) следует формула 

d 1 ° s i (?Jl I __ (1 - Ш: ( d 1 , V 
dt -



(23) 

Эта формула может быть также получена непосредственно из соотно-
шения (18) и равенства 

d log |<n„ (0 ,* ) : __ j / l o g ( 1 — Щ d 

dt "dt r dt 

которое следует из (8). 

§ 3. Из (1) и (6) имеем 

- l o g / ( Г ; ад) = lim |а log, Ф', (0,01 + ? log |Ф'Я(0,');1 = 

^ г ) я , s d log |Ф'а (0,01 1 ± 
J I dt ' ' dt J 

— log | Ф', „ (0,0) Ф'2„ C0.0) p . (24) 

Но из (7), учитывая, что ^ ( 0 ) — zk, находим 

|Ф'*„(0,0)| = 1 !гЛ |2. (25) 
Окончательно из (24), (22) и (25) находим следующую формулу для 
log/ . 

>,i 

dt-

- l o g ( l - z,i»)«(l —| «ззу. (26) 

Таким образом, рассматриваемая экстремальная задача сводится к оп-
ределению минимума интеграла (26). 

§ 4. Не уменьшая общности, можно положить я > 
Рассмотрим сначала случай, когда z, = 0, z.,= р, 0 < р < 1 . 
Тогда 5] = 0, и, так как lim|52 | = l, 

t-+f0-о 

п 

1 

- log (1 - гУ =S j J ах 4 - ^ - j d log | 5 | - l o g o - f>2>\ (27) 

p 
где 

x s= dt > 0 . (28) 

(Индекс у ;3 мы не пишем). 
§ 5. Предположим сначала, что 

Р < 1 , ^ l 7 ^ . (29) 
я 

Л ' И ^ | 3 

Так как при -V > О. 

?.х (3U) 
• А; 
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то из (27) находим 

(31) 

Знак равенства имеет место, если 

rfJ®sM=Lziil = Л . , / J 
dt у р 

(32) 

Для нахождения экстремальной функции надо определить функции 
М О в е * Р № « ( * ) ] и 5(f). Для нахождения 3 функций «(/), arg$ = '? 
имеем 3 дифференциальных уравнения, из (5; и (32). 

/ rfjoglSI ^ 
dt 

tf'og|g| e ' - i^2 _ k (34 
dt |.u - 51® ' 

. . 2 ,Im~-
M ? 

dt 
Из (33j) находим 

(34) 
Далее из (33.,) имеем 

| U - $ I» = 1 4- г- - 2 Re — « — (1 - г'-). (35) 
; i к 

Отсюда 

c o s ( . f _ a ) s = . L R e J . = ^ . . ± + * ± i . , . (Я6> 
г и 2 А" л 2 А' 

II 

2 J m — = 2 r s i n ( ' f — а ) = — 2 ( / г 3 - f - 1 ) г 2 — (А — I)- — ( Д г 1 )зг1 = 

Н - 1 / 
~ Г I / (г« — л П П — j (37) 

к~У (г1-**) 

ГД1! 

(38) 
к \ 1 ' 

Иэ-(ЗЗз), (35) и (37) находим 

tiff /<4-1 / 

Отсюда определяем <р (как функцию г). После вычислений получаем, 
учитывая, что 15(0) = р. 

; = г* = re>4 
\ у 1 — р2 + i y р г _ д 2 / А 

( 1 У + < у ^ 
\ р ' К а ' ( 1 — r»Jv-f-/K г 2 - а * / К ' 

(Здесь «„ r= arg г , = arg \(0) = 0). 



Наконец, | i ( 0 определяется из (36) формулой 
6 /А 

J t ^ i - p , ( 4 1 ) 
г 

где 
u (k— 1 1 . Л 1-1 \ н = ? — ^ — arc cos . — -I- — — г . (42) 

\ 2 К Г 1К J 
Интервал (0, изменения аргумента t определяем из соотношения 
(34) и условия, что при t—*t„ г - -1. 
Таким образом. 

t{) = -- log - - . (43) 
к р 

Покажем теперь, что найденной экстремальной функции ;*(£) соответ-
ствует определенная кривая Г(/„), разделяющая круг | z \ < 1 на две об-
ласти В| 3 £ , = 0 и Вг ; гг = р и дающая функционалу /(Г, 0, р) мак-
симум. Действительно, при условии (29) в , как легко проверить, бу-
дет вещественно. С другой стороны, для функции 5, определенной 
формулой (40), = Следовательно,(см.(41)) , |u(0 1 = 1 на интервале 
0 < П р и ныпоанении этого . услопия интеграл z — <l>(w,t), 
Ф(а» ,0 )=к» уравнения Левнера (2) отображает | « > | < 1 на область, 
получаемую из ; * | < 1 проведением разреза по некоторой кривой 
Жордана Г (0, не проходящей через точку г — 0. Далее, по определе-
нию tn, при t~+t0 |5 | = г->-1. Это может иметь место лишь в двух 
случаях: нли кривая Г(/п) заканчивается в точке z-, = Ф(1г(О, t) или 
же Г ( У разделяет | г | < 1 на две области В, ; Zi = 0 и В2 ) г2 = р. 
Но первый случай не может иметь место. Действительно, по суще-
ству метода. 

/(Г, zhz,) = lim | Ф'1И (0,0 i * | Ф\>н (0,01 >. 
См. (24). Если Г(*0) заканчивается н точке г,, то при t—*t a 
(1>'ju ( 0 , 0 — 0 , следовательно / = 0 и достигается не максимум, а 
минимум. Итак, экстремальная кривая Г (tn) разбивает | z | < l на две 
области, из которых одна содержит точку а другая —точку 

= р — ч т о п требовалось доказать. 
.. . k - 1 _ л 

§ 6. Рассмотрим теперь случаи р < ^ ^ . Разобьем интервал из-
менения г = на два интервала 

^ к — \ к — 1 . . . 
Р < Г < Щ " A T T < , < 1 -

k — 1 , 
Обозначим значение t, соответствующее г — — — , через f„ и по-

к f 1 
ложим 

т = (44) 
k-f-1 

Соответственно разобьем интеграл в (27) на два интеграла 
л-1 
*П 

3 

k+[ 

x f ( n o g | ; | . (45) 
x 
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Минимум Q.j находится так же, как выше при * = н равен 
к 

к ' 1 
min Q, ~ 2 | 'Щ- i 0 g (4fi) 

и соответствующие функции p(t) и \(t) на интервале 

< г < 1, tx < / < i - log Ш + f l = t ' (47) 
k\-\ k k — \ 

определяются поирежнему формулами (40) и (41), в которых надо за-
к— 1 менить и на и положить 
/ г + 1 

R - f - 1 

Значение t\ для экстремальной кривой Г(/ '0) будет определено ниже. 
k 1 

Минимум Qi находится иначе, так как для 

A . _ l j i z : i J i > _ L . * 1
 ( 4 9 ) 

1 — | € 1* k К ' 

Функция /(л-) = а х -f- — — монотонная на интервале — < х < оо. По-
де k 

этому наименьшее значение Q, будет принимать при наименьшем из 
возможных х. Так как при фиксированном г m i n | — S | = 1 — г, то 

х _ _ l i i zz iL! >„ IzzL т 

1—15|3 1 - f r 

. Р ... 1 Г Q 1 -j- Г 
А .V + — ...Л А - - - - - -}•• P. — I — . 

X 1 4 - г 1 —г 
Следовательно 

к-1 
к+1 

(51) 

min 

Этот минимум достигается при | ц — 51 = 1 — г, то-есть, когда 

( 5 3 ) 

Но в таком случае на (33я) имеем 

. 2 . 1 т ~ 

» - 0, (54) 
(if |<i — 

следовательно, 
«(О = ?(0) = о. (55) 

Итак 
; = г , ц = 1 (56) 
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(57) 

Заьисимость между r u t находится нз соотношения (см. 5) 

^ log г _ 1_4- г 
(it ~ 1 — г 

и имеет пнд 

(1+/ - ) 2 О - И ) 2 

Теперь могут быть определены, величины <p0 = arg;(Л) u tx а вместе с 
тем н С о, (см. (47)) для экстремальной кривой Г(Д) . Именно, из (55) 

к' 1 
имеем•••fy/arO,- а 'значение ^ находим из (57) при /- = • — 

(58, 
4 А'- р 

Заметим, что, так как р . = 1 при 0 < t u то часть Г(/,) кривой 
I ' ( О есть отрезок радиуса argz = () l > | z | > n > p . Наконец, из 
(27), (46) и. (52) находим 

$ 7. Зная можно определить кривую Г, дающую максимум 
функционалу/(Г; 0, р). По существу для этого достаточно найти функ-
цию f, (и>) = <» (0, я', /„) Для определения /,(«•) воспользуемся следую-
щим непосредственно проверяемым свойством решений уравнения 
ЛРвнера: пусть »>, wuw-,— три решения уравнения Лбвнера (4). Тогда 

rf log - ' . . . 'I l o g -
— ^ 1 f / log"»f __ H'j; ( G 0 ) 

cf- ch ' ci-
h ] 

Положим в (4) т.", — 5(т), w3 = КСЛН • — • < ? , то учитывая, 
к j-1 

что по (34) 

= Г г*"'' (О!) 
и>2 

находим 

Из (62) получим 

d log _ d log u) e~ ( 6 2 ) 

rfx d-

»• i CO — < 1 

— (63) 

Полагая здесь t = 0, a> (0, w, t0) —fx (w) и t = /0. = и имея в ви-
ду, что | S (<„) | = 1; ̂  (0) = р, р cb,o — 1, получаем уравнение, определяющее 
z = / i («О 

(64) 
/ ( « ' ) - р Р 

*) Вместе с S t / ) , ! " " 1 является решением уравнения (4). 
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к — 1 Если , то, полагая в (63) •: = /,, (« = «)(/•,, я», i'n) — o)h нохо* 
/е -I» 1 

дим для определения w, уравнение 

1 
'"1 — ' k 

/ !<»*/, (65) 
С», — rt fC 

Затем / t (ад) определяется через «>, из соотношения f{ (<w) — «о (0, да, t„) 
= «(0, <«, (tu vi, f 0 \ или, так как ц = 1 при 0 

( Н 6 , 
|1 1 Н - » , ) 2 

д. J 
При кривая Г принадлежит границе каждой из области Н и 

k -f-1 
£ 1 Я2, при р < прямолинейная часть кривой Г принадлежит лишь 
fc-f 1 

границе 5 , . 

$ 8. Для того, чтобы получить решение задачи для произволь-
ных zt и г.,, достаточно выполнить линейное преобразование круга 
| г < 1 в себя, переводящее точки 0 и р в z, и z2 

z —- Z| 
1 - г, z " 

При этом преобразовании /к(и>) переходит и 

(«7) 

1 — г fk{w) 

Дифференцируя (67), имеем 

l i — J I I * 1*1, 
iiz ~ (1 — z | z)2* 

(69) 

Поэтому 

? '*(«•)= (70) 
|1 — z ,/*(«') И 

Так как при «> = () fk{w)—ik, то из (70) получается 

|?'i(0Kl'?',(0)F= 1 - Г, Z, I - ' * ~ f | Z M V . ( 0 ) i ' l f 2 ( 0 ) i * - (71) 

(1 —Z|Z 2 ) 2 | 

ь 1 \читывал, что по (67) при р < 

Г' = 

1 

h ~ ~
 г \ 

1 —z,z , 
{Щ 

»*. Уч. Зап. ТГУ, м д; 
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о к о н ч а т е л ь н о н а х о д и м 

max./(Г; z„ z,) = { k , У ,. ^ / У / X 
( * - f l j O ' . + V Р)5 

X 

X 

z2 — zj 
1 — z , z 2 

• 1 
z2 — Z| 

11 —ZjZJ 
X 

Z2 — Z) 
1 — ZiZo 

in 
1 — 

Z2 — Z[ 
1 — z.z., г (74) 

Аналогично при | получаем 

in a x J = i 1—rr , — 

z 2 - z , 

|z2 — z, I 

x - f ^ l \ 1—ZiZL, J 
(75) 

§ 9. Рассмотрим в частности, случай а = Э = 1 . ( З а д а ч а м . А. Лав-
рентьева, поставленная и решенная им вместе с рядом других 
экстремальных задач еще в 1934 году [3]. В этом случае к = 1 п 

неравенство р > - — - всегда выполняется. По (75) находим 
А + 1 

шах J = |z2 — Z]|2( 1 — Zo Z\ 

1 —z,z2 

(76) 

Функция z—fi(w) в случае z, = 0 , z 2 = p определяется из соотноше 
ния (см. (64)) 

1 — Р Z 1-7 7\ W—7. ! — (71) 
• !' — 2 

(и условия /,(()) = 0). 
Эта функция отображает | w | < l на содержащий z = 0 круговой дву-
угольник В|, ограниченный дугой окружности |z| = l и дугой Г ок-
ружности 

с: Z — 1 1 - у 
(78) 

ортогональной к | г | = 1 . Это нетрудно проверить, если учесть, что 
по (77) обратная функция w (z) удовлетворяет равенствам 

f 
z ) № ' 

где 
м 

1 - p Z р — г z, — J ; z2 — 
1 — pz р — г 

(70) 

(80) 

точки, симметричные соответственно г и -=- относительно окруж-
z 

ности с. Из равенств (79) следует, что двулистная в плоскости функ-
ция (77) однолистна в | z | < l . Эта функция голоморфна в дву-
угольнике В\ и принимает на границе В\ значения, по модулю рав-
ные единице, откуда вытекает, что она отображает | « ' | < 1 на В], 
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Следовательно, / i ( w ) = z отображает B\ на < 1 . Покажем, что 
неевклидовы расстояния d(О, Г), d(р, I') точек 0 и р от дуги I' равны. 
Для этого заметим, что 

rf(0, Г ) = < / ( ( ) , « ) , < / ( Р Г ) = < / ( р , « ) , 

где я — точка пересечения Г с радиусом arg z = О, 

а _ — _ \OlEK . 
!' Г' 

По так как при неевклидовом движении 

г — т. 

(81) 

; — • 
1 — а г 

а н р переходят соответственно в U и а, то, очевидно 

</(0,«) = <<(а,Р). (82) 

Итак, экстремальная кривая Г есть неевклидова прямая, ортогональная 
неевклидовой прямой, проходящей через точки zi = 0 и z2 = p и на-
ходящейся на одинаковом расстоянии от этих точек. Так как пере-
ход от частного случая z i = 0 , z2 = p к общему случаю произвольных 
Zi и г, выполняется при помощи линейного преобразования круга в 
себя, то-есть неевклидова движения, то это определение экстремаль 
ной кривой Г сохраняется и в общем случае. 

л и т ш ' л т т 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУЛАРСТ ВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА _ 

№ 17 • №2 

ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 
КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Е. Н. Аравийская 

Известные в теории функций нескольких комплексных переменных 
интегральные представления С. Бергмана и А. Вейля [1], [2], [3] от-
носятся к функциям, регулярным в области, ограниченной конечным 
числом кусков аналитических гиперповерхностей. Интеграл берется 
по двумерной части границы области, образованной пересечением 
граничных аналитических гиперповерхностей. Эти интегральные пред-
ставления, аналогичные интегральной формуле Коши в теории одно-
го комплексного переменного, уже нашли себе ряд важных прило-
жений к решению основных проблем теории аналитических функций 
многих комплексных переменных. Поэтому представляются не лишен-
ными интереса некоторые замечания, касающиеся характеристики 
класса областей, для которых имеют место упомянутые интегральные 
представления. 

Пусть D ограниченная областьнространствадвух комплексных пе-
ременных (2-х к. п.) w и z и fk(w,z), & = l , 2 , . . . v , регулярные в Н е н 
функции. Пусть область Д вместе со своей границей, то есть, на-
ходится в D и определяется условиями 

fk{w,z)$ ДА, /fe = l , 2 , . . . v , (1) 

где Д*, /t = 1,2. . . .v , ограниченная область в плоскости комплексного 
переменного /А, И граница ее С* состоит из конечного числа анали-
тических кривых =<рА(*.*), <fA (>.*) — аналитическая функция вещест. 
венного параметра ).*. Граница области Д состоит из кусков аналити. 
ческих гиперповерхностей — „граней" 5а .пластинчатого" строения. 

/* (« ' , / ) = :?*(/.*>, & = 1,2, . . .v. (2) 

„Грани" 5а могут пересекаться только но кускам двумерных поверх-

ностей (предполагается, что ^(/*./•,) ^ q^ ц е р е с е ч е „ н е граней 5* 
^(к' .г) % 

" 5.,— .ребро" многогранника — обозначим через якх. 
Будем предполагать в дальнейшем выполненным также ряд усло-

вий, касающихся ориентации „многогранника" Д, его „граней" 5* и „ре-
бер" о,* (см. [2], стр. 304 -305) . 

А. Вейль (1J, [3) показал, что Д1я всякой регулярной в Д функции 
/(гс,г) 2-х комплексных переменных w и z 

,{w L V f f /("^'(P* Q.v — /Л Q*) dw dz • 
W ^ J j I/*(«,*) —fk(«.„г0)|\Uw,z)-Mw0.zn)\ 

_ {/(«'„.гО.если (a.',,,*,,) £ Д, 
I 0, если вне Д . 



Причем функции Р* as Pk{w,z\ да0,г„) и Qk{w,z\ w0,z„) =s Q* предпола-
гаются регулярными функциями от w,z, w„,zm если (w,z) Г) и 
(щ„ги) £ D, удовлетворяющими условиям 

fk (да,г) — fk = (w — к»„) Pk {z — z„) Qk, к = 1 ,2 , . . . v. (-1) 

Б 1940 г. Ока [4] заменяет условие (4) менее сильным, предпола-
гая, что для каждой функции fn{wtz) можно найти такие три регуляр-
ные при [w,z) D и (го,,>,,) С D функции Pi,(w,z; wrt,?u), Q*(w,z; да„,ги), 

Rk{u\z\ да0,г„), что [ / * ( © , « ) - Л ( г о 0 , 2 „ , | Ик(w,z; w,„zu) = 

=3 (да - w„)Pk{w,z\ w^Zu)-f (z — г„) Qk (w,z-,wv,z,X ( 5 ) 

где Rhiw^Zy) wmzQ)— 1, и показывает, что всякую конечную область 
регулярности D пространства переменных да, z можно аппроксимиро-
вать изнутри последовательностью замкнутых множеств Д* {[«>]<>*, 
|г| < 1], принадлежащих к классу к, (замкнутое мно-
жество г принадлежит классу к,, если существует последователь-
ность множеств Fn (Jroj < р„, \z\ < p',„ I'l'*"1 (да,г) | < 1), k = 1 , 2 , , . . vt 
имеющая Освоим пределом, Ч4,п)(w,z) — многочлены (см. [1| стр. 
270-272)) . 

Пусть выше определенная область Д — одно из множеств этой 
последовательности. В силу результатов Ока |4] можно, не нарушая 
общности, предположить, что Zk—fk(w,z), Л = 1 , 2 , . . . у, суть корни 
системы уравнений 

Fk (ii',z,ZuZ,— Z,) = 0, k = 1,2,... 'v, 

где Fk(w,z,Z\,Z,,.. .Zv) многочлены, обладающие тем свойством, что в 
пространстве v 4 - 2 к. п. w, z,ZuZ.,,.. .Z, существует открытое множе-
ство и , содержащее замкнутое множество 

S { 2 * =/*(гв,г), (да,г) Д, к = 1 , 2 , . . . v ) , 

на котором аналитические функции 

/ik—fk(w,z\ к = 1,2, . . .v, 

равномерно аппроксимируются полиномами, т. е., можно построить 
миогочлены Fk(w,z,Zlt Z.,,.. .Z„), произвольно близкие на (J к функциям 
Zk — fk{w,z). Тогда из результатов Ока [4] вытекает способ построе-
ния функций 

Pk(iff,z\ го,„г,,), Qk(w,z-, да,„г(Д Rk{w,z\ w,„zn). 

Для этого решаем по Zk — Z*\ А' = 1,2, . . .v, систему уравнений 

\Csk (Zk - Zk") = (да - w „ ) А- + (г - г„) B„ s = 1 . 2 — v , (6) 

где 

, Zi, „ . / , ) - F.v ( w « & . £ b . . . Zv) , 
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Zk — 

dFs\ 

d Z k ! „ , 
C.vi! = 

(wv,zti,Z^, • • •Z") и (w,z,Zx,... Zv) две конечные точки пространства 
v-f-2 к. п. да, z, Zi,.. .Z , . 

Введем обозначения 

C j J С] 2 . . .C|V j . с ; ; 

c 2 l с, . , . 
" C I U J , 

/00 /М» 
О л С '22 . • Сь 

Cvl Cv2 • с 1 л и /1« U v | С/ v'J . г 0 
• ' VV 

= У„ 
F„) 

< ? ( Z „ . . . £ , ) / „ 

Тогда У„ можно считать отличным от нуля, так как если Fk—*Zk — 
—fk(w,z), то У„ ->1 . 
Мз (fi) получаем 

С ц С ^ . . .(да - w „ U i + (г — Z „ ) / i | C'l k-\- \ • . .Сь 

(Zk — Zk)J = C2I Coo . . . (да - даДЛ, + (г — ^о) Cjk (. 1. . . Co., 

Cvl C,2. . .(да - даи) Л., + (г — Zq) В., Cv«+1 • * * C^v 

После ночленного деления последнего равенства на Л получаем 

{Zh — Zk°) Rk = (да - w
0
) Рн -I- (z - z

0
) Q*, 

J где Rk = 
Л 

"k — ) Чк — . I 
Л Jtt 

— алгебраическое дополнение элемента Сш определителя У. 
Тогда 

V brlt ^(ЛгВ, - А,ВГ) 

PkQs-PsQk=*r-^ / Г — • 

ArBi-AiBr = 

_Fr(w,z0,Zu--.Z^I~'i(w(),z0,...Zl,...ZJ—Fi(w,z0,Z Z,)Fr{w0,z0,Z\,-.Z,) 
{z — z0)(w — да„) 

rs rsJ 
Обозначим через Cik, Л,.,., У, Fr (w, zu), Fr (даи,ги) выражения, по-

лученные соответственно из С,*, \ r k , Л,У) У, Fr (ги, za,Zx (да, г), . . „• Z v (w, г)) 
> 

/v(-zc.»0, z0, Z,(w, г), . . . Z v (w,z)) подстановкой в них Z* = fk(w,z), 



40 Е. Н. Аравийская 

Z% -szf^wo, ^о)- Тогда интеграл Венля (3) примет вид: 

- 4 г - / (да 0 , г„ ) = 

V V С es [Я 

i t i 7 t % ' ' А ( ш 0 , г 0 ) ] [ ) — ^(да 0 , 2 0 ) ] (да -да 0 ( г - г 0 \ /~ r- ' sk • 

Полиномы Fk(w,z,Zi,.. .Zv), k = l , 2 , . . . v , можно выбрать так, чтобы 

для (да,г)£ 4, (да0,г„) t А были произвольно малыми величины: 

'кк ' - I , | T L 1 s ф к, ! Л,А. | - 1 , 1 X * s к, 171 - 1, 

I h (®0,*e) — [ f k (to, Z) — fu ('K'o, Z„) } . 

Тогда интеграл У(да0, г0) при (ic\i, z„) Л будет произвольно мало от-
личаться от интеграла 

1 4 J ( г - г 0 ) ( к ' - « > о ) I F„(w^zJx \wtz),... ,/,(да,г) 
s,k 

Л < * J.vfr 

ft («f 0 , z 0 . / i О М » • • • • .Л (w .z ) | 

Покажем, что формула (8) дает интегральное представление функ-
ции f{w,z) в области, внутри Д находящейся, при одном дополнитель-
ном условии. Метод рассуждений будет вполне аналогичен обычно-
му методу доказательства формулы Венля [1]. 

Пусть по данной системе функции f,(rv,z),.. ,f,{w,z), определяю-
щей многогранник А, можно построить многочлены Fk (да,2, Z\,Zb...Z-,), 
Дг — 1 ,2 , . . .v , таким образом, чтобы 

I ) \ ( w , z ) —fk (w0>zv) — Fk (wo.Wi (w'z)>• • • t,(w,z) 1 < 8, (8) 

если (to,г) Л и (•!%£,,) c: D, где 8 произвольно взятая положитель-
ная величина. 

Формула (7) превращается в обычную формулу Коши, если Д есть 
бицилиндр: | z | < r , |да| < Л так как в атом случае можно поло-
жить V = 2, /•', (да,:', Z„ z..) = Z, — z, (да,г, Z,, Z,) = Z, - да. 
Обозначим выражение 

1 f 
( д а - да0)(г - г0) I Fk [ w o . W i («•.*)»• • •/» 

. . . / , ( д а , г ) ] ) 

ft [ д а о , г 0 . / , ( д а , г ) , . . . / , (да,г)] ] 

через ?*». Очевидно, справедливы следующие тождества 

'f*.v <?.«* — 0, • ».W -I- 3 3 ( | . -s'» I, • • 



Предположим сначала, что точка (w^Zo) такова, что fk(tv0,zQ) при 
некотором значении k находится вне А*. Пусть это будет при / е = 1; 
другие / i (Wq.Zo), / Ф А не лежат на С, ; и 

I/, O ' .z ) - (^0 ,г0) | > S,, о, > й, s sr 1 , 2 , . . . v, /Л. ( а д С, . (9 

Тогда в силу (8) имеем 

| / , (w,z) - / , (wQ,Z0) - /-;. / , К г ) , . . .у, {w,z)]\< о. 

К , 2 0 . * ) . • • •/» К г)11 > 1Л O ^ ) - f * (^о, s = 1 ,2 , . . . V, 

и функции <рд, / = 1 , 2 , . . . v , будут регулярны в S, . Отсюда, по тео-
реме Коши—Пуанкаре [1] получаем 

= - ------ V / I f(w,z)«р/у- dw Jz -
4 к» м . / J 

' < У =</ 

— — L . \ V 
' Ф 1 j 3.7 

Суммирование но j и последней сумме проводи!ей так, чтобы 
V с 2 i а и составляла границу Л/ . 
J 

Пусть теперь все /к{гоп,г0) принадлежат своим А*; причем -бици-

линдр Е {|а> — к ' о К р, I г — г01 < f», f> > Sj принадлежит еще области А. 

Пусть El { \ w — щ | > р £ ' 2 { [ w - - a » o l > P . U — z 0 | > p j . Тогда 

A = £ - j - A . £ , - f А . / ; s , если (wu(z0) А, и А = А. f j - f А.£"2, если (w 0 , z 0 ) 

не принадлежит Д. Для Е формула (!) превращается в формулу Ко-
ши, и It(wo,z<>) =/(o>o.Zo). Область A . f j есть область, определенная 
теми же условиями, что и А с дополнительным требованием 
\w — ге» 0 |>р. Очевидно, точка (wu,z0) будет находиться вне области 
A. £ j . В этом случае за одну из функций fk(w,z) можно взять функ-
цию w, соответствующая область А к не будет содержать круга 
| ' i i ) - ® 0 | < p , следовательно точка w0 лежит вне А*. И так как 
р > 5 , то для области Д Еи выполняется условие рассмотренного уже 
частного случая, и /„(w0,z0) = 0. 

Область Д.Е г определяется теми ж е условиями, что и А, с добав-
лением еще условий 1 w — i v 0 1 < р , \ъ — z P | > p . Снова очевидно, что 
для z = z0 выполнено условие рассмотренного выше частного случая 
и f2(wo,z0) = 0 для области А. Ег. В силу аддитивности интеграла (7), 
поскольку теорема верна для областей Е, Д,Е, и А о н а будет 
верна и для А. Для случая п комплексных переменных формула (7) 
имеет вид: 

V I Г /('£,... Zn) 5/1-. - indi 1... di„ 
~(2-i.)» J ( Z l ' - . / , ) . . .(z„ -tnVMh,.. .'in). ..4i„<t tn) • 

t , , / , , . . . / „ 3/, , . . i 

j f(w,z)'f, i dwdz — (). 



/ л (/„... tK) Е f-'k № Л , - • • гп),.../, (г,1.. лп )1 

U i ( t l t . . . i n ) Ui{tu i i 
. . J . ) • .. U,(tlt ...t„) 

n 

Ui(t,...tH..uin) Ut(tx.. 1 1 
t»-\,ln )• . Mi (tx. . .tn~\,Zn ) 

n 

Ui(ti...t„-i,zn-\z„) U(tu. 1 n 
,Zn)-.Mi(tl...t„.-2,Zn-l,Zn) 

n 

Ui{txzb . . . z„) Ui{t\,z 
1 2 

•,...Z„) .. Ui {tu Z2, ... z„) n 

Интеграл (7) легко представить в виде интеграла Бергмана, если 
будут выполнены некоторые из дополнительных условий, поставлен-
ных в работе [2], при этом условие (1,с) выполняется автоматически. 
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ОБ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЯ 
+ + = 0 В ПОЛИНОМАХ 

Н. Ф. Канунов 

Вопрос о разрешимости неопределенных уравнений над полем ра-
циональных функций слабо освещен в литературе. 

В теории алгебр обобщенных кватернионов над функциональным 
полем представляет интерес рассмотрение условий разрешимости не-
определенного уравнения: 

,1 (х)Х2 -1 В(х) У2 + C(x)/J = 0 (I) 

н полиномах, определяющих такую алгебру как полное кольцо мат-
риц. При этом В(х), С(л'), — некоторые целые полиномы. 

Цель настоящей работы—выяснить условия разрешимости указан-
ного неопределенного уравнения, 

§ 1. Основная теорема; доказательство необходимости 

Т е о р е м а . 11усть 

.1(л-) =г а,х" А- 4- а*Жх) = 4"- • lb,Cix) ~ с„х' - f .... 4- сь 

попарно взаимно-простые полиномы над полем рациональных чисел 
R, а А(х)В(х) С(х) не равно постоянной. 

Для того, чтобы уравнение 

А(х) Х- 4 - Н(х) У'2 4- C(.v) Z2 = 0 

было разрешимо в полиномах над полем рациональных чисел К, необ-
ходимо и достаточно, чтобы: 

1) Полином — А{х)В{х) — А (л:) С(х) — В(х) С(х) обращался в квад-
рат элемента поля R(<*i) для любого корня полинома В(х) Qx). 

2) Если |Vi одинаковой четности, то числовое уравнение 

+ c „z ' = 0 

арифметически разрешимо в поле R. 

3) Если — одинаковой, 7 —другой четности, т о — — равно 
h 

квадрату рационального числа. 
Причем уравнение rye2 -f Ь0у- сиг2 = 0 назовем арифметически 

разрешимым, если найдутся рациональные числа xv,yo, zn, удовлетво-
ряющие этому уравнению. 

Краткости ради полином 

- ,!(*) Н(х) — А(х) С(х) — Н(х) С(х) 

обозначим через Ф(А'). 
В уравнении (I) каждый из полиномов Л(л'), В{х), С{х), очевидно, 

.можно считать не содержащим множителя, рапною квадрату поли-
нома. 



Пусть уравнение (1) разрешимо. Существующие решения X, Y, 2, 
очевидно, можно положить не имеющими общего делителя. 

Если <р/(л:) неприводимый множитель А(х), то Y и Z не делятся на 
<Р/(Л:), ибо не содержит делителя, равного квадрату. 

Пусть а; любой корень <?i(x), тогда 

( С с д г ы у 

полны!! квадрат поля R(a.i). 
То же верно для любого из корней нолиномов В(х) и С(х). 
Необходимость условия 1) теоремы тем самым доказана. 
Далее, если степени полиномов А(х) и В(х) имеют одинаковую 

четность, а степень С(х) — иную, то можно положить 

ст |Л(л;) А'31 = ст | А(л') У 2 ] > ст | С(х) Zl \, (п) 

где „ст" означает сокращение слова „степень". 
Ибо, очевидно, невозможно, чтобы степень одного члена уравнении (I) 
была бы больше степеней двух других. 

Ясна также невозможность равенств: 

ст[В(л;)У2 | — ст I | , ст | Д | = CT|C(X)Z2 |2, 

ибо четность степени полинома С(А) отлична от четности степеней 
полиномов Л(л') и В(х). 

Из соотношения (я) и уравнения (lj имеем 

"о*!о i- Ь»Уо2 = О, 
где а0 , Ь0, л'(|, _у0 старшие коэффициенты соответственно полиномов 
А{х\В(х),Х, У. 

Необходимость условия 3) доказана. 
Наконец, пусть степени полиномов А(х), В(х), С(х) одновременно 

четны или одновременно нечетны. Тогда, если 

ст[4(.г),\"-| с т [ а д У - | = a \C(x)Z'-\, 

из разрешимости уравнения (I), очевидно, следует арифметическая 
разрешимость уравнения 

причем решением его служит тройка рациональных чисел 20 

являющихся старшими коэффициентами иолиномов X, У, X. 
Если же, скажем, 

ст |С(л-) / ' | = с т | а д > ' М > ст| А(х)ХЦ, 

то из этого соотношения и уравнения (I) снова следует разрешимость 
уравнения 

atx- + b„y- -f cuz°- = О, 

причем числа х и ,у ) , О дают его решение. 
Также легко рассматриваются все остальные случаи. 

§ 2. Основные леммы 

Выводу достаточности условий 1), 2) или 1), 3) для разрешимости 
уравнения (I) мы предпошлем доказательство следующих двух лемм, 
из к-оторых лемма II будет являться основной. 



Об ус.ишних рязрилимостм одного y|)<i»iii'HHn 4Л 

, /1емма 1. Если даны / различных попарно взаимно-простых поли-
номов ?i(.*), ъ ( х ) Ы х ) степеней соответственно рав-
ных ki и / любых полиномов Ч'|(лг), 

степеней соответственно не превышающих чисел It,— 1, к„—I,. 
kt—1, то существует полином F(x), удовлетворя-

ющий / сравнениям F(x) = ч у х ) (mod »|(х)); / = 1 , 2 , ,"/ такой, что 
степень F { . Ч - Л з - Ь -\ к,~]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 
Лемма верна для 1 — 2, ибо в силу взаимной простоты 'fi(.v), ®B(.v) 
найдутся полиномы т^х), т-,(х) такие, что: 

ПЦ(Х) 'f i(A') + lllj(x) 'io(x) ~ 1 , 

причем степень т^х) < к., — 1, степень т,{х) < А', — 1. 
Построим полином 

F*{x) Е Ч-/*) -}• (>Г,Гл-) - 'Г,(л*))'} 1 (л-) т,(х). 
Ясно, что 

F*{x) = ч у х ) (mod <р, (л:)), /•'•(*) = 4's(.v)(mod ?,(*)). 

Степень Р ° ( . * Х ki -f- lt2 + v — 1. | -де v есть степень (Ч'2(л) — Ч',(х)). 
Если степень F*(x)^.kl-\- кп—1, полином F*(x) — искомый. Если же 
степень F*>kx-\-k1, го, разделив F*(x) на <р,(х)<р2(*). найдем нуж-
ный полином, удовлетворяющий всем условиям леммы. 

Пусть доказываемая лемма верна для I — 1 полиномов, т. е., пусть 
существует полином Ч'(х), для которого: 

1) степень Ч'(л*) < Л, + к., + -f- к, _, — I. 

2) Ч'(л) Е Ч',(л') (mod *,(*)); / = 1,2 / - 1. 

Взяв полипомы »/(А") И ъ(х) ?'-/(Л") (имеющие степени 
соответственно равные kt и k{A-k.,-\- - f - k i - i ) , мы видим, что 
воспроизводятся условия рассмотренного случая I— 2, при которых 
существует полином F(x) такой, что: 

1) ст F(x) < ст 'f'i(x) -1- ст(?,(х) ' f - j ( .v) . . . . . . ,{х)), 

2) F(x) Е xV,(x) (mod ф)); F(x) Е Ч"(х) (mod . . . «,-;(*)). 

'Го-есть F(x) = Ч-/(А-) (mod <р,(х)); I - 1,2 ,/, 
Лемма доказана. 

Л е м м а II. Обращение полинома — А(х)В(х) /4(х)С(лО— В{х)С(х) 
в квадрат элемента любого поля R(aj) для x = ai — любого из KOpHeii 
полинома А(х) В(х) С(х), равнозначно существованию тождества 

- Д ( л ) = /1(.г) [ / (* ) ] - • -С(х) ОД, (А) 

где D(x) и А(х) — взаимно простые полиномы, а степень полинома 
f(x) не больше степени полинома С(х), уменьшенной на единицу, и 
еще двух других тождеств, получающихся из (А) циклической пере-
становкой полиномов Л(л;), В{х), С(л) с аналогичными условиями для 
полиномов, входящих в эти тождества. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

.1(Л') И(Х) С(х) — 'f,(.V) 'fj(.V') 7/(л) 'fm(A') 4- COnst. 

есть разложение полинома Л(х) В(х) С(х) на неприводимые множители, 
причем нумерация последних выбрана так, что 

ОД = <р,(дс)в,(х) ®/(л). 



'L> II. <i>. Kaiiyiiun 

Для любого из корней я,- последнего, по условию леммы 

отсюда: 
В(*t) I h Х- )./ 

A(*i) \ А(я,) I' А(л,) * 

Каждое алгебраическое число поля /?(а;) имеет вид 

АЫ 
••р^г' + р ^ г " I- + / ' * , . / • 

где А'/ степень одного из неприводимых множителей <р;(лг) полинома 
С(Л'\ корнем которого является я,-. 

Таким образом 

-В(а,) = А(я1)(р{1*Ь-> \ Pkr,f. 

Л так как это равенство остается верным для всякого яи являющегося 
корнем ?i{x), то: 

— В(х) - Л(л') ( / '„*"/- '+ -f- / '*.-' )-' (mod ?/(*)), 

- ад Е Л(л-) [ll'/(.v)]'-'(tTiod cp/.v)); / = 1 , 2 / (*) . 

где Л '1{х)~р й \ к г ' -\-Pk.-i . 

Для совокупности полиномов (Г/(л:) и / = 1 , 2 , . . . . , / , выполняются 
все условия леммы I, поэтому существует полином f(x), удовлетво-
ряющий / сравнениям: 

f i x ) = ЧУх) ( m o d ? , ' А - ) ) ; / = 1 , 2 , / , ( • * ) 

п р и ч е м стДх) CT'f,(.v) | c r - f /д ' ) - 1 = ст C(.v) — 1. 

Из сравнений (*) и (**) вытекают новые сравнения 

- ад -- А(хI [f(x)f (mod 'о/х))\ / - 1,2 /, 

откуда в силу взаимной простоты 'f/(.v); / = 1, 2 / между собой, 
получаем искомое тождество 

- ад = А(х) [Дх)]* - (\х) Z)(.v). (Л) 

1)(х) и Л(х) здесь, очевидно, взаимно-простые полиномы, иначе 
А(х) и ]t(x) имели бы общий делитель. 

В силу симметрии полиномов В(х) А(х) С(х) и '1>(л:) относительно 
Л(х), В(х\ С(х), очевидно, что аналогично можно найти два других 
тождества, получающихся из (А) круговой перестановкой полиномов 
Л{х), Н(х), С(л) между собой. 

Обратно, если три тождества второй леммы выписаны, то из них 
легко вывести, что — А{х) В(х) — А(х) С(х) — В(х) С(х) есть квадрат 
элемента поля #(«,-) для любого корня я/ полинома Л(л')./?(х).С(х). 

§ 3. Доказательство достаточности 

Условие 1) нашей теоремы влечет, как показано в лемме II, тож-
дество 

- ад = А(х) [/(х)У - С(х) D(x), (А) 

где полиномы Л и ) и D(x) взаимно-простые, а ст f(x) < ст С ( х ) ~ 1, 



(Х> уч'лоини.х |ia.(|)i-[iJHMc>c in O.UKM'o уришк'нии " 

Полином D(x), вообще говоря, может быть не взаимно-прост с поли-
номом В(х), а также делиться на квадрат некоторого полинома Л(л'). 

Таким образом 

D(x) = [Д(х)]- b(x) В(х) » Ь(х) Bt(x), 

где Ь(х)—общий наибольший делитель полиномов В(х) и D{x). 
Полином f(x) взаимно-прост с Д(л:), так как В(х) не делится на 

квадрат полинома; наоборот, из тождества (Л) ясно, что f(x) должен 
делиться на Ь(х), и поэтому 

(х) =/,(*)&(*). 

После этих замечаний тождество (<4) можно записать в форме: 

- ВД - А(х) Ь(х) [ / , (*)]- - С(х) DM [Д(*)]а (Я) 

причем ст / , (х) ^ с т С(х) ~ ст b(x) — I. 

Далее без ущерба для общности рассуждения можно положит!. 

ст А(х) < ст В(х) < ст ОД. (о) 

Сопоставим всякому уравнению типа (I) целое положительное число 

/ = 2 ст А(х) -f- ст Я(А) -f- ст С(х), 
которое назовем его индексом. 

Доказательство достаточности условий 1), 2), 3) для разрешимости 
всех уравнений вида (I) проведем способом индукции по индексу, при-
чем существенную роль будет играть „процесс понижения индекса", 
описанный ниже. 

Непосредственно установим сначала справедливость тборемы для 
индексов / = 0,1,2, 

В случае индекса / = 0 полиномы А(х), В(х), С(х), очевидно, об-
ращаются соответственно в числа а 0 | Ь0, с0, и наше утверждение три-
виально. (Обеспечивается условиями 2) и 3)). 

Ясли / = 1, то уравнение (I) имеет вид: 

.V- - f а Г- -f- h (а* — d) Z ' - 0. 

Используя условия 1) или 2) 

Ф = 
находим решение: 

.V ~ d.}./,_ х, V ^ — , Z г* 2. 
Р 

Р.сли / = 2, уравнение (1) принимает форму: 

Х- + а(х - с) Г- b(x — d) Л2 = 0, 

для которого условие 1) теоремы дает 

после чего решение уравнения имеет вид 
,, , с — d d — с Л — С — d, Y = , / = . 

Ч Р 
Опишем некоторый „процесс понижения индекса", принадлежащий 

в основных чертах Лагранжу, ппервые примененному им при доказа 
тельстве разрешимости в целых числах целочисленного уравнения 

ах-by- 4- сг2 = 0. 
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Именно, беря уравнение (1) индекса / в форме 

Л(л-)Л'Ч~ H(x)Y! = - C(x)Z-, 
а тождество (Н) в виде 

Л(А)/>(А) [ / I (* ) ] ' - ' + ВД = ОД ( Л ( Х ) Р ПЛх), 

перемножив их, получим уравнение 
Ь(х)Хг + Л(л-) Я, (А) У- 4 - Л,(л-) Z- О, (II) 

где положено 

А', = Л ( А ) / , ( А ) Л' + Я , ( А ) Г, Г, = b(x)Mx) У — X,Z\ — \ ( А ) С (x)Z. 

Установим индекс /, уравнения (II). 
Если ст S I (X)>CT {.4(Л:)Й(Л) (/I(JC)]'-], то, приняв во внимание соотно-
шение (а), легко видеть, что ст В{ (х)= ст В(х) — ст С{х), следова-
тельно, СТ/>(А) = 0, C T D I ( A ) = 0 , С Т 4 ( А ) = 0. 
Поэтому 

/, = ст A{x)-\~Bi(x)CI. 
Если же ст В)(х) = ст ^(АГ)[УДАГ)]2], то в силу (и) 
с т [ А ( х ) ( / , ( х ) У ] = с т В ( х ) — стС(х) , следовательно, ст Д (А) = С Т Д ( А ) = 
= ст Ь(х) = 0 и снова 

/ , = ст Л(Л') -+• ст В,(х) < /. 

Наконец, если ст В,(х) < ст j А(х) b(x) [/I(A)]5 | , то индекс уравне-
ния (II) будет равен 
или (когда ст t>(x) < ст А ( А ) и ст [<4,(A) # I ( A ) [ ) 

/, = 2 ст b(x) + ст Л ( А ) + Я , ( А ) ст D , ( A ) < / - 2 ст. Цх) - 2, 

или (когда ст Ь(х) > ст D,(A) И СТ [.4(A) /*,(*)! > с т 

/, - 2ст /), (А) + ст .4(A) : ст [fi,(А) Кх)} < ст А(х) + ст В{х) -{-

+ CT |й(л-) /Л(А)1, 

/, < / - 2 ст Л(А) - 2, 

или (когда ст [Л(А) #I(A)] < ст D,(A) И ст [.4(A) В^х)) <; ст Ь{х)) 

/, = 2ст [-4(A) В,(А)] + ст Щх) Д (А)] < ст [-4(A) Я,(А)] + ст Ь[х) 

+ ст Щх) О,(л)] . 

/ , - ^ / - 2 с т 4 ( v ) - 2 . 

Условие 1) доказываемой теоремы для уравнения (II) воспроизводится. 
Действительно, полином 

- А{х) В{х) - D,RA ) b(А) - А(х) Д , ( А ) D , ( А ) 

обращается в квадрат элемента любого поля /?(«/) для всякого корня 
а/ полинома А(х) В(х) D,(x). 
1) Если ctj корень Л(А), докажем, что — 0,(«/) />(<*,) является квадратом 
элемента поля /?(«/). 

Из тождества (В,) 
В^,)-С{о,) [Д(«,)]-' /-;,(«,). 

И з УСЛОВИЯ -1) д л я ( I ) 



Об условиях рнЗ|ЮШНМиеЬ| одного ур;ш1к'НИи 

следовательно, искомое выражение равно . 
\С(* / ) ' 

2) Если я/ корень (л-), из условия 1) для (I): 

/!(«,) С(а,) = /.-, л /?(«,). 

Из т о ж д е с т в а (Л, ) : И(а,) | / , М г - <?(*,) |Л (а , ) | - 1)х(*{). 
Отсюда' 

^ - ( д а л 
3) Если а; корень проверим, что Д(а / ) £,(a,) D,(a/) являет-

ся квадратом элемента поля У?(«,-). 
Из условия 1) д л я (1): Л(ЗС/) C(A,) = ).-, X T А?(*/). 
Из тождества (Я): /<,(«,) = С(а,) | Л Ы | 2 

Отсюда: 
Л(*/) Я.(«/) / М * / ) = М * / ) /.;,(«/)!'-. 

4) Если а; корень Dx(x), снова, принимая во внимание условие 
1) нашей теоремы и тождество (В), получим соотношение 

* /•(«/.) 
Условие 1) для уравнения (II) влечет наличие тождества, аналогич-

ного тождеству (Л). Следовательно, индекс можно понижать дальше. 
Процесс понижения индекса, очевидно, конечен. 
Предположим достаточность условий 1), 2) или 1), 3) для всех 

уравнений типа (I) и н д е к с а < / , причем пусть / > 3 . 
Отсюда покажем, что указанных условий достаточно для разре-

шимости всех уравнений типа (I) индекса равного /. Если это удастся, 
теорема верна вообще, так как для 1 — 0, 1, 2 она доказана. 

Благодаря процессу понижения без ограничения общности, оче-
видно, можно ограничиться рассмотрением уравнения вида (II), вместо 
всех уравнений индекса < /. 

Условие I) для уравнения (II), как мы видели, вытекает из усло-
вия 1) для уравнения (I). 

Остается для уравнения (II) проверить воспроизводство двух дру-
гих условий нашей теоремы. 

Пусть степени всех полиномов Ь(х), А(х) Вх(х) и Dx(x) имеют оди-
наковую четность. Тогда, в случае ст Вх(х) > ст {А х) Ь(х) [/,(*)] Si 

Л(х) В(х)| равна 
х) заключаем об 

имеем ст Dx(x) = 0, ст Ь(х) — (), ст А(х)=0, т. е., ст 
четному числу. Из последнего и из ст5(х) = ст С(. 
одинаковой четности степеней всех полиномов Л(х), В(х). С(х). Но 
тогда уравнение 

a0x3 + V К г - = П (1) 
арифметически разрешимо. Кроме того, из тождества, являющегося 
следствием условия 1) для уравнения (I), в рассматриваемом случае, 
имеем 

(7.) 

где &о(1), До, Яч)(1) ~~ старшие коэффициенты соответственно полиномов 
«,(*), Цх), D,(x). 

Из (а) и (1) легко видеть, что уравнение 

V * * 2 + я А ( , У + = 0, (2) 
4». Уч. Зип. ТГУ, >» 17 



So 

где V старшим коэффициент />(.v), арифметически разрешимо. При-
чем, если х, у, z,— решение уравнения (1), то решение x,,V|,z, урав-
нения (2) получается из соотношении: 

л, = b0Wy, j/, = .v, г, ~ г„ До*. 

В случае ст В{(х) ст {A(x)b(x) |/I(A-)|2|, следовательно, ст В,(х) = 
C T { C ( J C ) D , ( Х ) |Д(Я))2):снова имеем стЬ(х) = 0, ст£> |1Х) = 0 , с т Д ( Х ) = 0 , 
и, таким образом, ст [Л(л-) Л,(л:)) равна четному числу. Отсюда ясно, 
что степени всех полиномов А(х), В(х), С(х) должны иметь одинаковую 
четность. 
Из тождества для уравнения (I) в этом случае, имеем: 

где V 0 , V 2 ) старшие коэффициенты полиномов Bi(x), b(x). 
Представляя уравнение (1) в виде 

+ Ь0у"- = - с п г 2 (•>) 

и помножив (J5) на (7), получим уравнение 

V ^ ' + floW + ^ V ^ O , (2 ) 

решение которого 

х, = д0/о (1)х + ЬлМу, yt=zx~ b ^ f ^ y ^ = Д0С0Г 

становится тотчас известным, как только известно решение х, у, z 

Йравнения (1). 

!аконец, если ст В ^ х ) < ст Ь(х) | / / * ) ] г ) , то из одинаковой 
четности ст Ь{х) и ст [Л(л;) fi,(x)], (так как ст Ах -f- ст b(x) - f ст Вх(х) = 
= ст [А{х) fi(x)] = четному числу) заключаем об одинаковой четности 
степеней полиномов Л(л) и В(х). А из соотношения 

ст { А ( х ) Ь(х) | / , (дс) ] 2 ) = ст ( С [ х ) D M [Д(х) ] ' ) -

об одинаковой четности степеней полиномов и С(х). 
Таким образом, снова степени всех полиномов Л(л), В(х), С(х) 

должны иметь одну и ту же четность. Но тогда, принимая во внима-
ние соотношение 

«oWo'^^Cod^lW, 

легко из арифметической разрешимости уравнения (1) показать ариф-
метическую разрешимость уравнения (2). 

При этом решение х, у, z уравнения (1) и решение хи У\, zt урав-
нения (2) связаны формулами 

л, =а п / 0
( , ) л: , у = Ь 0 <%^у, zx = c0baz. 

Тем самым во всех случаях доказано, что если условия 1), 2) вы-
полнены для уравнения (I), то они также выполняются и для уравне-
ния (II). 

Пусть, далее, в уравнении (II) два из трех полиномов 

b(x), A(x)Bl(x), DM 

имеют степени одинаковой четности, а степень третьего из них иную 
четность. 

Если ст j3,(a:) > ст b{x) l/iC*)]1}» то степени полиномов Ь(х) и 
Di(x), как мы видели, равны нулю и таким образом обе четны. 



Об услопнях ])<1Л|)01!ШМ(К'1М ОДНОГО у|);|(1нения 

По тогда мы должны принять от |.4(.v) Z?,(.v)] = 2к + ' . где А' целое 
число. Из последнего ясно, что ст В(х) и ст Л(л') — числа различной 
четности, а из 

усматривается одинаковая четность ст #(А") и ст С(х). 
По условию 3) для уравнения (I) имеем соотношение 

где г рациональное число. 
Отсюда и из ('-) легко видеть, что имеет место равенство 

b0W 

где г, рациональное число. 
Случай ст #,(А) = ст (/1(A) b(x) L / . W ) = ст { О Д D^x) |Д(*)|2) не-

возможен, так как, с одной стороны, ст |<4(л:) В\(х)\ = 2k 1 и, сле-
довательно, степени полиномов А(х) и В{х) должны иметь разную 
четность, а ст А{х), В{х), С(х) —должны являться числами одинаковой 
четности. 

Наконец, пусть 

ст ВД<ст (Д(дс) Ь(х) | / , (А ' )И) = ст ( О Д ; Л ( А - ) | i (*) |3}. 

Отсюда, когда Ь(х) и Ь\{х) имеют степени одинаковой четности, то 
степени полиномов А{х) и С(х) одной и той же четности, а так как чет-
ность ст |Д(х) Z?,(x)| иная, нежели ст Ь(х), то ст [Л(А)5(Л:)| = 2к + 1 и 
степень В(х) иной четности, чем ст А(х) и ст (л). Легко проследить, 
как из соотношения 

0 о _ , ' > 

bo ' 

где г рациональное число, получается соотношение 

где г, рациональное число. 
Когда же степени Ь(х) и D,(х) имеют различную четность, то из 

ст \А(х) b{x) |/|(л:)|2} = ст (С(А-) Dx{x) |Д(А)]2} явствует, что ст А(х) и 
ст С(х) — числа различной четности. При этом, если ст[Д(х) Я ,(.*:) | оди-
наковой четности со ст Ь(х), то ст Л(л) и ст В(х) являются числами 
одинаковой четности, астС(л: ) , следовательно, будет иметь другую 
четность; если же ст | 4 ( A ) 5 , ( X ) | И СТ Ь(х) имеют различную четность, 
то степени полиномов А(х) иВ(х) — числа неодинаковой четности, 
следовательно, четность полиномов В(х) и С(х) совпадает, являясь 
иной, нежели четность полинома А(х). 

В первом из двух только что перечисленных случаев по условию 
3) для уравнения (I) будет 

"о 

где г - рациональное число, откуда получаем 

V 2 ) 

" А " 1 

где г1 — рациональное число. 
4* 



Во втором случае из соотношения 

Со 

где г —рациональное число, легко получим 

djv 
- • 0

 = г • 
a b„со 1 ' 

где - рациональное число. 
Тем самым показано, что при всех предположениях относительно 

степеней полиномов-коэффициентов уравнений (I) и (II) из условий 
1), 2) первого, следуют условия 1), 2) второго; из условий 1), 3) пер-
вого, следуют условия 1), 3) второго. 

По предложению все уравнения индекса < / , для которых усло-
вия!), 2 или 1), 3) соблюдены, разрешимы. Пусть Хи У„ Z t решение 
уравнения (II), тогда легко усмотреть X, У, Z — решение уравнения (I). 

Таким будет: 

X=b[x)tA*)Xi- 4 * ) Y , Y=--X^A{x)f,{x) К„ Z ^ Д ( х ) D , ( * ) Z , . 

Теорема доказана. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОГРАФИЧЕСКОЙ ШИРОТЫ 
АСТРОНОМИЧЕСКОЙ ОБСЕРВАТОРИИ им. ЭНГЕЛЬГАРДТА 

ПО СПОСОБУ ТАЛЬКОТТА ЛЕТОМ 1948 года 

В, И. Анжпна 

Летом 1948 года, при прохождении на Эигельгардтовской обеерва-
тории производственной практики, мною были выполнены наблюдения 
широты зениттелескопом обсерватории по методу Талькотта. Описание 
процесса этих наблюдений, их обработки и полученных результатов 
и составляет содержание настоящей работы. 

Наблюдения были выполнены на зениттелескопе Бамберга, уста-
новленном в специальном павильоне обсерватории с раздвижной 
крышей на надежном каменном фундаменте. Главные характеристики 
инструмента следующие: фокусное расстояние трубы 1150 мм, диаметр 
объектива 90 мм, увеличение рабочего окуляра 90; окулярный микро-
метр имеет цену деления 44,"7; сетка нитей состоит из 11 постоян-
ных вертикальных нитей и одной подвижной горизонтальной нити; 
талькоттовский уровень имеет две трубы с подписью делений от 0 
до 40 и от 50 до 90. Цена одного деления обоих уровней близка к 1,"2. 
Вертикальный круг имеет цену деления Г , горизонтальный—10". 
Наблюдения велись с помощью звездного хронометра № 437 фирмы 
Эриксон, 

Подготовка наблюдений и их процесс выполнялись в следующем 
порядке. За час до наблюдений открывалась крыша павильона, что 
приводило к уравниванию до наблюдений температуры в павильоне и 
вне его. Затем отсчитывались и записывались показания барометра 
и термометра при нем. Производилась поверка установки инструмента 
и его тщательная нивелировка. После этого начинались наблюдения. 

Порядок наблюдений следующий: 
1. Из рабочего списка пар, составленного для Эигельгардтовской 

обсерватории, выбиралась пара, которая должна кульминировать в 
ближайшее время. 

Устанавливалась труба но зенитному расстоянию, равному сред-
нему арифметическому из зенитных расстояний северной и южной 
звезд пары, ставилось на барабане число оборотов, данное в прог-
рамме наблюдений для первой по времени звезды. После этого труба 
поворачивалась по высоте до тех пор, пока пузырек талькоттовского 
уровня не приходил приблизительно на середину; далее зажимался 
закрепительный винт трубы и вращением ее микрометренного винта 
пузырек уровня возможно точнее приводился на середину. Когда 
пузырек окончательно успокаивался, закреплялся зажимной винт трубы, 
закрепительный же винт алидады вертикального круга отпускался, 
это делалось для устранения гнутня во всей алндадной системе и 
предоставления уровням свободы в показании изменения положения 
трубы. 

2. Когда звезда появлялась в поле зрения, подвижная нить стави-
лась на звезду действием микрометренного нпнта барабана микро-
метра. 

3. Врались отсчеты I и 11 уровней Талькотта. 



4. Наблюдалось прохождение звезды через постоянные нити, на-
водя на нее в эти моменты подвижную нить микрометра и беря его 
отсчеты. Звезда наблюдалась 
от того, северная звезда или 

•JOmh'UA' 

на определенных местах, в зависимости 
южная. Эти места на нижеприведенной 

схеме указаны звездочкой. 
5. Вторично отсчитывалнсь уровни 

в обратном порядке (II—I.). Отмеча-
лась температура по термометру, на-
ходящемуся при инструменте. 

6. Затем инструмент поворачи-
вался на 180°, подвижная нить ста-
вилась на соответствующий оборот 
барабана микрометра, данный в про-
грамме наблюдений для второй звез-
ды. Если пузырек уровня значительно 
уклонялся от середины, он приво-
дился на середину трубки мнкромет-
ренным винтом трубы. 

7. Наблюдалась вторая звезда 
пары в том же порядке, как и 
первая. 

В таком порядке велись наблюдения. Период наблюдений занимает 
время июнь—июль 1948 года. Всего произведено 40 наблюдений. 

Обработка наблюдений велась по известной формуле, нахождения 

Рис. 

широты по методу Талькотта: 

111, 1 
I• А'],' 

| де •>! — склонение первой звезды 
32—склонение второй звезды 

/я0— значение показания микрометра при восточном круге 
mw — значение показания микрометра при западном круге 
R" — цена оборота микрометра 

/0 — значение показания уровня при круге восточном 
iw — значение показания уровня при круге западном 
т" — половина цены деления уровня в секундах дуги 
Др — поправка за рефракцию 
k — поправка за кривизну параллели. 

Порядок обработки наблюдений рассмотрим на примере обработки 
пары IX—I (22872—23073 номера по каталогу Босса), наблюдавшейся 
с 9 на 10 июня 1948 г. 

1. Первым шагом обработки являлось нахождение среднего ариф-
метического нз отсчетов микрометра для каждой звезды пары. • 

mw 10.9824 —среднее из отсчетов при круге западном, 
т0 30.2348 — среднее из отсчетов при круге восточном. 

2. Затем находились поправки отсчетов за периодические и посту-
пательные ошибки микрометра, которые брались из специальных 
таблиц поправок Энгельгардтовской обсерватории; для данных отсче-
тов микрометра они оказались равными:—0 :0099 

— 0.0107 
3. Затем записывались отсчеты микрометра, поправленные за ука-

занные ошибки винта: 
круг западный mw 10. })72Г> 
круг восточный///,, 30.2241 



4. Составлялась полу разность отсчетов микрометра: 
I 2 (ото - « • ) = + 9 , 6 2 5 8 . которая умножалась на цену оборота мик-
рометра. Цена оборота микрометра бралась из таблицы обсерватории 
„Значение R для различных температур". При наблюдении этой пары 
i' = -f-140.8 и ^ = 44"73в4, при этом указанное выше произведение 
оказалось равным: 

- i - ( « 0 — /я») R" = 9,6258 X 44 "7364 = + Г10"27. 

5. После этого находилась поправка за уровень. 
Для зениттелескопа Энггльгардтовской обсерватории при восточ-

ном круге отсчеты микрометра с увеличением зенитного расстояния— 
уменьшаются, когда нуль—вдали от объектива. При западном круге 
отсчеты микрометра с увеличением зенитного расстояния увеличи-
ваются, когда нуль—вблизи от объектива. Следует заметить, что 
после перевода трубы через зенит поправки за уровень для данного 
инструмента не изменяются, поэтому общей формулой для наклон-
ности будет формула: _ _ 

i — ( л п ) — т\ 

так как нам нужно иметь не самые наклонности, а их полуразностп, 
то эти величины целесообразнее представить в виде: 

у Со — / « ) = у \{л + я)о — (л /7)4 

Таким образом, эти полуразности для обоих уровней получаются сле-
дующим образом: 

I—уровень II—уровень 

круг западный круг восточный круг западный круг восточный 
11.20 17.70 57.70 59.50 
32.50 34.20 74.15 76.20 
43.70 51.90 131.85 135.70 

Эти величины мы получили в делениях уровня, в формулу же для 

? входит величина — (/0 — i w ) - г д е х"—половина цены деления уровня 
2 

в секундах дуги. Поэтому для получения этой величины следует 

iw) умножить на — цены деления уровня. В нашем случае для 
4 

1 уровня точная величина — равна 0".2937, а для II уровни 
4 

— t " = . 0 " ,2964 
4 

— 8.20 X 0"2937 = -f- 2''41 

3 . 8 5 X 0"2964 = -t- 1 " ' 14. 

Среднее из этих величин дает: —-(/„ — iw)" = -f 1"77. 

6. Затем вычислялась величина у (Si + Средние координаты 

звезд брались из общего каталога Босса, в котором отыскивались 



номера данных звезд пары н вычислялись склонения и прямые вос-
хождения для 1948 года по известным формулам: 

о.«48(1 = V - г t (An Var), + (Sec Var), 

jiimn" = a„ r / (All Var), -j - —-— (Sec Var), 
200 

22872о1а5() r 67°33'18"56 am> l(i"55'"474G9 
An Var),; -f- 11 "08 ^ (AnVar) .g - f 04)8 

*2/200 (Sec Var)* i _ 0"00 16"55"47*77' 
31(Ш = + 67°33'29"64~ 

23073 fi,95fl - f 43°52'44"81 -f 17"03'"3344 
^(AnVar)o + 9"78 f (AnVar )« 3*65 
/2 200 (See Var),; 0"00 = - f - " l T W 2 9 7 c J ' 

5i948= i 43°52'54"59 

после чего находим зенитное расстояние Z = <? 3; Z — 7f05"92 и 
разность (Z,—Z„), где Z.v = <p S3, Z „ = c p , о,. 

Z„ = 11 °43'11 "61, Z , = 11 °57'23" 10. 

Составляем (Zs — Z„) = -f 14'11"49. По найденным величинамZ n (Z s —Z„) 
по таблицам рефракции отыскивалась поправка за рефракцию, которая 
и вводилась в окончательную формулу для <р. Эта поправка оказа-
лась равной Др = -{-0"12. 

7. После этого по известным формулам с помощью астрономи-
ческого ежегодника за 1948 год вычислялось приведение на видимое 
место по склонению Д?, которое оказалось равным: 

Д S = - 6"50. 

После этого видимое склонение оказалось равным о = 55с43'05''60. 
Чтобы окончательно получить широту, нужно еще ввести поправку 
за кривизну параллели, которая вычисляется по формуле: 

к = . Sin /" [ - /v- Д t g 3, + i:/„'-tg3.v|, 
4" . . . 

где /1 — число наведений, 
/" — условное расстояние от средней нити того места ноля зре-

ния, где сделана установка подвижной нити на звезду. 
о4,л склонение звезды (южной, северной) 

Но так как наведения делались в определенных местах поля зрения, 
то все / будут при всех наблюдениях одинаковы и следовательно 
суммы Lfs* и будут для всех наблюдений постоянны и вычисля-
ются один раз для данной пары. 
В рассматриваемом примере эта поправка.оказалась равной 

к = 0;"08. 

Поправка за наклон подвижной нити не учитывалась, так как известно, 
что при симметричном расположении наблюдений, на постоянных 
нитях, около меридиана обеих звезд, эта последняя практически равна 
нулю. 



Для того, чтобы окончательно получить широту, следует просум-
мировать все вычисленные выше члены: 

5 | + ° 2 + 5 5 ° 4 3 ' 0 5 " 6 0 
2 

у ( / и „ mw )R" 7'10"27 

i . w ) t " + 1 7 7 

Лр - ( - 0 " 12 
к _ 0 " 0 8 

<? - -)- 155°50'17"84 

Подобным образом были обработаны все наблюденные 40 пар. 

Результаты этой обработки приведены в нижеследующей таблице 

Название 
пары Дата 1948 г. К V» 

V I I I - 6 9 - 1 0 VI 55°50'17"55 — 0."82 4- 0"6724 
15-16 VII 17'М4 — 0.93 .8649 
24—75 18" 01 — 0.36 .1296 

. 2 6 - 2 7 18"08 - 0.29 .0841 
2 7 - 2 8 18"54 0.17 .0289 

I X - 1 9 - 1 0 , VI 17"84 - 0.53 .2809 
10-11/VII 19"01 4- 0.64 4096 
15 -16 19"27 4 0 90 .8100 
2 4 - 2 5 18"34 — 0.01 .ОС09 
26—27 19"26 + 0.89 .7921 

IX —12 9 - 1 0 VI 18"59 4- 0.22 .0484 
8 - 9 , VII 18" 12 - 0.25 .0625 

10-11 18"76 • Ь 0.39 .1521 
2 6 - 2 7 19"28 |- 0.91 .8281 

IX 1 26—27/Vll 55с50' 18 "34 - 0"03 0.0009 
I X - о 8 - 9 17"61 - 0.76 .577* 

10-11 17"82 - 0.55 .3025 
2 4 - 2 5 18"48 4- 0.11 .0121 
2 6 - 2 7 18" 17 - 0.20 .0400 
2 7 - 2 8 17"51 - 0.86 .7396 

137 13 -11 18"19 - 0.18 .0324 
16-17 18"37 0.00 .0000 
2 4 - 2 5 18"б7 0.30 .0900 
2 6 - 2 7 18" 14 - 0.23 .0529 

138 13 -14 1 18"15 - 0.22 .0184 
15 -16 18"48 4 - 0 . 1 1 .0121 
16 -17 18"70 0.33 . 1089 
2 4 - 2 5 18"82 0.45 .2025 
26 41 18" 4 4 | 0.07 .0049 

к м 13 -14/VI1 ! 18"68 f 0.31 .0V61 
15 -16 18'Ч9 4- 0"12 .0114 
16-17 18" 76 • 1- 0"ЗЭ .1521 
2 4 - 2 5 I 18" 75 4- 0"38 .1444 
2 0 - 2 7 18"66 4- 0"29 .0841 

131 1 5 - 1 6 18"48 4- 0"11 .0121 
1 6 - 1 7 18"51 4- 0"14 .0196 
24 - 2 5 18"57 4 0"20 .0400 
2 6 - 2 7 17 "95 - 0"42 .1764 

133 2 4 - 2 5 17" 98 - 0"39 . 1521 
2(>—L'7 1 Н"01 - 0"ЯГ> . 129fi 

г С| од н ее 55"50'18"370 V yj Х"4102 



Средняя квадратичная ошибке арифметической средины оказалась рав-

/ " J V V ] , . / 8 4 1 0 2 ; , , / "8-4102" , f m r HO.I:.-±j/ -jz\zr=rrr±V w>wB*±V ~imr~±{yoo°' 
ТаКнм образом, среднее значение широты буд*т равно: 

(f = 55°50' 18"370 + 0"005. 

Получеиная ошибка среднего вывода широты указывает на высо-
кую точность результатов наблюдений, выражающуюся в линейной 
мере величиной порядка 16 см (полагая приближенно I" по широте, 
равной 30 метрам). 

Полученное значение = 55°50'18"370-4:0''005 можно считать 
весьма близким к значению мгновенной широты Энгельгардтовской 
обсерватории для среднего момента наблюдения. 

Кафедра астрономии 
Томского государственного университета 

имени В. В. Куйбышева 



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА 

№ 17 1952 

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ГРУППЫ ПРОСТРАНСТВ КРИВЫХ 
НА СФЕРЕ 

А. II. Фет 

Семейства кривых па сфере были предметом многочисленных работ. 
Еще Биркгоф заметил, что наличие нестягиваемых семейств замкнутых 
кривых позволяет доказать существование замкнутой экстремали на 
многообразии, гомеоморфном сфере ( | 1 | , гл. V). И 1929 г. J1. А. Лю-
стерник и Л. Г. Шнирсльмаи исследовали категорию пространства 
замкнутых кривых на сфере |2], доказав, что она не ниже четырех; 
позже Л. А. Люстерник, пользуясь методом верхних гомологий, дока-
зал, что категория пространства кривых с закрепленными концами на 
сфере бесконечна ([3J, гл. IV). 

Насколько нам известно, другие гомотопические инварианты функ-
циональных пространств не изучались. В этой работе определяются фун-
даментальные группы пространства кривых с закрепленными концами 
и пространства неориентированных замкнутых кривых на сфере S". При 
этом оставлен в стороне вопрос о независимости топологии функцио-
нального пространства от выбора метрической реализации S" и концов 
на 5". Мы рассматриваем этот вопрос в другой работе [6|. 

§ 1. Пространство кривых с закрепленными коацами 

A. Пространство Иаь (Sn) |4| состоит из всех кусочно непрерывно 
дифференцируемых дуг на S" с концами a, b (а 4 Ь). 
При /, £ Q„b (S"), I, е ®аь (Sn) полагаем: 

P ( / i m a x ps" (Ph ,/,) + / ( / , ) ./(/,)', 
О ; t 1 

где р5л (p,ij) расстояние на S", J(l) длина кривой l,pt (соотв. </<)-
точка на А (соотв. /2), делящая длину 1\ (соотв. /2) в отношении 
t:(\—t). t называется приведенным параметром точки pt на 1\. 

Можно доказать (см. [6J), что, с точностью до гомеоморфизма, 
~ab(S") не зависит пи от метрики 5", ни от точек а 4 Ь. Поэтому мы 
ограничимся случаем, когда 5"—правильная сфера в (п 1)—мерном 
эвклидовом простансгве Еп+\ а точки а,Ь (а ф Ь) не диаметрально 
противоположны на S". Мы будем писать вместо И„ь (S") просто 2 . 

B. Обозначим соединяющие а с b дуги больших кругов (вообще 
говоря, налегающие на самое себя), расположенные в порядке возра-
стания длин, через £ 0 . gu gt gh Тогда, как известно, для геодези-
ческой gk типовые числа т' — 0 при j ф k (п — 1), а = 1 (см. [5|, 
§15). Каждая геодезическая g* может быть заключена в многообразие 
Mk ломаных геодезических, такое, что некоторая окрестность U(gk) в 
!~! может быть деформирована на Q в подмножество Мк ( |5 | , § 14), при-
чем gk остается неподвижной. Пусть соответствующая деформация 
будет <ft ( / ) ( ( . ) < / < 1, / £ 2 ) . Возьмем г > 0 , такое, что 2 г 'Окрест-
ность пространства L! U (gk, 2 г) С С (git)-



Положим 

• М / ) = , 

' / ( / t £ Л й * , 2 г ) , 

где и^доопределим <|^(/) для всех / £ У, положив 0,(/) = / 
при 0 < * < 1 , / £ ^ Ы -

Заметим, кроме того, что, но характеру деформации <р/, У (? , ( / ) ) есть 
неубывающая функция от t. Таким образом, обозначая через (У < с) 
множество I £ 2 таких, что У ( / ) < с , имеем: 

'h({J<Ck)^U(g„,i)) С [(У < с к) М„ | , где с * - У М . 

C. Ломаные геодезические / £ /И* зависят от конечного числа па-
раметров л 1 . . . ^ ; положим 

Согласно [5], § 14, J(xl...xrk) имеет gk единственно!! стационарной 
точкой, если только Мк не с о д е р ж и т g j ( j ф^к), что очевидно, можно 
предполагать; кроме того, gk есть невырожденная стационарная точка 
J(xK..xr>i) с типовыми числами mJ — Ъки,-\) 

Согласно результатам М. Морса ([4], гл. V), существует окрест-
ность V(gk) точки gk на многообразии Мм, такая, что справедливо 
следующее предложение: 

Через точку g t пространства (х'...хгк) проходят кусок плоскости 
р*(п-1) размерности к (п— 1), лежащий, за исключением gk, во множе-
стве (У<с*) . Существует деформация у/1) (0 < 1) окрестности V(g*) 
в на Мк, при которой 

!-t ((У < с к)) С (У < Ск). (*) 
Построение, аналогичное проведенному в п. (#), позволяет распро" 

странить деформацию yt на множество [ ( J < . C k ) / ^ M k ] ^ V ( g i ) с сохра-
нением свойства (*) и так, чтобы все точки вне некоторой окрестности 
Щёк) ) V(gk) оставались неподвижными. 

Благодаря последнему свойству, можно распространить 7.t на мно-
жество 

(J<ck)^V(gk) 
пространства 12, с сохранением свойства (*). 

D. Известно ([5], § 16), что при любом S > 0 множество (У<с*+1 — £) 
можно на 12 деформировать в (У < ск) v. U(gk), где U{gk) любая за-
данная окрестность gk на 12. 

E. Пусть дана замкнутая кривая Л пространства 12 (точками которой 
являются кривые I £ Q). Множество |Л| точек кривой Л компактно 
в Q, как образ окружности. Поэтому результат любой деформации 
Л] есть компактное множество. 

Докажем, что, если к{п 1 ) > 1 и С (УО*-hi)- то можно де-
формировать Л в (J<CCk). 

Выберем сначала К(£*) ( Мк, как в п. (С). Затем найдем столь малую 

окрестность на 12 U(gi,)^Uigk) (см. п. (В)), чтобы было'{»i (£/(£»)) С V(gk)\ 
это возможно, гак как ^ (gk) — gk-

Заметим, что, в силу компактности ,A1, Sup . /( / j достигается на 
/ 'Л | 

|Л|, и потому меньше о--и-



Можно поэтому найти о > 0 такое, что jAj С (У<с*.| . | о). Приме-

няя деформацию и. (Я), мы деформируем Л в ( У U ( £ * ) • 
После этого шага А перейдет в Лi; ;At; — | A M j ^ | A | J , где |Ац| С 

С (J<C.Ck), |Aia| С V{gk) — замкнутые подмножества |A)f. Применим, 
наконец, деформацию "/.< п. (С). "//(;Ац|) С ( У < С а ) . так что можно найти 
Si > 0 такое, чтобы было 

•/,(|А„|) = |А„' | С ( 7 < г * 8,), / i ( |A„ | ) = |А|,' | С Р*<»-п.. 

Л|2', как подмножество кусочно непрерывно дифференцируемой дуги, не 
заполняет никакого шара в P * c - ' ) , если только Л (я — 1 ) > 1. Пусть \\t 
изотопная деформация, переводящая р м - n в себя, точку рй £ |А/./|-
II gk, оставляющая неподвижной границу 

Положим iot(p) — \),(р) при р ('- |A|2 ' |, u>t(p) — p при р £ |АИ ' |. 
Применяя ш , ( 0 < * < 1 ) ко множеству |Ап ' |ч_/|Аи'|, мы деформи-

руем его в (У < Ск), чем утверждение этого п. доказано. 
F. П р и п > 2 ф у н д а м е н т а л ь н а я г р у п п а 2 т р и в и а л ь н а . 
В самом деле, в этом случае для всех / г > 0 k ( t t ~ 1 ) > 1 , и, пов-

торяя нужное число раз операции п. (Е), мы деформируем произ-
вольную замкнутую кривую А пространства Q в кривую А', лежащую 
в ( У < с , - 8 ) , 8 > 0 . 

Применим затем деформацию п. (£>) к кривой А'; получаем кри-
вую А", лежащую в сколь угодно малой окрестности U(g0) кратчай-
шей геодезической g0 . Применяя снова деформации п.п. (В), (С), по-
лучим A'", |A"'| = | V M V I . где 1Л'",|С (У<с 0 )—пустое множество, 
так как (У < с 0 ) пусто, а |Аг ' ' ' | С PO-<"-,>=^r

0- 11так, А деформирована 
в точку g0 б Й, так что в 2 нет нестягиваемых замкнутых кри-
вых, ч. т. д. 

О. П р и п — 2 ф у н д а м е н т а л ь н а я г р у п п а Q и м е е т не бо -
л е е о д н о й н е з а в и с и м о й о б р а з у ю щ е й . 

При п — 2 геодезическая g{ имеет типовое число /н1 = 1, так что 
соответствующая eii плоскость Р ' ^ ' ^ Р 1 есть прямолинейный отре-
зок, лежащий, за исключением g h в (J<^Ci). 

Возьмем любой замкнутый путь А пространства Й, с началом и 
концом в gn (известно, что выбор начала путей не влияет на фунда-
ментальную группу). Деформации и.и. (В) (h ) переводят Л в А', 
лежащий в ( 8 > 0 ) . 

Деформируем множество (У<С(—2) в g 0 , как в п. (F). 
Несколько уменьшив 8, можно считать, что оба отрезка Р\ и Р\, 

на которые Р1 делится точкой gu своими концами лежат в ( y < c t — 8 ) . 
Пусть самая близкая к g0 точка пересечения Р\ (соотв. PJ) с 
(У<С|—S) будет а, (соотв. а„). При деформации (У<с,—8) в gn 
точки а\, о2 описывают дуги А, /2, причем, поскольку деформация 
монотонно сокращает длину, каждая пз дуг l i t /» не имеет самопере-
сечений. Только что определенная деформация переводит А' в дугу 
А" с началом и концом в g0, лежащую на дуге / г 1 . ала2. /2 = о, Но 
отсюда вытекает, что замкнутый путь Л" гомотопен ki, где Л—целое 
число. Итак, о—единственная образующая. 

Н . Т е о р е м а 1. Ф у н д а м е н т а л ь н а я г р у п п а Qah ( 5 J ) — б е с -
к о н е ч н а я ц и к л и ч е с к а я ; п р и п>2 ф у н д а м е н т а л ь н а я 
г р у п п а Qae (5 я) т р и в и а л ь н а . 

Ввиду результатов пп. (F), (G), нам осталось только найти в фун-
даментальной группе ®„ь (S*) элемент бесконечного порядка. 

Проведем через прямую ab полуплоскость P f в трехмерном прост-
ранстве под углом ® к заданной полуплоскости, проходящей через ab. Pf 



высекает на Л"- кривую /г 9У. Докажем, что •: = { / . j, (><'f ; 2тг, и 
есть искомый элемент бесконечного порядка. В самом деле, пусть к- го-
мотопно нулю на У, т. е. существует деформация сиг, ( 0 < б < 1 ) пути 
к-, такая, что = gn. Пусть р<(1() есть точка на I- с приведен-
ным параметром / , 0 < / < 1 . Очевидно, f(t,<?) —р( (/.р) есть непрерыв-
ное отображение тора 0 < / 1 < 1 , П < с р < 2 т : на 5 2 степени к (где, при 
целом т, считается = / . f .L2mr). 

Полагая /о(*,<?) = Ma»(/*<f)), получаем деформацию / = / , > в несуще-
ственное отображение/ , , так как f{ (t#) суть точки g0. Но это воз-
можно лишь, когда степень отображения к = 0, что и требовалось 
доказать. 

§ 2. Пространство замкнутых кривых 
/, П р о с т р а н с т в о П(5Я) состоит из всех замкнутых кусочно не-

прерывно дифференцируемых кривых на 5". На каждой кривой 
/ £ П ( 5 Я ) можно ввести приведенный параметр ^многими способами, в 
зависимости от выбора начала отсчета и ориентации на /. 

Положим для /,, /2£ТТ (5 я) . 

р( / ,Л)г= inf max (У ( Р М / / Ж М ) -J(h)\,. 

где р, (соотв. i]t) точка на Л (соотв. I,) с приведенным параметром t 
в данной параметризации, a inf берется по всевозможным приведен-
ным параметризациям 1Х и I,. Легко видеть, что метрика \> удовлет-
воряет обычным аксиомам. 

Почти так же, как в § 1, устанавливается, что при / / > 2 всякая 
замкнутая кривая А пространства II стягиваема в точку, а при /; = 2 
фундаментальная группа II имеет одну образующую. При этом при-
ходится представить 5 я в виде эллипсоида с неравными осями и вос-
пользоваться результатами Морса о типовых числах замкнутых геоде-
зических, [4], гл. IX; в этом случае замкнутые геодезические обра-
зуют последовательность кривых возрастающей длины (главные эллип-
сы, повторенные целое число раз). 

Докажем, что фундаментальная группа Н(52) —циклическая второго 
порядка. Представим снова S'2 как правильную сферу. Псе окружно-
сти на S2, плоскости которых проходят через заданную касательную 
прямую к 52 , образуют замкнутый путь М пространства II, началом 
и концом которого служит точка касания (рассматриваемая как зам-
кнутая кривая на S2). 

М покрывает сферу 5- с индексом 1, а потому (см. [3|, гл. V) М, 
рассматриваемый как цикл (mod 2) пространства Й, не гомологичен 
нулю. Поэтому замкнутый путь М не гомотопен нулю. Проведем те-
перь диаметр 5 2 через указанную выше точку касания и повернем 5 2 

вокруг этого диаметра на угол it. Это вращение деформирует М в М - 1 ; 
итак, путь М гомотопен пути М - 1 , М2 гомотопен нулю на 11(5-). 

Слегка видоизменяя рассуждение п. (О), .легко показать, что М 
может быть взят за образующую фундаментальной группы П(52), ко-
торая, таким образом, оказывается циклической второго порядка. 
Итак, доказана 

Т е о р е м а 2. Ф у н д а м е н т а л ь н а я г р у п п а 11(5") п р и // > 2 • -
т р и в и а л ь н а, при п = 2 - ц и к л и ч е е к а я в т о р о г о п о р я д к а . 

Заметим еще, что из доказательств этой работы без труда выте-
кает тривиальность всех гомотопических групп порядка ниже п 1 
пространства Q«ь(5я), соотв. ГГ(5Я); (п — 1) — мерная же гомотопическая 
группа у обоих пространств нетривиальна. 
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ БРАУЭРА О НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКЕ 

Б этой заметке мы доказываем методом пересечений Лефшеца 
простое обобщение теоремы о неподвижной точке. 

Т е о р е м а 1. Пусть Л п мерный элемент, его граница, / - не-
прерывное отображение К на себя, при котором S отображается на 
себя с ненулевой степенью k, g непрерывное отображение К в себя. 
Существует точка х, К такая, что f(x)=g(x). 

Если теорема будет доказана для отображении, сколь угодно близ-
ких к f,g, то она будет верна и для f,g. Можно поэтому считать, 
что / и g—симплициальные отображения одного подразделения К в 
другое, причем g отображает К в AN S. А'представим в виде //-мер-
ного подразделенного симплекса. 

По той же причине можно считать, что / (О) = 0'• K\S, где О 
центр симплекса К. Будем рассматривать f u g , как отображения К в 
другой экземпляр К,К'\ расположим К в эвклидовом пространстве 
R", К' — в /?"'. Образуем произведение R2n = R" X R"'- Ориентации К 
и К' определяют ориентацию /?-". Все точки ( x , f ( x ) ) £R2n, х^К, обра-
зуют цепь Fi.R2n-пепрерывный образ К\ аналогично, точки (*,£(*)), 
х С-К, образуют цепь б С/?-",-непрерывный образ К. Слегка сдвинув 
О, можно привести ее в общее положение с F. 

Обозначая полиэдр, несущий цепь А, докажем соотношения: 

Проекция \b.F\ в R"', по условию, лежит на S1 = ,A/t'|, проекция \0\ в 
R"' лежит в Я ' \ 5 ' ; этим (1') доказано. Если бы точки (x,f(x)^\F\ и 

совпали, то имели бы: x^S, f ( x ) £ f ( S ) С S\ между тем 
g{x)£g(t<) С K'\S'. Этим доказано (1";. 

Пусть Г—симплекс подразделения S,T' = f(T) ( S' — его симплици-
альный образ. Обозначим / = / 0 , g~g<,', построим аффинное отобра-
жение симплекса \0'Т\ в [ О Т ' | , ставя в соответствие вершине а сим-
плекса Т вершину а ' = / ( я ) , вершине О—вершину О'. Выполнив это 
для всех симплексов Т сферы S, получим непрерывное отображение 
/ , симплекса К в К'. Соединяя отрезком каждую пару точек /п(х) и 
fi(x) и двигаясь по отрезку от f„(x) к fx{x) равномерно, мы в едини-
цу времени деформируем f0 в fx через ft, 

Возьмем точку р' внутри одного из симплексов [ О Т ] и сожмем 
g(K) в точку р' деформацией gt, не выходя из 0 < / < 1 . Ана-
логично (Г, 1") докажем, что 

А. И. Фет 

d " ) 

|Д/у, ^ |0/| = О, |Д0,| \Ff\ = 0 (0 < t < 1), (2) 

где цепи Ft,Ci( определяются отображеними ft,gi так же, как F,G отоб-
ражениями f,g. 



По известному свойству индекса пересечения, из (2) следует: 

FiXGi — FXU (3) 
Легко видеть, что Р, X О t — k . В самом деле, алгебраическое число 
симплексов [ОТ|, отображаемых f{ в \0'Т'\Зр', равно к. Каждый из 
симплексов ( | 0 7 1 , [ 0 ' 7 " | ) цени Fx пересекает единственный симплекс 
[ОТ,р'У О) водной внутренней точке, причем индекс пересечения ра-
вен 1 или —1, в зависимости от того, отображается ли \ОТ\ с сохра-
нением ориентации или нет. 
Согласно (.4), 

FXO--=k\() (4) 

В силу общего положения цепей F и G, это доказывает теорему. 
Существенное число общих точек, в условиях теоремы 

Действительно, из (4) выводим: 
Т е о р е м а 2. В условиях теоремы 1, сколь угодно малой дефор-

мацией отображений f,g можно получить такие отображения / , g, 

что / (х) — g(x) не менее чем в k точках элемента. 
Требование /г ф 0 теоремы 1, как показал И. А. Зайденман на 

примере, не может быть снято ни для какой размерности. 

Кафедра математического анализа 
Томского государственного университета 

имени В. В. Куйбышева 
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СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

А. И. Фет 

В учебнике дифференциальных уравнении Камке [1| приведено 
доказательство Прюфера теоремы о существовании бесконечного мно-
жества собственный значений обобщенной краевой задачи: 

( р МУ) -1 Q - v = ° - 0 < * < ь>. ( 1 } 

с однородными условиями в концах сегмента |Q ,6 | . 
Предполагается, что Р ( л : ) > 0 , Q(x, — оо) = — со, Q(x,оо)=оо; 

Q (х, X') < Q (х, X") при >/<Х", 

Мы предлагаем упрощенное доказательство, имеющее еще то 
преимущество перед доказательством, приведенным у Камке, что по-
путно получается оценка для собственных значении. В классическом 
случае Q ( X , X ) = < 7 ( A : ) - { - X / ' ( . X ; ) , / ' ( * ) > 0 , такая оценка получается вари-
ационным методом Куранта. Кажется, приведенное ниже доказатель-
ство существования собственных значений проще всех обычно изла-
гаемых. 

Мы ограничимся для простоты краевыми условиями _у(0) =_у(^)=0 . 
(а). Введем новые переменные р(л:), 0 (х) по формулам Прюфера 

у' ~ р cos f), у = Р? sin i). 

Подставляя значения у и у' в (1) и исключая р' при помощи соот-
ношения (Рр sin 0)' = р cos f), получим уравнение 

Р(х) 
cos®» - f Q (.v, X)sin2i> (2) 

Если X —собственное значение нашей краевой задачи, то решение 
Йх(х) уравнения (2), обращающееся в нуль при л; = 0, удовлетворяет 
условию sinfb,(6) = 0, т. е. 8х(&) = т t (и — целое). И обратно, если 
%{b) — w, то X — собственное значение. 

Итак, мы будем искать X, при которых = t n . 
(/>). Положим 

w(X) = min Q(x,X), УИ(Х) = max Q(*,X). 
n^x-^-b a 

Функции /п(Х), M(l) непрерывны и монотонно возрастают от — оо до 
- f c o . Обратные им функции пусть будут Х(т), Л (/И). Если Х>Х(0), 
из (2) следует, что монотонно возрастает как при увеличении 
х, так и при увеличении X. 

Рассмотрим уравнения 

Z' — scos2 Z -f- /w(X)sin2 Z (3) 

£ / ' = l c o s 2 Z + M(X)sin 2Z (4) 



CoCk'iBrtinue значении uOoGiuvltiio/i красной задачи li/ 

Из (3) имеем (ctg Z)' = sctg- Z-j~ /»().), 

Z = Arcctg 

Аналоги чип 

U = Arcctg | у ^0) d i , ( j / ^ j . J c ) ] 

(Я) 

t6J 

Легко вндегь, что решения Z(x), U(x) определены на всеи оси 
непрерывны; монотонно возрастают, и что Z(0) = U(0) = 0, Z(oо) = 
= : U ( O O ) = L O O , если толькП определить в Л5) и ((>) Arcctg подлежащий 
образом! 

1 . 1 
Положим s = '«ах -=7-7, « = nim — — ; тогда, срйн* 

о х ь Р{х) о<х<ь Р(х) 
нивая уравнения (2), (3) и (4), находим без труда 

Z ( * ) < » ( * ) < * / ( * ) . (7) 
Пусть будут х',,, А',„ х„" точки, где соответственно Z(x), 0(y), U(x) 

обращается в nr., п— 1,2.... Из монотонности Z, ft, U при ),>).(()) 
выводим: Хп<СA'n-fii х'п<х'п+\, х"„ <л ' " ,и / , а из (7) следует 

X п X,i X п (8) 

х z z n z ) X п = —~ ' (9) 
\/sjn(l) I/SM{1) 

Ввиду mQ.)—>-ос, MQ-)~-*oo при /. —*оо, при данном п можно 
сделать числа (9) сколько угодно малыми, увеличивая /.; таким обра-
зом, найдутся такие значения >., при которых х'„ и х"„ пройдут через 
Ь\ а, значит, и х„ будет равно/; при некотором /.=./.„. Имеем, по (8): 

< > < — £ = • с"» У sM(k) ysm(l) 

Отсюда М{>-„) > ± 1 - , т(1„) < ; Ь* .ч о- s b'1 s 
поэтому справедлива 

Т е о р е м а . С о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я у д о в л е т -
в о р я ю т н е р а в е н с т в а м 

Если, в частности, Q(x,l) — q(x)-{-'tr(x), r(x) > 0 , то, полагая 

q — min п(х\ шах q(x), r= min r ( x ) r = m a x r ( x ) 
|0,fti /v h [O.fti - |0,fc| v " |0,/>] 

находим при /.Г/ 0 Л (М) > Z j L , )/m) < m S. 

и при ) . < 0 Л (M) > M ~ 4_, Ц т ) 4 . И . 
r 



(i« А. И. Фег 

полагая р = — 
г S 

Легко видеть, далее, что всегда /.(0) < JL_ ; 

1 
р ^ , получаем следующие известные неравенства: 

s 
q пЧ'р if fi-Ti'-'p ' q , 

при / . „ > - - — — - L r - < / „ < --Го- — , если л„ о, 
" r г . . . 

7 ' . . «- ' --л '/ • ^ п 

1 " < " Т ' Р С Л И ^ ' 

Этот результат может быть получен вариационным методом Куран-
та (при г е я 1 см. напр., [2], стр. 279). 
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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ В ПОЛУПЛОСКОСТИ 

А. И. Фет 

В работе изучается представление аналитических функций в полу-
плоскости интегралами Коши и Лапласа. В § 1 рассматриваются ин-
тегралы Коши, в § 2 —интегралы Лапласа. „Интеграл" без добавочных 
пояснений означает собственный интеграл, либо несобственный в обыч-

1 ' 0 0 

ном смысле, (l.i.m.) J * - интеграл, сходящийся в среднем (как в теореме 
т - и-

Планшереля) к функции из L,( ос , оо). 
Преполагается знание общих свойств интеграла Лапласа (см., напр., 

В. А. Диткин, (1|, § 2). 

§ 1. Интегралы Кошв 

Л е м м а 1. Пусть *(/>,«) при каждом значении параметра а из мно-
жества Д имеет ограниченную вариацию на бесконечной прямой 
Rep = 8, причем 

f (Р>л) I + Var Re <f (р,я) -f Var lm <f (p,я) = M(a) < M < оо при а б Д, 

Rep = 8; (I) 

yip,а) непрерывна по совокупности переменных (p,a), 
(Re p = 2, a £ Д) ; (II) 

6 + u 

1 ( a ) — J Щ . ф р 

6 — 1 00 
сходится равномерно относительно а £ Д, где Ф непрерывна (III). 

Тогда: (а). 
i + 'со 

Н{а)г= J р также сходится равномерно относи-

i — i» 
тельно а £ Д . о -f iB i + iB 

(b). Если SU£ J J Rz<S>(pA)dp -Г j \m<l>(p,«)dp | = $«*)< то 
' i+M j+M 

/ < ( а ) | < 8 / И ( а ) . 5 / ^ (1) 

(c). Если, при каждом /7(Re/> = 8), lim у(р,а) = <;(/;)=. ? (р,а0) равномерно 

на каждом конечном интервале изменения р, и интеграл Н(а0) схо 



дится, то lim К(а) = К ^ ) . а0 здесь может быть конечным или беско-
«->«0 

печным и лежит на границе Д. 
Разлагая Ф(/?,а) и <р (/>,<*) на вещественную и мнимую части, пред-

ставим Л"(а) как сумму четырех интегралов. Достаточно рассмотреть 
один из них, например: 

S -f-100 

J Re 'И/',я) Iin ц(р,о)(1р. 

в — 1<х> 

ltn<f(/>,a), при каждом а, есть разность двух положительных невоз-
растающих функций от t = Imр. Считая, для простоты, что Im<? не 
возрастает на — о о < т < о о , имеем, по второй теореме о среднем: 

в Е 

f Re Ф(р,а). Im? (р,а) dx = J Re Ф(р, a)dx. Im ?(Да) , где A < g < В. (2) 
л л 

При достаточно больших А и В одинакового знака, по условию (III) 
теоремы, 

| |*Re Ф (p,z)d' О 

независимо от а ^ Д , откуда следует утверждение (а). При А—• — оо, 
Я — ю о из (2) получаем (b). Наконец, (с) вытекает из равномерной 
сходимости АХ*) при а £ Д. 

Л е м м а 2, Функция - ограниченной вариации на пря-

V a r — • = о ( | при Re г-
ч- \ fRe г? —8]"/ 

мой Re/? = В при К е г ф З и целом 1, причем 

(p-zY 
Пусть p = a-\-h, z — x-\~iy. 

1 3 — А _ __ —У 
Г - z ~ (3~xf-\-(*-yY ' 

откуда следует лемма для /г = 1. 
Остальное доказывается индукцией по к. 

... z, - р Л е м м а 3. Функция ; — ограниченной вариации на прямом 
z~i—p 

Re/? = 3 при К е г , ф й , К е г г ф 6 . Когда zlt гг [фобегают замкнутое ог-
раниченное множество И, не пересекающее прямой Re/> = 3, эта 
функция имеет равномерно ограниченную вариацию. 

>.ометрически очевидно, что 
— Р 

равномерно ограниченную вариацию, Отсюда следует, 

и arg — — — имеют 



что 

Re 

г2 — р 

III! 

Zi—P 
Zn 

cos arg -1 и 

г, - p м — Р 
Z2 Р 

sin arg 

z2 p 

—P 
Zi—P 

имеют равномерно ограниченную вариацию. 

z, 

I е о р е м а 1. Если интеграл Коши f dp 
2ni J z—p 

S- loo 

сходится 

хотя бы при одном z — z0, Нег0фЗ, то он сходится при всех zi К е г ф З , 
равномерно в каждой замкнутой ограниченной области Н, не пере-
секающей прямой Re z = 8, и представляет в обеих полуплоскостях 
Re z > 8 , R e z < 8 аналитическую функцию ^'(z). 

Положим в лемме 1 

а = Л = / / , ф(р): 
Z-P 

Теорема следует из леммы 3 и леммы 1, (а). 
С л е д с т в и е . R условиях теоремы 1 интеграл 

сп 
k! Г 
2п J 

«-/00 

F(p) dp 
(z—p)"- И 

существует при любом / г > 1 и Rez ф 5 и равен Ч'-^г); сходимость 
интеграла равномерна в Н. Следует из теоремы 1 и лемм 1, 2. 

Л е м м а 4. Если интеграл 

S-f/co 

/(2): 
F(p)dp 

Р 
fm 

- I ОСУ 

сходится в полосе 3 j < R e z < o и равен постоянной с, то с = 0. 
Из теоремы 1 видно, что I(z) сходится во всей полуплоскости 

R e . s < 8 и представляет в ней аналитическую функцию /(г). 1(г)ш*с 
в силу аналитического продолжения. При Rezu < 8, Rez < 8 

J(z) 

в+i-x, 
Г Ш 

гп~Р 
- Р dp. 

Для вещественных z < p < R e . : u < f ( p , z ) ~ - ——f- имеет вариацию, 
г - р 

равномерно ограниченную относительно z\ это доказывается анало-
гично лемме 3. Применяя лемму 1, (с), с ос == г, а„ = со, Д = ( оо,р), 

из lim <f(p,z)~() получаем с — И ш I ( z ) « 0, ч. т. д. 
г г= Rm_>— » г = Rear->— е. 



Т е о р е м а 2. Чтобы непрерывная и ограниченная при Re г > 7 , 
аналитическая в полуплоскости Rez > 7 функция F{z) была предста-
вима в этой полуплоскости интегралом Кош и 

J z р 
t • 1 & 

необходимо и достаточно, чтобы этот интеграл сходился хотя бы при 
одном z, Rez ф 

Рассматривая прямоугольник у < R e p < o , - N < 1ш/)<Л/, содер-
жащий z, и устремляя N к бесконечности, получим, в силу ограни-
ченности F(z)\ 

•(-)-'00 i f / » ' С FWP 1 Г F(p)dp . F{:) 
2iu J z -p 2r.i J z ~p 

•j-)-'00 >fi® ~ • "" b(n\,in 
(3) 

* - p •[—I 00 »—/ 00 

Легко видеть что f J^EMlL n e зависит от z, " ; < R e z < 3 . В ca-
J z - p 3—liо 

мом деле, если v < R e z , < s , < Rez., < з, то 
o-)-ioo sf / j j з-f-ioo 

W f r Г I W p (r Г f ±}PBL „ ( Ш Е . ^ . Zl) J Zj p J Z,~ P ' J (2!, 
3 — l X 0 —/'.V, 

(4) 

Из (3) видно, что оба интеграла в левой части (4) не зависят от з, 
a > R e Z ] , 3 > R e z 2 ; от о поэтому не зависит и интеграл справа в (4). 
При 0-+00 этот интеграл, в силу ограниченности F(p), стремится к 
нулю. Итак, в полосе f < R e z < s 

СГ+/оЭ 
Г F(p)dp 1 —f-L^!-. ~ с const. н z- р 

1—1 оь 

По лемме 4, с = 0, и теорема 2 вытекает из(3). 
Дальше (теорема 5) будет доказано более сильное предложение 

другим методом. 
Следующая теорема решает вопрос о представимости функции 

интегралом Коши, исходя только из граничных значении. 
Т е о р е м а 3. Для того, чтобы функция F(z), непрерывная при 

R e z > 0 , аналитическая в полуплоскости R e z > 0 , была представима 
в этой полуплоскости интегралом Коши, необходимо и достаточно, 
чтобы существовали и были равны нулю интегралы: 

/со 

/ = ГйР№ 
" J (Р+УГ 

при целых к > 1. 
П р и м е ч а н и е 1. Если F(z) ограничена, достаточно потребовать, 

чтобы Л = 0. 
П р и м е ч а н и е 2. Из существования / | г по лемме 2, следует 

существование остальных /,<•. 



Если существует / ' то, по теореме i, 

J L r J S t i L ^ 
2ni J z - p 

-loo 

в полуплоскости К е г > ( ) представляет аналитическую функцию Ф(с), 
в полуплоскости Re z < 0— аналитическую функцию Щг). Легко по-
казать, что граничные значения НтФ(г) и = lirn ЧГ(г) 
(Re/>y-=0) существуют и связаны соотношением 

•М—ХРи) = F(pq). (5) 

Для этого достаточно заменить путь интегрирования R e / > = 0 путем 

1 = 1 Re/з = О, Im/»<lin/>u • e | - f - ' W - | R e p = 0 , Imp>lm/» 0 + «|, где 

\ полуокружность р ру | = s, Re />>0 . Докажем достаточность 

наших условий. Если 1К существуют и равны нулю, то, по следствию 

из теоремы 1, (Г'( 1) = О ( / г > 1), Ч'(- 1) = 0, откуда Щг) = 0 при 

R e r < 0 . Поэтому ^(р0) Е 0 < ! ' « / > „ < ос, Re/>„ = 0) и (5) дает 

— чго равносильно Ф(г)Е/ 'Х 2 ' ) ПРИ R e z > 0 . Докажем 
необходимость. Если F(z) представима интегралом Коши, то, по тео-
реме I, существует / , ; по следствию теоремы 1, существуют 

/ , ,H = -U '<«»( _ 1) > \ ) . 
к\ 

Так как в К е ( г ) > 0 , ?(/»„) = F(/>0); по соотношению 
(5), <М/>0)ЕО, и, значит, ВДЕО в R e * < 0 . Отсюда U ' ( - l ) ^ . / , i = 0 , 

Т е о р е м а 4. Функция, предстдвимая интегралом Коши (сходя-
щимся в обычном смысле) в полуплоскости R e r > 0 , ограничена в 

каждом угле ; a rgz < я < — — ; 

i-o 

Пусть Ф(г) = I fSjWjL R e r > 0 ; возьмем г„ в угле i e r g * , < i , 
,/ z — р 
-/оо 

z в угле , arg z j < я. 
1м 

Ф ( * , ) - Ф ( г ) = ( г ~ г 0 ) f - J M ^ S — . 
J (z0 — p)(z-p) 
—1л 

Согласно лемме 1, (b), 

I ф(2о) - ф ( г ) < ' Z - Z 0 : . 5ф(г„). Var ! . 
z — p 

По лемме 2, Rt. Т - } ~ , 
Re г 

где Н = const > 0. 



Отсюда 

Rez 
или, при | a r g ( z ) | < a , 

А 
cos а 

где А не зависит от а. 
Т е о р е м а 5. Пусть F (z) непрерывна при R e z > 0 , аналитична 

при R e z > 0 , существует 
I 

1 
/со 

р-f 1 

(С и D иостоянны) при некотором /*> 1 и R e z > 0 . При этих условиях 
F(z) представима интегралом Коши. 

Очевидно, при 2, o = R e p > 0 , существует интеграл 

Г F(p)dp 
J (P+ir' я —loo 

Из теоремы Коши выводим, что он не зависит от =>, и значит, равен 
/к. При о > 0 , в силу условия теоремы, 

3-f'a> и 
I I I Г 

н I J ( F T T y ^ < J я—1<х> —ОС 

Г Пр)\d- , К 
1 р + 

где К = const, &>/*-) -2 . 
Устремляя здесь а к бесконечности, получаем: 

/г+з = / r f 4 = . • • = 0 ; 

по теореме 3, в обозначениях этой теоремы, 

Ч-с+2) (— 1) = 1) _ . . . ^ о. 

Следовательно, Ч(.г)— полином. Но в угле | a r g z | > a > n функция 
lF(z) ограничена, как легко видеть, применяя теорему 4 к левой 
полуплоскости. Отсюда xY(z)=sC = const; но, по лемме 4, с = 0, и 
теорема 5 вытекает из теоремы 3. Если интеграл Коши сходится 
абсолютно, можно получить более сильный результат. 

Т е о р е м а 6. Пусть функция F{z) непрерывна в Rez 0, аналн-
б 

тична в R e z > 0 и удовлетворяет оценке / ^ г ^ С ^ е ! ' ! ) , 0 < 3 < 1 , на 
последовательности дуг, удаляющихся в бесконечность и опирающих-
ся иа ось ординат. 

(-О 

Ноли существует Г ^ ^ ( - =,- Imp), то Я г ) представима 
J 1 / Ч - Ч 
—со 

интегралом Коши в полуплоскости R e z > 0 . 
1 



Рассмотрим функцию G(z, z) F(z)c",:' , г д е 8 < 7 ( < ] , з > 0. 

*, - • Т1 (х- I *Л COS *(Г 

l o ^ . O N l ^ ) ; . < ? - • - " w , ( w i 4 < / f f \ ) -г 

на всех дугах нашей последовательности, начиная с некоторой; 
здесь К~ const. G(z,i) при любом г > 0 представима интегралом 
Коши: 

1со 

2 тЛ f 
0 ( /М) 
z - p 

-too 

dp ^ G{z,i). ((i) 

I I I 
На* прямой Rep = 0 | | = { e - ^ C 0 , ~ | < 1 , 

поэтому интеграл в (6) сходится равномерно относительно е , 0 < г < г ( 1 
и 

/со 

lini Г Q(P,')dp _ f F(p)dp 
• J z - p J Z - p 

-1 о -Ix, 

Устремляя в (G) г к нулю, получаем нашу теорему. 
Т е о р е м а 7. Если F(z) аналитична в R e z > 0 , непрерывна в Rez>-(), 

1м 
F(z) | < С | Z{-\- D (г ^ 1) и существует интеграл J F(p)dp, то F(z) 

—7оо 
Г 

ограничена и каждой полуплоскости R e z > 8 > 0 ; именно, -
5 

в Rez > 3, где С не зависит от S. 

Согласно теореме 5, F(z) представима интегралом Коши. Положим 

в лемме 1 <W/>,a) = F(p), а = z, tp (р,«) r= — — где Rep — 0, Re* > S. 
z-p , 

Но лемме 2, Var = О ( — | = О / — | , и, по лемме 1, ! F(z\ — 
Rep=0 г p \ Rez] / \ 8 / 

• lco 
n ! 1 Г F(p)dp \ ̂  С 

/ K - T - . где С не зависит от о. 
I 2*1 J z р | о 

—/v.-

Т е о р е м а 8. Пусть F(z) аналитична в R e z > 0 , непрерывна п Н е г > 0 
и F(z)-0 (*«•'), где Q < p < l . 

Пусть функция цС*) аналитична и ф О в К е г > 0 , непрерывна в 

R e * > U , и —!—ограничена. 
•А?) 

Обозначим \\F\\»,,L "взвешенное среднее порядка /?": 

оо 

I" 
L J I !»(>•); 



В этих условиях , при R e * > 8 > 0 (7). 
2г8 j 

оо 

(а) Если С/(г) = О (е**), 0 < р < 1, /, = J\G{i-)\d~< со, то, по тео-

—со 

реме 6, G(z) представима интегралом Коши, и 
ioo 

0 ( z ) i = 

при R e z > f i > 0 . 

- 1 - W itj J z—p | 2тл 2 n J z—p 
—ioo 

{b) Если сходится = J\ G(h) * d x, применим (8) к функции G*(z), 

--co 

Очевидно, (i*(z) = 0(<?Ai*'p) = О ), где < 1, так что нужная 
оценка на бесконечности имеет место. 

к 
8 

|G"(z): S l a W I ^ ^ - A 

(с) Пусть теперь 

I J X " ) 

(9) 

оо, 

Полагая в (9) C/(z) = F(z) lu(z)| *, 
получим 

чем теорема доказана. 
Две предыдущие теоремы напоминают теорему Фрагмена-Линделефа. 
На граничные значения здесь налагается интегральное условие. При 
k —• со получаем из теоремы 8, как предельный случай, обычную 
теорему Фрагмена-Линделефа. Действительно, пусть Sup /F(iv)\*=M. 

—оо<т<оо 
В качестве ji.(z) можно взять, например, где 0 < Х < 1 . Как извест-
но, lim||F||*, ; i = Af, и (7) дает в пределе: | F ( z ) | S A f при R e z > 0 . 

со 

§ 2» Интегралы Лапласа 
О) '>1 

Л е м м а 5. Если интегралы J' Ф(т,/)</х и J Ф t'(i,t)dz при ш--+оо схо-

дятся в среднем, го 

(Li.т.) f <\>/(x,t) dt ~ —(l.i.m.) [<*>(*,t)d* (10) dt .) 
- ч< 

почти для всех t. 



Обозначим 
ОО I" 

Очевидно, 
I 

п 
откуда 

I 
| 4 /)<// = lim J%(u)du = lim J dt ^Фя'(т,н)(/к = 

~m II 
(lO 

^ lim flФ(т,/) - Ф(т,0)1 dr. = (v.p.) f |ф(-г,0 Ф(т,0_|| d-.. 
Ш-»вО J ,/ 

«I • no 

Как известно, можно выделить последовательность со такую, что 
почти для всех t существует 

!1>1 f -(l.i.'tt.) J J)d-.. 
" "'к —ti 

Поэтому существует 

lim |"®(T,0)rfT =s f; 
If >«э J 

И 

t I СЛ <K 
j <b{t)dt~ p^l.l.m.) j %\i,t)di j dt = (U.m.) J ф ( т , 0 ^ / t • f Г . (11) 

0 . (I —-r. 

Отсюда вытекает формула (10). 
Л е м м а G. Если F(p) есть преобразование Лапласа от функ-

ции {»(/) в полуплоскости Re/» > 7, и д л я 8 > ,- существует 
_ i-f/чп 

X (/) = (/./.т.)j F(p) e"'dp, т о э т о т и н т е г р а л р а в е н 2 г./и. (t)e-'jt. 

S-ln 

CD 

Если F(p)~ j p(t) e-?f dt при Re/7 > то 

о 

p J 0 
( 

tw at 



Полагая / , ( / ) = () при / < 0 , имеем: \ 

Р О - f - t I J 
— со 

Так как/ , ( / )<? — со, со), то, по теореме 11лаии1ерели, 

F(b4- i т) . . . 
—;—•—— ^ /•>(—00,00), и существует на каждом конечном Интервале 

о -f- / т 
i |-foo 

v ( 0 = ( 7 . / . w . ) f - / - ) - eP'iip. 
J р 

о loo 

По предыдущей лемме, v'(£) = X (/) Но известно, что v(/) сущест-
вует (v.p.), и v'(/) = 2 iu>(£), откуда ).(£) = 2 г/«а (£)<?-*', ч.т.д. 

Т е о р е м а 9. Для того, чтобы аналитическая в R e z > 7 > 0 ф у н к ц и и 
F(z) была в этой полуплоскости преобразованием Лапласа, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого <5 > были выполнены следующие 

«+ЮО 

у с л о в и я : ( « ) . о г р а н и ч е н а при Re/?>-o; (b) е"~ dp сходится 
Р J Р i-loo 

в среднем к ограниченной абсолютно непрерывной функции ® (/). 
F 1п\ 

Н е о б х о д и м о с т ь. Ограниченность — е с т ь известное .свойство 
Р 

интеграла Лапласа. 
Что интеграл в (/;) сходится н среднем, доказано выше (см. д-во 

леммы Г>). Известно, что существует 

(V.p.) f С* dp rr: / , (t) = О / e l ' ) , 

4!=z 

P 
I'l i 00 

( 

откуда ? ( / ) = / , ( / ) с ограничена; наконец, f\{t)~ f*.f(t)dt (см. лем-
о 

му fi), так что <р(/) абсолютно непрерывна. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . 

А. Докажем, что, в условиях теоремы (а) и (Ь), ср (0) = 0. Так как 

£ L2(— 00,00), при Re/> = o>- l ' , то, по теореме Планшереля, 
р2 

o-f/oo 

сходится в среднем (l.i.m.) J ~ P ~ d применяя лемму 5, находим: 

S-(со ^ 

± ( Ш - с"dp = cm-e"dn = .(t)<". 
dt J рч- J P 

6~toe t - loo 



Повторяя предыдущие рассуждения, получим: 
<s -и» 

L f („>f dp - ? (t) е'] 

- ! п'' dt- J р 
(12) 

Последний интеграл сходится абсолютно; применяя интегральную тео-

рему Коши к ф у н к ц и и е > " в полуплоскости Rе/>>-о. видим, что при 
Р" 

t <0 он равен тождественно нулю. Из (12) у (t) sa 0 при 0; в силу 
(абсолютной) непрерывности t?(t), <?(()) = 0. 

В. Так как v(t) ограничена, при R e z > £ существует lim е(4_1)'<р(£)=0; 
f->m 

(5-|-loo 

J ' — е{р
 - c(': <p (0 . 

i hо 

и существует поэтому интеграл ^ dt j ~EL(>(/> 
С 1oo 

Имеет место следующая формула, где существование интеграла слева 
вытекает из последних замечаний: 

со со 

(tfi-tv * {() 1 + гг Г dt 
J Р 

О J - I X J 1 ) 0 5 /оо 

скобка исчезает, в силу ? (0) = О (//.А), и (13) принимает вид: 
со 

oo 

f >-г/. 
dt 

efj,?{t) 

со <5 J /эп 
dt — z j dt j'—fPl ё? -^'dp. (11) 

<5-/00 
uu 

I I" <?<*-o (0 < J eW-Wdt. | | -f-?., . | |2/v , 

де = I —~e,hdp. Но, по условию, ||<p—<p.»|| —"0, 
./ П <u-*W> 

S-fr 
и, значит, 

со oo 

lim j' dt J d t j tSEL^P-iv dp. (15; 
О й- In 

Г 1 р и - - « ) < т < о ) , 0 < ^ < o o , 

поэтому изменить порядок интеграции: 

6 hо 

C'l>-'V < C o n s t . можно 

j dt. ftM. e>>~»dp = f^fs,~,w}dp=ft 
0 S-lw ^ S—lm ^ 0 й-tw 

L m i . ( 1 6 J 

p(*-p) 



Пользуясь (14 (l()j, пилим, что существует 
J-j-JCD 00 

*.(v.p) dt. (17) J piz—p) J dt <. J •J—/оо Q 

С. К интегралу н смысле главного значения нельзя непосредст-
венно применить теорему 2; но из доказательства теоремы 2 легко 
следует; 

( t , ^ 7 q ^ ^ m 4 - c > c = c o n s t . ( ж ) 
J p(z-p) z 

С—I-* 

Из (17) видно, что F(z)\Cz есть преобразование Лапласа от 

d , ®(0 . Поэтому (см. I l l , имеем: (it . ' . X I . 
«и 

С - f e ^ ' ' f ( t ) d t , 
z 

п 
F(z) 

и при Кег-->-}• со равномерно относительно Irtiz стремится к —С. 
z 

Пусть С Ф 0. Выберем так, чтобы было 

з hi-. 
С , — (— 00 < т < со). 

Т F (з 4 - / т) г , . . . . lor да - - • ~~ £ L,(—оо, -v), вопреки условию (Ь) нашей теоремы, 
3- - / т 

Итак, С = 0; из (17) и (18) следует теорема 9. 
Из теоремы 9 легко вывести известные достаточные условия предста-
вимости функций интегралами Лапласа. 
Следующие две теоремы усиливают теоремы 5 и 6 работы Диткина |1]. 

Т е о р е м а 10. Если F(p) — аналитическая в Rер >•;, непрерывная 

•, + foo 
и ограниченная в Re />>f функция, и интеграл JF(p)eH dp сходится 

f-f-n 

равномерно относительно — со < t < то, то F(p) есть преобразование 
Лапласа в полуплоскости R e / ? > f . 

П р и м е ч а н и е . Условия теоремы, в частности, выполнены, если 
F(7 ••)• п) ограниченной вариации п окрестности т г«о, lim F(-;J

rh)—О 

и F(p) ограничена в R с р ^ - ; . 
Проверим выполнение условии (я) и (/>) теоремы 9. 
Условие (а), очевидно, выполняется. 

f j £ l £ ц ( „ 0 0 j оо^ т а к ч т 0 сходимость в среднем интеграла (Л) 
Р 

вытекает из теоремы Планшереля. В условиях теоремы интеграл (b) 
можно дифференцировать под знаком интеграла, следовательно, <р (t) 
абсолютно непрерывна. 



Наконец, н наших условиях, при достаточно большом N, 
в+IN «+/оо 

F(P) „и-.^ Г F(P) I/ en- dp— | £1"Л еи~dp 
J Р Р J Р 

о—IN /JO 

S+iN 

/
ESPX ei-i dp — • 0, как коэффициент Фурье; следовательно, р '-*+«> 

d-IN 

lim fp (/) = (), и y(t) ограничена. 
/- >+. 00 

"Если иметь в виду только теорему 5 |1], вывод сильно упрощается. 
Т е о р е м а 11. Если F(p) — непрерывная в Rep > 7, аналитическая в 

'х схо-Rep > • ; функция, — — ограничена в R e / ? > v и Г | F(i - f i т) \*d 
Р J —00 

дится, то F(p) есть преобразование Лапласа в полуплоскости Rер > •;. 
Условие (а) выполнено. 

r |Z iT_ i_Ll2 j 2
 ( / х < C o n s t . ( P + i l 

Л т + i х I J I "k + i * 
Л < Const . \\F\\. 

чем доказана сходимость в среднем интеграла (b). 

I'-P ( O K ll^ll- i ~ > T a K 4 T O ? ( 0 ограничена. 
' P II 

Интеграл <l,(t) =z(/.t .m.) J F ( p ) e M d p существует, и из леммы 5 сле-
•(—Iro 

дует абсолютная непрерывность ?(/). 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА 

№ 17 1952 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ФИЛЬТРАЦИИ ТЯЖЕЛОЙ ЖИДКОСТИ 
СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 

Ю. П. Виноградов 

В настоящей работе рассматривается задача о притоке жидкости 
к дренажным трубам. 

Задача состоит в следующем. В начальный момент времени в по-
ристой среде дана плоская область G0 >), ограниченная контуром С0, 
занятая тяжелой жидкостью и содержащая одну или несколько дре-
нажных труб 2). На контуре С и на контуре труб давление считается 
постоянным во все время движения. Спрашивается, как будет пере-
мещаться контур С со временем. 

Задача сводится к отысканию потенциала скорости <?(x,y,t), :|) 
удовлетворяющего уравнению Лапласа: 

* L . = o (1) 
дх* df- к 4 

и некоторым граничным и начальным условиям. Компоненты скорости 
фильтрации определяются уравнениями: 

дч dx (h dy 
vx-= ' =/« , vy = -•- = m-f-. (2) 

dx dx dy ax 

Здесь • + У ) = + (3) 

где p — давление, •[ — удельный вес жидкости, х — коэфициент филь-
трации, т — пористость грунта, k — проницаемость грунта, ц — вяз-
кость жидкости. 

Для решения задачи область, занятую движущейся жидкостью, 
отобразим конформно на круг | а > | < 1 , так, чтобы центр трубы, нахо-
дящийся в точке Zq, перешел в центр круга w — Q. 

Пусть отображающие функции будут соответственно 

и = ф ) и г = г(®,т) ^ г ( 0 , т ) г = г 0 , (°>т) > ) 

Вводя в рассмотрение комплексный потенциал течения 
будем иметь: 

Wr-. -\ogw--?*- + X t e , (4) 

Т ( logo — l o g I logo log ~ ) 
\ dw J 

где Рг и pi—соответственно давления на контуре области и контуре 
трубы и 8 — радиус трубы. 

>) Считается, что область О лежит в вертикальной плоскости. 
а) В данной работе будет рассматриваться только случай, когда имеется одна 

дренажная труба. 
3) Здесь т—время, 



V = 

Для скорости частицы жидкости в точке z получим 

dz _ \ dW _ (Р2—Р1)* 1 dw 

mf( log8 — log dt m dz 

С другой стороны; 
dw w J w dz 

и 
— • (a) 
m 

v _ d z dz ^ dz dw 
dt d- dw dt 

(6) 

Из (5) и (6), учитывая, что 
dz 
dw 

dw 
~dz 

= 1, находим 

— dzdz . xt — 
w 1 w 

dt dw m 
dz | 
dw 

w 

(Pi—Pi)* 

— log dz 
dw 

dz 
dw 

dw 
dT 

или 
— dzdz . и —dz , 
w 1 w 1-

d- dw m dw 
w dz 

(7) 

dw 

iPi—P\> 

d\og 
~dt 

w 

Щ log» — log 
dz 
dw n=o) 

(8) 

Для частиц жидкости, находящихся на границе области, из урав-
нения (8) имеем: 

— tz dz , и _ dJ dz w— — 1 w ~ ~ + i 
dt dw m dw 

_ (Jh-Pi)* 

dw 
dargw 

~~dt~~~ 

гщ log? — log I I dz 
dw ) ' 

.1—0 / 

(9) 

так как на г . , , d\oe\w\ 
границе \w\ — 1 и — 1 = 0 : 

dt 

Отсюда получаем основное граничное условие задачи в виде: 

dz dz 
Re w- ik-i dz "| !_ W 

dw dt dw \m 

{Pi—РхУ 

pm (logS —log 
dz 
dw 

(10) 

(t-f)-
») Граничное условие (10) было получено для невесомой жидкости ( у = 0 ) 

П. Я. Полубариновой-Кочиной и для тяжелой жидкости (тфО) л . А. Галияым. 
См. [1] и [2]. 



Итак, решение задачи сводится к разысканию голоморфной по w, 

однолистной при | а / | < 1 функции z(w,t) ( z(0,i) = z0, ^ 2 (0 ,т)> о) 
\ dw Г 

удовлетворяющей на окружности | г у | = 1 граничному условию (10). 
Функция z(w,0) = f0(w) считается известной; это функция, отобра-
жающая первоначальную область на круг | « / | < 1 . 

Для небольшого числа наиболее простейших начальных областей 
удалось найти решение задачи в замкнутой форме (и то при т = 0). 
В большинстве же случаев приходится искать решение задачи в виде 
ряда, просуммировать который не представляется возможным. Ра-
зыскание отображающей функции z{w,i) в виде ряда поставило воп-
рос о существовании и единственности решения граничного уравне-
ния (10) и о возможности разложения этого решения в равномерно 
сходящийся ряд по степеням т или w. 

Этот вопрос был рассмотрен (при ч = 0) для простейших случаев 
в статье П. П. Куфарева и Ю. П. Виноградова [3] (основные резуль-
таты этой статьи принадлежат П. П. Куфареву), где дано доказа-
тельство существования решения граничного уравнения (10) для не-
весомой жидкости (f = 0) при условии, что функция v 0 ( w ) = 

dfo(w) ' 
dw 

голоморфна в замкнутом круге | и > | < 1« 

данной работе теми же методами, что и в упомянутой статье 
[3], доказывается существование решения граничного уравнения (10) 
для тяжелой жидкости (f ф 0) и обосновываются методы разыскания 
решения задачи в виде ряда при том же условии, что функция 

" <?/„(«>) I - 1 

Vq(W) dw 
голоморфна в круге 

Г Л А В А П Е Р В А Я 

§ 1 . Вывод уравнения для производной 
dw 
dz 

Прежде всего несколько упростим вид граничного условия (10). 
Для этого введем новое независимое переменное t, связанное с * 
соотношением: 

ч- k(p2~pi)d* 

I т logS — log 
dz 
dw W—0 

(11) 

После введения нового переменного уравнение (10) примет вид: 

или 

Re 
dz dz , ... dz — Ы' \-f(t)w 
dt dz ' dw 

= 1 (12) 

dz dz , 1 dz dz . / dz 
w — -} \-f{t) I w — — 

dt dw w dt dw \ dw 

где /( /) = 
V ^ l o g S - l o g j - ^ 

dz 
dw 

Pi~P i 

J_ dz 

w dw 

w-u 

) = 2, (12') 

) (13) 



Деля обе части уравнения (12) на 

dz , dz • „ 
чения z , — = z, найдем 

дго dt 

dz 
dw 

= |v| - ii вводя обозпа-

Re wz' J - 1 • 
(14) 

Функция £ имеет в точке w = 0 простой полюс, так как 
ги z' 

2 ( 0 , ^ = 0 и г ' ( 0 , 0 > 0 . 
Преобразуем теперь левую часть формулы (14) таким образом, 

чтобы к функции, стоящей в квадратных скобках, можно было при-
менить формулу Шварца для определения аналитической в круге 
функции по граничным значениям её вещественной части. . 

Имеем 

Re [ « - / ( 0 1 = Re 
L w z' 

z - f { t ) | /(Q 
го z' w z' (0, t) 

Re Г f i t ) 
L w z' (0, о _ 

и так как на окружности = 1 

f i t ) Re 
1 / ( 0 , 0 j 

f(t)zv 

z'(0, 0 j wz'(0, t) 

Сm = - f ( t ) , ? (0,0 = г ' (0 .0 , 

то формула (14) может быть записана в следующем виде: 

Re 

(15) 

(16) 

z(u>,t)—f(t) 
•w z' (w, t) 1 w z ' ( 0 , 0 ' z' (0,0 

f i t ) , f i t ) 
/Тл^Г т ~~Г7п~ТГ" zv (17) 

Функция - — — / w —|—̂ —) будет аналитической в круге 
wz' z'(0,t) \ w) 

| д а | < 1 . Применяя к ней формулу Шварца (считая, что граничные 
значения функции v(w, t) удовлетворяют условию Гёльдера), получим: 

z(w, t)—f(t) — g{t)(\ -+- г' (w,t) --= [Р + g, (0] wz' (w,t), (18) 
где 

g ( t ) = - - j f i t ) 

г ' (0 ,0 

f i t ) ( <?v 

7 ( 0 v (0.0 

dv 

(19) 

gi it) = - ~ - \ (0,0 + - b - (0,0 ) m 

p ( « , 0 = -- 1
 r f ( - L , / ) ( 2 1 ) 

2 Kl J \ <l> / CO — «I (i> 

7 — окружность I O) I = 1. 
Из уравнения (18) путем дифференцирования по w найдем сле-

dw 
дующее уравнение для v: 

dz 

tlzs^pw+g + giw + gw») 
dt ow 

0 (Pw) 
д zo 



Следовательно, если z(w,t)— решение граничной задачи, удовлет-

воряющее начальному условию z(0,w) = f0(w), то 4(w,t) = - ^ — 
dz 

будет решением уравнения (22), удовлетворяющим начальному усло-

вию v (0,ги) = — - — . 
/о '(«0 

Наоборот, если v(w,t)—решение уравнения (22), удовлетворяю-
щее начальному условию v (®у,0) = v0(и>) ф 0, v0 ( 0 ) / 0 , то 

z(w,t) = J 
dw 

о 
является решением граничной задачи (12), удовлетворяющим началь-
ному условию 

dw 
z(w, 0 ) = f-

J v0 («0 

Действительно, пусть v(w,l) — решение уравнения (22), удовлет-
воряющее начальному условию v (w,0) = v0 (го). Нетрудно видеть, что 

W 
.тогда функция z(w,t) = / — — — является решением уравнения: 

J v (w,t) 

А? 
= 0, (23) 

dw 
dz . „ dz /n i ч dz 

- 5 ( 1 + w \ > - 3 (P+gi)w 
dt dw dw 

т. е. будет удовлетворять уравнению 

~ - *0 + О = (Я+ gi) TO +f*(t) (24) at aw ow 

dz 
и так как f*(t)=—g(t)~ - (0,1) = f(ty), то z(w,t) будет решением 

dw 

уравнения (18), а также граничной задачи (12), удовлетворяющим 
W 

dw 
начальному условию z(w,t)= f— 

J V (w) 

§ 2. Введение комплексного аргумента t 

При выводе основного граничного уравнения, а также во всех 
уравнениях § 1 считалось, что аргумент t принимает только вещест-
венные значения. Однако уравнениям (12), (18), (22) можно придать 
смысл и для комплексных значений t, если рассматривать функции 
z(w,t), голоморфные (относительно t и w) в некотором бицилиндре 
о м у 

i ® | < r e , И < * 0 , г й > \ , / „ > 0 (25) 

и знак сопряженности понимать в том смысле, что если 

г К t ) - Е S А„х ш* то г (о>,*) = 2 Е Akiш* ts. 

') / * (0 находим, полагая в уравнении (24) w = 0. 



Покажем, что при таком расширении области значений tt урав-
нения (12') и (18) остаются эквивалентными друг другу, если считать, 
что граничные значения v(w,f) попрежнему удовлетворяют условию 
ГРльдера. 

Умножая (12') на —-— ^-у- г - i l i - — . ^ L ( | w | < 1 

и интегрируя по у, после некоторых преобразований найдем 

2 Р = = 2 _ ^ т _ ( 2 6 ) 
W z'(w,t) о) z' Ы ) w->(I a) z' (о»,/1) 

— m , i m — + 

W z'(w,t) w->0 dm z' (o>,t)(<» — w) 

+ / ( 0 lim d ! + « » . _ _ 2 z M «;_>.•) <?«) z'(u),^)(l — (i) w) W Z' (W,t) 

! 2 S - M + - ! — ( o , o — 
z' ( 0 , 0 dwdt z'(0,0 dwdf wz'(w,f) 

, 2 / ( 0 f ( t ) i " m ) 2f(t)w f(t)?'(0,t) 
1 wz'(0,f) [z'(0,0l2 z'(0,0 |z'(0,0]2 ' 

т. е., получим уравнение (18), из которого указанным выше путем 
будет следовать и уравнение (22). 

Докажем теперь, что наоборот, из уравнения (18) следует урав-
нение (12'). _ 

Из уравнения (18), учитывая, что f(t)-=—/(t) и z ' ( 0 ,0>0 ,имеем: 

1 z(w,l) М , № ( J _ \ [z"(0,t)+7'(0,t)) _ 
w z\w,i) zvz'(w,t) ' z'(0,t) Г + w) ^ 2[z'(0,01 

i : f - L . f A J t L , H<1 (27) 
7t/ .f 10—'К1 2-г J 4 ' ' \ (•) / m 

\ w I \ w 

« ' + — + 
z'(0,0 \ w 

+/(0 gywm = - •--L- f ^ИА+ 
2[z'(0,0]2 J u)—я» 

V 

>) Соотношение (28) получается из (27), если там заменить w на и взять 
сопряженные значения. 



Мы предположили, что гряиичные значения v(w,t) удовлетворяют 
условию Гёльдера, следовательно, существуют граничные значения 

1 г V K 0 V ( — ' Ч 
интеграла I ... ' dо как слева, так и справа '). 

2 rd J ш—w 
t 

Переходя в формулах (27), (28) к пределу w—n»0) |«>0!=1 и скла-
дывая предельные значения, получим: 

_ ! _ > о , < ) № , 
<•>0 s ' ( « » , „ 0 o i 0 z ' ( " > o , 0 0

 Z - / J _ t 

z' — ,t 
tf+("»o,0-<p~( l , ,o0 , (29) 

О U)0 

где и CP- (OJ0,/)—соответственно предельные значения . Г «•"<> t f ) 
n . J «<« слева и справа (w <•<»»). 2т,i у ш—w 1 v < ; 

По формулам Племеля ? ' ; 0%0--?" ( ш о>0 —v(u,o>0 v ( — • М -
\ <uo / 

Подставляя это значение в (29), получим уравнение (12'). 
§ 3. Разыскание частного решения уравнения (22) 

Будем искать частное решение уравнения (22) вида: 

v ( W l 0 = f - M j l - d ; (30) 
J w—x(k,t) 

(Ci—окружность | ; I = г), где X(t,t)— функция, голоморфная no t и 
удовлетворяющая условию Гёльдера в области К>0: 

IU = r, \t\<J0, t0>() 
Л '(М)—также голоморфная функция по t и | х (\,t)\ > /• ,> 1 в той же 
области. 

Подставляя выражение для v{w,t) по формуле (30) в формулу (21), 
находим: 

П XZ\didr-—-) 

f f - r ^ - f 1 + — V r f S r f C . ••) (31) 
J J 1—лг, <<>—x/ 
C- r: 

i ) Cm. [ 4], § 16. 

-') Здесь и в дальнейшем обозначено д - — у = x(i, ^.z^xC^t), X = X{i,/), 
У = Arty), 2 , = ЛГ(5Д 

") При подсчете внутреннего интеграла следует учесть, что | . v | > r J > l , 
1*1 >'-1. 1-



Отсюда 

Ри< = - Г Г A Z ' /да + 2л + 2л '2 \(1'Ж 
.JJ \—XZi\ W — xl 
Vc 

0(Pjo)_ = 1 

dw J J l—xzi \(w—x)-

(32) 

(33) 

Воспользовавшись формулами (30), (32), (33), найдем правую часть 
уравнения (22). 

Обозначая её через У, будем иметь: 

У flL 
XZ, 

2х - | - у , 2 
(го—у)1 го—у 

а с с 

J (W—V)2 ' 

d\diid\ -

f , i 

(34) 

- 2 [ » ) rfri_3, f Yd-ц 4-
.! w — у j 
CI, Гт 

4 - f f f ™ * " ^ 

J J J 1—XZi (W — x)(l0 — _y)-
<"; г*, r; 

А У Z, 

- u r n 
2x« 

«5 cr, r; 
•*z, (да—дс)2(да —_y) 

(34) 

Заменяя во всех интегралах, кроме последнего, ; на *) и г, на ;, 
получим: 

f f f i 2.У + * | 2 1 XVZ 
J J J х)2 w—x_ « с с, ГI С 

1—J'Z, 
d\df\d— 

_ Г + £ • * ) - g * 2 ) Г * (g>+2g*) _ 
J (да—x)2 ' J да—x г; r; 

- 3 * Г Xdi -j- f f f XVZ' Ш (35) 
J J J J (w-x)i(w-y)\l -yzt 1-xz J 
f; f; fr, Л 

Обозначим в выражении (35) два последних интеграла через А и Л 

Л = - 3 g /"Xdi 

=Iffi ' 2 * ; - 1 м ф . 

cS гт, г: 
(да — х)г(да — _у) \ 1—угх \—хгх 

') #(0 и gi(0 определяются по формулам (13), (19) и (20), в которых следует 
С положить •i(w,t)~ I d\. J w-.r(?,/) 

Ci 



После некоторых преобразований интеграл /2 может быть представ-
лен в виде: 

= _ 2 С { [ ( x + y - W d 
J J J( l - * z , ) ( l — r; ci, r; 

1 

(36) + — — 1 XyZ\d\ih{d\ -), 
v—x W—XJ 

Для преобразования /, учтем, что 

-1- f xd~ h{t) = -1- ГМ*± = _ Ж f 1й< (37) 2гЛ J 2ni J x—w 2ш J w — x 

dx 

где Cx — контур, в который переходит окружность с- при отображе-
нии функцией x(l,t). Тогда 

дх 

где 

J w — x 
ci 

(38) 

(39) 

Воспользовавшись формулами (36) и (38), получим для / следую-
щее выражение: 

/ = / / / 
г; гт, с; 

2у±х + 
(w — х)2 w—x _ 

xyz, 
1—yz, 

rfWijdC-

_ f A(e± _ 2 Г A'(g» + 2gx) + 

J (w-x)- J w — x 

dx 

(1-xziXl—J>Zi) 
ci crt rC 

2 . _ L _ 1 xyZ x ( l \ d 4 d l . 

1 
w — xy 

- r 

V—x W—X I 

Для левой части уравнения (22) из (30) имеем: 

- * • - [ Л - Л + r - L - - д х л . 
dt ./ (w-x)2 dt J w-x dt 

г; Г, 

(40) 

=) CM. [3], стр. 185 



Приравнивая в выражениях (40) и (41) коэффициенты при одинако-
вых степенях w—x, получим для X и х следующую систему интегро-
дифференциальных уравнений: 

- § £ - = - х f f „ ( ' + < f f > Z l - . + * * + (42) 
dt ,!.! (1 - x ~ , ) ( l - vz,) 

dX 
dt 

r C. 

2X f f f •—- - + - 1 yz.rfw;: 
J J I 1 —yzx (jc-_y)(l_JC«,)(e>— yzt) J 
с с. 

— ('2giX \ 4gxX~3gh dx 

Следовательно, если X(l,t), x(%,i) являются решениями системы 
уравнений (42), то функция (30) будет решением уравнения (22), 

§ 4. Связь между правильными решениями системы (42) 
и решениями уравнения (22). 

Введем, так же как в [3], понятие правильного решения системы 
(42): будем называть функции X($,t), x(l,t), удовлетворяющие системе 
(42), правильным решением системы (42) в области K t : | Е [ = 
11 \ < t0, f „ > 0 , если в этой области: 0 

1) x(t,t) и её производные по % до второго порядка включительно 
голоморфны относительно t и 

де*кх 
/ = 0,1,2, k = 0,1,2. (43) 

2) Функция X{\,t) также голоморфна относительно t и удовлетво 
ряет условиям: 

деХ 
dt' 

а В, е = 0,1,2. (44) 

В дальнейшем будет доказана следующая теорема о решениях 
системы (42): 

Т е о р е м а 1. Пусть r > 1 и Л ^ ; ) функция, определенная на с; 
и удовлетворяющая "на с̂  условию: 

(45) 

Тогда при достаточно малом t0 система (42) имеет в единственное 
правильное решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

*i(2.0) = S, ,V(=,0) = A'0(;). (46) 

На основании теоремы 1 и результатов § 3 докажем две теоремы, 
устанавливающие связь между правильными решениями системы (42) 
и решениями уравнения (22). 

Т е о р е м а 2. Пусть х(Ы), X(i , t) — правильное в Ktx решение си-
стемы (42), удовлетворяющее условию 

! а- &t)\ > г , > 1 в Л'/,. (47) 



Тогда функция 

v ( W , f ) = ( dt (30) 

голоморфна в бицилиндре D(rbts) и является в D(rKitx) решением 
уравнения (22). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно покажем, что если v(w,t) 
юломорфнав D(rutx), ^ > 1, то P{w,t) также голоморфна не только 
в D( l , / ] ) но и в D(rutx) и, следовательно, уравнение (22) имеет 
смысл в D(rx,tx), Действительно, из голоморфности v(ic,f) в бицилинд-
ре D(rvt{) следует голоморфность v ) в области И ! > — - , \ то / г 

/ ! < / , и голоморфность функции v(w,t)vl , t ] в области 
\ го / 

J _ < | w | < r , к к л . 
г 

Для точек, лежащих в области — < | т а > | < 1 , имеем: 
г 

d id 

со — W 

21U J 
—( 1 w -f w_ d« 

(> — окружность \w\-=r)vi, таким образом, no принципу аналитиче-
ского продолжения P(w,t) может быть продолжена на бицилиндр 
D[ruti). Теперь доказательство теоремы не представляет затруднений. 
Из результатов § 3 следует, что v(w,t) является решением уравне-
ния (22), а из условия (47) и голоморфности *(&.£). по t при 
\1\ = г и Ifl < t1 (по определению правильного решения) следует голо-
морфность v(w,t) в D(rut,). 

Т е о р е м а 2а. Если x(l,t), X(t,t) — правильное в /00(^> > 0 ) реше-
ние системы (42), удовлетворяющее начальным условиям (46) и 
П К. г, rx > 1, то при достаточно малом tx ^ t0 функция (30) голоморф-
на и является решением уравнения (22) в бицилиндре D{rx,tx). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу начального условия (46) имеем 
|х (5,0)| = г > г\. Возьмем t\ настолько малым, чтобы выполнялось не-
равенство I f , | < — — — . 

Тогда будем иметь > п , т. е . ,функция x(t,t) удовлетворяет 
условию (47). По теореме 2а заключаем, что функция v (w,t) (см. (30)) 
голоморфна в бицилиндре D{rut\) и является в D(ri,ti) решением 
уравнения (22). 

§ 5. Существование решений уравнений (22) и (12 ) и их 
единственность 

На основании результатов предыдущего параграфа можно теперь 
разрешить основной вопрос о существовании и единственности реше-
ний уравнений (22) и (12'). 



Т е о р е м а 3. Пусть функция '\,(w) голоморфна в круге I w l S r 
г > 1, и пусть гх < г, п > 1. 

Тогда при достаточном малом U > 0 , в бицилиндре D(ruti) сущест-
вует единственное голоморфное решение v (w,t) уравнения (22), удов-
летворяющее начальному условию v (w,0 )= v„(w). Если, кроме того, 
vrt(w) не принимает в to|<r значения нуль, то при достаточно малом 

решение также не принимает в D(r\,t\) значения нуль. 
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству, приве-

денному в [3J '). Разница заключается лишь в том, что здесь для 
функции v„(a>)2) будут иметь место следующие рекуррентные формулы: 

( и - f = У {Pkw + gk + glkw + gk - ^ p L 
aw 

. ( ^ + 2 w g k \-g\k ) 

где 

w do> 
W «) 

f L - t a » » 4 ( P ) + 

IPz—Pi P.-Pxj— m\ dt'" \ JS5 / '-". 

(48) 

(49) 

(50) 

+ h s 
glk= 

p.,—P\ dw 

dt"' \ h-o 
P2—P\ ^ w'. 4 

(51) 

Из теоремы 3 как следствие вытекает теорема За. Пусть функция 
z„(w) (z0(0) = 0, 2^(0) > 0) мероморфна в круге [o» |Sr , г > 1 и z'0(0) ф О 
в круге г. Тогда при достаточно малом / i > 0 в бицилиндре 
0(/•„*,), 1 < г , < г существует единственное мероморфное решение 
г (w,t) уравнения (18), удовлетворяющее условиям г (ы>,0) = z„ (я/), 
z'w(w,t) ф О в D(rvtx). Если, в частности, z0(w) голоморфна в ! w ' ^ r 0 
f , < r 0 < r , то при достаточно малом tx функция г(zu,t) будет голо-
морфна в D( r i t t \ ) ' 

§ 6. Однолистность решения 

Для окончательного разрешения поставленной в работе задачи 
требуется доказать однолистность решения. Доказательству однолист-
ности предпошлем вспомогательную лемму. 

Л е м м а . Пусть функции P(w,t), g{t),gi (t), J(t) — голоморфны и 
ограничены в D(r0,t0), t0>0, 0 < r 0 < r и пусть функция z = z0(w), 

1) См. [3], стр. 186-187. 

») V (w,t) = v0 (w) + fv, (w) +...-+- tn4n («0 + • • • (52) 



zft(0) = 0, z ' 0 ( 0 ) > 0 , голоморфна и однолистна в круге |o> |Sr . Тогда 
при достаточно малом / ' о > 0 решение г(w,t) уравнения 

дг 
dt 

+ dz 

dw 
= f(t), (53) 

удовлетворяющее начальному условию г (w,0) — zn (w), голоморфно в 
D (r'o, t'0)<rn и отображает круг |ге>|^Го на однолистные области 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Введем вместо z новую функцию связан-
ную с z соотношением 

; = Z - j f ( t ) dt. (54) 

Достаточно доказать заключение теоремы для так как в силу со-
отношения (54) оно распространяется и на г. 

Для ; получим уравнение 

д\ 

dt 

д\ 
dw 

О, (55) 

при начальном условии ; (и>,0) = г (да,0) = z0 (w). 
Для простоты доказательства можно считать, что l(w,o) = zl)(w)=w, 

поскольку общий случай сводится к этому заменой S = z„ ( ;*) ' ) . 
В случае z r t ( w ) E ® имеем \(w,t) — w{0,w,t), где (»(t,w,t) — решение 

уравнения 
d m -Г; 
dz L 

(56) 

удовлетворяющее начальному условию: w(t,w,t)-=-w. Так как по ус-
ловию теоремы правая часть уравнения (56) ограничена при |хс| <>0 , 
\t\<t о , 

I ( £ + * . ) « • + * о + в » г ) ! ^ л к ' о о , 

то из уравнения (56) следует, что при и 

ЛИ 
dx 

rfu) 
s / w и И т > я , . о | < ; M + I J 

d\, 
dt 

dt\ (57) 

+ Л! - t | < r „ -{• 2 Mta < rn. 

Покажем, что «>(т,w,t) будет голоморфна в D(r 0 , tn) и однолист-
на в |го |<Го(при | т |<*о ' , 

Известно, что если значения, принимаемые решением <»(*,w,t) урав-
нения вида (56), не выходят из области голоморфности правой части 

' ) После такой замены получим для 5* уравнение 

ot 
( А»+ * , )» + а » ) 

as* 
dw 

=0 при начальном условии 5* (w,o) • » . 



уравнения, то и само решение голоморфно. В нашем случае 
это будет выполняться при г» и М < и, следовательно, функ-
ция w(t,w,f) будет голоморфна по t и w в D{r0,ta). Однолистность 
функции о)(~,w,t) в |а>| < г 0 (при | : ] < < о , М < ^ я в л я е т с я следствием 
того, что по теореме единственности для уравнения (56) из w , = 

= ш:< ( W < r ' ° ' N s K го) следует, что и «>,*= 
= (B(^,w),T) = (o(^,a)2»") = 'K'o. Полагая в частности т = 0, получим, что 
\(w,t) голоморфна в D{r'„, t'„) и однолистна в < Г о ( п р и | * | < ^ ) . 

В силу соотношения (54) такое же заключение можно сделать и 
0 функции г(it>,t). 

Т е о р е м а 4. Пусть zn(w), z„(0) = 0, z i , ( 0 )>0 , голоморфна и од-
нолистна в \ w \ ^ r , г > 1. 

Тогда при достаточно малом 4 > 0 решение г (w,t) граничной за-
дачи (12'), удовлетворяющее начальному условию г (zo,0) = z0 (w), при 
|fl < fo отображает круг М < 1 на однолистную область G(t), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме За, при достаточно м а л о м 4 > 0 
решение z(w,t) голоморфно и zw(w,t)jr 0 в бицилиндре D(ru,t0), 
1 < r 0 < r . Следовательно, функция v(w,/) = — ! , а также функ-

г' (w.t) 
ции P(w,t), f(i), git), g^t) будут голоморфны и ограничены в D(r0,tit). 
Таким образом, фукции P(w,t), f ( t ) , g(t), g, (t) и z 0 ( w ) удовлетворяют 
условию леммы и, следовательно, функция г (w,t) ( г (w,0) = z 0 (w)) обла-
дает указанными в теореме свойствами. 

ГЛАВА ВТОРАЯ 
В этой главе будет доказана теорема 1. 
Доказательство этой теоремы, которое будет дано ниже, аналогич-

но соответствующему доказательству в [3]. 
Тем не менее, поскольку оно все же обладает некоторыми особен-

ностями, мы позволим себе привести его. Для упрощения вычисле-
ний, так же как в [3] докажем теорему существования и единствен-
ности для более простой системы: 

= -Л- f t (•*. У> У)d Tl - f / i 0?» 8 и •*) dt ж J 
Ст, 

(Г,8) 

Ох 
d-ii+fAg.gufi.x,—-, Ч 

о-. dt п J L у — x 
СЧ 

где функции g(t), g^t) и h(t) имеют вид 

g(t)= Г — + plog f—d>), 
J X J X 

c5 c; 

h(t\-= J Xd\, (a, p — постоянные), и функции / , f u f2, <p, ф — голо-

морфны в области 1*1^/*,, r , S | > f | $ r 2 , r , < r < r 2 , | < Y | S # , 
dx y\S.R, \g\<d,\gt\<d,\h\<d, 

но большое число). 
d\ 

(d— некоторое достаюч-



Доказательство теоремы для системы (42) вполне аналогично, так 
как интегрирование по ; не нарушит сходимости процесса последо-
вательных приближений, применяемого для доказательства. 
Л е м м а (Л). Пусть функции л;(?,/), •**(£. О» А' ( * Л А'*(?Д определен-
ные в области К/,,: ? С с\, удовлетворяют в этой об-
ласти следующим условиям: 

1. x(%,t), **(? , / ) и их производные по ; до второго порядка включи-
тельно голоморфны относительно t и удовлетворяют неравенствам 
вида: 

r ,=s| jc(5, t)\cr3, гх < r < r , (59) 
У ^ | X (;„ t) - х (I,, t) I <; ВI";, - У , 0 < л < 1 < В (60) 

д\к dt' 
/ = 0 ,1 ,2 , k — 0 ,1 ,2 , / + Л- |-0. (61) 

2. Л'(;,/), X*(i, t) голоморфны относительно 1 и удовлетворяют 
неравенствам вида: 

I д' X 
! d t 1 

\X(ix,t)— X($2,t) \ S t f IS, — У ! \ 0 < , 1 < 1 . 

В, 1 - 1,2 

(62) 

(03) 

(64) 

3. 
дкх д"х* 
д д 5* 

Q(\t |), к — 0 , 1 , 2 (65) 

(66) I Х(\, t) — Л'* (;, 

I A ' l \ J ) - X & J ) - X* М 4- А'* (Ss,*j| Q (И) - ;2|'S О О О , (67) 

где И ( | / | ) — некоторая неотрицательная интегрируемая функция. 

А' С V 
4. Функция Р(/")— I ' d5 удовлетворяет условию: 

X 

I > 
т 

с. 

где т — _ ! / А'п . , 
= J ; ' 

(Г,К) 

Пусть, далее, А'п(;) — функция, удовлетворяющая на С. условиям: 

! А'п (•,) - А „ (;,) | < Н0 ! - /7о < / / (69) 

1*0 (5) | < «0, Я о < А \ (70) 

Пусть, наконег, f(x, у, У), ?(л-,.у,У), •;>(*,>, У), 

Л </зг. « " 1 - М а > 8 и 1 1 х< 
дх 
д\ 

I 

/' I < d, 

, Х ) голоморфны в области 

. \У 
<d 

r.SUlSr,, г,<| v| \Х\S/?, \y\<.R, \ g \ I d , \gi\<d, 
дх 
д\ 

7",'Уч. зап. ТГУ, М 17. 



М — больше максимумов функций / 2 и их первых и вторых 
частных производных, функций ср и ей первых, вторых и третьих част-
ных производных и 

k — 0,1,2,3,4 
dkf 

дхе дут дуп < М 
1 = 0, 1 , 2 , 3 , 4 

т = 0 , 1 , 2 

п - 0 . 1 , 2 

dkf 
dxedgn'dgin <М 

к = 0, 1,2, 3,4 
1-0, 1 ,2 ,3 ,4 

т = 0 , 1 , 2 
// — 0 ,1 ,2 

(72) 

в этой области. 

При выполнении всех этих условий функции 
/ I 

о С'; о 
t I 

x * ( M ) = = S + _ L _ J dt j"/(x^ywndv+f y.te*, 

о Ст, 
/ 

?(х,у,У) 
v — x 

X(lt) = XnC;)+^- j dt f х\'\(х,у,У)-f 
о Ст 

I 

/
дк 

о 
f 

X* (;,t) = *„(*) + — (dt Ыф (x*, Г , У*) + l l ^ — 

О C'tj 
/ 

+ f Л ^ Л Л * . * * , Л 

./ О; 

C5 Cj 

(73) 

x) Здесь £ ( / ) : 

Л(0= x(i,t)di 

и под логарифмом понимается efo главное значение. 



при достаточно малом /0 = '> удонлетноряюг тем же условиям 1—4; 
с той лишь разницей, что функция ~ ( | ^ | ) заменяется на 

I 

U{\t\) = D f U(\t\)d\t\ '). (74) 

Доказательству леммы (Л) предпошлем несколько вспомогатель-
ных лемм. 

Наиболее простые леммы приводятся без доказательства. 
Л е м м а 1. При указанных в лемме А условиях 
1) функции h{t) и lr"(t) голоморфны по t и удовлетворяют услови-

ям вида: 

d'h 
dt1 < D 0 , / = 0 , 1 , 2 ( 7 5 ) 

( 7 ( i ) | / , - / / « | < / Л 2 ( | / | ) 

2) Функции g(t) и g',:(t) голоморфны по t и удовлетворяют уело 
пиям вида: 

d'g 
<)t< 

< / J , / = 0 , 1 , 2 

\g-g*\<a/j(\t\) 

( 7 7 ) 

( 7 6 ) 

3) функции (/) и яУ1!(0 голоморфны по t и удовлетворяют ус-
ловиям вида: 

0% 
Of 

I - 0 ,1,2 ( 7 9 ) 

l £ , - £ . ' K A , " J ( | / | ) . (80) 
Л е м м а 2. Интегрируя неравенства (61) и (65) по кратчайшей из 

дуг окружности | ; I = г, соединяющей точки и ;2, находим: 

I д*+1х 
\ dlkdt' ~д\кдТ 

д"х д"х д" х " д>*х* 
д;* 

д>*х* 

.. с : 

/ — 0, 1, 2, * = 

•V(Kl ) И . - ? » 

(HI) 

(82) 

Л е м м а 3. Обозначая 
t 

1 Jdt j fix,у, + j / , (tf, tf, .V) dt 
о Ст, 

через а и 

^ . j d t j'x^(x,y,y)d-,l-Jh{g,guh,x, ** X,)dt 
о Ст, о 

Через I), Г)ь I)., (/J( (/, и г. д. будем обозначать постоянные, зависящие толр 
Ко от А, В, г, г,, rt, R, Af,„ / / , / / , . М, u, а, р, m или ot некоторых из них. 



через с, будем иметь 

1) | a | S D 4 8 

М М ) - в M l s s £ > b 8 | S i - 5 * | . 

д"+ а 
dtld\k 

2) 

;D68,fc = 0, 1.2, / = 0,1,2 

д»с 
dt1 

8, k - 0 , 1 , 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 1) Из неравенства (72) следует 

] a [ = s 2 A f r 8 + M 8 = D48, 

а пользуясь неравенствами (61), (72), (77), (79), найдем 

= 1,2 / = 0 ,1 ,2 , * + 0. 
0 5 W 

(83) 
(84) 

(85) 

(86) 

(86 

(87) 

(83) 

(85) 

Для доказательства условия (84) заметим, что при интегрирова-
нии от х, до х2 по кратчайшему пути внутри кольца г ,=а |дс | ^ г 2 

имеем 
~ 1 

: f \ d x \ ^ ~ Х>\ Хч , и, следовательно, 

I / (х (?, Д у, У)•- f (х (ЬЛ У, У) I =s у М) х (U) - х (6,/) | . 

Применяя теперь неравенства (60), (72), (88), найдем: 

+ 8 у MB^-Ul^DJ 16 , -6 ,1 

2) Легко получим | с | ^ 2 г / ? / И 8 + УИ8 = rf/8. 

dc Для 

(88) 

(84) 

dt 
имеем соотношение 

dc 
dt « J J V dt dt ) J | dt | 

о с. о 

из которого, учитывая неравенства (61), (63), (72), (75), (77), (79), на-

ходим 
дс 
dt 

d" 8. Также найдем д2с 8. 



Из неравенств (60), (64), (72), (81) имеем 

I c(*ut)-c( U,t)\iZ{2rMH | к г RMB -{- к MB -j- МН }8 — S2| = 

из неравенств (65), (66), (76), (78), (80) 
t 

и 

Л е м м а 4. При указанных в лемме А условиях 

д»х д*х:;: 
/ 

d \ k d \ k 
1 , 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Принимая во внимание неравенства (65), 
(66), (72), найдем: 

Ifix,У, Y , ) - f { x \ y \ + у|_у-.у*| 

- | - | / - У | ) < * * ( * + 1 ) 0 ( 1 * 1 ) . 

а из неравенств (65), (78), (80) получим: 

!/.(*.*..*)-ЛОЛ D,+ J | - ) 2 ( | t\) 

и, следовательно, 

(89) 

/ 

X — X" 
\ 

(\t\)d\t\. (90) 

Аналогично выводятся неравенства 
~ ~ I 

дкх д* х* 
dl" дУ 

.Df ^2{\t\)d\t\, k = о > "i 

которые вместе с неравенством (90) и доказывают лемму. 
Перед доказательством последующих лемм сделаем несколько 

замечаний об обозначениях1)- Если функция / ( U ) , определенная в 
Kt„, удовлетворяет в Kt„ неравенству: 

I / ( м. t ) - / ( 5 а , * ) | S a ( f ) l $ i - , .0 0 < 1. (91) 
то будем" говорить, что f(l, t) удовлетворяет в Ktn по % условию 
Н(|i; я ( ^ ) . Аналогично, если функция ф (;, t), определенная при 
; : Сг, т] с C v Ю < А ь удовлетворяет в этой области неравенству 

1Ф в . Ъ, 0 ~ Ф (Ь, Ъ, 0 l < a ( 0 l ? i ~ 1 У 1 "I" h i ~ *hlv). (92) 
то будем говорить, что функция <j> удовлетворяет по т\ условию 
Н(\I, v; a(t,)). Эти обозначения будем применять и в случае, если 
a(t) = const. 

>) Все обозначения вводятся так же, как в [3]. 



Л е м м а 5. Если |Ф(5, n , t ) \ < Z N u | Ч* = и Ф, «Г удовлет-
воряют соответственно условиям / У ( 1 , ц ; а | ф , Н( 1,ц; b(t)), то про-
изведение Ф Ч' удовлетворяет условию Н( 1,ц; JV, b{t) -f-M,a(/)). 

Л е м м а 6. Функции 

* Jtz. т 
i\ —; at ot-

удовлетворяют условию 

и 

S y / y , « = 1,2. (94) 
, dt* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (|)орм улы 
т( 

X{,bt)-X{l,t)= f № 

i 
где за путь интегрирования взята кратчайшая из дуг окружности 
|;] = г, соединяющая точки \ и vl( следует: 

х(т„ t) - .v(;,t) = (; - ,t) f dX^t] du, (96) 

где С•== ii(t, — £) + ?, 1 » | < 1 и длина пути интегрирования не пре-

вышает — . 
2 

Из фО|)мулы (96) имеем: 

/е =<) 1 о ( 9 7 ) 
dt" J drdt* ' ' ' { ' 

dk v 
Применяя лемму 2, найдем, что (А = 0,1, 2) удовлетворяет 

д tk 

условию / / ^ 1 , 1 , Что же касается неравенств (94), то они 

легко получаются из неравенств (60) и (81). 

Л е м м а 7. Функция 

(6, V ) = - < u t) - ^ V ) = (98) 

удовлетворяет условию А/^1, 1, ^ и 

[г>, ( U 0 I S у U (*)'). (99) 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 6, 

1) (99) следует из (82) 



Л е м м а 8. Функции 

t) д w (У- w 
v ' dt ' dt-

(100) 

удовлетворяют соответственно условиям / / ^ 1, 1, )> / / ( ' . ЬАо)» 

Н{ 1, 1, Du) и 

я-'Я 

M S - ' - . 
Л 

1 ги 
dt 2 А2 

d-w 
'dt-' 

S D „ ' ) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (100), применяя лемму 7, имеем: 

Л» 

(101) 

(102) 

т. е. t u ( \ , i j ) удовлетворяет по т, условию / / ( 1 , 1 ; — — V 
V 4 Л - / 

Используя леммы 5 и 6, найдем, что - - у д о в л е т в о р я е т уело-
^ £ 

(-3£>- \ (/2и> 

1,1; ——— ) =- ,1; Ojo) и условию /У (1,1 ;D n) . 
4 А- / d t - ' Л е м м а 9. Функция 

< / ( ' , Y i . 0= - — 1 

у— X у'1' — х" 

удовлетворяет по ;, v, условию / / (1 ,1 ; D n У([^|)) и 

к ') 
М -

2 А2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Записывая q в виде: 

q ( - , f j ) = _ Ч у] —; {у* — х*—у -f х) 
у—х у*—х* ' у — \ 

(10.41 

(104) 

(ЮГ,) 

и используя леммы 5, 7, 8, найдем, что </(;,*!,/) удовлетворяет усло-
вию / / „ 1 ; д я ад). 

Л е м м а 10. Функция 

Vi—х, у—х dt \у С - ' ) . \V— X/ 
(106) 

где х, = x(Z,t-{-/;), yt = x(f\,t \ h), при достаточно малом Л удовлетво-
ряет условию //(1,1; Du\/i}) и 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно представить о, в виде: 
/4-1 

• / ди>&-1(,т) -к о. V) 

(107) 

и, учитывая (101), получить | о , | 250 1 2 |Л | х -

') (101) следует из неравенства (94). 
,J) (101) следует из неравенств (60) и (82). 



Далее, легко убедиться, что функции х, x* = xt удовлетворяют 
условиям (59), (60), (61) и (65) при (f^| = B\h\. Поэтому по леммам 
9, 10 (при £ ( | ф = 5 | Л | ) функции. 

5,0) = V 
Vr х \ У— х dt \у—х ] 

удовлетворяют соответственно условиям Н(\,\\BDyi |y]|) и 
Н(1,1; D l 0 | / / | ) и, следовательно, функция 3, удовлетворяет условию 
Н( 1,1; DH\h|), где Д , = 5 D 1 3 + D,"0. 

Л е м м а 11. Функции <?{x,y,Y), '>(A',J/,KI') удовлетворяют по ц 
условию Н { \ , { i ;D u ) . 

Л е м м а 12. Функция 

«I» (Ш = ? (х,у, У) - <? (х*,у*, У*) ») (109) 

удовлетворяет по т) условию /У(1, [v,D17 !2 Л) 

\)U(\t\)*). (89) 

Л е м м а 13. Функция 

* Ш ) = А' (х,у, У) - Х^ (х>,у*, У*) (110) 

удовлетворяет по $ условию И (ц; D l 8 U ( | f | ) и 

m<D^2\t\) >) ( н о 

Записав '/. в виде 

7. = (Х А'*) * (х,у, У) ** О (х,у, У) - (х*,у*, У*)) (112) 

и, применив лемму 5, найдем, что каждое из слагаемых удовлетво-
ряет соответственно^условию Н { ^ ( i s и> с л е" 
дователыю, x{l,fi,t) удовлетворяет по S условию /y ( | i ;D i s 2( | ^ | ) . 

Л е м м а 14. Функция 

Q^Mg&Ax,^, X ) - f s ( g \ g \ i i \ x * , , X ) (113) 

удовлетворяет по ? условию / / (;д-; /1>2о SJ (| z1))) и 

| Q | < D , A > ( | < | ) 6 ) (114) 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 12. 

Jlj дъ 
. 0 А т а к ж е - ^ , — 

2) А т а к ж е Ф, (5,?],/) = Ф (х,у, У) - ^ (Л*,^'", ) 
я) Доказательство этой леммы см. в [3|, ст|). 194 — 19"). 
<) (111) следует из неравенства |'/. I < | дс —х*|' ф + | ! Ф(Jf.y.Y)-'l' (х*,\*,К*)' 

и неравенств (62), (66), (89). , ! дк f') (114) следует из неравенства Т " 
I °g 

Oh + 
леммы 1 и неравенств (65) и (66), 

<Vi дх, j 
Г - I.V-A-!- | -Ь | ,I I — - I" dx | Ox I (); (к 

di, I ' / dx\ tx | V H* 



Л е м м а 15. Функции 

< P , ( U 0 = — . ~ ~ . Л = 1,2 (115) 
V — Л: 0 Г 

удовлетворяют но условию /У(1 и 

dtk ?i I — > 
А 

Это — следствие лемм 8, 11, 5. 
Л е м м а 16. Функция 

у— X у* — X" 

(116) 

(117) 

удовлетворяет по условию //(1,р.; 0 2 , Ц | £ | ) ) и |«>|< A0Q((<|). (118) 
Эта лемма следует из лемм 8, 9, 11, 12, 5. 

Л е м м а 17. Функция 

8, = ? ( * „ У ) - h , 
dt 

(119) 

где Xi —x(^,t h), у i — x(iitih) и т д., удовлетворяет при доста-
точно малом |/г| условию 

//(!,!>•; /Л,;!/'!)1) И | 8 , K D 2 ; | A | - . 

/ Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

32 = '^ХиУи к.) - 'г(х,У, Y)—h = 
at 

i+h 

= f№(x(ls),x(n,z),XM)-^(x(l,t), хЫ),ХЫ)) 
J дх д~. 
t 

дЧ 

tk, 

откуда следует | S 2 | < | / / | 2 

дт* 
или |62| < D , 1 \ h \ 1 , так как на оснй-

вании неравенств (61), (63), (72) 

Л е м м а 18. Функция 

= <РС*иУь « X J , - , (120) 
Vi — Xi у—х dt \ у — х J 

где Xi — x ( \ , t h ) и т. д., удовлетворяет при достаточно малом |//| 

условию А/(1,|..; Д,8 | / / |), и |8„| ^ D.,9|A)2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Записываем 8, в виде 
f':i — s i i' So -1 • S;i, г д е 

S| — ? ( x , . y , , y , ) 

s -3L=1 »2 — 

у -- X 

s, = // 

T| — $ _ _ i, J l / 1 ~ г 

.У 1 — y—x dt \y—xl 

f(XiM,Yl)-4{x,y,y) — ii 
ch{x,y, Y) 

dt 

<?{х{ууУ i) — <t(x,y,)') д h - -
dt \y—x 

>) Это — следствие лемм 11 и 12 при U(|/) = 7<|//;. 



На основании лемм 5, 10 и 11 (при 12([ф = 5 |Л|) функция s, удов-
летворяет условию //(1,ц; /Лв|Л|) и |5 , | s ;D ' 2 9 |A | a , по леммам 5, 7 и 8 
функция s2 удовлетворяет условию /•/(l,|i; D 2 8 " |А|) и | s 2 | и, 
наконец, но леммам 5, 8, 11 функция s3 удовлетворяет условию 
Я(1,ц; D20"|A|) и | s l | S D 2 9 ' " | A | 2 , откуда и следует справедливость 
леммы. 

Л е м м а 19. Если <5> (£,•»), 0 удовлетворяет по ;, у] (при ^С'Ч (ус-
ловию //(1,|1;Щ£|)), то (при интеграл 

/(5,0 = - - Г - ^ ^ , (121) 
rd j т)—i 

существует в смысле главного значения и удовлетворяет по ; усло-
вию Н(ц; D;10X(|£|)). Если, кроме того, 

m,rht)\^D3tK\t\), (122 

то 

! / ( U ) | : S D » , W > . (1-'3) 

Л е м м а 20. Если удовлетворяет но ;,т| условию /Y(1,'I;A(|/|)) н 

то 

\/{U)\^D,^l(\t\). (|25) 

Лемма доказывается путем разбиения интеграла I(\,t) — на 

два интеграла — по дуге с центром в точке = ; длины 2 г и по 
остальной части еТ| — и оценки каждого из этих интегралов. 

Л е м м а 21. Если функция 

т, т„ t, h) = .де, u,t + /7) - (;, ;ь t) - h V(; ,r ( , t). (126) 

при достаточно малом |A] удовлетворяет по ;, условию 

Я О . Г . Д и М ) и |8 |S [A |8( / / ) , l in iг(к) — 0, (127) 
h „0 

го функция /(;, t) (см. (121) голоморфна относительно t (при ; с с> 
т<м. 

г, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как функция удовлетворяет но ;,у, 

к 

условию / / ( 1 , is D-n)> и |81 = е(/г), то к ней молено применить лемму 
20, если положить >.((£|) = Ц, 4 . Применяя лемму, находим 

Г Ъ(1ц 

A J т , -
^3 8D9 4[e(A)}1 , 

откуда с, 

, i r a W l ^ ' b i + J ) = С У Щ L f / , , 
it „о к J 'i, — ; ft „0 

<\ 

где интеграл, стоящий в правой части, существует в смысле главно-
го значения (по лемме 19). 

' ) Доказательство этой теоремы аналогично доказательству, приведенному и 
f4j, § 20. 



Л е м м а В. При указанных в лемме А условиях 
1) Функции 

-I J V —х -i J У" — .Y1: 

ft, 
голоморфны относительно t в области К/о и удовлетворяют неравен-
ствам вида: 

ft = 1,2 (129) 
d t k 

I ' M ^ . O - C ^ O I ^ A m H . - ^ l ' (130) 
2) Функция 

U = /*(;,£) — ir(;,t) (131) 

удовлетворяет неравенствам: 
\U(l,t)\^D:a^(\t\) (132) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенства (129), (130) являются следст-
вием лемм, 15, 19, 5, и неравенств (61), (62) и (63), неравенства (132) 
и (133) следуют из лемм 16, 19 и 5 и, наконец, голоморфность функ-
ции и и ц* вытекает из лемм 18 и 21. 

Л е м м а С. При указанных в лемме А условиях: 

= 1 [**•< V у X 
ft 

; Д И к — (134) 
' 2 ' ' 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предыдущих лемм легко устанавливаем 
оценку 

(135) 

ft * ft 

Выберем теперь S столь малым, чтобы 1)у/> - ™ , тогда 

| < ~ 2 ~ ' 4 1 0 11 тР ебовалось доказать. 

Теперь доказательство леммы А очевидно. Выполнение условий 

(59), (60), (61) для функций x(t,t), x*(t,t) вытекает из леммы 3 и 
выполнение свойства (65) — из леммы 4. Выполнение условий (62), « ^ ~ 
(63) и (64) для функций X(t,t), А'*(;,/) следует из леммы 3 и не-
равенств (129), (130) и, наконец, выполнение свойств (66), (67)—из 
лемм 13, 14 и В. 

Из леммы С следует выполнение условия (68). Что же касается 

голоморфности относительно t функций О, а также их 



производных по 5 до второго порядка включительно), X*(l,t), А(5Д 
то она следует из голоморфности относительно t функций x(t,t), 
x*(\,t) (и их производных по 5 до второго порядка включительно), 
А ^ Д Л'*($Д свойств ф у н к ц и й / , •!>,/, Л . g>gu h 11 леммы В. 

§ 2. Теорема существования решения системы (58). 

Пусть <^(х,у, Y), <i(x,y,Y), f(x,y,Y), Mg.guх), 

д х 
M g . g t > . - голоморфны II рн 

д-

г, < |.v| S /",., r,<Z | v | S r ! t \X\^,R, [ У] </?(/" , < / < / - , ) \g\, \gi\, h\, 
dx 

и X0{1) удовлетворяет на Q условияv: 

| * 0 ( 5 ) | S t f 0 , R0<R (136) 

0 < r < l . (137) 
Тогда при достаточно малом t0 > 0 система (58) имеет в Kto един-
ственное правильное решение x = x(-,t), А'—-А'(5.0, удовлетворяю-
щее начальным условиям 

х(5 ,0)«5 , А'0,о) = А'о(?). (138) 

Доказательство теоремы будем производить методом последова-
тельных приближений. 

Рассмотрим последовательность функций: 

Л,(5,0 = 5 f : j f d t [/(5.Tl-*o('<>K'ri f / ^ g o . g ^ d t 

«(5,'l,*„(*()) 

(139) 

(140) 

Ст 

• х и в д ) - Ц — i 
0 C1, 

t 

+ I /»(go,gio,Ao,i, \,Xt>{-))dt • ' 
0 

t ' 
л-,1+1 (5,0 = 5 4- ~~~ Jdt J f ( X n ,yH, Yn )df\'\- Jfi(Xn,gn,gm ) dt 

i 

Л'я+, (5,0 = A'„(5) + ~ - f dt J Xn 
Xr v , 'i(xn,yn,Yn) 

Щх„ ,Уп,} ,.)-t— — — 
У it — Xn 

df\ -f-



О 

дкх Используя лемму А, заключаем, что последовательности Х,„х„, — 

(k = 1,2) равномерно сходятся в области Kto1). Предельные функции 
*( ; ,^=Птл ,

я (? ,0 . <V(S,£)= Н т А ^ ; , / ) являются единственным иравнль-
п »00 ft--» оо 

ным решением системы (58), удовлетворяющим начальным усло-
виям (138)1). 

Г Л Л 15 л Т Р Е Т Ь Я 

Методы решения задачи 

Наиболее естественным представляется разыскание решения задачи 
в виде рядов. На основании предыдущих выводов можно считать 
обоснованным разыскание решения задачи в виде ряда для случая, 
когда функция \(го) = Г /о ' ( я ' ) ] _ 1 голоморфна в замкнутом круге 
• H s i . 

Можно искать в виде ряда функцию i(w,t) = • 
dz 

v{w,t) — %(w) - f . . . 

Тогда для 4„{w) имеют место рекуррентные соотношения (48—51). 
Этот метод был обоснован при доказательстве теоремы 3. 

Можно разыскивать в виде ряда и непосредственно функцию г{w,f) 

*(«»,*) = *o(«0 + >*i И + . . • (142) 
На основании теоремы За, при достаточно малом /0 ряд (142) рав-

номерно сходится в бицилиндре D(l,t„) и коэфициенты z,,(w) являют-
ся функциями, голоморфными в | т у | < 1 . 

Подставляя ряд (142) в граничное уравнение (12') и приравнивая 
коэфициенты при одинаковых степенях t в левой и правой частях 
уравнения, находим для определения функций z„(w) рекуррентные 
формулы: 

Re р т WZ 
(143) 

"Re га=_ ̂ Re J < * - + 
где 

a0 = — ^ — log о — logzo\())). 
Рг —Pi 

к 
= - ( \ k = 1,2,... (144) 

рг—Pi dtk \ ^ 
p- 0 

>) Доказательство см. в [3], стр. 197—198. 



Наконец, можно разыскивать правильное решение л'($,/), X(l,t), 
системы уравнений (4'2), удовлетворяющее начальным условиям 

*(«,()) = 5, ^ , 0 ) = - - ^ - . 

Это решение может быть найдено методом последовательных при-
ближений, который был обоснован в главе второй. 

Приведем в заключение два примера, для которых решение нахо-
дилось в виде ряда: 

1) Начальная область — круг | г | < 1 . Центр трубы находится н 
точке 2„ = (). И этом случае 

20(о>) = W, г,(да) = w(l -f• а„я>), 

2.,(я») = — W Л ) 2 (1 - 2 а0") •+• (2 «„ + а) w - 2 а0- w-

где 

Р2 ~Pl 
, я„ = я logo. 

(145) 

(146) 

2) Начальная область—полуплоскость l m z < 0 . Центр трубы нахо-
дится в точке z0-= — i. Тогда 

/ \ . и> — i , . 1 
20(w) = i — , zt(w) — — -

ти -)-i 2 

. (2 i - a , ) w w - } - - — 
w -f- i 

= e o W S _ 3 w +
 2 J ~ ( 1 4 7 ) 

8 L w + i J 

Здесь 

Рз —P\ 
1й — а log — — . 

2 
(148) 

поверхностью 
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У ч т ш н з л I т е к и т о м с к о г о Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н О Г О У Н И В Е Р С И Т Е Т А 
имени 15. В. КУ!"1Ы)111И:ВД 

Исследованию продольного упруго-пластического удара стержней 
за последние годы был посвящен ряд работ. В 1945 году X. А. Рах-
матулиным доказано существование волны разгрузки. В последующих 
исследованиях того же автора были рассмотрены вопросы о движе-
нии упруго-пластических волн вдоль стержня переменного предела 
упругости, о накоплении остаточных деформаций при многократных 
ударах, об ударе стержня по абсолютно жесткой плите и другие во-
просы. После первых работ Рахматулина появляются исследовании 
других авторов. 

Г. С. Шапиро дал метод построения волны разгрузки при произ-
вольной зависимости 0 = 0 (s) и произвольной нагрузке на конце 
стержня. Ряд работ разных авторов посвящен частным задачам упру-
го-пластического удара стержней. Так В. С. Ленским рассмотрен 
удар стержня об абсолютно-жесткую преграду при линейном упроч-
нении. В 1942 году, в статье „К вопросу о напряжениях и усилиях 
при ударе" С. О. Доброгурским описан графический метод, который 
является удобным и эффективным при исследовании продольного упру-
гого удара стержней. 

В настоящей работе показывается, что этот метод исследования 
может быть применен и при решении ряда задач упруго-пластического 
удара, если принять, что зависимость между напряжениями и дефор-
мациями соударяющихся стержней описывается схемой линейного 
упрочнения. 

§ 1. Примем в дальнейшем обозначения: смещение элемента 

и (x,t), деформации г = , модуль упругости Я, модуль упроч-
дх 

нения абсолютное значение деформации, соответствующей пре-
делу упругости г.,. 

Напишем дифференциальные уравнения продольных колебаний 
стержня, а также зависимость между напряжением и деформацией для 
различных областей изменения деформации. 

Имеем в области упругих деформации: 

№ 17 11)52 

ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОДОЛЬНОГО 
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО УДАРА СТЕРЖНЕЙ 

С. Д. Мочалов 

(1.1.) 

(1.2) 

Для области пластических деформаций имеем: 

(1.3) 

3 = £ > - ( / : - £ , ) « , . (1.4) 



И области разгрузки: 

дги , д1и , , дгт — — = я , !
т - (По2 <i,2) — - (1..1) 

от- дх1 дх 

z = Ez (Е /:,)(2,„ + з,.). (1.6) 

Здесь е,„ представляет деформацию, которую имел элемент в мо-
мент прохождения волны разгрузки. 

Полны, движущиеся вдоль стержня в упругой области и в области 
разгрузки, изображаются в плоскости xot характеристическими пря-
мыми: xzLa0t — const. 

Волны пластические изображаются прямыми x Jz a^t = const. Ско-
рость распространения волн в упругой области будет а0 , а в зоне 
пластической а{. Смещение и (х \t) есть функция непрерывная, а ее 

ди ди , 
производные е = — • — и d = при прохождении фронта волны 

дх dt 
испытывают разрыв; при этом, как известно, s и должны отвечать 
условию кинематической совместности. 

Условие кинематической совместности формулируется следующим 
образом: если функция и (x;t) при переходе через некоторую кри-
вую / (х ;£) = () остается непрерывной, а ее первые производные пре-
терпевают разрыв, то скачки производных должны быть пропорцио-
нальны соответствующим частным производным от / ( x , t ) . 

Пусть sj, г>! - значение производных перед фронтом, а е2. ^ за 
фронтом волны, движущейся вдоль характеристики 

a0t х = const. 

Условие кинематической совместности дает: 

V-i I', — ( / 
3 2 г 1 

или 

1'а ч ао h — + tZo ®i вдоль X = const. (1.7) 
В случае движения волны вдоль характеристики a0t-\-x = const 

условие кинематической совместности имеет вид: 

V2 я0 = — «о на a0t-)- х — const. (l.K) 

На фронте пластической волны совместность выражается соот-
ношениями 

t ' 2 - b « i г2 = г '1- | -я1 £1 на - .к = const (1.9) 

Vi — а\ г2 = v\ — rti в[ на a \ t х = const. (1-Ю) 
В случае продольных колебаний стержня условие кинематической 
совместности имеет простой механический смысл. 

Пусть, например, вдоль стержня в положительном направлении 
движется упругая волна, фронт М которой (черт. 1) перемещается со 
скоростью а0. В плоскости xot рассматриваемой волне соответствует 
прямая a0t х = const. 

Элемент abed, в момент t расположенный перед фронтом волны, 
по истечении времени dt окажется за фронтом М{ Nx и займет поло-
жение ai bi Ci di. Деформация этого элемента в момент t-\-dt будет 
слагаться из деформации, которую он имел в момент t, и дополни-
тельной деформации, возникающей в силу неравенства скоростей Vi 



и t)2. Деформации и е2 очень малы, поэтому можем считать, что 
деформация г2 за фронтом полны буцет равна: 

= £| -j- I'l г». 
ИЛИ T > 2 - t - ' l o s 2 = ® l + " o i l . 

что совпадает с (1.7). Условие кинематической совместности, таким 
образом, выражает тот факт, что деформация элемента за фронтом 
волны равна деформации перед фронтом плюс разность скоростей эле-
ментов, деленная на скорость распространения волны. Соотношение 
такого вида справедливо 

М м, 

г -
1\di 

л, а, S 
с, cL 

k u.dt -

S, 
d, ex-

на фронте любой волны. 
Преобразуем соотно-

шения (1.7) (1.10), за-
менив в них деформации 
через усилия. 

На фронте упругой 
волны, движущейся в по-
ложительном направле-
нии, на основании (1.7) 
имеем: г»,—Vi=a0 (s2—ej). 

Напряжение, возни-
кающее в стержне перед фронтом волны, будет а, =£?«!, а за фрон-
том о, = Е г 2 , 

Изменением площади S поперечного сечения стержня при прохож-
дении волн пренебрегаем. Усилия, действующие в стержне с разных 
сторон фронта волны, будут: 

-К 
Черт. 1 

V;dt 

откуда: 

= 5 а, = 5 Н е |, 

F\ 

/'•_> — Si, — S Es1t 

F, 
SE 

C2 
SE 

подставляя в (1.7), получим: 

V\ 
ES 

(F2 Fx). 

Таким образом, при движении волны вдоль характеристики поло-
жительного наклона усилия и скорости связаны соотношением: 

V\ = 
До 
ES 

(F, F\) вдоль a0t — A'-= const. (1.11) 

Аналогично, если упругая волна движется в отрицательном направ-
лении, на ее фронте имеет место соотношение: 

V2 — V\ • 
QQ 

ES 
(F-i — F\) вдоль aat-fл; = const. (1.12) 

Рассмотрим теперь фронт пластической волны, движущейся в по-
ложительном направлении. Скорость ее движения равна щ. При воз-
никновении пластической волны в каком-нибудь сечении стержня, 
когда деформация элемента мгновенно из упругой переходит в плас-
тическую, одновременно возникает упругая волна, которая несет 
предельную упругую деформацию = — и, предшествуя пласти-
ческой волне, так как а » > а ь движется со скоростью а0. Таким об-

8». Уч. зап. ТГУ, N 17 



разом перед фронтом пластической волны всегда деформация эле-
мента равна предельной упругой деформации. Перепишем (1.9) в виде: 

г>2 —г>, = — «1 С»я — *1 >-
В силу (1.2) и (1.4) имеем: 

. _ з 2 + ( £ —£i)X* 
Е 

h 
Е 

®i ~ где з, — — £з , . 

Подставляя г, и е2 в (1.9), получим: 

Я| 
V-1 — vx = —, — (о2 -- 0|). 

Выражая напряжения через усилия, будем иметь: 

v^-vy — — ( F . - f i ) на ait — х-= const (Fi = — ESss). (1.13) 
b\S 

Для пластической волны, движущейся в отрицательном направле-
нии, аналогично имеем: 

щ — vi- а\ (Ft - Fx) на axt х - const (F{ = - ESss). (1.14) 

Пусть по части стержня, подвергшейся пластической деформации, 
пробегает в отрицательном направлении со скоростью а0 волна раз-
грузки, возникшая в результате отражения от свободного конца 

a, ц, a, ц, 
£KVl г ? - г , ^ v.. 

О-., 
<5, 

Черт. 2 Черт. 3 

стержня. Перед фронтом этой волны (черт. 3) будут находиться эле-
менты, испытывающие пластическую деформацию (е,), а за фронтом 
будет происходить разгрузка элементов. На основании (1.8) имеем: 

v 2 ~ v i = a0 (е2— ej), где по (1.6) и (1.4) 

+ Е-Е, 
' Е ' Е Ei Ех 

Выражая е, через напряжения oj и зг, имеем:' 

о2 Е— Е{ / з, 
е5 = • 

Е ' Е 

Подставляя е, и s3 в (1.8), получаем: 

о2 . Е — Ei ( з. 
v2 — Vi = a„ 

или 
li+^d-JH-i- E-Ej 

A 



Заменяя напряжения через усилия, получаем на фронте волны 
разгрузки соотношение: 

v2 - vt = (F\ Fl) на a j + х = const. (1.15) 
/ - » s 

Если нолна разгрузки будет двигаться в положительном направ-
лении и, следовательно, ей будет соответствовать характеристика по-
ложительного наклона a j х — const, то на фронте такой волны 
имеет место зависимость: 

v2 _ ( / - j /-",) на a0t х = const. (1.16) 
hS 

В части стержня, первоначально подвергшейся пластической дефор-
мации, а затем разгрузке, может возникнуть новая упругая волна. 

Если е, и г», — деформация и скорость перед фронтом такой волны, 
движущейся в положительном направлении, а е2 и v2 — деформация 
и скорость за фронтом, то из (1,5) следует, что: 

vt -г\ = я0 («з • *i). 

Па основании (1.6) г3 и г, выражаются формулами: 

о., . F Е\ . . , 
«2 = Н ( « m ' W 

31 I F. h 1 , v 
г 1 = ~ 1 ^ (г"1 "Г 

где &т есть наибольшая деформация, испытанная элементом при про-
хождении пластической волны. 

Подставляя е, и е2 в (1.5) и заменяя о, и о, через усилия F\ и Ft, 
приходим к соотношению: 

v2—v1 = (Ft—F{) на характеристике a0t — x = const. (1.17) 
ES 

Если же упругая волна будет двигаться в отрицательном^ направ-
лении по "указанной выше области, то на фронте этой волны будем 
иметь: 

v i - V i — - ^ — { F 2 — Fi) на характеристике aat-\-x~ const. (1.1 К) 
ES 

Найденные соотношения (1.11 — 1.18) послужат основанием для 
геометрического исследования упруго-пластического удара. 

§ 2. Рассмотрим удар стержня по абсолютно жесткой преграде. 
Стержень длины / и площади сечения S, движущийся со скоростью 
v0 по нормали к преграде, ударяется торцом. Принимаем скорость vn 
столь значительной, что в момент удара в стержне возникают пла-
стические деформации. Нужно выяснить картину распределения по 
длине стержня и во времени скоростей элементов и усилий. 

Из соотношений (1.11 — 1.18) видно, что, когда волне соответствует 
характеристика положительного наклона, скорость и усилие на фронте 
этой волны связаны линейным соотношением, которое в плоскости 
FOV изобразится прямой отрицательного наклона, и, наоборот, при 
движении волны в отрицательном направлении соответствующие ей 



скорость и усилие связаны соотношением, изображаемым прямой по-
ложительного наклона. 

С началом соударения с конца стержня, мгновенно возникнув, 
устремятся две волны—упругая и пластическая. Упругая волна будет, 
двигаться вдоль характеристики OA, а пластическая—вдоль ОС 
(черт. 4). 

В области Ви ограниченной характеристикой OA, усилие равно 
нулю и скорость равна—v0. Область Вх изобразится в плоскости FOV 

Черт. 4 

точкой (1). Во всех точках области В._, усилие равно — Fs (Fs—SEes), 
а вдоль OA имеем на основании (1.11) 

v 4-1>0 = F. 
^ FS 

Точка (2) в плоскости FOV, изображающая состояние элементов 
в области Вг, отыскивается как пересечение прямой с угловым коэф-
фициентом — .проходящей через точку (1), с прямой F= —Fs, 

ES 
Вдоль ОС на основании (1.13) имеем соотношение: 

F\). 

Из граничного условия имеем, что при jc = 0 скорость и = 0; таким 
образом, точка (3), характеризующая состояние элементов в области 
В3, отыскивается как пересечение прямой отрицательного наклона 

, проходящей через точку (2), с прямой v = 0. 
EtS 
Упругая волна, отразившись от свободного конца, будет двигаться 

вдоль характеристики АВ до встречи с пластической волной в точке С. 
В результате встречи к свободному концу пойдет или только уп-

ругая волна, или упругая, несущая предельную упругую деформацию, 
и волна пластическая. Этот вопрос остается невыясненным до соответ-
ствующих построений в плоскости FOV, 



Точка (4), соответствующая области Bit лежит на пересечении 

прямой положительного наклона проходящей через точку (2), 
ES 

и оси F— 0. 
Из проделанных построений следует: 
1. Области Bt плоскости xot (черт. 4) изображаются точками пло-

скости FOV. 
2. Двум областям плоскости xot, разделенным характеристикой по-

ложительного наклона, соответствуют две точки плоскости FOV, ле-
жащие на прямой отрицательного наклона; если же области разделены 
характеристикой отрицательного наклона, то точки, их изображающие, 
лежат на прямой положительного наклона. Точка (5), например, в 
рассматриваемой задаче отыскивается как пересечение прямой поло-
жительного наклона, проходящей через точку (3), и прямой отрица-
тельного наклона — , проходящей через точку (4). 

ES 
Если ордината точки (5) окажется меньше—/7*, то это будет озна-

чать, что в точке С возникнут и пойдут к свободному концу две 
волны: волна упругая, несущая предельную упругую деформацию, и 
волна пластическая. В этом случае точка (5), соответствующая области 
упругой волны, будет лежать на линии F = FS, а точка, изображаю-
щая область вновь возникшей пластической волны, отыскивается обыч-
ным способом. 

Дальнейшее построение в случае, приведенном на черт. 4, про-
должается до получения в области, прилегающей к ударяющему торцу 
стержня, положительной силы F. Это будет указывать на прекраще-
ние соударения (точка К на черт. 4). 

Построение картины движения волн в плоскости xot и отыскание 
скоростей и усилий в плоскости FOV должно вестись одновременно. 

Длина зоны пластической деформации, а также время соударения 
х определяются в плоскости xot. 

Зная наибольшее усилие в пластической зоне, равное ординате 
точки (3), можно вычислить величину остаточных деформаций. 

Отыскание координат точек (1)—(8) геометрическим построением 
можно заменить последовательным совместным решением уравнений 
прямых: 

В{В2 

В2ВЯ 

В, II, 

ад 

ад 

ES 

EiS 
Ч0 с 

ES 

«о с 

^ г. — I'j, = _/=",). 

В результате решения получим выражения для скоростей и дефор-
маций, найденные В. С. Ленским. 

Рассмотрим теперь удар стержня о вязкую преграду. 



Пусть сила сопротивления преграды пропорциональна скорости уда-
ряющего торца стержня: 

F = Kv или v = — F, 
К 

Здесь К — коэффициент пропорциональности. Значение К = оо соответ-
ствует абсолютно твердой преграде. 

Графическое решение задачи проводится подобно предыдущему и 
приведено на черт. 5. 

Картина движения волн в стержне при ударе о вязкую преграду 
показана на черт. (5а), а распределение усилий и скоростей в этом 
случае на черт. (5с) точками, обозначенными цифрами coj-звездочками. 

Для сравнения рассмотрен удар того же стержня, двигавшегося с 
той же начальной скоростью vQ, о преграду абсолютно-жесткую. 

При ударе о вязкую преграду граничное условие при л;=0 изобра-

жалось в плоскости FOV прямой: v= - F, а при ударе о жесткую 
К 

преграду прямой и = 0. 
Схема движения волн при ударе о жесткую преграду дана на 

черт. (5в), а, усилия и скорость определяются координатами точек, 
обозначенных на черт. 5с цифрами без звездочек. 

Точки эти в основном оказались смещенными в сторону положи-
тельных скоростей. 



Если допустить, что вязкая преграда не препятствует обратному 
движению торца стержня, то время соударения т в обоих случаях в 
данном примере будет одинаковым. 

В рассмотренной задаче при ударе о вязкую преграду зона пла-
стических деформаций OS оказалась меньше зоны пластических де-
формаций OSi, возникающей при ударе о жесткую преграду. 

Остаточные деформации на участке OS в первом случае всегда 
будут меньше, чем во втором, так как модуль ординаты точки (3*) 
всегда меньше модуля ординаты точки (3). 

Рассмотрим соударение двух стержней. 
Два стержня длины / | и /2 и площади сечения S, сделанные из 

одного материала, движутся навстречу друг другу со скоростями, 
модули которых есть Wj и W2. 

Движение волн вдоль стержней и распределение усилий и скоро-
стей представлены на черт. 6. 

Для того, чтобы в рассматриваемых соударяющихся стержнях воз-
никла пластическая деформация, скорости их, как следует из черт. 6в, 
должны отвечать неравенству: 

UVI- W a > 2 Fs t g T , 
где 

t g T " ~ f s ~ ' F ' = E S t » 

Отсюда следует, что 

W i - f W2>2a,zs, 

Время соударения для рассмотренного примера будет * = ао 
Стержни расходятся вибрируя. 

Графический метод позволяет следить за движением волн в стерж-
нях и после окончания соударения. 

В рассматриваемой задаче в момент времени, непосредственно сле-
дующий за окончанием соударения, правый торец первого стержня 
приобретает отрицательную скорость, равную абсциссе точки Сi8, а 
левый торец второго стержня отойдет с положительной скоростью, 
определяемой абсциссой точки Р10 . 

Длины зон остаточных деформаций в стержнях оказались различ-
ными, а величины остаточных деформаций равными. 

В правом, более коротком, стержне длина зоны будет равна 

Qq - + - fl] 
и определяется из уравнений: 

а^2 = OS 

< i 0 / , 4 - O S = 2 / 3 . 

Длина пластической зоны левого стержня находится как абсцисса 
точки пересечения прямых ОВ и АВ. Решая систему: 

я, ti = 0 5 | 

«о*. -OS, = 2 / , 
находим: 

(7П — Я| 



Области распространения пластических деформаций в обоих стерж-
нях оказались таким образом зависящими от длины короткого стержня. 

Это заключение будет справедливым, если /, достаточно велико 

h > а ° " Ь а ' и. волна, отраженная от свободного конца короткого 
a0 — at ) 

стержня, догонит пластическую волну в длинном стержне раньше, 
W, _ Wn 

Г 

1> 

Черт. 6 

чем с ней встретится волна, отраженная от свободного конца этого 
стержня, а относительная скорость стержней не превосходит некото-
рого предела, 



Рассмотрим соударение двух стержней из различных материалов. 
Пусть первый стержень имеет длину /,, площадь сечения 5, , модуль 
упругости Я01, модуль упрочнения £ , , , усилие, соответствующее пре-
делу упругости —Fs 1 и скорость Wi > 0. 

Соответствующие величины для второго стержня обозначим: /2, 
St, £ 0 j . £12. —Ft3 и скорость vt = — (W2 > 0). 

Построение схем движения волн и распределения скоростей и уси-
лий (черт. 7) в настоящем примере тем отличается от построений пре-
дыдущей задачи, что в плоскости xot наклоны характеристик первого 
стержня отличны от наклона характеристик второго стержня, точно 
так же, как и наклоны прямых в плоскости FOV, соответствующих 



первому-стержню (прямые с—с), будут отличны от наклонов прямых, 
соответствующих второму стержню (прямые р-р). 

Принцип построения схем остается тем же. 
В рассматриваемом примере точка РЛС3 плоскости FOV, черт. 7в, 

оказалась ниже прямых F= — FS2 и F<= — FSX\ это указывает на 
возникновение с началом соударения волны пластических деформаций 
в обоих стержнях. Если точка РА С3 окажется расположенной между 
прямыми, пластическая деформация возникает только во втором 
стержне, и, наконец, при расположении Я3С3 над прямой F— — FSГ 
удар стержней будет упругим. 

Выясним, какому условию должны удовлетворять скорости Vx и, Уг 
для того, чтобы в стержнях возникли пластические деформации. 

Принимаем, как и на чертеже 7, что FSX^>FS2. 
Рассмотрим черт. 8. Из чертежа имеем: 

г rt ' 6 |й / Г С 1 ° ' Г. Л ' 
£01«->1 0̂2*->2 £12^2 

Второй стержень достигает предельной упругой деформации, если 
точки С2 и Р2 совпадут на линии F——FXJ (чертежи 7 и 8). 

Черт. 8 

W Относительная скорость стержней в этом случае будет равна 
(черт. 8). 

Vl — V-, = Ps2 (tgVs + tgTi)-

Подставляя tg-,'2 и t g 7 b имеем: 
p. 

vx-v2 = «02 h •+- т р ' - «0| 

или 
F, 

I'l —Vi = «02 es2 -| ао1е.,1» 
O i 

Отсюда следует, что удар стержней будет упругим, если скорости 
vx и v2 удовлетворяют неравенству: 

F-o 
f i — v2 < а02 е4- Ц — ~ ~ a0\GsX. Fs, 

В первом стержне возникает предельная упругая деформация, если 
относительная скорость vx—v2 будет такова, что точка Р3С3 совпа-
дает с точкой С2 на линии F=Z — FIX) тогда относительная скорость 
определится из уравнения: 

vx — v2 = FSX tg - f FY, tg 7, -b (/•",, — FS2) tg 7 / , 





подставляя tg7, и tg-;'2, имеем: 

VI — V., = А0, Е,, +O„I В,, ( F , I — FS,) . 
bvS., 

Найденные соотношения позволяют сделать следующие заключения 
(для случая >/="„): 

1. Если относительная скорость удовлетворяет неравенству: 

. , 
~ V-, < «02 + " - «01 '.vl, 

Гц 
то удар стержней будет упругим. 

2. Если же относительная скорость ограничена неравенствами: 

F А 
«02 Я.Н ®.V| < f , — V , < а 0 , S.V, + «01 ».«| + ( f t l — Fsi) ~ с -

то во втором стержне возникает пластическая деформация и упру-
гая деформация в первом стержне. 

3. Когда относительная скорость велика и выполняется неравенство 

VI — V., > А0, + «01 £,YJ • I- (/•",, — FS.,) 

то в обоих стержнях возникает пластическая деформация. 
Если сечения стержней подобраны так, что F s i - = F s 2 , t . е., площади 

сечений удовлетворяют соотношению: 

£01 e.si 
то пластические деформации в обоих стержнях возникают одновре-
менно при выполнении условия: 

v i — Щ > а 0 2 г 4 , - { - а 0 1 в л 1 . 

11ри рассмотрении картины |)аспределения скоростей и усилий об-
ращает на себя внимание то обстоятельство, что хотя первый стер-
жень имел до удара скорость W t , большую скорости W2, однако по 
окончании удара скорость всех его элементов оказалась близкой к 
скорости— W2 и даже имеются элементы в области С8, скорость кото-
рых в отрицательном направлении превосходит скорость W.,. Таким 
образом первый стержень в общем воспринял скорость второго стерж-
ня. В то же время второй стержень оказался гораздо менее воспри-
имчивым к начальной скорости первого. В момент окончания соуда-
рения элементы второго стержня, прилегающие к ударяющему торцу, 
имели даже отрицательную скорость (точка Рй), которая немногим 
больше начальной скорости стержня— Wz. 

Объясняется это тем, что первый стержень обладает большой 
упругостью (твердостью), остаточные деформации, возникшие в нем, 
очень малы, и он по существу испытал почти упругий удар. 

Второй же стержень подвергся большой пластической деформации, 
* из энергии, сообщенной ему первым стержнем, лишь часть обрати-
лась в энергию кинетическую, а другая часть ушла на образование 
*оста*очных деформаций. 

Рассмотрим удар составного стержня об абсолютно-жесткую пре-
граду 

Стержень, представленный па чертеже У, спаян из двух цилинд-
ров различных длин, сечений и материалов. 



Как в предыдущем примере, для первого цилиндра, обращенного 
к преграде, обозначим длину его площадь сечения 5, , модуль 
упругости Е01, модуль упрочнения Еч, усилие, соответствующее пре-
делу упругости Fs\. Соответствующие величины для второго стержня 
будут: S2, £02. £12» Fst. 

Составной стержень движется по нормали к преграде с начальной 
скоростью 1/0. При построении плана движения волн и схемы усилий 
и скоростей приняты следующие граничные условия: 

1. На преграде скорость элементов стержня равна нулю. 
2. На свободном торце второго стержня усилие равно нулю. 
3. В месте соединения стержней скорости и усилия равны. 
Как видно из черт. 9, области С3, С8, Ся плоскости xot оказались 

областью одной волны, которая в плоскости FOV изображается точ-
кой С3. Точно так же областям С2, Си С7, С1о плоскости xot соответ-
ствует точка С2 плоскости FOV. 

Построения диаграмм доведены до конца соударения. В рассмот-
ренном примере время соударения т, как видно из черт. 9-а, будет 
равно: 

U ' / ч 
"С = Г) — + 2 

й0, «01 

Изменение давления стержня на преграду характеризуется точками 
Ся, С13, Сп, С-ц, С26, лежащими на оси F. Давление, как видим, в 
общем убывает, хотя не всегда давление, возникшее позже, меньше 
всех предыдущих. Так, например, в области С п давление больше, 
чем в предыдущий промежуток времени в области С1з. 

Давление между стержнями и скорость сечения спайки даются 
точками, обозначенными двумя буквами с-р. К концу соударения это 
сечение приобретает значительную положительную скорость, и дав-
ление между стержнями делается небольшим, заменяясь в последую-
щем движении усилием растяжения. 

Пластической деформации подверглись оба конца первого стержня, 
причем ббльшую испытал торец, обращенный к преграде. 

Длины зон пластических деформаций могут быть взяты с чертежа 
или вычислены как абсциссы точек пересечения соответствующих 
характеристик. 

Для рассмотренного примера длины зон пластических деформаций 
определяются равенствами: 

OS= 

0.5, = 

а о, 2 а и / а 

«02 «ll-ffloi 

«„1 2а и I? 
а0.. «•1 — «и 

Если при прочих равных условиях длину второго стержня сделать 
больше и такой, чтобы удовлетворялось соотношение: 

OS 1 0,5,=-^- 2а J , (—! + —J ) > / , 
«0:> Woi-Hi , •• — flu/ 

или 
До, (fl0|

2 — Д,12) . 
2 . : '1, 

4flot Ян 

то первый стержень весь подвергнется пластической деформации, так-
как пластические волны, идущие с обоих концов первого стержня, 



встретятся в этом случае раньше, чем их достигнет волна, отражен-
ная от свободного конца второго стержня. 

Возникновение пластических зон в составном стержне может быть 
весьма различным в зависимости от данных, характеризующих состав-
ляющие цилиндры. Если, например, второй стержень по своим упру-
гим свойствам близок первому стержню так, что составной цилиндр 
будет почти однородным, то, естественно, пластическая деформация 
возникает лишь с конца первого стержня, обращенного к преграде. 

Некоторые случаи возможного возникновения пластических зон в 
период времени, непосредственно следующий за началом соударения, 
показаны на черт. 10, где каждой верхней картине движения волн 
соответствует нижний чертеж распределения скоростей и усилий. 

' " ' • О ' ' " - ' - а ; 

Черт. 10 

На рис. 10а представлен случай, когда FS] > FS2 и t g y , > t g Y 3 . Пла-
стическая деформация во втором стержне возникла со стороны, при-
легающей к первому цилиндру, через промежуток времени — после 

floi 
начала соударения. Конец первого стержня, ударяющий о преграду, 

начал испытывать пластическую деформацию через время т = 
« 0 1 

:после начала соударения, когда первая волна, возникшая при ударе 
]в левом стержне, отраженная от места спайки стержней, вернулась 
]к преграде. 

На чертеже 10в имеем: FST и t g ' 1 ' , < t g f 1 . Конец первого 
(стержня, ударяющий о преграду, испытывает пластическую деформа-



цию с началом соударении. Но втором стержне движутся волны 
упругие. 

На чертеже 10с дано начало построения схем для случая, когда 
F S i ^>F s 3 и tgv ,< tgV2- Пластическая деформация в левом конце пер-
вого стержня возникает с началом соударения, а в левом конце вто-
рого стержня через промежуток времени — после начала соударения. 

« 0 1 

Кроме указанных случаев, не исключена возможность появле-
ния пластических деформации в составном стержне по истечении не-
которого промежутка времени после начала соударения. 

Исследование графическим методом продольного упруго-пластиче-
ского удара стержней при линейном упрочнении может быть прове-
дено во всех случаях, когда граничные и начальные условия таковы, 
что в стержнях образуются волны, каждая из которых несет посто-
янную скорость элементов и постоянную деформацию. Во всех рас-
смотренных выше случаях это имело место. 

К такому же типу задач относится' и задача об ударе упругим 
стержнем по стержню упруго-пластическому, опертому одним концом 
на абсолютно-жесткую преграду (черт. 11). 

Построение схем на чертеже 11 доведено до момента, когда эле-
менты ударяющего стержня приобрели в процессе отражения значи-
тельные положительные скорости, и давление на преграду со стороны 
стержня, подвергшегося удару, стало близким к нулю. Поэтому по-
явление пластических деформаций в дальнейшем не будет иметь 
места. 

Давление в зонах С„ С,„ С,, и т. д. с течением времени в общем 
убывает, хотя некоторые усилия, возникающие позднее, значительно 
превосходят ряд давлений, возникавших ранее. Так, в области С,о 
усилие более, чем в полтора раза превосходит давление, возникшее в 
области С,7. 

Наибольшее давление возникает в области С, через промежуток 
А времени — после начала соударения и сохраняется до прихода волны, 

«О! 
отраженной от свободного конца ударяющего тела (черт. 11а). 

Скорость и усилие в месте соприкосновения стержней в процессе 
удара характеризуется точками С,Р2, СЬРИ и так далее. Как видно, 
эта скорость с течением времени монотонно возрастает. 

Давление между стержнями, достигнув мгновенно с началом со-
ударения величины, определяемой ординатой точки С2РГ, затем моно-

2/, 
тонно убывает до момента г— —, когда к правому торцу первого 

«01 
стержня приходит волна, отраженная от преграды. В этот момент 
сила взаимодействия между стержнями резко возрастает и в приле--
гающей к правому торцу части первого стержня возникает пластиче-
ская деформация (область 25). Такой резкий скачок давления объяс-
няется тем, что вдоль волны, отраженной от преграды, в областях 
С 2 ,С Ш С19 элементы сильно сжаты, почти до предела упругости, и 
при подходе к правому концу стержня волна сообщает элементам 
положительную скорость (точка С10), а элементы ударяющего тела, 
прилегающие к его левому концу, имеют к тому моменту скорость 
отрицательную (точка Р9). Вследствие этого за фронтом волны, воз-
никшей в области 24—25, деформация элементов первого стержня 
выходит за предел упругих деформаций. 



6 
П р и м е ч а н и е : На чертеже 11 седана схема построеиня точек: PinCn f l 4 , Ctl, Cu , Cl0 н укрупненном масштабе. 

Черт. 11 



Черт. 12 



И области же (36) пластическая деформация возникла в резуль-
тате того, что волна, за фронтом которой элементы были сжаты почти 
до предела упругости (область 33) и имели отрицательную скорость, 
встретилась с волной области 28, которая сообщала элементам ско-
рость равную нулю, а деформацию, равную предельной упругой де-
формации. 

Как видно, в отличие от рассмотренных ранее случаен, в стержне, 
подвергнувшемся удару, возникли три отдельных зоны пластических 
деформаций OS, O jS j , 5 ,5 , . 

Наибольшей пластической деформации подвергся конец стержня, 
прилегающий к преграде; там образовалась зона пластических дефор-
маций, состоящая из двух участков. Остаточные деформации на уча-
стке OS' будут больше, чем на участке S'S. 

При небольшом увеличении скорости г>0 ударяющего тела зоны 
пластических деформаций распространятся на весь стержень. 

Если ударяющий стержень более упругий (твердый), чем рассмот-
ренный на черт. 11, то волны по нему в прямом и обратном направ-
лении будут двигаться быстрее. Отражаясь от свободного конца и 
часто следуя в ударяющем теле друг за другом, волны, достигая 
места соприкосновения стержней, будут вызывать в первом стержне 
все новые и новые волны. Чем тверже ударяющий стержень, тем 
чаще друг за другом следуют волны по первому стержню. При ударе 
телом абсолютно-твердым волны по первому стержню будут непре-
рывно следовать одна за другой, и в каждом сечении стержня ско-
рость и деформация элемента будут все время меняться. 

Из сказанного следует, что при рассмотрении удара по стержню 
абсолютно-твердым телом можно найти приближенное графическое 
решение, заменив твердое тело достаточно упругим стержнем. 

Графическим методом могут быть решены и другие задачи, в ча-
стности задача, рассмотренная X. А. Рахматулиным, о полубесконеч-
ном стержне, на конце которого давление, мгновенно достигнув мак-
симального значения, оставалось в течение некоторого времени по-
стоянным, а затем мгновенно падает до нуля. 

В качестве последнего примера рассмотрим задачу о повторном 
ударе стержня об абсолютно-жесткую преграду. Стержень длины /, 
первоначально подвергнутый со скоростью v0 удару о преграду так, 
что в нем возникла пластическая деформация на участке OS (черт. 12"), 
ударяется тем же концом вторично со скоростью v0. 

При исследовании второго удара стержень рассматривается как 
составной цилиндр, участок OS которого имеет бблыний предел 
упругости. 

В плоскости FOV (черт. 12е) точки ЬИ ЬГ, ЬЪ, Ь,И ЬЙ относятся к 
первому удару стержня о преграду. 

Усилие, соответствующее новому пределу упругости на участке 
OS, изображается ординатой точки Ь3 и равно F= — FSX. 

Областям вида Р2, Я6> Ро плоскости xot, усилия в которых 
равны предельному упругому усилию, в плоскости FOV соответствуют 
точки Р2, Р в , Р5 лежащие на прямой F=—Fsi. 

Как видно из черт. 12е, всякая волна, приходящая в сечение S из 
левой части стержня до прихода волны, отраженной от свободного 
конца, вызывает в части стержня правее S пластические волны (об-
ласти С3, С6, С8, с1 0 . . . .) . 

В плоскости FOV этим волнам соответствуют точки Р4С8, PaQ. 
лежащие на прямой сф%. Чем позднее возникла такая пластическая 
волна, тем ближе соответствующая ей точка на прямой сгЬ3 располо-
жена к точке frj. 



Первой нолне, отраженной от свободного конца стержня, соответ-
ствует характеристика АЕ. В результате встреч этой волны с пла-
стическими волнами будут возникать и двигаться к правому торцу 
упругие волны (области Сс, С7, С0, С,, . . . .) ,которым в плоскости FOV 
соответствуют точки (Сп, С-,, Со, С,,,....) расположенные на прямой С.{Ь:,. 
По мере приближения волны, отраженной от свободного конца, к се-
чению S, чаще будут возникать и следовать вправо друг за другом 
упругие волны, а им соответствующие точки на прямой с4Ь6 будут 
приближаться к точке В момент, когда отраженная волна достиг-
нет сечения S, вправо пойдет упругая волна, которой соответствует 
характеристика KD, а скорость и деформация, несомые этой волной, 
равны координатам точки Ь;>. Таким образом, элементы, расположен-
ные правее сечения S, приобретут значительные положительные ско-
рости, и возникновение в дальнейшем новых пластических деформаций 
не-будет иметь места. 

В рассматриваемом примере при втором ударе зона пластических 
деформаций удлинилась на величину SSi (черт. 12в); остаточные де-
формации возрастают к ударяющему торцу стержня и наибольшее 
значение имеют на участке OS2. 

Если стержень подвергнуть многократным ударам, то после л-го 
удара усилие на торце стержня, соответствующее новому пределу 
упругости, равно ординате точки Q„ (черт. 12с). При дальнейшем уве-
личении П точка Qn будет стремиться к точке N. 

Таким образом, как видно из чертежа, при бесконечном числе 
ударов предел усилия FSN на торце стержня будет равен: 

lim FSN = ON — I V -
Л - > М t g Y 

lim FSN = ES, 

откуда предельная упругая деформация торца стержня представится 
формулой: 

.. 'lim Fsn _ Kn l i m s . v „ = _ — — — = — 
«-•on E s (i0 

Этот результат был получен X. А. Рахматулиным. 
Аналогично можно рассмотреть случай повторного соударения, 

когда первый и второй удары стержня о преграду производятся про-
тивоположными концами. 
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ О ПЕРЕМЕЩЕНИИ КОНТУРА 
НЕФТЕНОСНОСТИ 

П. П. Куфарев, П. П. Астафьев и К, А. Болецкий 

§ 1. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Г р а н и ч н ы е у с л о в и я . В рабо-
те рассматриваются некоторые задачи о перемещении контура нефте-
носности. Решение этих задач, предлагаемое здесь, основывается на 
существовании и свойствах мероморфных решений задачи фильтра-
ции нефти. При этом скважины идеализированно рассматриваются 
как стоки. 

Пусть нефть заполняет в начальный момент некоторую область 
G(0) (плоскости г), в которой находятся в точках г* скважины мощ-
ности 2it<7ft(Q (k—\,2,... п). С течением времени область G (t), заня-
тая нефтью, изменяется. В постановке задачи, данной Л. С. Лейбен-
зоном [1], на границе Г(0 области G(t), занятой нефтью, давление 
считается постоянным: р=р0• Давление по закону Дарси связано с 
комплексным потенциалом течения формулой 

^ - J i - x , 
х 

где * — коэффициент проницаемости грунта, ц— вязкость нефти. Та-
ким образом, для y.(z,t) известно граничное условие: 

Re X (*,;) = />„ — — на Г (О- ( Ы ) 
I1 

Но оно задано на неизвестной переменной границе. Для сведения 
задачи к граничной задаче для известной постоянной области при-

•меняется предложенный П. Я. Полубариновой-Кочиной [2] способ 
конформного отображения области G{t) на какую-либо простейшую 
область, например, на круг, полуплоскость, полосу. Так как во всех 
случаях дальнейшие рассуждения аналогичны, то мы приведем здесь 
вывод граничных условий лишь для случая отображения на полу-
плоскость. 

Обозначим функцию, отображающую полуплоскость 1ште '<0 на 
G(t), через z(w,t), и положим V.(z(w,t),t)==f(wlty). 

Для f(w) имеем из (1.1) граничное условие R e / = x | i ~ ' / > 0 или, 
дифференцируя по w, 

R e / w = 0 при lmw = 0. (1.2) 

Обозначим через_ b^t) образы скважин г* в полуплоскости 
1 т г е > < 0 . В точках bk(t) /(те») должна иметь логарифмические полю-
сы с вычетом—qk{t). Если для определенности предположить, что 
Zwi1®) ограничена в окритпости °о— и, то из ограниченности ско 

1) В дальнейшем для краткости аргумент t часто не указывается. 
Я*. Уч. Зяп. ТГУ. № 17. 



рости жидкости v = fwz'w1 следует, что также ограничена в ок-
рестности со— и. Отсюда и из (1.2) следует, что 

п 

/ = qu{t) log . (1.3: 
/Ы w — О к 

Далее, умножим скорость 

dz dz dz dw _ д/. 
'dt ~ d t диГ dt~ ~ ""dz' 

на zw, возьмем мнимую часть и положим затем Imw —0. 
Получим: 

Im z, zw = — т 1ш fw 

или, по (1.2) 

P(w) — z, zw — ztzw — — 2infw. (1.4) 

Задача сводится, таким образом, к определению однолистной в 
l m w < 0 функции, удовлетворяющей граничному условию (1.4)'). 

§ 2 . М е р о м о р ф н ы е р е ш е н и я . Предположим теперь, 
что z(w) — мероморфная функция от w и имеет только простые по-
люсы в конечном или счетном множестве точек ax(t). Для опреде-
ленности остановимся на случае конечного числа полюсов а, 
( s = 1,2,.../и). Эти полюсы расположены в l m w > 0 , так как z(w) го 
ломорфна в l m w < 0 . Рассмотрим лишь случай когда 1 т а , ? > 0 . Слу-
чай 1 т а . ? ! > 0 исследуется аналогично. 

Функции zw(w), zt{w) имеют в точках а., полюсы кратности ss2. 
Следовательно,_функции zt(w), zw{w) имеют полюсы кратности 
< 2 в точках aS) в нижней полуплоскости. Так как zt, zw — меро-
морфные функции, то, по принципу единственности, равенство (1.4) 
будет иметь место не только на прямой 1птдо = 0, но и во всей пло-
скости w. Из этого равенства и из того, что fw имеет простые по-
люсы в точках bk, h ( k =» 1, 2 , . . п), следует, что точки Ьк входят 
в множество_точек_а^. Не уменьшая общности, можно принять^ что 
множества {а,} и {^( совпадают, ибо, если какие-либо точки as не 
входят в множество то можно их включить в {b s\, полагая при 
этом соответствующие мощности 2 n q s равными нулю (фиктивные 
скважины). 

Итак, положим т. = п, а,с = bk. 

Из (1.4) и (1.3) следует, что должно быть 

Res P(w) = 2 in qk (t), ResP(w) = — 2mqk. (2.1) 
w — bk iv — bk 

Так как 
P(w,t) = - P(wj), (2.2) 

' ) Существование и единственность решения задачи для случая одной скважи-
ны были доказаны в [3]. Доказательство, данное в [3), может быть распространено 
на общий случай произвольного числа скважин Детальное построение этого дока-
зательства, вероятно, все же следует пронести, но здесь мы этим вопросом не 
занимаемся. 



то эти соотношения эквивалентны, и достаточно удовлетворить лишь 
первому из них. Полагая, что главная часть в разложении z(w) в ряд 
Лорана в окрестности b* имеет вид: 

z r — M L (2.3) 
w—bk(t) 

имеем: 
Res P(w,t) = Res (z, Tw — ~ztzw) = 
w — bk w—bk 

V (w-V / \ w — bk (w-bky 

= — Ak ztw (bk, t)—Akzw (fa, t) — Л* W z«„«, (^U) — 

= (2.4) 
Следовательно, должно выполняться соотношение: 

t 
Akzw(T„(t), t) = - 2 m J 4k (t) dt-f Л* (0) (МО), 0). (2.5) 

о 
Далее, из условия неподвижности скважин имеем: 

z(b„{t),t) = zk. (2.G) 

Наконец, наложим на P(w) еще одно условие 

lim [P(w) -f 2 m f v ] = 0. (2.7) 

Покажем, что если условия (25), (26), (27) выполняются, то функ-
ция z{w) удовлетворяет граничному условию (14). 

Действительно, из (2.3) и (2.6) имеем 

lim P(w) ( w — Tkf — z, ( Тк, t) lim Tu (w,t) (w - Ttf + 
w — bk 

— zw (bk, t) lim Tt(w, t ) ( w - bk)2 = — AkZt (FK, t) -f 
_ ' _ d _ 

- Ak bk'zw'bk,t) = — Ak -^г (bk, t) = 0 
и аналогично 

lim P(w) {w — bk)2 — 0. 
w—*bk 

Отсюда и из (2.5), (2.1) следует что P(w)-{ 2тfw — целая функ-
ция. Но в таком случае из (2.7) заключаем, что эта функция тожде-
ственно равна нулю, и, тем более, граничное условие (1.4) удовлет-
воряется. 

§ 3 . П о л у п л о с к о с т ь с к о н е ч н ы м ч и с л о м с к в а -
ж и н . В частности, если z(w,t) — рациональная функция и имеет на 
оо — и простой полюс, причем 

lim (z — w) = О, 
W-> 00 

то, как легко проверить, условие (2.7) удовлетворяется1). 

') Условие (2.7) удовлетиоряется также если lim J L = P(<), Ит (г — = i(t), 
w —оо w 

где a(/) и |i(f) — вещественные функции. 
9*. 



Итак, функции: 
п 

- 2 (3.1) 
к . I 

я 

- ( 3 . 2 ) 
W — ЬК к—1 

дают частное решение задачи, если функции Лк(г'), удовлетво-
ряют уравнениям: 

п t 
As — - V As С 

AKzw{bK,t) = AK—Al<2i
 ==2т + 

* = / ' о 

+ Л , ( 0 ) ^ ( М 0 ) , (3.3) 
п 

Отсюда легко иолучить решение задачи о перемещении контура 
нефтеносности в случае, когда в начальный момент нефть заполняет 
полуплоскость (и в ней в точках zk расположены скважины мощно-
сти 2nq k . ) Действительно, для этого достаточно подчинить еще функ-
ции Ak(t), bk(t) начальным условиям: 

АД0) = 0 Ч 0) = 7fc. (3.5) 

При этом z(w,0) = zu и О(О) совпадает с полуплоскостью 1 mz < 0. 
§ 4 . П о л у п л о с к о с т ь с ц е п о ч к о й с к в а ж и н . Выполняя пре-

дельный переход я—-оо в формулах § 3, можно получить решение 
задачи для различных случаев бесконечного множества скважин в 
полуплоскости. Впрочем, решение таких задач можно находить и не-
посредственно на основании соображений § 2. Для примера рассмот-
рим следующую задачу; пусть в начальный момент нефть заполняет 
полуплоскость, и в ней находится цепочка скважин одинаковой мощ-
ности 2nq{ t ) в точках Zk — au-j-kl, a0 — — hui, / г п > 0, /> 0. 

Покажем, что решение задачи определяется формулами: 

sin - . - {w — a {t) 
f = - q ( t ) log - - (4.1) 

sin — (w -j a (t) 

Z-W + D(t) cotg у (и ,+ Я (t)), (4.2) 

где вещественная функция D(t) и чисто мнимая функция a(i) опре-
деляются как решения уравнений: 

— Dzw(a,t) = — D( 1 — 1) — cosec-' ^ а ) = 2 т f q (t) dt (4.3) 
к тс \ I I I J 

0 
'hm 

z (a, t ) — a I I ) ctg = a0 (1.4) 



удовлетворяющие начальным условиям 

D (0) = 0, а (0) = я0 = - V - (4.5) 

То, что периодическая функция f ( w ) с ограниченной в окрестно-
сти со—и при больших jlmc'l производной, имеющая логарифмиче-
ские полюсы в точках au-\-kl и удовлетворяющая граничному усло-
вию (1.4), выражается формулой (4.1)—хорошо известно. 

Мероморфная функция (4.2) имеет в точках — а -\-к1 простые по-
люсы. В силу квазипериодичности z[w) уравнения (4.4), (4.3) эквива-
лентны условиям (2.5), (2.6)., Следовательно, при выполнении условий 
(4.3), (4.4) функция Р— '2mfw=Q будет целой. Но Q —периодиче-
ская функция с периодом I. Имеет место следующее предложение: 
целая периодическая функция Q(w) с периодом I, стремящаяся к ну-
лю при и/->.оо в полосе 0-<£Re«><!/, тождественно равна нулю '). 
Поэтому остается показать, что 

lira Q = 0 (0 < Re w < /). 
w. >.оо 

Но так как при таких предельных переходах 

lim cotg ~ (w -}-«) = 4F'» lira cosec-^-(«»- | -п) = 0 при I inw-^ + oo, 

то из (4.1), (4.2) легко находим 

lim Zt •= lim zt (w) = — D'i, lira zw (да) = lim zw (w) = 0 

lim fw (да) = O, 

а следовательно, l imQ = 0, что и требовалось доказать 2). 
§ 5 . В н е ш н о с т ь э л л и п с а с« к о н е ч н ы м ч и с л о м с к в а -

жин. Пользуясь частными решениями указанного вида, можно так-
же решить задачу о перемещении контура нефтеносности для слу-
чая когда в начальный момент нефть заполняет внешность эллипса 
z = a cos в-f-г'б sin 9 и в^ней в точках Zk находятся скважины мощ-
ности 2 vqk(t)*). 

В этом случае удобнее отображать область G(t) не на полупло-
скость, а на внешность круга Н > 1 . Граничные условия при таком 
отображении имеют вид (см. 14]). 

1ш = 0. (5.1) 

(«О"*» ) + = 2mfw{w). (5.2) 

>) Для доказательства этого предложения замечаем, что преобразование 
\=ехр^ ^ w ^ отображает конечную плоскость w на цлоскость \ с выколоты-
ми точками 5 = 0 ,5=оо, причем эквивалентные точки w -\-kl переходят в одну точ-
ку и при да-».оо в полосе O ^ R e w - ^ l 5 произвольным образом стремится к ну-

лю или оо —и. Поэтому Q ( ~ однозначна и голоморфна в области 

0 < | 5 | < о о и стремится к нулю при £->0 и 5-»оо. Отсюда следует, что Q = 0. 
2) При непосредств(Нной проверке того, что функции (4.1) (4.2) удовлетворяют 

граничному условию (1.4), следует, между прочим, воспользоваться тождеством: 
ctgX (w-a) ctgX (w+a) = ctg2Xa [ctgX (w-a ) - c tgX(w j-a)]—1. 

8) Эта задача была указана нам Л. А. Галиным: 



Так же. как выше, доказывается, что функции 

/ = — V ^ l o g 
А=1 

1 
ги — 

| в * | < 1 , а*фО 
w 

1 — — 
Як 

w j^i w—ak(t) 

л 

s A„(t) 

(5.3) 

(5.4) 

удовлетворяют граничные .условия (5.1), (5.2), если функции Л*(/), 
Ok(t), a (t), Р(0, являются решением уравнений (ср. [4]): 

/_!_ Л - Л -
-=_2 — — > 1 I — —2 ак \cik / ак 

Р ~ 

п 

S / 1 

А, —2 
г» — 

Я * " * 

,t 

\ак I -ака. 
•zk 

_ 1(0 _ f (0 ) 
Р(') P(0) 

J j ^ P ZdM 0) P(0) 

,v.:-l 1=1 
л я = т Т - PP~+ T f ] £ A + P 2 ^ c ° ( 0 ) -cn = 

S— 1 

Последние три уравнения получаются из условия: 

lim IP(w) — 2 mw fw{w)] = О1). 
BI_>GO 

В частности, эти формулы дают решение поставленной задачи, 
если еще подчинить функции Ак, ак, начальным условиям: 

Ак(0) = 0, р(0) = ®±^, Т (0)= 

— а к Щ + — — а*(0) = гк. 

>) Можно показать, что разложение функции P-2mwfw в ряд Лорана в окре-
стности с» —и имеет вид: 

P—7mwfw = PY (log г,)' w' + рс^ю—с0' + • 



§ 6. О т о б р а ж е н и е на п о л о с у . Способ построения мероморф-
пых решений, указанный выше, применим также в случае, когда 
z = z(u,t) отображает на область G(t), занятую нефтью, полосу 

Re «|<-
ш 

Предположим, как и ранее, что в области G (t) имеется п скважин 
zu мощности 2ttqk{k— 1.2 .«), и обозначим через ak(t) образы сква-

жнн Z/{ в полосе , R e H | < — j — . 

Граничное условие для комплексного потенциала течения имеет 
вид: 

Im fu —0 при Re// = + — . 
~ 2 

Функция с ограниченной в полосе наоо—и производной, удовлет-
воряющая этому условию и имеющая логарифмические полюсы с вы-
четами — 2nqk(t) в точках ak(t), равна 

V I , Т= > , <7* log 
sin 

2ш, 
- (и — и», I- аЛ 

Граничное условие для s (n , t ) можно записать в виде (см. |5 | ) 

Р (u,t) Е г, {и) z„ (ш, — и) -\-~Zt (ш, — и) z„(n) = 2mf„ 

ШI 
на прямой Re и = — , 

Q ( М ) ЕЕ Z, (и) zu (— U), — и) -f- zt (— ш, — a) zu (и) = 2mfu 

на прямой Re и — — — — . 
2 

Если z (и) — мероморфная функция с простыми полюсами в точках 
bs(t) (и, следовательно, zt{u),zu{u) имеют в этих точках полюсы крат-
н о с т и ^ 2), то Р{и), Q(w) также мероморфны. Поэтому из того, что 

Р— 2т/и = 0 при Re и=—,следует, что Р(и) —2mf„ == 0. Анало-

гично Q — 2mf„ ЕЕ 0. 
Если выражения (6.3), (6.4) для Р(и) и Q(u) не совпадают, то 

соотношения Р — 2m/„ = 0, Q — 2 т / „ = 0 дают два уравнения для 
функции г (и), которые вообще говоря, несовместны. Поэтому есте-
ственно рассматривать, как основной, случай, когда выражения для 
Ри Q тождественны. Это выполняется в случае, если гt(u) и zu(u) 
имеют 2ш, периодом, откуда заключаем, что Р(м) также периодиче-
ская функция с периодом 2ш,, a z( и)—квазипериодическая, причем 
приращение функции z(u,t) при изменении аргумента и на 2 ш, по-
стоянно (так как полный дифференциал dz—ztdt-f-z„du периодиче-
ская функция и). 

z(u - f 2w,) — z(u) = 22,. 

Далее , из (6.3) видно, что Р (и) имеет полюсы кратности < 2 в 
точках bs(t), — bs(t), и, в силу периодичности, также в точках 
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-2то>и ш,—bs4-'«">i. Можно принять, что точки <*>i — bs находятся в 

Re « | < — Т о г д а остальные полюсы лежат вне этой полосы. Так 

как fu(tt) имеет в полосе | R e K | < - ~ полюсы ак, то равенство 

P—2mf„ — 0 возможно лишь в случае, когда множество точек ак 

входит в множество точек о>, — bs, и можно принять (см. §2), что э т 
множества совпадают: a* = u,, — bk. 

Итак, z(u) имеет простые полюсы в точках (2т-\-\)ш1—ак. Обоз-
начим: 

Res z (u,t) = Res z(u,t) = Ak(t). 

Так же, как в § 2, для определения Ak{t) и ak(t) получаются 
уравнения: 

z(akft) — zk (6.7) 

_ ' _ 
Akzu{ak,t) = 2m j'qk{f)dt + Ak(Q)zu (ак{0),0). (6.8) 

о 
При условиях (4.7), (6.8) функция Р—2mfu будет целою периоди-

ческой функцией (с периодом 2а>,). Если еще выполняется условие: 

lirn (Р — 2 mf„) = 0 , при и —V оо , | Re и | < «1, 

то по теореме, приведенной в § 4, Р—2mf,, — 0. Итак, при услови-
ях (6.7), (6.8), (6.9) z (и) будет удовлетворять граничным условиям 
(6.3), (6.4). 

§ 7 П о л о с а с к о н е ч н ы м ч и с л о м с к в а ж и н2). Выводы § 6 да-
ют возможность решить задачу для случая, когда нефть, внутри кото-
рой в точках zk находятся скважины мощности 2 к д к (k = 1 ,2 , . . .л), 

заполняет в начальный момент полосу | R e 2 | < ~ ! 

Покажем, что решение задачи определяется формулами :1): 

" s i n — — ( м — ак) 

— ^ — - (7.1) 

п 
z — н -f 

где Ak(t), ак(t) — решение уравнений: 
п 

Z (в* (О, *) — «* + У ~ ~ А ° c t e + - = ** (7-3) 
Ld 2 <0j 2 a)! 

Zd 2(0] 2 w, 

>) Мы опять ограничиваемся рассмотрением случая, когда Р(и) не имеет полю-
со-

СОВ на граничных прямых R e u = ± ~ . 
5) Задачи параграфов 7 и 8 указаны нам П. Я. Полубариновой-Кочиной. 
3) Для упрощения формул мы не требуем выполнения условий z(0,/» = 0, 

*(0,0>0. 



Некоторые задачи о перемещении контура нефтеносности 1.47 

U Akz„ ( М О . t) = Ak\\ — V cosec'-—^—(а* + ял — wb)! = 
( ^ f ^ 4 см,2 2 ш, 

I 

= 2/я у « М О Л , (7.4) 
О 

удовлетворяющее начальным условиям: 

Л*(0) = 0, = (7.5) 

Для доказательства надо только установить, что выполняется ус-
ловие (6.9). Для этого заметим, что при Jm«—• 4 : 0 0 в полосе 

U)i 
Re и| • 

• 2 

l imz„(») = lim г „(ш, — м) = 1, l i m ^ ( u ) = 

ТГ2 

4 ««j» 

я я 

/(-I 
Отсюда находим 

l i m ( Р ( и ) - 2 т / „ ) = + J ^ ^ V ] ' 4 * ~ 

11 
По это выражение равно нулю, так как ^ ^ Л * вещественна в силу 

/Г.-.-1 

уравнений (7.4), в чем можно убедиться, суммируя соотношения (7 4). 
§ 8 П о л о с а с т р е м я ц е п о ч к а м и с к в а ж и н . Располагая сква-

жины в цепочки и выполняя в формулах § 8 предельный переходя—»• oo 
или непосредственно на основании соображений § 6, можно получить 
решение задачи для случая, когда нефть заполняет в начальный момент 

ш, 
полосу | к е « | < - ^ - и в ней расположены параллельно мнимой оси 

бесконечные цепочки. Для примера остановимся только на случае 
трех бесконечных цепочек: цепочки скважин одинаковой мощности 
2nq1(t) в точках г* = 2лш2 мнимой оси и двух симметрично рас-
положенных цепочек скважин одинаковой мощности 2nq2(t) в точках 
г* = ± « о 4 - 2л«?» а 0 > 0 . Положим, что 

г (0, 0 = 0, г Л 0 , 0 > 0 . (8.1) 

Область (J(t), занятая нефтью, будет симметрична относительно 
вещественной и мнимой оси; поэтому 

z(ji,t) = z ( u j ) (8.2) 
z( - u,t)=-z(u,t). (8.3) 

Далее, при переносе на 2«S область Q(t) не меняется. Отсюда 
легко заключить, что кроме постоянного вещественного квазиперио-
да 2о>, z(u,t) имеет еще мнимый квазипериод 2 u>2 (f) 

г ( и + 2ю,) — г ; и ) = г 2 ю , (8.4 
г(н + 2 ю 2 ( * ) ) - г ( м ) = 2«2. (8.5 
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По (8.2) г (и) вещественно на вещественной оси, следовательно, 

точкам г = 0, соответствуют в полосе [ R e « | < y точки и —О, 

+ а (<), а(0) = а0 (а(/) вещественно). Затем из квазипериодичности 

z(a) заключаем, что точкам z = 2mo> ° + a0-f- 2 m а>а 0» = 0, ± 1 + 2 . . ) 
соответствуют точки и. = 2 /л + а 4-27яо).,. 

После этого может быть определена функция / ( " ) . к а к имеющая 
логарифмические полюсы с вычетом 2 - q ^ t ) в точках 2/я«>.,(/) и с 
вычетом 2«q2{t) в точках + а + 2тш 2 , Кроме того 

/ „ ( и + 2 « , ) = / „ (и), 

так как'скорость ~ и z„ имеют 2 ш2 периодом. Из этих условий на-
Zu 

ходим: 

/ = - l o g / ц - g t log « ( » — ) « ( " + «) еЪ. , (8.6) 
з(и — си,) о(н — ш, — а) а (и — «i + a) 

где ом = о (м, 2 ш,,2ш2) — квазиэллиптическая целая функция Вейер-
штрасса. 

Далее, так же как в § 6 доказывается, что z(u) имеет полюсы в 
точках w,4-ВДшл, ® l + a wmn (wmn = 2 /И <o, -•(- 2 Я (02). 

Из всех этих свойств функции z(u) следует, что она должна иметь 
вид: 

г = Рн + Л,[С(и —«,) + ( о . - 1 - a ) |.. С (« - ш, - а ) + 

+ 2 т | , ] ' ) , ( 8 . 7 ) 

где p(f), Л, (О, Л , ( 0 вещественны, ^ = :(«,,)и Си = " 
d и 

Из (8.4) и(8.5) следует, что 

P»i + (A! + 2 = «о,, 
о 

P ^ + H . - f 2<42)т]2 = ш2 (8.8) 

и соотношения (6.7), (6.8) приводят к уравнениям: 

1 
Alzll(Q,t) = Ai{?-Aip<»l-2A2p(o>{ a ) J = 2 Jq,{l)dt (8.9) 

О 
A2Zu (a, t) = A3 Z u ( - a, t) — A, {p — Л, p(u>, - a) — Аг\р w, - f (w, — 2 a)]} = 

t 
= 2 Jq2(t)dt. 

0 
Функции p ( t ) , Ax(t), a (t), ш, (t), Л, (t) определяются как решения урав-
нений (8.8), (8.9), удовлетворяющие начальным условиям: 

р ( 0 ) = 1 , Ai (0) = Л 2 (0 ) = 0 , » 2 ( 0 ) = «.,", в ( 0 ) = «о. (8 .10) 

Докажем, что эти формулы действительно дают решение задачи. 
Для этого надо показать, что функция P(u) — 2mfu(u), которая при 
условиях (8.8), (8.9) является целой, тождественно равна нулю. 

!) Напомним, что мы разыскиваем решения среди мероморфных функций с про-
стыми полюсами. 
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Дифференцируя соотношения (Н.4), (8.5), находим: 

zu (и -(- 2ю|) = г„ (и), z„ (и ; 2 <•>.,) = г „ ( н ) 

г, (к | - 2 » , ) = *,(и) 

и 

г, (и 2 щ, t) - f z„ (и + 2 « , , 0 2 «2 ' - * (а) = 0. 

откуда 

z, (и 4- 2 »,) — г, («) - — 2 rn./zu (и). 

На основании этих соотношений имеем: 

Р(и + 2 ш.) - Р (« ) = [г, (и 2 »2) - г,(и)]гв (ш, - и) + 

+ \~zt (Ш1 — 4 — 2 <•>.,) — Zt («1 — и)] zu (и) = О 

и аналогично 
Р (и + 2 » , ) = / > ( « ) , 

ro-есть, Р (и, t) — эллиптическая функция (с периодами 2 ой,, 2 шг)-/« — 
также эллиптическая функция. Итак, целая функция Р — 2 / и / , , являет-
ся эллиптической, следовательно, равна константе; 

Р — 2 mf„ — С. 

Чтобы доказать, что С = 0, найдем значение функции в точке и = 0 . 
Так как z (a ) нечетно, то ее разложение в ряд Тейлора в окрест-

ности и = 0 имеет вид: 

Z(u) = C j H - ( - ^ w 3 - ! - . . . 

По той же причине разложение z(m — ti) вблизи нуля д 
Z (со, — и) — и>, = 1- + rfi и - f . . . 

и 

не содержит свободного члена. 
Дифференцируя, находим разложения: 

Zt(n) = с,' н + с/ы3 - f - . . . , *„(«) = с, + 3с% и*+... 

£",(«,, - и ) = - - J - L + d i u + ... - » ) = - - А - + " 5 , + . . 
м нг 

Р («) = 2, ( ф н ( ш , - м) -f-Z,(<u, - U) »„(«) = - g i ' ^ - ^ i V - f x и 4 - . . . 
и 

Далее, учитывая также нечетность функции /U(u), находим: 

и 

и наконец для Р—2т/„ получается разложение: 

Р — 2 mfu — — ^ . - Л . Ч + г ^ + a i M + > t < 

и 

Но Р — 2 mfu — целая функция, следовательно, окончательно имеем 

С = Р — 2 mfu = а, (£) и ... 



Отсюда видно, что 

Р - 2 mfu = \Р{и) - т/„ (и)]**, = О, 

что и требовалось доказать '). 
§ 9. При определенных достаточно общих условиях мероморфны-

ми решениями, рассмотренными в работе, можно аппроксимировать 
решение любой задачи о перемещении контура нефтеносности. На этом 
пути можно было бы свести (предельным переходом) задачу к ин-
тегральным уравнениям и исследовать вопрос о существовании реше-
ния другим способом, чем в [3]. 

Все решения, рассмотренные в работе, имеют физический смысл 
лишь до момента потери однолистности z(w,t). 
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К ВОПРОСУ О ВЫЧИСЛЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ ВЕКТОР-ПОТЕНЦИАЛА 
ПОЛЯ ПЛАСТИНКИ, ПОМЕЩЕННОЙ В ПЕРЕМЕННОЕ ПОЛЕ 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ТОКОВ I 

Г. А. БЮЛЕР И В, В. СИВКОВА 

Представляет большой интерес для решения задач дефектоскопии 
и электротехники изучение переменного поля соленоида па поверх-
ности, внутри и вне металла. Но вычисление поля цилиндрического 
соленоида с металлическим сердечником несколько усложняется необ-
ходимостью вычисления несобственных интегралов, содержащих функ-
ции Бесселя. Для упрощения задачи мы рассмотрим случай „плоского 
соленоида", т. е. пластинки, находящейся между двумя системами 
линейных токов противоположного направления, и предельный слу-
чай, когда соленоид вырождается в металлическое полупространство 
с системой линейных токов над ним. Первый случай эквивалентен со-
леноиду с тонким стержнем внутри его, а второй—с очень толстым 
стержнем внутри. 

В виду того, что разрешение всех вопросов потребовало бы ог-
ромной вычислительной работы, мы ограничимся вычислением значе-
ний вектор-потенциала А па поверхности металла, а рассмотрение 
всех остальных сторон явлеиия оставим па будущее. 

Зная аналитическое выражение вектор-потенциала, легко пайти 
плотность индукционных токов (/) в металле, поток индукции через 
поперечное сечение пластинки (Ф), напряженность магнитного поля 
пластинки и т. д. 

1. В е к т о р - п о т е н ц и а л п о л я п л а с т и н к и в „ п л о с к о м 
с о л е н о и д е " 

Поместим на расстоянии // от поверхности пластинки, толщины 23, 
две системы параллельных проводников с переменным током проти-
воположного направления (рис. 1). Расстояние между соседними про-
водниками пусть будет равным 2а. Рассмотрим первоначально случаи 
двух проводов, проходящих через точки: (0; 0; Л-f-8) и (0; 0 Л 3). 
Предполагая, что металлическая пластинка находится в воздушной 
среде, будем иметь для вектор-потенциала уравнения: 

ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Постановка и решение задачи 

А .4 = 0, для значений г > 8 ' , 

& А \ K-A — 0, для значений | z j < 3 , 

( 1 ) 

(2) 
где 

' ) х, у, z — прямоугольные декартомы координаты. 



о — электропроводность пластинки, 
ц' — комплексная магнитная проницаемость, 
/ — частота, 
Р — магнитная проводимость, 

— магнитная проницаемость. 
На границе двух смежных сред должны выполняться условия: 

1 дАх Щ 
dz ~ дг 

1 дАх дА; 
dz ~ dz 

, при z — 8, (4) 

где через Л+ обозначен вектор-потенциал над пластинкой, а через 
А~ — под пластинкой. 

/ 
J Л -

X 

© < у © © 

/ г - / 

/ МЕТАЛЛ 0 \ > 
/ / / / / / У / / / ' / 

0 
/ / / / / / / / / / / i / / / / [ л ; 

j S © — © 
/ 

/ 

ВОЗДУХ z=-§ 

© 0 О О 

Рис. 1 
Известно, что вектор-потенциал поля линейного тока ±.1, прохо-

дящего через точки (0; 0 ; ± : Л ± : 8 ) параллельно оси ОХ, может быть 
представлен интегралом 

оо 

А» = ±2/ [ е~\ /ЛГУ» cos *у Jt— '), (для г > 0 и г < 0 ) , (5) 
J VK'o + Х' о 

а решения уравнений (1)—(2) можно искать в виде: 
оо 

г > 8 А + = Га+ (>.) cos iydk + 
J 

О 00 
—8 < г < 8 Ах = I [В (I) ет'*+ С (к) е-"1'2] cos lyd)., {т' = yW^F) (6) 

б 
00 

z < — 8 А~=J*А- (/.) е'г cos )ydk А», 
Л> 1) В воздухе к„ й 0. 



Из граничных условий (4), при помощи интеграла Фурье, мы по-
лучим систему уравнений для определения величин -4+ (X), В (\),С(>./ 
и А- (X). В результате элементарных вычислений находим для век-
тор-потенциала следующие выражения: 

^ I . I « A , ? \ s h l h , v . ' s h m ' b e - ^ - 1 - ^ . , , z > Л 4- о А+ = 41 \ cosXvrfX 
J L >. m'chim' + tyshbm' 

» . ^ > л4- At ГIs/i(г — S)A ,i'sh8m'<?-MA-4+»> "!. , .. , , 4 A + 8 > z > 8 Л + = 4/ / _i cosXvrf/. (7) 
J I X /n'cASm' + Xn'sASm'J ^ 

О 
ОО 

8 > z > - 8 A, = 4/ r ^ h z m ' z o s l y e ^ ф J m'chbm' -f X^'sASm' о 
- 8 > г > _ А - 8 Aj( .y;z) = - / l + 0 / ; - z ) . 

В случае 2n пар проводников, проходящих через точки: 
(0; + а;А + 8;, ( 0 ; ± З а ; Л + 8) ( 0 ; ± ( 2 я - 1)«; Л 3), 

с током / параллельным оси OA' и, соответственно через точки: 
( 0 ; ± а ; —Л —Й), (0; + З а ; - А - 8) , . . . , ( 0 ; :±2 п - 1); — А — 8), 

с током противоположного направления, мы будем иметь, по прин-
ципу суперпозиции, в выражениях (7) дополнительный множитель: 

к=п 
sin 2па X 

sin «X 

2. П л а с т и н к а в п е р е м е н н о м п о л е с и с т е м ы п а р а л л е л ь -
н ы х л и н е й н ы х j о к о в 

Предположим, что"' на расстоянии А от поверхности пластинки, 
толщины равной 8 (ограниченной плоскостями z — 0 и z = — 8), нахо. 
дится система 2^/Глинейных токов, [параллельных оси ОХ (рис. 2) 

S cos (2А — 1) лХ. 

г 

У 

Ъ 0 

и 
у 1 л: 

X У 

© © / © © 

Z - 0 

/ / У / У У / ^ У / у 

/ / / / / / / / / У / s у 
м Е г а п п К 

• / / / / / / / / А / / / / У 

Л" 
воздух z = -8 

Рис. 2 



В случае одного проводника с током /, проходящем через точку 
(0; a ; h), выражение для вектор-потенциала будем искать в виде: 

оо 

z > О А+ = 2/ J j - j - / + (X) е c o s ( y - a ) X d X , 

О 

00 

- 8 < z < 0 Ах — 21 JlfiWe1*'* -!•/,().) е - " ' ' ] cos ( у - a ) ЫХ, (9) 

U 
оо 

z < - 8 Л j = 2/ J / ( X ) ё'л cos - a) XrfX. 
О 

Подчиняя (9) граничным условиям (4) найдем: 

т = А + Ь j g—АХ+Ят'. = _ X ^ - /K-m'* . 

A = + x ) ' _ _ x j ' е - » ' . 

Пользуясь принципом суперпозиции, мы получим решение задачи для 
случая 2 п линейных токов в следующем виде: 

О А = 4 V + ¥ ) + К - V ) 

о 
. . s i n 2 rial yh , .. .... 
X e h coslydt. (11) 

sinaX 

§ 2. Анализ решений и частные случаи 

1. В ы р а ж е н и е в е к т о р - п о т е н ц и а л а на п о в е р х н о с т и 
м е т а л л а 

Для упрощения анализа выражения (7) сделаем параллельный пе-
ренос системы координат так, чтобы поверхность пластинки совпала 
с плоскостью г — 0. 

Тогда мы будем иметь: 
оо 

о- > г\ ли Ait Г sh(z4-8) /n 'cosXv sin2waX . . . . .... — 2 o < z < 0 Л 2 ; = 4 / | 1 / -—!—- e~Xhdh. (12 
J тШт' + Ъ/ъМт' sinaX v ' 
О 

Для поверхности пластинки t — 0, получим выражение: 

Af = 4/u' f ^ «ш2ш,Х_ 
J X]t -}- m'cihtm' sin a). ' 

- 5 < z < 



В предельном случае, когда о=оо (Rem' ^>0), мы получаем выражение 
вектор-потенциала на поверхности металла, заполняющего полу-
пространство z < 0 : 

ос 

J m - f V sinaX 
( H ) 

В случае одной системы токов (11) мы на поверхности пластинки 
z — 0 будем иметь выражение: 

V + ,-ц cos ,ydLi (15) A, = 4/a' f(m' + W)e*>n' + (m> 
1 J (m' + ^yeto'-im' Хц')2 e~tm' sinaX 

а при S->oo снова получим выражение (14). 

2. О ц е н к а в л и я н и я т о л щ и н ы п л а с т и н к и 

Представляет интерес оценить разность между значением вектор-
потенциала Ах на поверхности пластинки конечной толщины и на по-
верхности полупространства, т. е. пластинки бесконечно толстой. 

С этой целью мы из выражений (13) и (15) выделим, в качестве 
первого члена, выражение (14), а затем оценим отношение оставше-
гося члена к первому. 

В случае „плоского соленоида" будем иметь: 

К 

ао 
cosXy sin 2па). 

m'+\\i' sinaX 

т 

1 — 

О /,-2J 41' 
/и Ч У 

! I м ' - У c _ t m . 
/ и ' 4 У 

е~1Ч\\ (13)' 

в случае системы токов над пластинкой: 

a 
cos i.y sin2raa X 

т ' - | У sinaX 1+ 
2m (m'-W) , 

On' 
! (m'-iy'V 

U ' - f > y I 
i - 2 6m' 

(15)' 

Легко показать, что при выполнении условия: 

р. / Rem' >2 р 1шт', 

которое на практике почти все 'да выполняется, абсолютная величина 
остаточного члена в выражениях (13) и (15) не превосходит числа 

, 2 . 2 _ _ 
1 

(16) 

Следовательно, вычисляя Ал по формуле (14) вместо (13) и (15), мы 
получим погрешность 

Заметим, что в случае одной системы токов та же самая погрешность 
будет при толщине пластинки равной 5. 

10* Уч. 3«п. ТГУ, .4 17. 



3. О ц е н к а п о п р а в к и на г и с т е р е з и с 

Явление гистерезиса принято учитывать введением комплексной про-
ницаемости 

. 2р 
|t = | X - i 

f 
Но вычисление по формуле (14) значительно усложняется, если вме-
сто вещественной величины брать комплексную |Л Естественно 
поэтому оценить, как изменяется выражение (14) при замене ц' на {«.. 

Разлагая величину 

Vw+ixY+h/ 

в ряд по степеням 2 г'р/ц/, получаем: 

_ _ j V _ = ^ f ^ 2 j 
т'+Х m-fX|t 2т(т-\-Щ* ц/ 

Отношение второго члена разложения к первому не превосходит ве-
личины -у, 

(/71 = ]/Ха + 8^=3//)• 

lLfx" 
(л;2 = 8тг»о/). 

Принимая во внимание, что характеристики среды: о, \i, р, опреде-
ляются с точностью 2—5%, мы можем пренебрегать влиянием тол-
щины пластинки (точнее, влиянием второй границы: z = — 2 3 в пер-
вом случае и г — — 3 — во втором) если величина d меньше 1—2%. 
Также можно пренебречь и влиянием, гистерезиса, если величина f 
меньше 1—2%, и вести вычисления для случая полупространства, 
т. е. пользоваться выражением: 

оо 
Г cos lye ' X h sin2лаХ ,, Afn — 4/fx 1 dt.. 18 

J /X2-f-8ir2a/j + ¥ sinrtX ' 
о 

§ 3. Вычисление значений вектор-потенциала ha поверхности 
проводника 

1. Вы ч и с л е и и е по м е т о д у ч и с л е н н о г о 
и н т е г р и р о в а н и я 

Вычисление значений вектор-потенциала на поверхности немаг-
нитного металла при достаточной толщине пластинки 8, практически 
не зависит от толщины и его можно производить по формуле: 

АТо = 4/ ( , = 1). (19) J sin аХ ' к ' 
о 

Вычисление интеграла можно производить двумя методами прибли-
женного интегрирования: 

а) численное интегрирование по конечному промежутку; 
б) методом замены подинтегрального ныражении приближенным,-

интегрируемым в элементарных функциях. 



Для вычисления подинтегрального выражения его рационально 
представить в более простом виде, а именно в множителе 

/>.» - f tx2+X 

выделить вещественную и мнимую часть 

xU—1 + ixV 
1 

Vv I- + * 

где 

ix* 
и — 1 -f- iv 

ix-

прн Х < х , 

приX >дг, 
(20) 

U + i V ^ ^ - l i- и \-iv= |/ +nf 
и величины U, V, и, v вычисляются по таблице [1]. Подинтегральное 
выражение (19) представляет собой колеблющуюся функцию с быстро 
убывающей амплитудой (при достаточно большом h), так что, пред-
ставляя интеграл от 0 д о о о в виде суммы интегралов: 

00 Х*+1 
Г cosXj/ sin 2nal g _XJl = V ^ f cos sin 2naX 

J Ух»+-/*»+*• sina). J l / V + i * 2 - f X slnaX 

где 
. « k 
Ль — 

2 na 

мы получаем (до значения l — itja) знако-переменные члены ак, абсо-
лютная величина которых не превосходит величины 

е V > ak. 
sin 'iX/, I ] / i l f iXi 

Если, например, h = 4 и a = 0,5, т. е. расстояние между токами в 
четыре раза меньше расстояния до поверхности пластинки, то: 

АХ л = 2 * и 6 - 1 ^ = 0,0019, 
2 2 

и, следовательно, 
\ак\ < — ? - 0 0 1 9 < 0,002. 

5 1 п т | / Т + ' л ' 2 + У 

Таким образом, если вычислять интеграл в пределах от X =: 0 до 
>, = Хк, то погрешность вычисления за счет отбрасывания остальной 
части не будет превосходить по абсолютной величине |а*]. Но фак-
тически погрешность значительно меньше, так как оценка довольно 
грубая. На таблице 1 представлены результаты вычислений вектор-
потенциала Ах на поверхности полупространства (8 = оо) и на поверх-
ности пластинки толщиною 2 8 = 1 . Для случая 8 = оо (выражение 19) 
вычисления производились в пределах от Х = 0,0 до А = 1,58, и 
А =• 0,2; мы видим, что разница не превосходит 1—2%. Вычисления 
для пластинки производились в пределах от X = 0,0 до А = 0 , 2 по 
формуле Симпсона. В последнем столбце таблицы 1 дана погреш-
ность, которую мы получаем, если вместо точной, но более сложной 
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формулы (13) пользуемся формулой (19). Вычисления производились 
при значениях: 

h = A, 2а = 2, In — 40, х = 2п \Z2rf=4. 

При этих значениях 

1 
d-. I Ч" 1 0i 

что находится п хорошем соответствии с результатами вычислений, 
представленных в табл. 1. 

2. В ы ч и с л е н и е м е т о д о м у п р о щ е н и я п о д и н т е г р а л ь н о й 
ф у и к ц и и 

Замечая, что графики функций U (£), V (S), и (&) и v (5) в преде-
лах от ; = 0 до 5 = 1 весьма незначительно отклоняются от прямых 
заменим дуги кривых хордами, стягивающими их. 

Так как 

; = -— при Х < х и ; = — при 
х X 

и: 

при X = 0 £Д0) -1-11/(0) = > 

при X = х + = 

при X = оо и (0) |~ iv{0) = 1, 

то уравнения хорд будут иметь вид: 

и — u ( 0 ) _ х v - т - 1 

U(i)-U(0) х 
и — и(0) х_ 

н(1) -и(0) ~~ X 

и, следовательно, 

1 2 [ X 

И ( 1 ) - Г ( 0 ) х 

v — хЧ0)_ _ х 

1 

/ 2 

(21) 

В результате замены функций и,..., V их линейными приближениями 
задача сведется к вычислению интегралов: 

~ VL [ L + ЗХ) ^ c o s ^ , + 
ix* IJ sinaX 

+ / «1 * COS X vrfx ( , J sin я X 



где 

1 
/ 2 [//2+1 - 1 - V' 2 + iVx 7-1-1 ]. 

В результате интегрирования получаем: 

А оо • Лх.о • 
4/ а/г — р 
ix* 2а* 

(тУ+̂ -ч-'У. + 

+ 

- / I V 

2а,2 

[ЗА2 ^ 

с 

§ 
- V 

cosj — 1 Wx 
а / 

cos f ——2/г—f— 1 \ a x 

( 7 y + ( f - + - y . 
cos +2Й - 1 \ a x — — 1+2A-1 )s\n (2- -2k-f1 

\ a j h \ a / \ a 

+ (23) 

ax 

(т)'Ч^ 
a c o s [ — - 2 k + l \ax-—{-¥- —2 k-

a } h \ a 
1 sin 

a 
-2A+1 j a x 

В том случае, когда величина hx достаточно велика, так что значение 
exp (—hx) настолько мало, что последними двумя суммами можно 
пренебречь, вычисление выражения (23) становится особенно простым. 
Вычисление при помощи выражения (23) обладает еще и тем пре-
имуществом, что для получения значений A?i0 при различных значе-
ниях у , а , отличающихся на целое число, мы можем пользоваться вы-
численными суммами, добавляя и отнимая только несколько новых 
членов, в то время как при численном интегрировании для каждого 
значения у приходится все вычисления проделывать полностью. 

На таблице 2 мы можем видеть значения вещественной части, 
мнимой части и модуля отношения Л~0 / / , при тех же данных, что 
и на таблице 1. Сравнивая, замечаем, что разница не превышает 1—2%. 

Рассмотренные нами методы применимы для вычисления и в слу-
чае не ферромагнитных металлов. 



'Г а б л и ц а 2 

Таблица значении вещественной, мнимой части и модуля отношения 
при: Л = 4, я = 2 0 , 0 = 1 . 

У 0 5 10 15 20 25 30 35 40 

Re 
/ 

0,5193 0,5188 

-0 ,5178 

0,5170 1,513й|о.5076 0,4972!) ,4766 0,425з1,2685 

--0,4*22̂ - 0,2685 1 
1 

/га А * - ° 
/ 

- 0,5182 

0,5188 

-0 ,5178 -0,5157 -о.бдо-ода -0,4744 

0,6725 

0,425з1,2685 

--0,4*22̂ - 0,2685 1 
1 

л00 

Ах.о 

/ 
0,7336 0,7330 0,7302 jo,7253 0,7168 jo, 7019 

-0,4744 

0,6725 0,5993 0,3799 

Заключение 

Зная выражение для вектор - потенциала Лх (y\z) из уравнений 
Максвелла, _ 

r o t / 7 = 4 * / , rot £ = —№[х'Я, 

и зависимости 
rot А = Tl = |i'Н, 

найдем составляющие напряженности магнитного поля: 

н __ 1 dAx(y\z) и _ 1 дАх(у; г) 
У [).' dz ' ду 

плотность индукционных токов в пластинке: 
ш 

Ix — ~ i — Ах(у, г), 
о 

и поток индукции через поперечное сечение 

Ф = (dx Hiydz = 2Ах(у,о) = 2А« 
i t' ' о - i 

Легко видеть, что значения /* (y;z) и Ф мы будем знать, если 
найдем значения Ax(y\z) и А2

х
е
0, а значения Ну и Нг придется вы-

числять методами приближенного интегрирования, рассмотренными 
нами в настоящей заметке. 
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ЭФФЕКТИВНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
НАПРЯЖЕННОСТИ ПОЛЯ В ЦИЛИНДРЕ СЕКТОРНОГО СЕЧЕНИЯ, 
НАХОДЯЩЕМСЯ В ПРОДОЛЬНОМ ПЕРЕМЕННОМ ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ 

Г. А. Бюлер и И, Д. Суздальницкий 

§ 1. Введение 
Поместим однородный цилиндр с поперечным сечением: 

0 ^ р < / ? , (р и ср полярные координаты) (1) 
п 

в продольное переменное поле: 

Н = /То = U a e ( « . = 2тг f ) (2) 

и будем искать напряженность поля внутри цилиндра 

Н = Пеы. (3) 

Поставленная задача была решена в работе Эфроса [1] в 1940 г., 
но решение получено в виде ряда по функциям, содержащим функ-
ции Бесселя и интегралы Френеля, так что использование решения 
для численных расчетов весьма затруднительно. 

В нашей заметке [2] указывалось, что решение задачи можно 
получить по методу последовательных приближений в виде интегра-
лов от функций Грина. Методом последовательных приближений уда-
лось нам получить решение для цилиндра полукругового сечения [3], 
но в случае более сложного профиля мы встретились с большими 
вычислительными трудностями; эти трудности и навели на мысль 
искать решение в виде ряда, по степеням малого параметра, с коэф-
фициентами, удовлетворяющими уравнению Пуассона и однородным 
граничным условиям. 

§ 2. Решение задачи 

Известно, что поставленная задача сводится к решению уравнения: 

Д и + /г2 и = 0, (и ~ и г ) (4) 

при граничном условии 

" = "(,. ( " О = ^ О * ) ( 5 ) 

на границе С области поперечного сечения D. 
Полагая 

и-и0= V, (6) 

приводим неоднородное граничное условие к однородному: 

V = 0 на С, (7) 



где V удовлетворяет уравнению: 

Д У + Л Ч / = - Л » н 0 . (8) 

Применим формулу Грина к функциям V и О':1) 

Л , CI 

где D, есть область D с удаленным кругом, радиуса в и центром в 
особой точке (р, <р), а С, контур этого круга. Вычисляя интеграл, на-
ходим при J—*0: 

V(P,9) = ^ f f G(P,r,r,H)rdrd»+j-ffG(?,r,r,f>)V(r,b)rdrdb . 

D D 

Мы получили интегральное уравнение типа Фредгольма с симмет-
ричным ядром при значении параметра Х = £2/2 те. Так как Л2 число 
чисто мнимое или комплексное, то однородное уравнение не имеет ре-
шений и, следовательно, неоднородное уравнение имеет единствен-
ное решение. 

Будем искать решение по методу последовательных приближений 

V ( M ) = Sk»Vn(?,<t). (9) 
л - 1 

Подставляя (9) в уравнение (8) и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях к-, получим систему уравнений: 

д V,(p,<p) = - "о, 

A V»(P,?) = - V J w ) , (10) 

Д к„/р,?) = - Km_,'p,'f), (/и = 1,2.. ), 

где каждая из функций Г т (р,<р) должна удовлетворять условиям: 

V«(P,?) = 0, ( I I ) 
при: 

<р = 0 и * = - ^ , ( 0 < Р < Д ) ; ? = 0, Р = 0 < ? < . 

Будем искать решение уравнений (10) в виде ряда Фурье с неопре" 
деленными коэффициентами: 

Vm (р,9) = IP m i S ( P ) sin (2 s - 1 ) п «р. (12) 
Jail 

Неизвестные функции Pm,s (р) найдем, если потребуем, чтобы удов-
летворялось уравнение (10) и второе граничное условие (11), (первое 
условие выполняется в силу соответствующего выбора 'ряда (12)). 

Подставляя в первое уравнение (10), которое можно записать 
в виде: 

&УХ , 1 д\\ 1 дЧ\ _ и 4 sin (25 — 1)яу 
dp2 р (?р р« (?(р2 "°7t ^ 2 S — 1 

0 Q функция Грина области D, 



выражение (12), (при / / г = 1 ) находим, что: 

" V : „» , ч , 1 л2 (2 s—I)2 

2u i. ' м а + у - - f/J - - - p,s (P) 
л— I 

1TV2S —1) 
sin(2s —1)/Itp — 0 

и, следовательно, функция Р\,*([>) должна удовлетворять уравнению: 

Р 2 Р х М + РPU?) - п - (2s — 1 ) P u ( р ) = - Р2 • О3) 

Уравнение (13) типа Эйлера и частное решение однородного уравне-
ния нужно искать в виде: 

Р и (Р) = Р*. 
Если мы подчиним решение уравнения (13) граничным условиям: 

ЯьД0) = 0; Р , , , ( / ? ) = О, (14) 

то, очевидно, будут удовлетворены и условия (11). Частное решение 
неоднородного уравнения ищем в виде: 

Р (р) = а р2 ') (а - неопределенный коэффициент). 

В результате элементарных вычислений найдем: 

/' Р \г / Р \" l 2 j - 1 ) l 
о / ч 4 'А Л? / \ Л? 

„ (2s — 1) [(25—1 )'-/г2 — 4] 

Таким образом, первое приближение имеет вид: 

V j / j L V / A r 2 1 - 1 ' ) . (15) 

Теперь мы можем таким же способом решить второе уравнение 
(10), затем третье и т. д., причем для всех функций Pm,.i (р) левая 
часть уравнения (13) будет одна и та же и только меняется правая 

-часть, число же членов в правой части в каждом следующем урав-
нении увеличивается на единицу. 

Так, например, частное решение неоднородного уравнения для 
Рт, s (р) нужно будет искать в виде: 

Р (р) = ««> р*« + a<n
2,p(2+"1)."+2m-' f а (£У2 ' -1 ) л + 2 , 

и находить обычным методом неопределенных коэффициентов. 
Ограничиваясь первыми тремя приближениями, получаем следую-

щее выражение для функции и (р, <р): 
00 

/ ч I 4 Х ^ sin(2s — 1)лч> ( Г ^ р 
И (Р,Ф) = Н 0 Н "О Т — 1 А"'/?- ( - - -

° Т „ ^ J j ( 2 s — 1) [«- (2s — 1)-—4] | \R 
1 

•) В случае n=2, s = l , выражение яр2 будет решением однородного уравнения и 
частное решение нужно искать в виде a р' In р. 



R 
я(2.т-1) 

+ k* № 

[я (2s — 1) -

R 

n('Jj-l)-|-2 

4 [ r t ( 2 s - l ) + l j ' (2s — 1) г я 2 —16 

• 2] [я (2s - - 1) | 6] 

4 | r t ' (2s — 1)-

- f /;й R" 

16J | /г (2s 
0 

~R 

1 ) + 1 | 

[«»(2s — 1)'-' - 16] [я2 (2s - 1)2 — 36] 
n(2.t-lH 4 

• + 

+ (*r 
+ 

32 [«(2s — 1) -f- 1] [rt (2s — l) + 2] 

[я (2s — 1) — 2] [я (2s — 1) -h 6] 

- + 

1 6 [ « ( 2 s - l ) + l ] 2 [ f l 2 ( 2 s - l ) 2 — 1 6 ] 

~R) 
[я2 ( 2s — l)2 — 16] [«г (2s - 1)' - 36] 

p \n(2*-l) 

Ш 
32 [n (2s — 1) -J- 1 ] [я (2s — 1) -)-2] 

[я (2s — 1) — 2] [л (2s — 1)4- 6] 
R 

n(l.t-1) 

+ 
16[n(2s — 1)-+- l]2[rt'-'(2s — l)2 — 16] 

Это решение не годится в случае n — 2m(2s—1), но решение 
легко получить, если искать частное решение неоднородного урав-
нения (13) для Pis (р) и для последующих приближений в виде: 

Р (р) = Рт (in р) рк, (Рт (х)—многочлены степени т). 
В случае, когда поперечным сечением цилиндра является кольце-

вой сектор 

никаких существенных изменений не будет, только изменятся гра-
ничные условия (14), которые примут вид: 

Рт>, (/?,) = О, Рт, , т = о, 

и, в связи с этим, несколько усложнится вычисление последователь-
ных приближений. 

§ 3. Анализ решений и приложения 

Заметим, что при достаточно больших s отрезок ряда (16) может 
быть записан в виде: 

sin (2s— 1)я<р" 
00 

fry \ т 

2s—1 

где ц (р) • 

я2 (2s — I ) 2 — 4 

1 при s —• оо, причем JJ. " (1) = 0. 

Н'т(р) . (16) 



Выбирая N настолько большим, чтобы выполнялись неравенства 

к- р« 

будем иметь: 
оо 

М=1 
и, следовательно, 

г Л' < 

k 2 f \ m I ^ / I I ^ l* sP s l 

I 
< 

(1 + «)1А2Р3| 
[л2 (2s—I)2 - 4 ] [2s - 1 — | f ty | ] 

A>(1+0I*2P2I 

< 

[ ( 2 / V — 1 ) л 2 - 4 | [2/V—1—|£2р'] 
Усиливая неравенства, получим: 

р( 1 + Q l ^ ^ i 
Г.х < <Tj, при i V > Л/, 

- 1)'-' л2 - 4| [2N - 1 - \k- R2 

Таким образом, ряд (16) сходится абсолютно и равномерно в области: 

0 < ? < — , 0 < р < R . 
п 

Легко видеть, что ряд (15) вполне пригоден для численных расче-
тов, гак как члены ряда быстро убывают при увеличении числа s, 
если только величина (k2) не очень велика. 

Умножая правую и левую часть выражения (15) на временной мно-
житель expiut, получим напряженность Н магнитного поля в ци-
линдре, 

Для экспериментальной проверки результатов численных расчетов 
рациональней найти поток индукции Ф через поперечное сечение 
цилиндра. 

пп R 
Ф = j (h j N.fdi 

В результате элементарных вычислений получим для потока ин-
дукции следующее выражение: 

0 = Ф , | 1 + 

-f 

1 16 

i 1 _ Г «» ^ J ( 2 s — l)2f« ,(2s—I)-—4] 
s=1 

4 - - - - 4 ' ? . 2 + (17) 

1 

4[n (2s—1)-|-

1 
4[n(2s— 1 ) + 1| [«(2s—1) + 4] 6[«2(2s—1 )2—1G| 

где 

[(2s— 1)л — 2 ] [ r t ( 2 s - l ) - f 6 ] 
4 [л* ( 2 s - 1 ) 2 - 1 6 | [n (2s- 1)+1 ] [л (2s - 1) + 2] 

*R2 

f . . . . 1 
Г 

Фп — Но ' 



Замечаем, что ряд (17) еще быстрее сходится, чем ряд (15). Легко 
проверить, что в частном случае цилиндра полукругового сечения 
(я = 1) мы получаем результаты, приведенные в работе [3| и найден-
ные по методу последовательных приближений. 

При п = Ч2 мы будем иметь цилиндр кругового сечения с разре-
зом вдоль плоскости осевого сечения, до оси цилиндра. Результаты 
вычисления напряженности поля Н и потока индукции Ф, произве-
денные по формулам Эфроса, приведены в заметке [4J. 

Но интегрирование напряженности поля по пеперечному сечению, 
для нахождения потока индукции, там выполнить не удалось и приш-
лось ограничиться численным интегрированием по формуле трапе-
ций. Для вычисления /У, также пришлось преодолеть большие труд-
ности при вычислении функций Бесселя и интегралов Френеля. 

Вычисление же по формуле (17) очень просто приводит к резуль* 
тату: 

Ф = Ф0 (1+0 ,060595 № А>-+ 0,006490 **/?« + 0,003138 / ? • * « + . . . ) (18) 

Заключение 

1. Рассмотренный нами метод не требует знакомства со специаль-
ными функциями и по своей простоте доступен каждому инженеру 
и физику. Вычисление напряженности поля и потока индукции по 
данному нами решению в десятки раз меньше требует труда, чем 
по формулам Эфроса. 

2. Легко заметить, что найденное решение может быть использо-
вано для получения решения и некоторых других задач. 

Так, например, отображая полуполосу 

- о о < * < 0 , 0 < > » < у 

на сектор 

0 < Р < 1 , 0 < ? < — 
п 

при помощи функции 

w — In z, (z = pe'f, w = х + iy) 

мы, очевидно, сумеем получить решение для полупластинкн, 

— со < л" < 0, 0 < .у < — , — 00 < z < оо , 
п 

в продольном поле Н = Н0. 
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УЛУЧШЕНИЕ ОРБИТЫ МАЛОЙ ПЛАНЕТЫ (857) ГЛДЗЕНАПИЯ 

В. И. Анжинч 

Улучшение орбиты малой планеты (857) Глазепапия было пред-
принято по предложению отдела малых планет Института теорети-
ческой астрономии Академии Наук СССР. 

В данной работе содержатся результаты улучшения орбиты малой 
планеты (857) Глазепапия. За исходную систему элементов была при-
нята система элементов, полученная Хираяма и Акияма. 

Система элементов (857) Хираяма и Акияма 

М{1— 172° 432 

ш _ 237° 648 Эпоха 1941 год июнь 19 О" (всемирное время). 
q _ 82° 766 Эклиптика и равноденствие 1950,о 

= 5° 309 ср = 5°. 090 

|j."= 1094" 816 
а =-• 2. ' 9 .0 

Для исправления элементов были использованы следующие наблю-
дения: 

Дата наблюдении а 0 

1926 год 
1. июнь 29 

2,/. иш27.» 
(всемирное время) 

16" 26"' 14/91 

(1926.0) 

- 2 1 ° 35' 45." 0 

С 926.о) 

1929 год 
2. мам 11 

З й 1 4 т 1 5 * 
(всемирное время) 

13" 58"' 27.* 93 

(видимое) 

— 5" 0 Г 08." 0 

(видимое) 

19 ?5 год 
3. февраль 27 

21" 3,'im l()v 

(всемирное и; емя) 

10" 01"' 59.'v 15 

(1935.0) 

+ 20° 55' 45." 5 

(1935.о) 

1915 год 
4. март 19 

0" 44"' 
(всемирное время) 

12" 34"' 12* 

(1950,,) 

| 6 12' 

(19'Ю.о) 

Возмущения от Юпитера и Сатурна были получены при помощи 
специальных таблиц, вычисленных институтом теоретической астро-
номии All СССР. 



Представление наблюдений с элементами Хираяма и Акияма (с уче-
том возмущений) дало нижеследующие разности О—С („наблюдение" 
минус „вычисление") 

Даты наблюдений 1926 1929 1935 1915 

Л з -f Г93120 + Г33824 + 0'83912 + 0° 16557 
М - 0-45529 — 0°51043 — 0°25910 — 0С09022 

Полученные разности были использованы для исправления элемен-
тов. Исправление элементов производилось по приближенному методу 
Штраке, то есть исправлялись четыре элемента М0, <р, ш и р. 

Метод Штраке дал вполне удовлетворительный результат. 
Поправки элементов: dM0, dy, da> и d\i были получены из реше-

ния системы условных уравнений: 

+ 2.0191 dMu- 3.0668 — 3.2183 <ftp + 1.8271 rfw = + 1.8565 

4- 1.7272 - 2.1215 —3.4421 1.7732 = + 1.4217 

+ 1.4226 — 0.9101 —0.5703 + 1 . 6 8 7 4 = + 0 . 8 2 0 0 

+ 1.5299 + 0 . 5 8 1 8 —2.2348 i 1.7326 = + 0.1866 

В результате получены следующие поправки элементов: 

dM0 = + 0°0092 do> = + 0°2327 

rfcp = — 0°0131 rf|i = —0"4469. 

Таким образом после улучшения была получена новая система 
элементов: 

Эпоха 1941 год июнь 19 0" Т. И. 
М„ = 172°441 

Ш = 237°881 
9 = 5°077 
;l = 1094"369 
2 = 82°766 
i •= 5°309 
а - 2.1900 

Долгота узла (2) и наклонность (i) не исправлялись, поэтому посто-
янные Гаусса, которые зависят от этих величин, не изменились: 

А = 172°73517 lgsin а = 9 . 9 9 4 6 2 7 

В = 85°08819 lg sin b = 9.9607031 

С = 7Г14759 lg sin .' = 9.6202290. 

После этого с полученной системой элементов были опять пред-
ставлены наблюдения 1926, 1929, 1935, 1945 годов, причем вычисле-
ния велись с учетом возмущений. 

Полученные разности О—С („наблюденное" минус .вычисленное') 
имеют значения: 

Эклиптика и равноденствие 1950.f, 



Даты наблюдений 1926 г. 1929 г. 1935 г. 19-15 г. 

Д« -|-0"07517 1 0.°05212 - 0 00366 — 0"00421 
Дй н- 0 00237 + 0°03546 -0°01116 — 0°01148 

В результате проделанной работы достигнуто существенное улучше-
ние элементов. 

Дли проверки было проделано еще одно представление наблюде-
ния планеты 1946 г., которое не использовалось для вывода поправок 
элементов. 

1946 г. октябрь 25 18'4Cm48 f О'1 (всемирное время). 

a l950 . n -=0" 17"' 54. -0 

о 1 9 5 0 . о = - 7 ° 36'00" 

Представление дало: 

со старыми элементами Да = — 0°16150 Д3 = —0°02007 

с новыми элементами Да = —0°07700 ДЗ = -f- 0°01532. 

С полученной системой элементов и таблицей возмущений студен-
том 4 курса механико-математического факультета ТГУ Власовым 
была вычислена возмущенная эфемерида планеты на оппозицию 1952 г. 

П р и л о ж е н и е 1. Эфемерида малой планеты (857) Глазенапии на 
оппозицию 1952 г. 

LOR Г 
1952 10Д 1 195О.0 1950. 1 Нариации 

, 

Май 
12.'"8 313" 1951 

Май 28 1Ь1' 03."'4 — 22°51' 
313" 

Июнь Я.'"7 •1-34' 0.315 Июнь 7 17 54.7 - 23"25' 
0.315 

17 10.8 -| 34 - 12/5 17 17 43.9 - 23 59 
-| 34 

27 17 32.7 
П.2 

21 30 
-| 31 | ()."' 9 

Июль 7 17 22.8 
9.9 

- 24 57 
+ 27 - 13.'9 

J7 7.0 -) 23 0 022 J7 17 15.8 - - 25 20 

Дата оппозиции 17 июля 

Кафедра астрономии 
Томского государственного университета 

имени Н. Н. КуйЛмшсва 

и*. Уч. Зпп. ТГУ, м 17. 
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