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Выведена формула чисел Фробениуса для трёх аргументов и с их помощью полу-
чена оценка экспонента сильносвязного n-вершинного орграфа при n > 2, в кото-
ром имеются три дуги вида (i, r), (r, j), (i, j), где i, r, j ∈ {1, . . . , n}. Показано, что
во многих случаях данная оценка экспонента существенно лучше уже известных
оценок.
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Введение
Основные обозначения:

— N—множество натуральных чисел, N0 = N ∪ {0};
— a | b и a 6 | b—«a делит b» и «a не делит b» соответственно, a, b ∈ N;
— d = (θ, λ) —наибольший общий делитель натуральных чисел θ, λ;
— 〈θ, λ, . . .〉— аддитивная полугруппа, порождённая числами θ, λ, . . . ;
— если A = {a1, . . ., ak} ⊆ N, b ∈ N0, то bA = {ba1, . . . , bak}, b±A = {b±a1, . . . , b±ak};
— C(θ, λ, . . .) = dN\〈θ, λ, . . .〉, z = maxC(θ, λ);
— 〈θ, λ〉—подмножество полугруппы 〈θ, λ〉, состоящее из чисел, меньших z;
— g(θ, λ, . . .) —число Фробениуса для аргументов θ, λ, . . .

Пусть 1 < θ < λ < l и числа θ, λ, l взаимно простые.
Функция Фробениуса g(θ, λ, l) для трёх аргументов определена как maxC(θ, λ, l), то

есть как наибольшее натуральное число, не представимое в виде линейной комбинации
чисел θ, λ, l с неотрицательными целыми коэффициентами:

g(θ, λ, l) = max{t ∈ N : t 6= c1θ + c2λ+ c3l}.

Задача определения g(θ, λ, l) известна как диофантова проблема Фробениуса для
трёх аргументов, задача определения множества C(θ, λ, l) —как расширенная пробле-
ма Фробениуса для трёх аргументов. Обзор основных результатов по проблеме Фро-
бениуса для различного числа аргументов можно найти в [1]. Здесь отметим лишь те
факты, которые наиболее важны для изложения результатов данной работы.

Для двух взаимно простых чисел θ, λ получение формулы числа Фробениуса, рав-
ного maxC(θ, λ), и описание множества C(θ, λ) относится ещё к 1884 г. [2]:

g(θ, λ) = θλ− θ − λ, (1)

C(θ, λ) = {g(θ, λ)− 〈θ, λ〉}. (2)
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Из (2) следует, что

|〈θ, λ〉| = |C(θ, λ)| = (θ − 1)(λ− 1)/2 = (g(θ, λ) + 1)/2. (3)

Если d > 1, то из (1) следует, что число z = maxC(θ, λ) определено формулой

z = θλ/d− θ − λ. (4)

Формула числа Фробениуса от трёх и более аргументов известна лишь для частных
случаев. В [3] доказано, что не существует конечного числа полиномов, позволяющих
выразить через них в общем случае число Фробениуса g(θ, λ, l) от трёх аргументов
с помощью разбиения области определения.

Более продуктивным стал алгоритмический подход к определению числа Фробе-
ниуса g(a1, . . . , ak) от k аргументов. Построены алгоритмы при k = 3 (O. Rodseth,
J. Davison и др. [1]); при k > 3 [4, 5] оценка сложности алгоритма определения
g(a1, . . . , ak) снижена до величины порядка O(ka1) операций. Эта оценка улучшена [6]
до величины O(l + ha1), где l и h— характеристики множества {a1, . . . , ak}, принима-
ющие для различных множеств аргументов значения от 2 до min(a1, k).

В данной работе выведена формула числа g(θ, λ, l), использующая арифметические
и теоретико-множественные операции во множестве натуральных чисел. Приведены
примеры вычисления g(θ, λ, l) по полученной формуле. Число Фробениуса g(θ, λ, l)
использовано для оценки экспонентов весьма широкого класса орграфов. Полученная
оценка существенно улучшает известные оценки для рассмотренного класса орграфов.

1. Формула числа Фробениуса для трёх аргументов
Обозначим K(θ, λ, l) множество натуральных чисел k, таких, что kdl ∈ C(θ, λ),

S(l) —подмножество множества C(θ, λ):

S(l) =
⋃

k∈K(θ,λ,l)

{(kdl + b) ∈ C(θ, λ) : b ∈ 〈θ, λ〉}.

Утверждение 1.
а) Если a ∈ N и d | a, то l | a, если и только если dl | a;
б) S(l) = C(θ, λ) ∩ 〈θ, λ, l〉;
в) C(θ, λ)\S(l) 6= ∅;
г) S(l) = ∅, если и только если K(θ, λ, l) = ∅.
Доказательство.
а) По условию d = (θ, λ) и числа θ, λ, l взаимно простые, тогда (l, d) = 1, отсюда

следует требуемое утверждение.
б) Пусть a ∈ C(θ, λ)∩〈θ, λ, l〉. Тогда a = nl+ b, где b ∈ 〈θ, λ〉, при этом n ∈ N, иначе

при n = 0 имеем противоречие: a ∈ 〈θ, λ〉.
Ввиду a ∈ C(θ, λ) имеем a − b = nl ∈ C(θ, λ), иначе приходим к противоречию:

a ∈ 〈θ, λ〉.
Заметим, что d | nl и l | nl, тогда по утверждению 1а верно dl | nl. Отсюда nl = kdl

при натуральном k, где k ∈ K(θ, λ, l), так как nl ∈ C(θ, λ). Тогда a = kdl + b ∈ S(l).
Следовательно, C(θ, λ) ∩ 〈θ, λ, l〉 ⊆ S(l).

Обратно, пусть a ∈ S(l), тогда a = kdl + b при некотором k ∈ K(θ, λ, l), где ndl ∈
∈ C(θ, λ) и b ∈ 〈θ, λ〉. По определению S(l) ⊆ C(θ, λ), поэтому получаем a ∈ C(θ, λ) ∩
∩ 〈θ, λ, l〉. Значит, выполнено и обратное включение S(l) ⊆ C(θ, λ) ∩ 〈θ, λ, l〉.
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в) Для любого b ∈ {1, . . . , θ− 1} выполнено b /∈ 〈θ, λ〉 и b /∈ 〈θ, λ, l〉, тогда b ∈ C(θ, λ)
и b /∈ S(l). Следовательно, C(θ, λ)\S(l) 6= ∅.

г) Следует из определения множества S(l).

Уточним строение множества S(l). Определим на множестве N2
0 всех пар целых

неотрицательных чисел отношение частичного порядка: (n1,m1) 6 (n2,m2), если и
только если n1 6 n2 и m1 6 m2, при этом если n1 < n2 или m1 < m2, то пишет-
ся (n1,m1) < (n2,m2). Множество N2

0 —решётка относительно частичного порядка 6.
Нулём решетки N2

0 является пара (0, 0). Через I(n,m) обозначим идеал решетки N2
0:

I(n,m) = {(n′,m′) ∈ N2
0 : (n′,m′) 6 (n,m)}.

На решётке N2
0 определена операция сложения (n,m) + (n′,m′) = (n + n′,m + m′),

относительно которой множество N2
0 образует полугруппу. (Заметим, что эта операция

отличается от операции сложения в решётке, определяемой как a+ b = sup{a, b}.)
Лемма 1. Любое число b ∈ 〈θ, λ〉 однозначно представляется в виде линейной

комбинации чисел θ и λ с целыми неотрицательными коэффициентами.
Доказательство. Пусть имеются два различных представления

b = nθ +mλ = n′θ +m′λ.

Все коэффициенты положительные, поэтому пары (n,m) и (n′,m′) несравнимы. Пусть
0 6 n < n′ и 0 6 m′ < m. Тогда (n′−n)θ = (m−m′)λ. Так как числа θ/d и λ/d взаимно
простые, последнее равенство выполнено только если n′ − n = kλ/d и m − m′=kθ/d
при некотором натуральном k. Отсюда m > kθ/d и b > nθ + kθλ/d > θλ/d, то есть
в соответствии с (4) b > z, что противоречит условию b ∈ 〈θ, λ〉.

Лемма 1 устанавливает биекцию f между множеством 〈θ, λ〉 и подмножеством
решетки N2

0: если b = nθ + mλ, то f(b) = (n,m). В этом случае определим идеал
I(b) = I(n,m).

Заметим, что полугрупповая операция на множестве 〈θ, λ〉 согласована с операцией
сложения в N2

0, то есть если a, b, (a+ b) ∈ 〈θ, λ〉, то f(a+ b) = f(a) + f(b).
Лемма 2. Если a, b ∈ 〈θ, λ〉, то a− b ∈ 〈θ, λ〉, если и только если f(b) 6 f(a).
Доказательство. Пусть f(a) = (n,m), f(b) = (n′,m′). Если (n′,m′) 6 (n,m), то

f(a− b) = (n− n′,m−m′), то есть a− b ∈ 〈θ, λ〉.
Обратно, если a−b ∈ 〈θ, λ〉, то f(a−b) = (n′′,m′′), где n′′,m′′ > 0. Тогда a = b+(a−b),

следовательно, (n′,m′) 6 (n,m), то есть f(b) 6 f(a).

Утверждение 2. S(l) =
⋃

k∈K(θ,λ,l)

(kdl + I(g(θ, λ)− kdl)) .

Доказательство. Обозначим

bk = g(θ, λ)− kdl, (5)

где k ∈ K(θ, λ, l). В силу равенств (2), (3) при k ∈ K(θ, λ, l) выполнено bk ∈ 〈θ, λ〉, тогда
kdl + bk = g(θ, λ) ∈ S(l). Возьмём b ∈ 〈θ, λ〉; если f(b) 6 f(bk) и kdl + b ∈ C(θ, λ), то
kdl+b ∈ S(l). Тогда (kdl+I(bk)) ⊆ S(l). В силу произвольности k ∈ K(θ, λ, l) получаем⋃
k∈K(θ,λ,l)

(kdl + I(bk)) ⊆ S(l).

Обратно, если a ∈ S(l), то по определению a = kdl+b, где a, kdl ∈ C(θ, λ) и b ∈ 〈θ, λ〉.
Тогда b = a− kdl. Вычитая это равенство из (5), получаем bk − b = g(θ, λ)− a. В силу
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равенств (2), (3) имеем (g(θ, λ) − a) ∈ 〈θ, λ〉, следовательно, bk − b ∈ 〈θ, λ〉 . Отсюда
f(b) 6 f(bk) в соответствии с леммой 2, то есть b ∈ I(bk) и a ∈ (kdl + I(bk)). Таким
образом, верно и обратное включение S(l) ⊆

⋃
k∈K(θ,λ,l)

(kdl + I(bk)).

Теорема 1. g(θ, λ, l) = maxC(θ, λ)\S(l) + (d− 1)l.
Доказательство. Пусть d = 1. По определению C(θ, λ, l) = N\〈θ, λ, l〉. При d = 1

имеет место включение C(θ, λ, l) ⊆ C(θ, λ), поэтому

C(θ, λ, l) = C(θ, λ)\〈θ, λ, l〉 = C(θ, λ)\(C(θ, λ) ∩ 〈θ, λ, l〉).

Отсюда в соответствии с утверждением 1б получим C(θ, λ, l) = C(θ, λ)\S(l). Следова-
тельно, g(θ, λ, l) = maxC(θ, λ, l) = maxC(θ, λ)\S(l), то есть при d = 1 теорема верна.

Пусть d > 1. Из разбиения N0 =
d−1⋃
r=0

(r + dN0), где r + dN0 —множество всех чисел

из N0, сравнимых с r по модулю d, r = 0, . . . , d− 1, следует разбиение

C(θ, λ, l) =
d−1⋃
r=0

(r + dN0) ∩ C(θ, λ, l).

Отсюда получаем
maxC(θ, λ, l) = max{z0, . . . , zd−1}, (6)

где zr = max((r + dN0) ∩ C(θ, λ, l)), r = 0, . . . , d− 1.
Используем очевидное разбиение dN0 = 〈θ, λ〉 ∪ S(l) ∪ (C(θ, λ)\S(l)).
Любое число a из C(θ, λ, l) имеет вид a = nl+ b, где n—натуральное, b кратно d и

b /∈ 〈θ, λ, l〉. Тогда b /∈ 〈θ, λ〉 ∪ S(l), иначе имеем противоречие: a ∈ 〈θ, λ, l〉. Следова-
тельно, b ∈ C(θ, λ)\S(l) и при r = 0, . . . , d− 1

zr = max((r + dN0) ∩ (C(θ, λ)\S(l))).

Число a ∈ (r + dN0) ∩ (C(θ, λ)\S(l)), если и только если nl ≡ r (mod d), r = 0, . . . ,
d−1. Следовательно, zr = nl+β, где nl ≡ r (mod d) и β = maxC(θ, λ)\S(l). Покажем,
что n—наименьшее натуральное, при котором nl ≡ r (mod d). Заметим, что в силу
взаимной простоты чисел d и l при любом r = 0, . . . , d − 1 такое наименьшее n ∈
∈ {0, . . . , d− 1}. Действительно, при n > d разделим n на d с остатком: n = dq+ δ, где
q > 0, δ < d. Тогда

zr = (qdl + β) + δl,

где число (dql+β) больше β и кратно d. Значит, (dql+β) ∈ 〈θ, λ〉∪S(l), следовательно,
(dql+ β) ∈ 〈θ, λ, l〉. Отсюда получаем противоречие: zr ∈ 〈θ, λ, l〉. Тогда в соответствии
с (6)

maxC(θ, λ, l) = maxC(θ, λ)\S(l) + max{0, l, . . . , (d− 1)l} = maxC(θ, λ)\S(l) + (d− 1)l.

Теорема доказана.

Замечание. Из теоремы 1 и равенства (4) следует оценка числа g(θ, λ, l) (частный
случай оценки Брауэра [7]):

g(θ, λ, l) 6 θλ/d− θ − λ+ (d− 1)l. (7)
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Пример 1. Определим g(7, 11, 12). Вычисляем: d = 1, z = 7 · 11 − 7 − 11 = 59,
тогда |〈7, 11〉| = |C(7, 11)| = 6 · 10/2 = 30.

Выпишем в табл. 1 множество чисел a ∈ 〈7, 11〉 с соответствующими парами
f(a) ∈ N2

0 и множество чисел (z − a) ∈ C(7, 11). Получаем, что множество чисел
из C(7, 11), кратных 12, есть {12, 24, 48}. Тогда K(7, 11, 12) = {1, 2, 4}. В соответствии
с утверждением 2 надо определить идеалы I(59 − 12) = I(47), I(59 − 24) = I(35),
I(59− 48) = I(11).

Та б л и ц а 1

a/f(a) z − a a/f(a) z − a a/f(a) z − a a/f(a) z − a a/f(a) z − a a/f(a) z − a
56/(8,0) 3
49/(7,0) 10
42/(6,0) 17 53/(6,1) 6
35/(5,0) 24 46/(5,1) 13 57/(5,2) 2
28/(4,0) 31 39/(4,1) 20 50/(4,2) 9
21/(3,0) 38 32/(3,1) 27 43/(3,2) 16 54/(3,3) 5
14/(2,0) 45 25/(2,1) 34 36/(2,2) 23 47/(2,3) 12 58/(2,4) 1
7/(1,0) 52 18/(1,1) 41 29/(1,2) 30 40/(1,3) 19 51/(1,4) 8
0/(0,0) 59 11/(0,1) 48 22/(0,2) 37 33/(0,3) 26 44/(0,4) 15 55/(0,5) 4

Из табл. 1 имеем: f(47) = (2, 3), f(35) = (5, 0), f(11) = (0, 1). Зададим идеалы
в табл. 2 (три части табл. 1).

Та б л и ц а 2

Идеал I(35)
Идеал I(47) 35/(5,0) Идеал I(11)

28/(4,0)
21/(3,0)

14/(2,0) 25/(2,1) 36/(2,2) 47/(2,3) 14/(2,0)
7/(1,0) 18/(1,1) 29/(1,2) 40/(1,3) 7/(1,0) 11/(0,1)
0/(0,0) 11/(0,1) 22/(0,2) 33/(0,3) 0/(0,0) 0/(0,0)

Из табл. 2 в соответствии с утверждением 2 получаем

S(12) = (12 + I(47)) ∪ (24 + I(47)) ∪ (48 + I(11)) =

= {26, 19, 12, 37, 30, 23, 48, 41, 34, 59, 52, 45, 38, 31, 24}.

Отсюда и из табл. 1 получаем окончательно

g(7, 11, 12) = max(C(7, 11)\S(12)) = max{17, 10, 27, 20, 13, 6, 16, 9, 2, 5, 15, 8, 1, 4} = 27.

Пример 2. Определим g(8, 38, 41). Вычисляем: d = 2, z = 2(4 · 19− 4− 19) = 106,
тогда |〈8, 38〉| = |C(8, 38)| = 3 · 18/2 = 27.

Выпишем в табл. 3 множество чисел a ∈ 〈8, 38〉 с соответствующими парами f(a) ∈
∈ N2

0 и множество чисел (z − a) ∈ C(8, 38). Получаем, что во множестве C(8, 38)
лишь число 82 кратно 82, тогда K(8, 38, 41) = {1}. В соответствии с утверждением 2
определяем идеал I(106− 82) = I(24).

Из табл. 3 также имеем: f(24) = (3, 0); I(24) = {24, 16, 8, 0}; S(41) = 82+I(24) = {82,
90, 98, 106}. Отсюда и из табл. 3 получаем окончательно

g(8, 38, 41) = max(C(8, 38)\S(41)) + 41 = 74 + 41 = 115.
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Та б л и ц а 3

a/f(a) z − a a/f(a) z − a a/f(a) z − a
104/(13,0) 2
96/(12,0) 10
88/(11,0) 18
80/(10,0) 26
72/(9,0) 34
64/(8,0) 42 102/(8,1) 4
56/(7,0) 50 94/(7,1) 12
48/(6,0) 58 86/(6,1) 20
40/(5,0) 66 78/(5,1) 28
32/(4,0) 74 70/(4,1) 36
24/(3,0) 82 62/(3,1) 44 100/(3,2) 6
16/(2,0) 90 54/(2,1) 52 92/(2,2) 14
8/(1,0) 98 46/(1,1) 60 84/(1,2) 22
0/(0,0) 106 38/(0,1) 68 76/(0,2) 30

Заметим, что описание формулы числа Фробениуса для четырёх аргументов
несколько сложнее, чем для трёх. Один из факторов усложнения— отсутствие жёсткой
связи между множествами 〈θ, λ, l〉 и C(θ, λ, l), подобной той, что задана для множеств
〈θ, λ〉 и C(θ, λ) равенством (2).

2. Оценка экспонентов ориентированных графов
Используем формулу числа g(θ, λ, l) для оценки экспонентов некоторых графов.
Граф Г с матрицей смежности вершин M называется примитивным, если Mγ>0

при некотором натуральном γ. Наименьшее такое число γ называют экспонентом (по-
казателем примитивности) графа Г (обозначается expГ).

Универсальный критерий примитивности графа Г [8, с. 226] следующий: если
C1, . . . , Ck суть все простые циклы графа Г длин l1, . . . , lk соответственно, то силь-
носвязный орграф (связный граф) Г примитивный, если и только если (l1, . . . , lk) = 1.

Универсальная и частные оценки экспонентов n-вершинных графов систематизи-
рованы и даны в [9]. Рассмотрим новые классы примитивных орграфов и графов и
получим оценку их экспонентов.

В n-вершинном орграфе (графе) Г при n > 1 всякие три дуги (ребра) вида (i, r),
(r, j) и (i, j), i, r, j ∈ {1, . . . , n}, назовём транзитивной тройкой дуг (рёбер). Заметим,
что всякая петля в орграфе (графе) является такой тройкой. Длину пути w в Г, изме-
ряемую числом дуг (рёбер), составляющих путь, обозначим l(w). В частности, петля
в Г есть путь длины 1. Пустой путь (путь длины 0, который не содержит дуг (рёбер)
и может относиться к любой вершине орграфа) обозначим w∅.

Для последовательности w1, . . . , wm из m > 1 непустых путей определён путь w
с помощью операции конкатенации, если конечная вершина предыдущего пути совпа-
дает с начальной вершиной следующего пути (операция конкатенации обозначена сим-
волом ·), записывается w = w1 ·. . .·wm. Если w = w1 ·. . .·wm, то l(w) = l(w1)+. . .+l(wm).

Теорема 2. Если при n > 2 в сильносвязном n-вершинном орграфе Г имеются
транзитивная тройка дуг (i, r), (r, j), (i, j) и простой путь w из j в i длины t − 1, где
t > 1, то орграф Г примитивный и выполнены оценки:

а) если i = j, или r = i, или r = j, то expГ6 2n− 2;
б) если i, j, r— три различные вершины и путь w не проходит через вершину r, то

expГ6 (t− 1)2 + 2n− 2;
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в) если i, j, r— три различные вершины и путь w проходит через вершину r, кото-
рая делит путь w на пути длины τ − 1 и t− τ , где 0 < t− τ < τ < t, то

exp Γ 6 g(t− τ + 1, τ, t) + 2(n− t+ τ)− 1,

где g—число Фробениуса от трёх аргументов.
Доказательство.
а) Если i = j, или r = i, или r = j, то в Г имеется петля, и орграф Г примитивный.

Тогда в соответствии с [8, с. 397] expГ6 2n− 2.
б) Если i, j, r суть три различные вершины, n > 2 и путь w не проходит через вер-

шину r, то t 6 n− 1 и в Г имеются циклы z1 и z2, где z1 = w · (i, r) · (r, j), z2 = w · (i, j).
Отсюда l(z1) = t+ 1, l(z2) = t, следовательно, (l(z1), l(z2)) = 1 и в соответствии с уни-
версальным критерием орграф Г является примитивным. Цикл z2 —часть цикла z1,
отсюда в соответствии с оценкой [10, теорема 1б ] expГ6 (t− 1)2 + 2n− 2.

в) Если i, j, r суть три различные вершины, n > 2 и путь w проходит через верши-
ну r, то t 6 n и выполнено равенство w = w1·w2, где w1 есть простой путь из j в r и w2 —
простой путь из r в i. Тогда в Г имеются циклы z0, z1 и z2, где z0 = w·(i, j), z1 = w1·(r, j),
z2 = (i, r) · w2. В соответствии с условиями l(z0) = t, l(z1) = τ , l(z2) = t− τ + 1.

Пусть (l(z0), l(z1), l(z2)) = δ. Тогда δ делит l(z1)+ l(z2), то есть δ делит t+1. Вместе
с тем δ делит l(z0), где l(z0) = t. Следовательно, δ = 1 и граф Г примитивный.

Для получения оценки expГ воспользуемся утверждением 3б из [10].
При обходе какого-либо цикла z′ выделим его вершину ε как начальную, цикл в

этом случае обозначим z′(ε). Для целого неотрицательного q через qz′(ε) обозначим
цикл, составленный из q-кратно пройденного цикла z′(ε), где 0z′(ε) = w∅.

Пусть множество W состоит из всех вершин пути w и V —из остальных вершин
орграфа Г, в частности, не исключено V = ∅. Пусть α, β —любые вершины орграфа Г
и u(α, β) —путь из α в β вида

u(α, β) = u(α, r) · z(r) · u(r, β), (8)

где u(α, r) —кратчайший путь из α в r; u(r, β) —кратчайший путь из r в β; z(r) —
цикл, проходящий только через вершины множества W . Так как вершина r является
общей для циклов z0, z1 и z2, то цикл z(r) может быть представлен в виде

z(r) = q0z0(r) · q1z1(r) · q2z2(r), (9)

где q0, q1, q2 —целые неотрицательные числа.
Оценим длину пути u(α, β). Используем представления

u(α, β) = u(α, ε) · u(ε, r), u(r, β) = u(r, ξ) · u(ξ, β), (10)

где u(α, ε) —кратчайший путь из вершины α до ближайшей вершины ε из множе-
стваW ; u(ξ, β) —кратчайший путь в β из ближайшей вершины ξ множестваW ; u(ε, r)
и u(r, ξ) —пути наименьшей длины соответственно из ε в r и из r в ξ, проходящие
только через вершины множества W. Заметим, что при α ∈ W путь u(α, ε) пустой,
при β ∈ W путь u(ξ, β) пустой.

Учитывая, что |W | = t, где по условию t 6 n, из определения данных путей полу-
чаем l(u(α, ε)) 6 n − t, l(u(ξ, β)) 6 n − t, l(u(ε, r)) < max{l(z1), l(z2)} = τ , l(u(r, ξ)) <
< max{l(z1), l(z2)} = τ . Отсюда и из (10) следует

l(u(α, r)) 6 n− t+ τ − 1, l(u(r, β)) 6 n− t+ τ − 1. (11)
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В соответствии с определением числа Фробениуса и равенством (9) коэффици-
енты q0, q1, q2 можно выбрать так, чтобы длина пути z(r) равнялась любому чис-
лу, превосходящему число Фробениуса g(t − τ + 1, τ, t). Следовательно, из (8) и (11)
получаем, что подбором коэффициентов q0, q1, q2 можно добиться, чтобы для лю-
бых вершин α, β длина пути u(α, β) принимала любое значение, большее или равное
g(t − τ + 1, τ, t) + 2(n − t + τ) − 1. По следствию 1 теоремы 2 [11] это равносильно
положительности матрицы As при любом s > g(t − τ + 1, τ, t) + 2(n − t + τ) − 1, где
A—матрица смежности вершин графа Г. Требуемая оценка экспонента выполнена.

Слeдствие. Если выполнены условия теоремы 2в и (t+ 1, τ) = d, то

exp Γ 6 (t− τ + 1)τ/d+ (d− 4)t+ 2n+ 2τ − 2.

Доказательство. Заметим, что (t + 1, τ) = (t − τ + 1, τ) = d. С учётом этого
требуемая оценка получается из теоремы 2в с использованием оценки (7).

Пример 3. Пусть для примитивного орграфа Г со 100 вершинами выполнены
условия теоремы 2в, где t = 62, τ = 36. Тогда t − τ + 1 = 27, требуется определить
g(27, 36, 62).

Вычисляем: d = (27, 36) = 9, z = 9 · 5 = 45, тогда |〈27, 36〉| = |C(27, 36)| = 6/2 = 3.
Поскольку 〈27, 36〉 = {0, 27, 36}, C(27, 36) = {9, 18, 45}, получаем S(62) = ∅ и

maxC(27, 36) = 45. В соответствии с теоремой 1 g(27, 36, 62) = 45 + 8 · 62 = 541.
Отсюда по теореме 2в expГ6 541 + 2 · 74− 1 = 688.

Пример 4. Пусть для примитивного орграфа Г со 100 вершинами выполнены
условия теоремы 2в, где t = 59, τ = 52. Тогда t − τ + 1 = 8, требуется определить
g(8, 52, 59).

Вычисляем: d = (8, 52) = 4, z = 4 · 11 = 44, тогда |〈8, 52〉| = |C(8, 52)| = 12/2 = 6.
Имеем 〈8, 52〉 = {0, 8, 16, 24, 32, 40}, C(8, 52) = {4, 12, 20, 28, 36, 44}. Множество чи-

сел из C(8, 52), кратных 236, пусто, значит, пусто множество S(236). Тогда по теореме 1

g(8, 52, 59) = maxC(8, 52) + 3 · 59 = 44 + 177 = 221.

Отсюда по теореме 2в expГ6 221 + 2 · 93− 1 = 406.
Точное сравнение полученной оценки с известными оценками затруднено наличием

в ней слагаемого в виде числа Фробениуса, которое во многих случаях вносит основной
вклад в величину оценки. Рассмотрим числовые примеры.

Для примитивного 100-вершинного орграфа из примера 3 оценки следующие:
— универсальная оценка Виландта [12] — 9802;
— оценка, данная в [8, с. 227], — 2746 (длина кратчайшего цикла 27);
— оценка теоремы 1б [10] — 1758 (длины циклов 27 и 62);
— оценка примера 3 — 688.

Для примитивного 100-вершинного орграфа из примера 4 оценки следующие:
— универсальная оценка Виландта [12] — 9802;
— оценка, данная в [8, с. 227], — 884 (длина кратчайшего цикла 8);
— оценка теоремы 1б [10] — 597 (длины циклов 8 и 59);
— оценка примера 4 — 406.

Анализ числовых примеров позволяет считать, что полученная оценка, как прави-
ло, значительно точнее других известных оценок.
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