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В АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ МОЛЕКУЛАХ XYZ3 СИММЕТРИИ C3v

На основе формализма неприводимых тензорных операторов определена в общем виде операторная матри-
ца эффективного вращательного оператора для молекул аксиальной симметрии типа XYZ3. На основе симмет-
ричных свойств гамильтониана и колебательных волновых функций такого типа молекул получен ряд ранее не-
известных соотношений между спектроскопическими параметрами.
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Введение

В течение многих лет колебательно-вращательная спектроскопия высокого разрешения оста-
ется источником наиболее точной информации о структуре и внутренних свойствах молекул. Ин-
формация, которая может быть извлечена из высокоточного экспериментального спектра микро-
волнового, инфракрасного и видимого диапазонов, затем может быть использована для решения
многочисленных как чисто академических, так и прикладных задач физической химии, астрофи-
зики и планетологии, изучения земной атмосферы и экологических проблем и т.д. В свою очередь,
решение проблемы корректного извлечения физической информации из спектров высокого раз-
решения основывается на выполнении двух тесно связанных проблем: математического модели-
рования внутримолекулярных эффектов и взаимодействий и методов интерпретации спектраль-
ных линий в экспериментально зарегистрированных спектрах. Последняя задача (интерпретация
спектральных линий) во многих случаях оказывается чрезвычайно сложной, особенно для высоко-
возбужденных колебательных состояний с наличием многочисленных случайных взаимодействий.
В этих условиях единственный реальный путь решения задачи заключается в возможности теоре-
тического предсказания как можно большего числа параметров используемой модели молекулы с
помощью так называемых эффективных гамильтонианов молекулы [1–5] с последующей их фик-
сацией в процессе решения задачи.

В данной работе рассматривается задача определения подобного рода соотношений, позво-
ляющих на основе фундаментальных параметров (параметров внутримолекулярной потенциаль-
ной функции и структурных параметров молекулы) определить наиболее важные спектроскопиче-
ские характеристики модели молекулы типа симметричного волчка и тем самым существенно об-
легчить решение задач интерпретации сложных колебательно-вращательных спектров в высоко-
возбужденных состояниях. Основой для решения задачи является операторная теория возмущений
(в нашем случае использовалась так называемая матричная формулировка операторной теории
возмущений [3]), общий вид колебательно-вращательного гамильтониана произвольной много-
атомной молекулы [2–6], результаты, полученные на основе теории неприводимых тензорных сис-
тем [1–6].

1. Матрица эффективного вращательного гамильтониана

Можно показать (см., например, [1–4]), что эффективный гамильтониан молекулы типа сим-
метричного волчка может быть записан в следующем виде:

vib rot ,

,
| | i j

i j
H i j H− = ><∑ , (1)

где | |i >  и |j<  – колебательные функции; операторы ,i jH  зависят только от вращательных опера-
торов Jα , суммирование выполняется по всем вырожденным и/или взаимодействующим колеба-
тельным состояниям. В нашем случае, поскольку молекула XYZ3 имеет симметрию C3v, как враща-
тельные операторы ,i jH , так и колебательные функции | |i >  и |j<  в уравнении (1) должны обла-
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дать свойствами неприводимых тензорных наборов, относящихся к группе симметрии C3v. В целях
экономии места мы не будем приводить здесь подробные вычисления, а просто отметим, что на
основании результатов работ [3, 8–12] можно показать, что блоки эффективного оператора (1) бу-
дут иметь вид, приведенный ниже.

2 . 1 .  Ди а г о н а л ь н ы е  б л о к и  А 1 -  и / и л и  А 2 - с и м м е т р и и

Диагональные блоки А1- и/или А2-симметрии имеют следующий вид:
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описывают зависимости J и K главного параметра A Aλ λ′ε ε ; […, …]+ обозначает антикоммутатор.

2 . 2 .  Ди а г о н а л ь н ы е  б л о к и  Е - с и м м е т р и и

Для дважды вырожденных колебательных состояний оператор ,vE vEH  имеет вид
(1) (2) (3)

, , , , ,vE vE vE vE vE vE vE vEH H H H= + + (3)

где

{

( ) ( )

(1) 2 2 2 4
1 1 2 2,

2 2 4 6 4 2 2 4 6 8

2 2 3 31 1 1
2 2 2

2

(| | | |) ( )

...

... ,

' ' '

vE vE vE vE
x y z JvE vE

vE vE vE vE vE vE vE
JK z K z J JK z KJ z K z J

vE vE vE
J K z

vE vE vE
z J z K

H vE vE vE vE E A J J B J D J

D J J D J H J H J J H J J H J L J

J J J J

J J J J

+ −
+

= >< + >< + + + − −

− − + + + + + + + +

⎡ ⎤+ ε + ε + ε + − +⎣ ⎦

+ ε + ε + ε( ) ( ) }3 3 3... , ;z J J+ −
+

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

(4)

(2) 2 3 4
1 2 2 1, (| | | |){ ...}vE vE vE vE

z J z K z JJ zvE vEH vE vE vE vE J J J J J J= 〉〈 − 〉〈 η + η + η + η + ; (5)

( ) ( ){
( ) } ( ) ( ){

( ) }

(3)
2 2 1 1,

2 2
1 2 2 1

2 2

(| | | |) , ,

, ... (| | | |) , ,

, ... ;

vE vE
vE vE

vE vE vE

vE

H vE vE vE vE iA J J B J J

C J J vE vE vE vE A J J iB J J

iC J J

+ − + −+ +

+ − + − + −+ ++

+ −
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= 〉〈 − 〉〈 − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + 〉〈 + 〉〈 + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦

  (6)

2 2 4 2 2 41 1 1
2 2 2

4 2 2 4

2 3 4 2 3

2 2 4 2 2 4 4 21 1 1
2 2 2

...

... ...,

...,

... ..

vE v v v v v v
J K z JJ JK z KK z

v v
JJK z JKK z

vE v v v v v
z J z K z JJ z JK z

vE v v v v v v v
J K z JJ JK z KK z JJK z

A J J J J J J

J J J J

B J J J J J J J J

C J J J J J J J J

= α + α + α + α + α + α +

+α + + α +

= β +β +β +β +β +

= γ + γ + γ + γ + γ + γ + + γ + . .

  (7)

2 . 3 .  Б л о к и  в з а и м о д е й с т в и я  К о р и о л и с а  1A E− - ,  и л и  2A E− - т и п а

Операторы, описывающие взаимодействие Кориолиса, связывают колебательные состояния
1 2/A A - и Е-симметрии и имеют следующий вид:
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Операторы ivAA , ivAB , … и т.д. можно получить на основе уравнения (7) заменой параметров
, ,, , ... ,i iva v e va v ev v c ′ ′α β α β  и т.д. (i = 1, 2).

2 . 4 .  Б л о к и  в з а и м о д е й с т в и я  К о р и о л и с а  1 2A A− - т и п а

Оператор взаимодействия Кориолиса 1 2A A− -типа имеет вид
1 2 1 21 2

1 2

, ,, 2 3
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2 . 5 .  В з а и м о д е й с т в и е  Фе р м и  1 2A A− - ,  2 2A A− -  и л и  E – E - т и п а

В соответствии со свойствами симметрии, операторы взаимодействия типа Ферми имеют
точно такую же форму, как и диагональные операторы уравнений (2) – (7). Конечно, все спектро-
скопические параметры, такие, как vE γ , vA γ , ..., vEη , ..., vα , … и т.д., должны быть заменены на
соответствующие параметры взаимодействия, такие, как ,v vF ′γ γ , ..., , ,vE v E′η , … ,v v′α , ... и т.д.:
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, 2 3 4 2 3 ...,vE vE vv vv vv vv vv
z J z K z JJ z JK zB J J J J J J J J′ ′ ′ ′ ′ ′= β + β +β +β +β +  (16)

, 2 2 4 2 21 1 1 ...
2 2 2

vE vE vv vv vv vv vv
J K z JJ JK zC J J J J J′ ′ ′ ′ ′ ′= γ + γ + γ + γ + γ + .

Полученные в данном разделе результаты имеют фундаментальное значение, поскольку по-
зволяют корректно описывать разнообразные проявляющиеся в молекулах типа симметричного
волчка эффекты и взаимодействия.

3. Операторная теория возмущений и симметризованные колебательные функции

В данном параграфе представлены основные формулы операторной теории возмущений [3],
которые использовались для вычисления различных спектроскопических параметров эффективно-
го гамильтониана. В соответствии с операторной теорией возмущений, вращательные операторы

,i jH  в правой части уравнения (1) могут быть представлены в следующем виде:
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Здесь 0
iE  и |i> – собственные значения и собственные функции оператора Гамильтона H0:

0
0 | |iH i E i〉 = 〉 , (18)

H0 – оператор нулевого приближения колебательно-вращательного гамильтониана молекулы в
симметризованном виде:
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Поскольку рассматриваемая в данной работе молекула является симметричным волчком, ко-
лебательные волновые функции в общем выражении (19) также должны быть симметризованы.
Нами было показано, что такие симметризованные колебательные функции должны иметь вид од-
ной из восьми комбинаций, приведенных ниже:
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(20)

Конкретный вид симметризованных функций зависит от определённых значений квантовых
чисел lλ , lμ  и lν .

Использование симметризованных операторов и симметризованных волновых функций в
формуле (20) является сложной задачей даже для расчета второго порядка теории возмущений, не
говоря уже о третьем и более высоких порядках. По этой причине вычисления были реализованы
на основе аналитических языков программирования MAPLE и MATHEMATICA.
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4. Спектроскопические параметры молекулы XYZ3

Приведенная выше информация использовалась затем для определения аналитической зави-
симости различных спектроскопических постоянных молекулы типа XYZ3 симметрии C2v. Полу-
ченные результаты для ангармонических xλμ , колебательно-вращательных λμα  и центробежных
постоянных совпадают с соответствующими результатами работы [1], что можно рассматривать,
как подтверждение корректности используемой схемы. Ниже мы приводим ряд полученных в
данной работе и ранее неизвестных результатов для описания резонансных взаимодействий в так
называемых гибридных колебательных состояниях. В частности, было получено соотношение,
позволяющее одним набором параметров описывать параметры кориолисова расщепления vEη ,
параметры резонансного взаимодействия Кориолиса 1 2,vA vAη  и параметры взаимодействия Ферми

,vnE vmEη  (см. (5), (10) и (14)):

1 20 1 2 1 2
Г, Г 2 ( )v v e z z z

ziB c l c l c l′
λ λ λ λ μ μ μ μ ν ν ν νη = − ζ + ζ + ζ . (21)

Здесь ,vE vE vEη = η  – параметр k – l-расщепления в уравнении (5); ,v v ′Γ Γη  – параметр кориолисова
взаимодействия в уравнении (10); , ,v v vnE vmE′Γ Γη = η  – параметр взаимодействия Ферми в уравнении
(14); λ, μ, ν принимают значения 4, 5 или 6; lλ , lμ  и lν  – колебательные квантовые числа волновых
функций ( 1 2 3 4 4 5 5 6 6( , , , , , , , ).v v v v l v l v l  Коэффициенты cλ  для более общих случаев представлены в
табл. 1. Важно отметить, что, во-первых, зависимость параметров −η  от значений квантовых чи-
сел / /l l lλ μ ν  не тривиальна, во-вторых, данное соотношение не зависит от квантовых чисел

/ /v v vλ μ ν . Также эта общая формула позволяет связать друг с другом не только параметры
k – l-расщепления в колебательных состояниях симметрии E, но и параметры взаимодействий Ко-
риолиса и Ферми.

Т а б л и ц а  1

Значения ненулевых коэффициентов c, входящие в уравнение (21),
которые используются для определения параметров η

lλ lμ lν cλ cμ cν ΓΓ� a) lλ lμ lν cλ cμ cν ΓΓ� a)

1 0 0 1 Е 1 3 0 1 1Е
2 0 0 –1 Е 1 3 0 1 2Е
1 1 0 –1 –1 Е 1 1 1 1 1 –1 1Е
1 1 0 –1 1 A1/A2 1 1 1 1 2Е

а) В этом столбце представлены параметры: EΓΓ =�  соответствует параметру k – l-расщепления vEη

уравнения (5); 1 2/A AΓΓ =�  – параметру взаимодействия Кориолиса 1 2,vA vAη  уравнения (10); /E EΓΓ =�  –

параметру взаимодействия Ферми ,vE vEη  уравнения (14).

Аналогичные результаты могут быть получены для описания параметров вращательного

расщепления 1

2 ( 1) vE

a
a K = γ

 (формулы (6), (7)), параметров взаимодействия Кориолиса ,vA vEλγ

(формулы (8), (9)) и параметров взаимодействия Ферми ,vnE vmEγ  (формулы (15), (16)):
( )Г, Г ( ) ( )vv v v vd d d′

λ μ μ ν νλγ = γ + γ + γ , (22)

где λ, μ, ν различны и

1 1 1

1

2
2 2 2

3/ 2 3/ 2

2 2 2

( )3 3 1( ) ( ) ( )
8 2 2

( ) ( ) ( )
4

e e
xz e xx e xxx z

x x

e x
x i i i

i i i i

kB B ka B a B a

B

λλμλλλ
λ λ λ μ

μλ λ μ

λ λ λ

λ λ λ

γ = − − − −
ω ω ω

ζ ⎧ ⎫ω + ω ω − ω⎪ ⎪− +⎨ ⎬
ω ω ω − ω ω + ω⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑

� � �

(23)
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(для μγ  и νγ  индекс λ в правой части уравнения (23) должен быть заменен на μ или ν соответст-

венно). Для v v vλ μ ν+ +  ненулевые значения коэффициентов ( )d …
…  представлены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Значения ненулевых коэффициентов d, входящих в уравнения (22),
которые используются для определения параметра ,v v′ ′Γ Γγ

v lλ λ v lμ μ v lν ν Г v lλ λ
�� v lμ μ

�� v lν ν
�� Γ� ( )dλ

… ( )dμ
… ( )dν

…

11 00 00 E 11 00 00 E 2
22 00 00 A1 22 00 00 E -4
11 11 00 E 11 11 00 A1 2 2
11 11 00 E 11 11 00 A1 2 -2

Так же как и в предыдущем случае, уравнения (22) и (23) позволяют предсказывать различ-
ные параметры на основе известных параметров 1v Eλ −γ  фундаментальных полос. Особенно важен
полученный результат для предсказания резонансных параметров, которые очень часто определя-
ются из анализа экспериментальных данных с низкой точностью. Из табл. 2 видно, что параметры

1

2 ( 1)
a

a K =
 расщепления vEγ  отличны от нуля для фундаментальных полос vλ , но равны нулю для

комбинационных полос v vλ μ+ .
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