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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè è èõ ãåîìåòðè÷åñêèå èí-

âàðèàíòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå. Åñòå-

ñòâåííûìè òðåõìåðíûìè àíàëîãàìè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ñëóæàò ìíîãî-

îáðàçèÿ, ìîäåëèðóåìûå â íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèÿõ. Âàæíåéøèì èíâàðèàí-

òîì óêàçàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñëóæèò èõ îáúåì. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ êàæäîå

ìíîãîîáðàçèå êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîãîãðàííèêè. Âû÷èñ-

ëåíèå îáúåìà ìíîãîãðàííèêà � ýòî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à, èçâåñòíàÿ ñî âðåìåí

Åâêëèäà, íå ïîòåðÿâøàÿ àêòóàëüíîñòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà, îáðàçîâàííîãî ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè ñòðóêòóðàìè íà çàäàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî

çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü êîíè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì èëè îðáèôîëäîì. Ïðè ýòîì, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðàçðåçàåò-

ñÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè ñ ãåîäåçè÷åñêîé ãðàíèöåé, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ îáðà-

çóþò â ïðîñòðàíñòâå Òåéõìþëëåðà ñèñòåìó êîîðäèíàò Ôåíõåëÿ-Íèëüñåíà. Âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñòðîåíèå îðáèôîëäà îïèñûâàåòñÿ ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé

åâêëèäîâîé èëè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèé, ÷òî è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì â ýòîé îáëàñòè. Äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ èç

ýòèõ òåîðåì â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò. Âîñïîëíåíèþ óêàçàííûõ

ïðîáåëîâ â äèññåðòàöèè îòâîäèòñÿ îñîáîå âíèìàíèå.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ íååâêëèäîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå íàïðàâëåíèå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íîâîñèáèðñêîé

ãåîìåòðè÷åñêîé øêîëîé ([1], [18], [1∗] è ò.ä.). Èçëîæåííûå íèæå ðåçóëüòàòû

ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû è äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ ìíîãîãðàííèêîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ([1], [1∗], [2∗]). Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â

âû÷èñëåíèè îáúåìîâ åâêëèäîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñûãðàëè ðàáîòû È. Õ. Ñà-

áèòîâà [7] è À. À. Ãàéôóëëèíà [13]. Â 1996 ãîäó È. X. Ñàáèòîâ [7] äîêàçàë, ÷òî

îáúåì òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà åñòü êîðåíü

àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëå-

íû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî òèïà ìíîãîãðàííèêà è äëèí åãî ðå-

áåð. Â 2011 ãîäó ÷åòûðåõìåðíûé àíàëîã ýòîé òåîðåìû áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå

À. À. Ãàéôóëëèíà [13].

Â ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àÿõ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæ-

íîé, ôîðìóëà îáúåìà äëÿ áèïðÿìîóãîëüíîãî òåòðàýäðà áûëà èçâåñòíà ñî âðå-
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ìåí Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî [16]. Îáúåìû êóáà Ëàìáåðòà è íåêîòîðûõ äðóãèõ íååâ-

êëèäîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ âû÷èñëåíû Ý. Á. Âèíáåðãîì [2], Ð. Êåëëåðõàëüö

[14], ß. Ç. Ìîõàíòè [21], Ä. À. Äåðåâíèíûì, À. Ä. Ìåäíûõ [12], À. Þ. Âåñ-

íèíûì [18], Äæ. Ïàðêåðîì [19], Ì. Ã. Ïàøêåâè÷ [5] è äðóãèìè àâòîðàìè.

Îáúåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó âåðøèíó

íà áåñêîíå÷íîñòè, íàéäåíû Ý. Á. Âèíáåðãîì [2].

Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îñòàâàëàñü íåðåøåííîé êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î âû-

÷èñëåíèè îáúåìà ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà â ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâàõ. Â 1999 ãîäó â ðàáîòå Þ. ×î è X. Êèìà [11] áûëà ïîëó÷åíà

ôîðìóëà îáúåìà ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà â âèäå ñóììû øåñòíàäöàòè äèëî-

ãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîçæå â 2005 ãîäó Äæ. Ìóðàêàìè è Ó. ßíî [22]

òàêæå ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïðî-

èçâîëüíîãî òåòðàýäðà. Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû, êîòîðîå

âêëþ÷àåò òàêæå îáúåìû óñå÷åííûõ òåòðàýäðîâ, áûëî íàéäåíî À. Óøèäæèìîé

[24] â 2006 ãîäó. Ýëåìåíòàðíóþ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó îáúåìà ãèïåðáîëè÷å-

ñêîãî òåòðàýäðà â 2004 ãîäó ïðåäëîæèëè Ä. À. Äåðåâíèí, À. Ä. Ìåäíûõ [4].

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìíîãîãðàííèê îáëàäàåò ñèììåòðèåé, òî ôîðìóëà åãî

îáúåìà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Âïåðâûå ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò áûë

óñòàíîâëåí ñàìèì Ëîáà÷åâñêèì [16] äëÿ èäåàëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî òåò-

ðàýäðà. Äæ. Ìèëíîð [20] â 1982 ãîäó ïðåäñòàâèë ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò

â âåñüìà ïðîñòîé ôîðìå. Â îáùåì ñëó÷àå îáúåì ñèììåòðè÷íîãî òåòðàýäðà â

ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ íàéäåí â ðàáîòå Ä. À. Äåðåâ-

íèíà, À. Ä. Ìåäíûõ è Ì. Ã. Ïàøêåâè÷ [5] â 2005 ãîäó. Îáúåìû îêòàýäðîâ,

îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ñèììåòðèÿìè, è äâîéñòâåííûõ ê íèì ãåêñàýäðîâ â

ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåíû Í. Â. Àáðîñèìîâûì, Ì. Ãîäîé Ìîëèíîé

è À. Ä. Ìåäíûõ [1].

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè àíàëîãà ôîðìóëû Ìèëíîðà äëÿ

ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî îêòàýäðà â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå; âû÷èñëåíèè îáúåìà ãèïåðáîëè÷åñêîãî îêòàýäðà, îáëàäàþùåãî mmm-

ñèììåòðèåé; íàõîæäåíèè ïëîùàäè òðàïåöèè â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå; ïîëó÷å-

íèè àíàëîãîâ ôîðìóëû Áðåòøíàéäåðà â ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì ñëó-

÷àÿõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïîëó÷åííûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïèðàþòñÿ

íà èäåè è ìåòîäû âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: 1) äîêàçàí àíàëîã ôîðìóëû Ìèëíîðà äëÿ èäå-

àëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî îêòàýäðà; 2) ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáúåìîâ ãèïåðáî-

ëè÷åñêîãî îêòàýäðà, îáëàäàþùåãî mmm- ñèììåòðèåé; 3) íàéäåíà ôîðìóëà
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ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîé òðàïåöèè ÷åðåç äëèíû åå ñòîðîí; 4) ïîëó÷åíî íîâîå

äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Áðåòøíàéäåðà äëÿ ïëîùàäè íååâêëèäîâà ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè èç îáëàñòè ãåîìåòðèè è êîìïëåêñíîãî àíà-

ëèçà. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè îðãàíèçàöèè ñïåö-

êóðñîâ ïî äîïîëíèòåëüíûì âîïðîñàì âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî è ôóíêöè-

îíàëüíîãî àíàëèçà, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ

ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ

ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: ëåòíèõ øêîëàõ ïî ãåîìåòðè÷å-

ñêîìó àíàëèçó (ã. Ãîðíî-Àëòàéñê, 2009, 2 � 8 àâãóñòà 2010 ã., 13 � 19 àâãóñòà

2011 ã., 11 � 19 àâãóñòà 2012 ã.); XLIX Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé

êîíôåðåíöèè ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 16 �

20 àïðåëÿ 2011 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è àíà-

ëèçó (ã. Êåìåðîâî, 19 � 26 èþíÿ 2011 ã.); X Ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé

íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè (ã. Êàçàíü, 1 � 7 èþëÿ 2011 ã.); X ìîëîäåæíîé

íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ã. Êàçàíü, 31 îêòÿáðÿ �

4 íîÿáðÿ 2011 ã.); L þáèëåéíîé ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîí-

ôåðåíöèè ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 13 �

19 àïðåëÿ 2012 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äíè ãåîìåòðèè â Íîâîñè-

áèðñêå¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 30 àâãóñòà � 1 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé

øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ íà Àëòàå¿ (ã. Áàðíàóë, 20 � 23 íîÿá-

ðÿ 2012 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ âåäóùèõ íàó÷íî-èññëå-

äîâàòåëüñêèõ èíñòèòóòîâ è óíèâåðñèòåòîâ: êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-

çà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-

ì.í. À. Â. Òåòåíîâà; îòäåëà àíàëèçà è ãåîìåòðèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ

ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà; ¾Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ

è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-

êîðð. À. Þ. Âåñíèíà; ¾Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé¿ Èíñòèòóòà ìàòåìà-

òèêè ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. À. Þ. Âåñíèíà, ïðîô. À. Ä. Ìåä-

íûõ è ïðîô. Â. Â. Àñååâà; êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Àëòàéñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Å. Ä. Ðîäèîíîâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ñòà-

òüÿõ æóðíàëîâ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ è 10 òåçèñàõ ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ íà-

ó÷íûõ êîíôåðåíöèé. Âêëàä àâòîðîâ â ñîâìåñòíûå ðàáîòû ([1∗]-[5∗], [8∗], [10∗],
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[14∗]) ðàâíîöåííûé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 52 èñòî÷íèêîâ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 85

ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â

ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, äàåòñÿ îáçîð íàó÷íîé ëèòåðàòóðû ïî

èçó÷àåìîé ïðîáëåìå, èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû, ôîðìóëèðóþòñÿ

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ îáúåìà èäåàëüíîãî

ñèììåòðè÷íîãî îêòàýäðà â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëîæåíà èñòîðèÿ äàííîãî âîïðîñà èç ðàáîòû Äæ. Ìèë-

íîðà [20], ãäå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.1.1. Îáúåì V èäåàëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî òåòðàýäðà T =

T (A,B,C) ñ äâóãðàííûìè óãëàìè A,B,C, (A + B + C = π) âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå:

V (T ) = Λ(A) + Λ(B) + Λ(C),

ãäå Λ(x) = −
∫ x

0 log |2 sin ξ|dξ � ôóíêöèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç äàííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ìàêñèìàëüíûé îáúåì V èäåàëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òåòðàýäðà äîñòèãàåòñÿ ïðè A = B = C =
π

3
è ðàâåí:

V (T ) = 3Λ
(π
3

)
≈ 1.01494 . . . .

Öåëüþ ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïåðåíåñåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [20] íà

ñëó÷àé èäåàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî îêòàýäðà.

Ïóñòü O � èäåàëüíûé ñèììåòðè÷íûé îêòàýäð â ïðîñòðàíñòâå H3 ñ ïîïàðíî

ðàâíûìè äâóãðàííûìè óãëàìè ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðàõ, îáîçíà÷èì åãî

äâóãðàííûå óãëû ÷åðåç A,B,C,D,E è F , òîãäà îáúåì îêòàýäðà O îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.2.1. Îáúåì V ãèïåðáîëè÷åñêîãî èäåàëüíîãî ñèììåòðè÷íî-

ãî îêòàýäðà O ñ äâóãðàííûìè óãëàìè A,B,C,D,E è F ðàâåí:

V (O) = 2

(
Λ(

π + A+B + E

2
) + Λ(

π − A−B + E

2
)

)
+
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+2

(
Λ(

π + A−B − E

2
) + Λ(

π − A+B − E

2
)

)
,

ãäå 0 < A,B,C,D,E, F < π.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííîå ñëåäñòâèå èç äîêàçàííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1.2.1.Ìàêñèìàëüíûé îáúåì V èäåàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî îê-

òàýäðà äîñòèãàåòñÿ ïðè A = B = C = D = E = F =
π

2
è ðàâåí:

V (O) = 4Λ
(π
2

)
≈ 3.66386 . . . .

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ îáúåìà îêòàýäðà ñ

mmm-ñèììåòðèåé â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèé îêòàýäðO = O(A,B,C), îáëàäàþùèémmm -

ñèììåòðèåé, òî åñòü çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî òðåõ âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ âäîëü åãî ðåáåðíûõ öèêëîâ, ãäåA,B,

C åãî äâóãðàííûå óãëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c ñîîòâåòñòâóþùèå äëèíû åãî

ðåáåð.

Îòìåòèì, ÷òî îáúåì mmm-ñèììåòðè÷íîãî îêòàýäðà â åâêëèäîâîì è ñôå-

ðè÷åñêîì ñëó÷àÿõ áûë âû÷èñëåí ðàíåå. Äàëåå ïðèâåäåì ýòè ðåçóëüòàòû. Òàê,

â åâêëèäîâîì ñëó÷àå èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.1. (Ð. Â. Ãàëèóëèí, Ñ. Í. Ìèõàëåâ, È. Õ. Ñàáèòîâ) [3].

Ïóñòü V � îáúåì åâêëèäîâà îêòàýäðà O(A,B,C), îáëàäàþùåãî mmm- ñèì-

ìåòðèåé, ñ äëèíàìè ðåáåð a, b, c, òîãäà âåëè÷èíà V ìîæåò áûòü íàéäåíà

êàê ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

9V 2 = 2(a2 + b2 − c2)(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2).

Â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.2. (Í. Â. Àáðîñèìîâ, À. Ä. Ìåäíûõ è Ì. Ãîäîé Ìîëè-

íà) [1]. Ïóñòü O = O(A,B,C) � ñôåðè÷åñêèé îêòàýäð, îáëàäàþùèé mmm-

ñèììåòðèåé, òîãäà îáúåì V = V (O) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

2

∫ θ

π
2

( arctanh(X cos τ))
dτ

cos τ
+

+2

∫ θ

π
2

( arctanh(Y cos τ) + arctanh(Z cos τ) + arctanh(cos τ))
dτ

cos τ
,

ãäå X = cosA, Y = cosB, Z = cosC è 0 ≤ θ ≤ π

2
� êîðåíü óðàâíåíèÿ:

tan2 θ +
(1 +X)(1 + Y )(1 + Z)

1 +X + Y + Z
= 0.

7



Â äàííîé ãëàâå ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó-

÷àé. Â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïåðáîëè-

÷åñêîãî îêòàýäðà O(A,B,C), îáëàäàþùåãî mmm-ñèììåòðèåé.

Óòâåðæäåíèå 2.1.1. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ÷èñåë 0 < A,B,C < π. Òîãäà

ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé îêòàýäð O(A,B,C) ñ äâó-

ãðàííûìè óãëàìè A,B,C, îáëàäàþùèé mmm-ñèììåòðèåé.

(ii) Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

1 + cosA+ cosB + cosC > 0

A+B > π, A+ C > π, B + C > π

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü îáúåìmmm-ñèììåòðè÷íîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî

îêòàýäðà, íàì íóæíû áóäóò ñëåäóþùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ,

ñâÿçûâàþùèå äëèíû ðåáåð è äâóãðàííûå óãëû óêàçàííîãî ìíîãîãðàííèêà. Â

÷àñòíîñòè, ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü äëèíû ðåáåð ÷åðåç äâóãðàííûå

óãëû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.3 (Ïðàâèëî ñèíóñîâ-òàíãåíñîâ). Ïóñòü O(A,B,C) � ãè-

ïåðáîëè÷åñêèé îêòàýäð, îáëàäàþùèé mmm-ñèììåòðèåé, ñ äâóãðàííûìè óã-

ëàìè A,B,C è ñîîòâåòñòâóþùèìè äëèíàìè ðåáåð a, b, c, òîãäà âûïîëíÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

sinA

tanh a
=

sinB

tanh b
=

sinC

tanh c
= T,

ãäå T ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

T 2 =
(1 +X)(1 + Y )(1 + Z)

1 +X + Y + Z
,

X = cosA, Y = cosB, Z = cosC.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèé îêòàýäð O ñóùåñòâóåò, òî èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî:
(1 +X)(1 + Y )(1 + Z)

1 +X + Y + Z
> 0.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû ïðèâåäåí â ïàðàãðàôå 2.3 â âèäå ñëåäó-

þùåé òåîðåìû.

8



ÒÅÎÐÅÌÀ 2.3.2. Ïóñòü O(A,B,C) � ãèïåðáîëè÷åñêèé îêòàýäð, îáëà-

äàþùèé mmm-ñèììåòðèåé. Ïîëîæèì X = cosA, Y = cosB, Z = cosC è

îáîçíà÷èì ÷åðåç T ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

T 2 =
(1 +X)(1 + Y )(1 + Z)

1 +X + Y + Z
,

òîãäà îáúåì V = V (O) íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

(i) Åñëè 0 ≤ T < 1, òî îáúåì V ðàâåí:

V = −
∫ τ

0

log

∣∣∣∣(1− cos t)(cosA− cos t)(cosB − cos t)(cosC − cos t)

(1 + cos t)(cosA+ cos t)(cosB + cos t)(cosC + cos t)

∣∣∣∣ dt,
ãäå âåëè÷èíà τ, 0 < τ <

π

2
, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ sin τ = T .

(ii) Åñëè T = 1, òî ïðè a ≤ b ≤ c îáúåì V ðàâåí:

V = 2

(∫ a

0

x dx

coshx
+

∫ b

0

x dx

coshx
−
∫ c

0

x dx

coshx

)
,

ãäå a, b, c � äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð.

(iii) Åñëè T > 1, òî îáúåì V ðàâåí:

V = 2

∫ π
2

θ

(
arctan

(
1

tan η

)
+ arctan

(
X

tan η

))
dη

cos η
+

+2

∫ π
2

θ

(
arctan

(
Y

tan η

)
+ arctan

(
Z

tan η

))
dη

cos η
,

ïðè ýòîì θ, 0 < θ < π
2 , íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

1

cos θ
= T .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç äàííîé òåîðåìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òåòðàýäð T , èìåþùèé òðè ïðÿìûõ óãëà ïðè

âåðøèíå, ñ äëèíàìè ñóùåñòâåííûõ ñòîðîí a, b, c.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.4.2. Ïóñòü ñóùåñòâåííûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òåò-

ðàýäðà T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì cosh c = cosh a + cosh b − 1. Òîãäà îáúåì

òåòðàýäðà V (T ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

V (T ) =
1

2

(∫ a

0

x

coshx
dx +

∫ b

0

x

coshx
dx −

∫ c

0

x

coshx
dx

)
.
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Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ ïëîùàäåé íååâêëèäîâûõ ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêîâ. Â äàííîé ãëàâå íàìè âû÷èñëåíà ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîé òðàïåöèè

÷åðåç äëèíû åå ñòîðîí è ïîëó÷åíû ñôåðè÷åñêàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ âåðñèè

òåîðåìû Áðåòøíàéäåðà.

Èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè íàì èçâåñòíà ôîðìóëà ïëîùàäè òðåóãîëüíè-

êà S ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí a, b è c, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

ñëåäóþùåì âèäå:

S2 = (p− a)(p− b)(p− c)p,

ãäå p =
a+ b+ c

2
� ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà. Äàííàÿ ôîðìóëà èçâåñò-

íà êàê ôîðìóëà Ãåðîíà, íàçâàííîé òàê ïî èìåíè Ãåðîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî,

âûäàþùåãîñÿ äðåâíåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà, æèâøåãî â I â.í.ý.

Ôîðìóëà Ãåðîíà âûðàæàåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí,

à äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí ôîðìóëû òàêîãî òèïà

íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè åãî

èçãèáàíèè ñ ñîõðàíåíèåì äëèí ñòîðîí.

Ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äëèíû

åãî ñòîðîí. Îäíàêî, ýòî ñïðàâåäëèâî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðè-

ìåð, êîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì, ëèáî êîãäà îí ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé òðàïåöèþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì èçâåñòíà òåîðåìà Áðàõìàãóïòû, à

èìåííî, ïëîùàäü S âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñî ñòîðîíà-

ìè a, b, c, d è ïîëóïåðèìåòðîì p =
a+ b+ c+ d

2
ðàâíà:

S2 = (p− a)(p− b)(p− c)(p− d).

Ôîðìóëà Áðàõìàãóïòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû Ãåðîíà. Ôîðìóëè-

ðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â êíèãå ([6], ñ. 90).

Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Êàðë Áðåòøíàéäåð â 1842 ãîäó íàøåë ïëîùàäü ïðî-

èçâîëüíîãî åâêëèäîâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áðåòøíàé-

äåðà [10] óòâåðæäàåò, ÷òî ïëîùàäü S åâêëèäîâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñî ñòîðî-

íàìè a, b, c, d è ïðîòèâîëåæàùèìè óãëàìè A è C íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

S2 = (p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2
A+ C

2
,

ãäå p =
a+ b+ c+ d

2
� ïîëóïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà ([6], ñ. 89).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ôîðìóëà ïëîùàäè ÷å-

ðåç äëèíû åãî ñòîðîí è äèàãîíàëè áûëà ïîëó÷åíà â ìîíîãðàôèèW. J. M'Clelland,

T. Preston 1886 ã. ([23], ñ. 165). Â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå âàðèàíòû ôîðìóëû
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Áðàõìàãóïòû äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íàéäåíû â ðàáîòå À. Ä. Ìåä-

íûõ [17]. Ôîðìóëà ïëîùàäè òðàïåöèè íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ÷åðåç

äëèíû å¼ ñòîðîí ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ä. Þ. Ñîêîëîâîé [8].

Öåëüþ ïàðàãðàôà 3.1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ðåçóëüòàòà ðàáîòû [8] íà ñôåðè÷å-

ñêèé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD íàçûâàåòñÿ òðà-

ïåöèåé, åñëè äëÿ åãî âíóòðåííèõ óãëîâ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∠A+ ∠B = ∠C + ∠D.

Â ýòîì ñëó÷àå ñòîðîíû AD è BC íàçûâàþòñÿ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè ABCD,

à AB è CD � å¼ áîêîâûìè ñòîðîíàìè, a, b, c, d � ñîîòâåòñòâóþùèå äëèíû

ñòîðîí òðàïåöèè, e è f � äëèíû äèàãîíàëåé AC è BD. Âñþäó â äàëüíåéøåì

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî b ̸= d.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîãî ïàðàãðàôà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.1.2. Ïëîùàäü S ñôåðè÷åñêîé òðàïåöèè ABCD ñî ñòîðî-

íàìè a, b, c, d íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

tan2
S

4
=

sin2
b+ d

2
sin

a+ b− c− d

4
sin

a+ b+ c− d

4

sin2
b− d

2
cos

a− b− c− d

4
cos

a− b+ c− d

4

·

·
sin

−a+ b+ c− d

4
sin

a− b+ c+ d

4

cos
a+ b− c+ d

4
cos

a+ b+ c+ d

4

.

Çàìå÷àíèå 3.1.2. Ïëîùàäü SE åâêëèäîâîé òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S2
E =

(b+ d)2(a+ b− c− d)(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c− d)(a− b+ c+ d)

16(b− d)2
.

Îòìåòèì, ÷òî tan2
S

4
≈ (

SE

4
)2 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èíàõ a, b, c, d.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Áðåòøíàéäåðà â ñôåðè÷åñêîé

ãåîìåòðèè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.2.1. Ïëîùàäü S ñôåðè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñî ñòî-

ðîíàìè a, b, c, d, óãëàìè A,B,C,D è ïîëóïåðèìåòðîì p =
a+ b+ c+ d

2
íà-
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õîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
=

sin
p− a

2
sin

p− b

2
sin

p− c

2
sin

p− d

2

cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2
cos

d

2

− tan
a

2
tan

b

2
tan

c

2
tan

d

2
sin2

K

4
,

ãäå K = A−B + C −D.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé åå àâòîðó ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî

ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 3.2.1 âñòðå÷àëàñü ðàíåå â ðàáîòå Ñ. Â. Áðàóýðà, íàïè-

ñàííîé â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà. Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ïðåä-

ëîæåííîå â äèññåðòàöèè, îñíîâàíî íà ñîâåðøåííî èíûõ èäåÿõ è ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ áîëåå ïðîñòûì. Íàïîìíèì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ óãëàìè

A,B,C è D ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì â îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: A+ C = B +D [15].

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïëîùàäü S âïèñàííîãî ñôåðè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
=

sin
p− a

2
sin

p− b

2
sin

p− c

2
sin

p− d

2

cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2
cos

d

2

,

ãäå p =
a+ b+ c+ d

2
.

Çàìå÷àíèå 3.2.1.Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì àíàëîãîì ôîð-

ìóëû Áðàõìàãóïòû, ïîëó÷åííûì â ìîíîãðàôèè ([23], ñ. 164).

Ñëåäñòâèå 3.2.2. Åñëè ñôåðè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c

è d âïèñàí â îäíó îêðóæíîñòü è îïèñàí îêîëî äðóãîé, òî åãî ïëîùàäü S íà-

õîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
= tan

a

2
tan

b

2
tan

c

2
tan

d

2
.

Ñëåäñòâèå 3.2.3. Ñôåðè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c è

d èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âïèñàí

â îêðóæíîñòü.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Äàííûé ðåçóëüòàò èçâåñòåí èç ðàáîòû [15].

Àíàëîã òåîðåìû Áðåòøíàéäåðà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñî ñëåäñòâè-

ÿìè ïîëó÷åíû â ïàðàãðàôå 3.3. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.3.1. Ïëîùàäü S ãèïåðáîëè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñî

ñòîðîíàìè a, b, c, d, óãëàìè A,B,C,D íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
=

sinh
p− a

2
sinh

p− b

2
sinh

p− c

2
sinh

p− d

2

cosh
a

2
cosh

b

2
cosh

c

2
cosh

d

2

−

−tanh
a

2
tanh

b

2
tanh

c

2
tanh

d

2
sin2

K

4
,

ãäå K = A−B + C −D, p =
a+ b+ c+ d

2
� ïîëóïåðèìåòð.

Ñëåäñòâèå 3.3.1.Ïëîùàäü S âïèñàííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
=

sinh
p− a

2
sinh

p− b

2
sinh

p− c

2
sinh

p− d

2

cosh
a

2
cosh

b

2
cosh

c

2
cosh

d

2

,

ãäå p =
a+ b+ c+ d

2
.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àíàëîãîì

ôîðìóëû Áðàõìàãóïòû, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [17].

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå âûðàæàåò ïëîùàäü îïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

÷åðåç ñòîðîíû è ñóììó ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî: a+ c = b+ d.

Ñëåäñòâèå 3.3.2.Ïëîùàäü S îïèñàííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d è óãëàìè A,B,C,D íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
= tanh

a

2
tanh

b

2
tanh

c

2
tanh

d

2
cos2

A−B + C −D

4
.

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè

a, b, c è d âïèñàí â îäíó îêðóæíîñòü è îïèñàí îêîëî äðóãîé, òî åãî ïëîùàäü

S íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

sin2
S

4
= tanh

a

2
tanh

b

2
tanh

c

2
tanh

d

2
.

Ñëåäñòâèå 3.3.4. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c

è d èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âïèñàí

â îêðóæíîñòü, îðèöèêë èëè â îäíó âåòâü ýêâèäèñòàíòû.
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Çàìå÷àíèå 3.3.2. Äàííûé ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí èç ìíîãèõ ðàáîò

([9], [15], [25]), îäíàêî â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ îí äîêàçûâàåòñÿ ëèáî ÷åðåç

èçîïåðèìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà, ëèáî ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà ýêñòðåìóì. Â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ åãî ýëåìåí-

òàðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷-

íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àëåê-

ñàíäðó Äìèòðèåâè÷ó Ìåäíûõ çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è

ïîìîùü â ðàáîòå. Àâòîð áëàãîäàðèò òàêæå ïðîôåññîðà Âèêòîðà Àëåêñååâè÷à

Àëåêñàíäðîâà (Íîâîñèáèðñê) è ïðîôåññîðà Ïåòåðà Áóçåðà (Øâåéöàðèÿ) çà

áîëüøóþ ðàáîòó ïî ïîèñêó ðàáîò, íàïèñàííûõ íåìåöêèìè ìàòåìàòèêàìè â

íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà è íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè.
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