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 Методом параметрических представлений решается задача о множестве
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Основными методами геометрической теории функций являются метод пара-
метрических представлений,  метод площадей, вариационный метод, метод инте-
гральных  представлений. Эти методы появились в разное время, и поводом для
их разработки явились различные экстремальные задачи, к числу которых отно-
сится задача Л. Бибербаха о коэффициентах голоморфных однолистных в еди-
ничном круге функций на классе S, а также задачи практического построения
конформных отображений односвязных и многосвязных областей.

В статье даётся применение метода параметрических представлений к задаче о
нахождении области значений производной Шварца на классах S и SM. Исполь-
зуемый метод, позволяющий получить конформное отображение одной области
на другую в результате предельного перехода в специально построенных семей-
ствах отображений, в своей первооснове восходит к работе Карла Лёвнера [1]. О
дальнейшем развитии метода см. в [2, 3].

1. Производная Шварца: определение и свойства

Пусть f – голоморфное однолистное отображение области D⊂C. Тогда суще-

ствуют все производные  f (n) (n = 1,2,…), голоморфные в  D, причем  f ′(z)≠0 в D.
Производной Шварца (или шварцианом) функции  f называют функцию

2( ) 3 ( )( )
( ) 2 ( )

f z f zz
f z f z
′′′ ′′⎛ ⎞Φ = − ⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

,

обозначаемую также {f(z), z}, {f, z}, т.е. {f(z), z}={f, z}=Φ(z).
Отметим следующие свойства {f, z}.
10. Очевидно, {z, z}=0.
20. Если f(z) – дробно-линейная функция, т.е. f(z)=(az+b)/(cz+d), ad–bc≠0, то

{f, z}=0.
30. Покажем, что если ξ=F(w) – голоморфная функция в  f(D), а w= f(z) – голо-

морфная функция в D, то
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( )( ){ } ( ){ }
( )

( ) ( ){ }2, , , .
w f z

F f z z F w w f z f z z
=

′= + (1)

� Действительно, так как [F(f(z))]′= F′(f(z))f′(z), то для логарифмической про-

изводной имеем
[ ( ( ))] ( ( )) ( ) ( ) .
[ ( ( ))] ( ( )) ( )
F f z F f z f z f z
F f z F f z f z

′′ ′′ ′ ′′
= +

′ ′ ′
(2)

Следовательно,
2 2 2[ ( ( ))] ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )2 .

[ ( ( ))] ( ( )) ( ( )) ( )
F f z F f z f z F f z f z f z
F f z F f z F f z f z

′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(3)

Продифференцируем  (2) по z, получим

( )2 2

2 2

( ( )) ( )[ ( ( ))] [ ( ( ))] ( ( )) ( )
[ ( ( ))] [ ( ( ))] ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ) ( ) ( ) .
( ( )) ( ) ( )

F f z f zF f z F f z F f z f z
F f z F f z F f z F f z

F f z f z f z f z
F f z f z f z

′′′ ′′′′ ′′ ′′ ′′⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠
′′ ′ ′′′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (4)

Вычитая из формулы (4) формулу (3), предварительно умноженную на ½, полу-
чим (1).�

В частности, полагая F(w)=(aw+b)/(cw+d), ad–bc≠0, имеем
{ F(f(z)), z}={f(z), z}.

2. Интегральное представление производной Шварца

Пусть S – класс голоморфных однолистных в круге E={z∈C: |z|<1} функций

f(z) = z+c2z2+c3z3+…
и SM, 1≤M<∞, – класс ограниченных в Е функций f из класса S, т.е. таких, что
|f(z)|<M в Е. Считаем S∞= S. Класс S1 содержит только одну функцию f(z) = z.

Плотный в смысле равномерной сходимости на компактах подкласс класса S
(и SM) функций f(z; μ) может быть получен из совокупности решений ζ = ζ(τ, z; μ)
уравнения Лёвнера

( ) ,  0 ,
( )

d M
d
ς μ τ + ς
= −ς < τ < < ∞

τ μ τ − ς
(5)

в котором μ(τ) – непрерывная функция, |μ(τ)|=1, удовлетворяющих начальному
условию ζ(0,z;μ)=z, z∈E, по формуле

( ; ) lim ( , ; )f z e zτ

τ→∞
μ = ς τ μ

для класса S и по формуле
( ; ) (ln , ; )f z M M zμ = ς μ

для класса SM. Функция ( , ; ) ...z e z−τς τ μ = + однолистно и конформно отображает
единичный круг в единичный круг.

Эти утверждения лежат в основе метода параметрических представлений.
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Применим указанный метод к нахождению множества Δ(z0)⊂C значений про-

изводной Шварца Φ(z)={f, z} при фиксированном  z = z0∈E на классах S и SM.
Множество Δ (z0)  ограниченно, замкнуто и связно. Представим функционал

{f, z0} интегралом.
Пусть ζ(τ, z; μ) – решение уравнения Лёвнера. Дифференцируя тождество

( , ; ) ( ) ( , ; )( , ; )
( ) ( , ; )

d z zz
d z

ς τ μ μ τ + ς τ μ
= −ς τ μ

τ μ τ − ς τ μ

по переменной z и меняя в смешанной производной порядок дифференцирования,
получим

( )2
( ) ( , ; ) 2 ( ) ( , ; )ln ( , ; ) .
( ) ( , ; ) ( ) ( , ; )

d z zz
d z z

μ τ + ς τ μ μ τ ς τ μ′ς τ μ = − −
τ μ τ − ς τ μ μ τ − ς τ μ

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по z.
Простые вычисления дают

( )

2

3
( , ; ) 4 ( ) ( , ; )
( , ; ) ( ) ( , ; )

d z z
d z z

′′ ′ς τ μ μ τ ς τ μ
= −

′τ ς τ μ μ τ − ς τ μ
(6)

и, следовательно,

( )

2 2

3
1 ( , ; ) 4 ( ) ( , ; ) .
2 ( , ; ) ( ) ( , ; )

d z z
d z z

′′ ′′ς τ μ μ τ ς τ μ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟′τ ς τ μ⎝ ⎠ μ τ − ς τ μ
(7)

Дифференцируя (6) по z и учитывая (7), получим

{ }
( )

2 2

4
12 ( ) ( , ; )( , ; ), .

( ) ( , ; )
d zz z
d z

′μ τ ς τ μ
ς τ μ = −

τ μ τ − ς τ μ
(8)

Итак, доказана
Теорема 1. Пусть μ(τ),  0 < τ < M < ∞, – непрерывная функция и ζ(τ, z; μ),

ζ(0, z; μ) = z∈Е, – решение уравнения (5). Тогда имеет место формула (8).
Следствие 1. Множество точек

{ }
( )

2 2
0

0 0 4
00

( ) ( , ; )
( , ), 12

( ) ( , ; )
z

f z z d
z

∞ ′μ τ ς τ μ
μ = − τ

μ τ − ς τ μ∫ (9)

плотно в Δ(z0) на классе S.
Следствие 2. Множество точек

{ }
( )

ln 2 2
0

0 0 4
00

( ) ( , ; )
( , ), 12

( ) ( , ; )

M z
f z z d

z

′μ τ ς τ μ
μ = − τ

μ τ − ς τ μ∫
плотно в Δ(z0) на классе SМ.

3. Множество значений функционала Φ(z0) на классе S

В точке z0=0 функционал Φ(z0)=6(с3–с2
2).

Мажорантную область для функционала Φ(0)=6(с3–с2
2) =6J(0) на классе S по-

лучим, выполнив оценку интеграла в формуле (9), принимающей вид
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( )
2

2
3 2 2

0

0 2 .
( )

eJ c c d
∞ − τ

= − = − τ
μ τ∫

Так как |μ(τ)|=1, то

( ) 2 2
3 2

0

0 2 1J c c e d
∞

− τ= − ≤ τ =∫
и, следовательно, J(0) лежит в круге |J|≤1. Покажем, что J(0) – замыкание еди-
ничного круга, т.е., что каждая его точка ie θρ , 0≤ρ≤1, 0≤θ≤2π, является значени-
ем функционала с3–с2

2 на классе S.
Функции

( )
2 2 3

2( , ) 2 3
1

i i

i

zK z z e z e z
e z

ϕ ϕ

ϕ
ϕ = = + + +

−
… ,

1( , ) ( , ),  0 2 ,K z K zϕ = − − ϕ ≤ ϕ ≤ π

класса S вносят в J(0) точку 2 .i ie eθ ϕ= −  Для области K(E, ϕ) точки

2
( ) ,   0 ,

4sin
2

iew
− ϕ

λ = − ≤ λ ≤ π
λ

являются граничными. Легко видеть, что функция

2 2
( ) ( , )( , , )

( ) ( , ) 1 2cos i i
w K z zL z

w K z e z e zϕ ϕ

λ ϕ
ϕ λ = =

λ − ϕ − λ +
(10)

также принадлежит классу S. Она отображает круг E на плоскость, разрезанную по

двум лежащим на прямой лучам, уходящими от точки 
24sin

2

ie− ϕ

λ
 и от точки 

24cos
2

ie− ϕ

−
λ

на бесконечность. Отметим, что функция ( , ,0) ( , )L z K zϕ = ϕ  и функция

( ) ( )1, , ,L z K zϕ π = ϕ  отображают круг E на плоскость C, разрезанную по одному

лучу.
Согласно свойствам производной Шварца,

{ } { } 2( , , ), ( , ), 6 .iL z z K z z e ϕϕ λ = ϕ = −

Для функции 1 ( , ) ,  0 1,K z Sρ ϕ ∈ ≤ ρ ≤
ρ

имеем J(0)= 2 2ie ϕ−ρ . Этим замечанием

завершается доказательство утверждения о совпадении J(0) c замыканием еди-
ничного круга.

Теорема 2. Множеством значений производной Шварца {f, z} на классе S при
z0 = 0 является замкнутый круг радиуса 6 с центром в начале. Каждую граничную
точку eiθ в это множество вносят функции (10) при λ∈[0,π] и 2 .i ie eϕ θ= −

Обращаясь  к общему случаю z0∈E\{0}, воспользуемся тем, что если f(z)∈S, то
в этот же класс входит функция



Множество значений производной Шварца 9

( )

0
0

0
2

0 0

( )
1

( ) .
( ) 1

z zf f z
z z

g z
f z z

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟

+⎝ ⎠=
′ ⋅ −

Согласно свойствам производной Шварца,

{ } ( ){ } ( ){ }
( )
( )

2 22
00 0 0

4
0 0 00

1
, , , , , .

1 1 11

zz z z z z z
g z f z f w w f w w w

z z z z z zz z

⎛ ′ ⎞ −⎧ ⎛ ⎞ ⎫ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟= = = =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎩ ⎝ ⎠ ⎭ ⎝ ⎠ +⎝ ⎠
Полагая z=0 и применяя теорему 2, получим неравенство

( ){ }
( )

0 0 22
0

6, ,
1

f z z
z

≤
−

определяющее Δ(z0). Точка 
( )22

0

6

1

ie
z

θ−
−

 вносится функциями

( )

( )( )

0
0

0
0 2

0 0

, , , ,
1

( , , , ) ,
, , 1

z zL L z
z z

f z z
L z z

⎛ ⎞+
ϕ λ − ϕ λ⎜ ⎟

+⎝ ⎠ϕ λ =
′ ϕ λ −

где ( ), ,L z ϕ λ  определяется формулой (10), 20  и ,i ie eϕ θ≤ λ ≤ π = −  т.е. функциями

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
0

2 22
0 02

0 0 22 220 0 0 0

2 22
0 0

22 220 0 0 0

1
, , , 1

1 2cos

1
.

1 2cos

iz

i i

iz

i i

z u e u z
f z z z du

z u e u z e u z

z u e u z
du

z u e u z e u z

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

⎛
+ − +⎜

ϕ λ = − −⎜
⎜ + − λ + + +
⎝

⎞
+ − + ⎟

− ⎟
⎟+ − λ + + +
⎠

∫

∫

Из способа построения функции 0( , , , )f z zϕ λ  следует, что она отображает
круг E на плоскость, разрезанную по двум лежащим на прямой лучам, уходящими
от точки

( )

( )( )

2 2 2
0 0 0 0 0

22 2
0 0

1 2cos 1 2cos 4sin
2

4sin 1 1
2

i
z z z z z

e
z z

− ϕ

λ⎛ ⎞− λ + − λ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
λ

− −

и от точки

( )

( )( )

2 2 2
0 0 0 0 0

22 2
0 0

1 2cos 1 2cos 4cos
2

4cos 1 1
2

i
z z z z z

e
z z

− ϕ

λ⎛ ⎞− λ + − λ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠−
λ

− −

на бесконечность. Таким образом, доказана теорема.
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Теорема 3. Пусть f(z)∈S и z0∈E\{0}. Тогда множество значений функционала
{f, z0} на классе S определяется неравенством

{ }
( )

0 22
0

6, .
1

f z
z

≤
−

Граничная точка 
( )22

0

6

1

ie
z

θ−
−

 реализуется только функциями 0( , , , )f z zϕ λ  при

λ∈[0,π] и 2 .i ie eϕ θ= −

4. Неравенство для производной Шварца на классе SM

Установим неравенство между модулями функции, производной и производ-
ной Шварца на классе SM, 1<M<∞.

Теорема 4. Если f∈SM и z0∈E, то

( ){ } ( )

( )( ) ( )
22

0
0 0 2 22 22

0 0

6 6, .
1

M f z
f z z

M f z z

′
+ ≤

− −
(11)

� Функция ( ) ,
f z

w a
M

=  1,a =  однолистно и конформно отображает E в E с

сохранением нуля. Пусть 2
2( ) ,  w 1.F w w c w S= + + ∈ <…  Тогда

( ) ( ) ( )2( )af z az aMF f z f z S
M M

⎛ ⎞Ψ = = + + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

и, согласно свойствам производной Шварца,

( ){ } ( ){ } ( ){ }
2

0
0 0 0 0

( )
, , , ,

af z
z z F w w f z z

M
′⎛ ⎞Ψ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

где ( )0 .
f z

w a
M

=  Выберем 0arg ( ) .i f za e ′−=  Тогда 0 0( ) ( )af z f z′ ′=  и

( ){ } ( ){ } ( ){ }
2

0
0 0 0 02

( )
, , , .

f z
z z F w w f z z

M
′

Ψ = +

Отсюда в силу теоремы 3

( ){ } ( ){ } ( )

( )
2

0
0 0 2 22

0

6, , .
1

f z
f z z F w w

M z

′
+ ≤

−

Теперь возьмём ту функцию, которой соответствует произвольная граничная
точка в области значений функционала ( ){ }0 0,F w w  на классе S при

( ) ( )0arg 0
0 .i f z f z

w e
M

′−=   Получим неравенство



Множество значений производной Шварца 11

( ){ } ( )

( )( ) ( )
2

0
0 0 2 22 22

0 0

6 6, ,
1

iM f z e
f z z

M f z z

θ′
+ ≤

− −

которое при ( ){ }0 0arg ,f z zθ =  даёт (11). �
Знак равенства в (11) будет иметь место только в том случае, если  функция

( )zΨ  реализует граничную точку 
( )22

0

6

1

ie
z

θ−
−

 области значений { }0 0( ),z zΨ .

Это позволяет найти все  функции f∈SM, для которых в (11) имеет место знак ра-

венства. В  случае, когда z0=0, граничная точка 2
11 ie

M
θ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 вносится только

функцией

( )
2

2 2 2 2 2 2
2

2, ,
1 1 41 2 1 cos 1 2 1 cos

M
i i i i i

zf z

e z e z e z e z e z
M M M

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ λ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞− − λ + + − − λ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠

при λ∈[0,π] и 2i ie eϕ θ= −  и рассматривается та непрерывная ветвь радикала, кото-
рая обращается в  единицу при z=0.

Из способа построения функции ( ), ,Mf z ϕ λ  следует, что она отображает круг
E на круг { }: ,U w w M= ∈ <^  из которого удалены два отрезка от точек

2
2

2
1 1 11 1 cos 1 1 cosie M
M M M

− ϕ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞⎜ ⎟− − λ − − − λ −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠

и
2

2
2

1 1 11 1 cos 1 1 cosie M
M M M

− ϕ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞⎜ ⎟− − + λ − − + λ −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠

соответственно до точек ie M− ϕ  и ie M− ϕ− .
В общем случае при z0∈E\{0} знак равенства имеет место только для функций

( )
( )( )

( )

( )

0
022

0 0
2

2 00 0
0

0

1
( ) ,

1
1

z zg g z
g z z z

f z
z zg z z g z g

z z

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟

ω − − −⎝ ⎠=
⎛ ⎞−− − ω − − ⎜ ⎟
−⎝ ⎠

где ( ) 1, , (1 ) ,g z f zω
⎛ ⎞= ϕ σ −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 1 ,< ω < ∞  0 ,≤ σ ≤ π  и ω− корень уравнения

( )

2
2

2
0

1, , (1 )

1, , (1 ) 1

f z
M

f z z

ω

ω

⎛ ⎞ω − − ϕ σ −⎜ ⎟ω⎝ ⎠ =
⎛ ⎞′ω − ϕ σ − −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

. (12)
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При этом ( )
( )

0
22

0

1M f z
M f z

′
=
ω−

 и

( ){ }
( )

0 0 2 22
0

6 6, ,
1

ief z z
z

θ

+ = −
ω −

при 2 .i ie eϕ θ= −
Уравнение (12) при любом M, 1<M<∞, имеет по крайней мере одно решение.
Другими методами область значений шварциана исследовалась И. А. Алексан-

дровым [4], Ю. Е. Аленицыным [5], Н. А. Лебедевым [6].
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