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От редколлегии
Предлагаемая вниманию читателя книга выдающегося советско-

го математика Николая Павловича Романова является сборником
его избранных работ. Внутри книги работы расположены в хроноло-
гическом порядке. Текст почти нигде не изменён, редколлегия лишь
исправила замеченные неточности. Одна из статей, опубликованная
на немецком языке, переведена на русский. Все ссылки унифици-
рованы. В конце книги дана полная библиография научных трудов
Н. П. Романова.

Основную часть сборника составляют его исследования по адди-
тивной и аналитической теории чисел. Открывает этот цикл работ
знаменитая задача Романова о представлении натурального числа в
виде суммы простого числа и фиксированной степени натурального
числа. Здесь им получено утверждение о положительной плотности
чисел, представимых в таком виде. Далее следуют новые оригиналь-
ные оценки порядка базиса в проблеме Гольдбаха о представимости
натуральных чисел суммой ограниченного числа простых чисел. Ряд
работ посвящен асимптотическому закону распределения простых
чисел и знаменитой гипотезе Римана о расположении нетривиаль-
ных нулей дзета-функции Римана. Большой интерес представляет
взгляд автора на законы распределения общих последовательностей
целых чисел в натуральном ряду чисел. Последние рассмотрения
привели Н. П. Романова к интересным арифметическим задачам
теории функций и функционального анализа. Несколько особняком
стоят работы, посвящённые матричному методу и теории функций
действительной и комплексной переменной.

Характерной чертой творчества Н. П. Романова является соче-
тание модельных специальных постановок задач и методов исследо-
вания проблем теории чисел с общими постановками, приведшими
его к арифметическим задачам теории функций и функционального
анализа. Последнее обстоятельство, сопряжённое с использованием
оригинальных арифметических методов, дало автору возможность
получить первые результаты в классических задачах теории чисел.

Следует отметить, что научные исследования Н. П. Романова
служат мощным толчком для развития современной теории чисел.
Книга Н. П. Романова будет полезна как специалистам, так и начи-
нающим математикам.



Краткий очерк
научной и педагогической деятельности

профессора Н. П. Романова

Целые числа придумал Господь Бог,
а всё остальное — дело рук человеческих.

Леопольд Кронекер
(1823–1891)

Хорошо известно изречение, что теория чисел — это жемчужи-
на математики. Каждый, кто хотя бы немного изучал математику,
знает о бесконечности множества простых чисел (Евклид) и о зна-
менитой великой теореме Ферма. Особенно большое значение для
теории чисел имели работы таких титанов математики, как Л. Эй-
лер (1707–1783) и К. Ф. Гаусс (1777–1855). На рубеже XIX–XX вв.
в области теории чисел трудились такие выдающиеся математики,
как Ж. Лагранж, А. Лежандр, П. Дирихле, П. Л. Чебышев, Ж. Ли-
увилль, Э. Куммер, Э. Артин, Р. Дедекинд, Д. Гильберт и др. С
XIX в. и по настоящее время исследования по теории чисел при-
обретают все увеличивающийся размах, значительное место в них
занимают работы отечественных математиков.

Николай Павлович Романов был первым заведующим кафедрой
алгебры и теории чисел Томского государственного университета.
Основные его научные работы посвящены теории чисел. В величе-
ственном здании математики есть кирпичи, заложенные его руками.

Н. П. Романов родился 19 февраля 1907 г. в селе Больше-Окинск
Иркутской губернии. После окончания педагогического факультета
Иркутского университета в 1929 г. поступил в аспирантуру при МГУ,
где его руководителями были член-корреспондент АН СССР А. Я.
Хинчин и академик О. Ю. Шмидт.

В 1932 г. Н. П. Романов начал работать на физико-математичес-
ком факультете (ФМФ) Томского университета. Он был зачислен
и.о. профессора кафедры математики (приказ ректора №143 от
27.09.1932 г.; основание: командировка Наркомпроса за №426 от
10.09.1932 г.). Вместе с ним в Томск приехали его жена Сима Со-
ломоновна и двухлетний сын Владимир.

В 1935 г. при защите кандидатской диссертации в Москве ему сра-
зу была присуждена степень доктора физико-математических наук.



8 Теория чисел и функциональный анализ

 

   Дом, где жила семья Н. П. Романова, ул. Советская, 60 
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В Томске на рубеже конца XIX — начала ХХ в. был создан реги-
ональный научно-образовательный центр, базировавшийся на кол-
лективах университета и технологического института.

В 1932 г. при Томском университете был основан НИИ математи-
ки и механики (затем он действовал в составе СФТИ до 1941 г.1). В
1935–1940 гг. в институте под редакцией профессора Ф. Э. Молина2

издавался первый специальный журнал по математике и механике
в Сибири «Известия НИИ математики и механики», Н. П. Рома-
нов был членом редколлегии этого журнала. Кроме работ сибирских
ученых в журнале публиковались известные советские (А. Н. Кол-
могоров, С. Н. Бернштейн, Н. С. Кошляков, И. И. Привалов и др.)
и иностранные ученые (Дж. Нейман, В. Серпинский, А. Эйнштейн,
П. Эрдеш и др.). В Томск для работы в НИИ ММ были приглаше-
ны известные немецкие математики Стефан Бергман и Фриц Нётер,
эмигрировавшие из Германии. Гостями томских математиков в эти
годы были польский математик К. Заранкевич (1935) и французский
математик Ж. Адамар (1936).

В 1938 г. в составе профессоров Ф. Э. Молина и Н. П. Романова
была основана кафедра алгебры и теории чисел3, Николай Павлович
стал первым ее заведующим и был им до отъезда из Томска.

Н. П. Романов работал в ТГУ с 25.09.1932 по 01.10.1944 г. Чи-
тал лекции по разным вопросам математики. Так, в 1932–1937 гг.
он прочитал следующие курсы: «Дополнительные главы высшей ал-
гебры», «Теория чисел», «Эллиптические функции», «Специальные
функции», «Теория конечных разностей» и «Топология». Кроме пре-
подавания, он вел другую разнообразную работу. Занимался органи-
зацией математических олимпиад, был членом ГАК ФМФ, членом
ученых советов ФМФ и ТГУ, председателем математической комис-
сии при ученом совете ТГУ, членом или председателем комиссий по
приему кандидатского экзамена, предварительному рассмотрению
дел соискателей степени доктора и звания профессора.

1В 1968 г. при ТГУ был основан НИИ прикладной математики и механики.
2Федор Эдуардович Молин (1861–1941) — заслуженный деятель науки

РСФСР, первый профессор математики в Сибири, один из основоположников
современной алгебры.

3С 1974 г. — кафедра алгебры.
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Физико-математический факультет,  

выпускники-математики 1941 г. с преподавателями  

(19.05.1940 г.) 

1-й (нижний) ряд: В. С. Федорова, Г. С. Аникина,  

Н. К. Лесина, М. Я. Алимова; 

2-й ряд: доц. П. П. Куфарев, доц. Е. Н. Аравийская,  

проф. Н. П. Романов, проф. Н. Н. Горячев,  

проф. Ф. Э. Молин,  

проф. В. М. Кудрявцева, проф. В. Д. Кузнецов; 

3-й ряд: Е. Н. Дехтярева, Р. Н. Щербаков, Б. В. Казачков,  

доц. А. С. Джанумянц, доц. Е. Д. Томилов,  

асс. Ю. В. Чистяков, В. Д. Чумак 
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Николай Павлович неоднократно получал благодарности в при-
казах ректора за хорошую работу. В 1941 г. был признан лучшим
ударником университета, а его фотография была помещена на Дос-
ку почёта. Избирался членом горсовета.

Н. П. Романов назначался официальным оппонентом ряда дис-
сертаций. Ездил в научные командировки, в частности, в 1944 г. на-
ходился в продолжительной командировке в Москве.

С 1944 по 1951 г. Н. П. Романов — заведующий кафедрой в Уз-
бекском университете г. Самарканда. Переезд в Узбекистан был свя-
зан с состоянием здоровья Николая Павловича. К концу 30-х гг.
прошлого столетия в Ташкенте сформировался коллектив матема-
тиков, плодотворно трудившихся под руководством известного уче-
ного В. И. Романовского. Ташкент превратился в крупный иссле-
довательский центр, и, как писал А. Я. Хинчин, весь научный мир
с интересом следил за работами по математической статистике, ис-
ходившими из Средней Азии. В самый разгар Великой Отечествен-
ной войны на базе существовавшего с 1940 г. Узбекистанского фи-
лиала Академии наук по Постановлению Правительства СССР от
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27.09.1943 г. была создана Академия наук Узбекистана. В составе
академии в январе 1944 г. начал работать Институт математики и
механики.

В 1951 г. Н. П. Романов переехал в Ташкент, где работал бес-
сменным заведующим кафедрой теории чисел и алгебры Среднеази-
атского государственного университета.

В 1958–1960 гг. возглавлял отдел математического анализа Ин-
ститута математики и механики в Ташкенте.

Николай Павлович был превосходным лектором. Так, еще в Том-
ске в 1941 г. он получил первую премию ТГУ за лучшую лекцию.
Это было время, когда динамично развивающейся экономике страны
требовались профессионалы высокого уровня, профессия математи-
ка была престижной, студенты тянулись к преподавателям, кото-
рые успешно сочетали преподавательскую деятельность с научной
работой. В Самарканде Н. П. Романовым воспитана целая группа
математиков, среди которых большое число представителей средне-
азиатских народов.

За достижения в педагогической и научной деятельности
Н. П. Романов был награжден орденом Трудового Красного Знаме-
ни и был удостоен почетного звания «Заслуженный деятель науки
УзССР».

Скончался Н. П. Романов 8 мая 1972 г. Похоронен на ташкент-
ском Боткинском кладбище №1. Это кладбище является своеобраз-
ным памятником историко-мемориального характера.

Основными направлениями научной деятельности Николая Пав-
ловича Романова являются аддитивная теория чисел, операторная
дзета-функция и однопараметрические подгруппы линейных опера-
торов, вопросы связи гильбертова пространства и теории чисел, ана-
литические функции целого аргумента. Имеются работы по теории
функций комплексных переменных. Всего им опубликовано более 40
научных статей.

Первые научные работы Н. П. Романова относятся к аддитивной
теории чисел. В 1933–1934 гг. он доказал замечательные теоремы о
числах, представимых в виде суммы простого числа и степеней це-
лого числа. Данные результаты получили высокую оценку и послу-
жили основой для дальнейших исследований в работах известных
математиков Э. Ландау, П. Эрдеша и П. Турана. Некоторые работы
П. Эрдеша и П. Турана, связанные с исследованиями Н. П. Романо-
ва, были опубликованы в Томске.
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Кратко остановимся на вкладе Николая Павловича в решение
знаменитой проблемы Гольдбаха. В математических кругах пробле-
ма Гольдбаха стояла в одной «шеренге» с теоремой Ферма, которая
в итоге была доказана в 1995 г. Проблема Гольдбаха остаётся пока
нерешённой.

В 1742 г. академик Х. Гольдбах1 в письме к Л. Эйлеру высказал
предположение, что каждое целое число, большее трёх, может быть
разложено на сумму не более чем трёх простых чисел. Эйлер тут
же заметил, что для доказательства этого предположения достаточ-
но обнаружить, что каждое чётное число может быть разложено на
сумму двух простых. В дальнейшем последнее утверждение полу-
чило название сильной, или бинарной, проблемы Гольдбаха, а зада-
ча, сформулированная самим Гольдбахом, — слабой, или тернарной,
проблемы Гольдбаха. Многочисленные попытки доказать гипотезу
Гольдбаха заканчивались неудачей.

Конечно, не было недостатка и в попытках путём эксперимен-
тальной проверки натолкнуться на противоречащий пример. Все на-
прасно — противоречащих гипотезе Гольдбаха примеров не находи-
лось. Вместе с тем доказательство этого предположения не было по-
лучено: ведь проверено было только конечное число чисел, а беско-
нечное множество их так и осталось нерассмотренным.

Из всех этих безуспешных начинаний в 1912 г. на Международ-
ном математическом конгрессе в Кембридже был даже сделан до-
вольно безутешный вывод, что проблема Гольдбаха превосходит си-
лы современной математики. Первый крупный успех в решении про-
блемы Гольдбаха был достигнут в 1930 г. молодым советским ма-
тематиком Львом Генриховичем Шнирельманом. Ему удалось пока-
зать, что всякое целое число может быть представлено в виде суммы
ограниченного числа (несколько сотен тысяч) простых чисел. Осо-
бое значение имел своеобразный и очень оригинальный метод до-
казательства данного результата, с помощью которого удалось про-
двинуться в решении этой и некоторых других проблем. Принципи-
альный шаг был сделан, оставалось улучшать изобретённый метод и
уменьшать полученную оценку. На этот путь и встали многие мате-
матики как у нас, так и за границей. Н. П. Романов, уточнив некото-
рые неравенства в методе Шнирельмана, показал, что число необхо-
димых слагаемых не превосходит 2208. Его работа положила начало
ряду исследований, посвященных дальнейшему снижению констан-

1Христиан Гольдбах (1690–1764), член Петербургской академии наук.
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ты Шнирельмана. Усилиями ряда математиков к 1937 г. это число
было уменьшено до 67.

В том же 1937 г. академику И. М. Виноградову удалось, улучшив
свой метод тригонометрических сумм, показать, что всякое нечёт-
ное число, большее некоторого достаточно большого числа, являет-
ся суммой не более чем трёх простых. Отсюда для чётных чисел
немедленно вытекало, что они являются суммой не более чем четы-
рёх простых.

Результат Виноградова быстро облетел математический мир и
ещё выше поднял славу отечественной математики. В обзорных до-
кладах, прочитанных в математических обществах Франции, Англии
и других стран, специалисты называли теорему Виноградова одним
из самых блестящих проявлений человеческого гения в ХХ в.

В 1995 г. была доказана теорема Ромаре (Ramaré), которая утвер-
ждает, что любое четное число представимо в виде суммы не более
чем шести простых чисел. В 2012 г. Теренсу Тао из Калифорний-
ского университета, по сообщению Nature News, удалось доказать,
что всякое нечётное число представимо как сумма не более чем пяти
простых чисел.

Еще в студенческие и аспирантские годы Николая Павловича за-
интересовали применения операторных методов в теории чисел. Поз-
же, в 1935 г., интерес к этим вопросам у Николая Павловича усилил-
ся под влиянием идей Л. Г. Шнирельмана, который занимался ана-
логичными вопросами. Частные случаи операторной дзета-функции
рассматривались еще Л. Г. Шнирельманом; в более общем виде они
были развиты Н. П. Романовым. Николай Павлович ввел общее по-
нятие операторной дзета-функции и гамма-функции на основе тео-
рии однопараметрических операторных полугрупп. Им были полу-
чены аналоги теории дзета-функции Римана, в частности, оператор-
ный аналог функционального уравнения Римана. На этом пути по-
лучаются не только теоретико-числовые, но и чисто аналитические
факты. Н. П. Романов нашел разнообразные методы построения од-
нопараметрических полугрупп линейных операторов в различного
рода функциональных пространствах и сделал важный вклад в ис-
числение инфинитезимальных операторов. Значительная часть ра-
бот Николая Павловича посвящена приложению теории гильберто-
ва пространства к теории чисел. Им даны новые, основанные на
теоретико-числовых соображениях методы построения ортогональ-
ных последовательностей. Используя общие принципы, развитые в
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своих работах, Николай Павлович получил большое число различ-
ных эквивалентов гипотезы Римана о корнях дзета-функции.

Эти и другие результаты Н. П. Романова высоко оценили акаде-
мик Ю. В. Линник и профессор Т. А. Сарымсаков [43]. Практически
во всех книгах, вышедших после второй половины ХХ в. и посвящен-
ных теории чисел, есть упоминания о Н. П. Романове (см., например,
[32, 44]).

В последнее время Н. П. Романов работал над усовершенствова-
нием элементарных методов в теории чисел, исследованием асимп-
тотики степенных рядов на границе круга сходимости и другими
вопросами.

Некоторое представление о Н. П. Романове как человеке может
дать следующая выдержка из книги [45]: «Романов был своеобраз-
ной личностью, постоянно погруженной в абстрактный мир матема-
тических образов и идей. Это проявлялось даже в его внешнем виде,
который обнаруживал отвлечённость от окружающей действитель-
ности и рассеянность, иногда казавшуюся со стороны наигранной».

Приведём один любопытный случай, сообщённый Эрихом Сер-
геевичем Воробейчиковым, бывшим проректором ТГУ. А ему рас-
сказал Александр Александрович Сироткин, в описываемое время
— студент ТГУ, а много позже — заместитель декана радиофизиче-
ского факультета ТГУ. Однажды, в начале Великой Отечественной
войны, Н. П. Романов находился в очереди возле булочной, ожидая
хлеба. У магазина стоял фургон с хлебом, вдруг Николай Павло-
вич вынул кусок мела и стал писать формулы на стенке фургона. В
какой-то момент фургон тронулся и Николай Павлович, следуя за
ним целый квартал, продолжал делать на нём свои выкладки.

Николай Павлович переводил со словарем с французского и ита-
льянского, изъяснялся по-английски, свободно владел немецким. О
семье Николая Павловича нам известно немного. Его отец Романов
Павел Петрович в 30–40-е гг. также жил в Томске. У него, кроме
Николая, были сыновья Алексей (подполковник танковых войск) и
Пётр (преподаватель техникума). Павел Петрович дружил с извест-
ным в Томске медиком академиком А. Г. Савиных, они вместе езди-
ли на охоту. В Самарканд Николай Павлович и его жена уехали с
двумя сыновьями — Владимиром и Леонидом (родился в 1937 г.). В
Узбекистане у Романовых родилась дочь.

При написании данной заметки использовались материалы из
[32, 35, 38, 40, 43–45], а также воспоминания томички Надежды Афа-
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насьевны Понеделковой. Когда она была девочкой, её семья жила в
одном доме с Н. П. Романовым по ул. Советская, 60. Это был дере-
вянный двухэтажный дом напротив общежития ТГУ по ул. Совет-
ская, 59. Недавно этот дом снесли. Надежда Афанасьевна 30 лет ра-
ботала администратором кинотеатра им. М. Горького. Её отец А. Я.
Понеделков преподавал начертательную геометрию в ТГУ и ТПИ,
был деканом физико-математического факультета ТГПИ. Один из
его студентов А. А. Воробьёв стал впоследствии ректором ТПИ.

П. А. Крылов, А. Р. Чехлов



1. О двух теоремах
аддитивной теории чисел

В настоящей работе доказываются два следующих предложения:
1. В каждом интервале (0, x) (x > 3) находится больше чем αx

целых чисел, представимых в виде суммы одного простого числа и
n-й степени целого числа, где α зависит только от n.

2. В каждом интервале (0, x) (x > 3) находится больше чем
β x

log log x чисел, представимых в виде суммы одного простого чис-
ла и некоторой степени данного целого числа a, причем β зависит
только от a.

Если воспользоваться основными понятиями суммы последова-
тельности и плотности последовательности, введёнными в теорию
чисел Л. Г. Шнирельманом [49], то тогда первое предложение мож-
но сформулировать следующим образом: сумма последовательности
простых чисел и последовательности n = x степеней натурально-
го ряда чисел есть последовательность положительной плотности
(суммой последовательностей n1, n2, n3, . . . и m1, m2, . . . называ-
ется последовательность всех чисел, представимых в виде ni +mj).
Плотностью последовательности n1, n2, n3, . . . в интервале (0, x)
назовем отношение числа чисел ni, лежащих в интервале, к длине
этого интервала. Для последовательности положительной плотности
будет постоянно удовлетворяться неравенство

ν(x) > αx,

где ν(x) означает число чисел нашей последовательности, не превос-
ходящих x, и α > 0 не зависит от x. Для доказательства указанных
предложений выведем одно общее тождество, относящееся к двум
любым целочисленным последовательностям n1, n2, n3, . . . и m1,
m2, m3, . . . . Тождество пишется следующим образом:

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 = 2

x∑′

u=0

A1(u;x)A2(u;x), (1)

где A1(u;x), A2(u;x) и Ψ(u;x) означают соответственно число реше-
ний уравнений

ni − nj = u, mi −mj = u, mi +mj = u,
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причем везде

ni 6 x, nj 6 x, mi 6 x, mj 6 x.

Штрих при знаке суммирования означает, что при u = 0 мы

должны вместо A1(0;x)A2(0;x) взять
1

2
A1(0;x)A2(0;x). Для выво-

да тождества (1) сосчитаем число решений уравнения

ni − nj −mk +mi = 0 (ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, mi 6 x).

С одной стороны, это уравнение может быть записано в виде

ni − nj − (mk −mi) = 0 (ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, mi 6 x) (2)

и заменено системой уравнений

ni − nj = u, mk −mi = u (u = 0, 1, 2, . . . , x1 − 1,−2, . . . ,−x)

(ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, mi 6 x).

Следовательно, число решений уравнения (2) равно

x∑
u=−x

A1(u;x)A2(u;x) = 2

x∑′

u=0

A1(u;x)A2(u;x).

С другой стороны, уравнение (2) может быть записано в виде

ni +mi − (nj +mk) = 0 (ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, mi 6 x)

и заменено системой уравнений

ni +mi = u, nj +mk = u (u = 0, 1, 2, 3, . . . , 2x)

(ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, mi 6 x).

Следовательно, число решений уравнения (2) равно

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2,

т.е. левой части тождества (1), которое, таким образом, доказано.
Возьмем в общем тождестве (1) в качестве mi последовательность
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простых чисел и в качестве ni последовательность n-х степеней чи-
сел натурального ряда. Согласно лемме Viggo Brun’а, обобщенной
Шнирельманом, имеем

A2(u;x) < c1
x

log2 x

∏
p/u

(
1 +

1

p

)

при u 6= 0. Кроме того,

A2(u;x) = π(x) < c2
x

log x

согласно оценке Чебышева. Поэтому имеем

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 = 2

x∑′

u=0

A1(u;x)A2(u;x) <

< 2c1
x

log2 x

x∑
u=1

A1(u;x)f(u) + c2
x

log x
n
√
x,

так как
A1(0;x) =

[
n
√
x
]
.

Здесь положено:

f(u) =
∏
p/u

(
1 +

1

p

)
=
∑
d/u

µ(d)2

d
.

Предыдущее неравенство преобразуется далее:

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 = 2c1
x

log2 x

x∑
u=1

A1(u;x)
∑
d/u

µ(d)2

d
+ c2

x
n+1
n

log x
=

= 2c1
x

log2 x

x∑
k=1

µ(k)2

k

[ xk ]∑
u=1

A1(ku;x) + c2
x
n+1
n

log x
.

(3)

Здесь
[ xk ]∑
u=1

A1(ku;x) не больше чем число решений сравнения

yn1 − yn2 ≡ 0 (k) (y1 6 n
√
x, y2 6 n

√
x). (4)
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Для каждого данного y2 y1 имеет не больше чем
([

n
√
x
k

]
+ 1
)

Φ(k)

значений, где Φ(k) означает максимальное число классов по модулю
k, имеющих один и тот же n-ичный вычет. Следовательно, число
решений сравнения (4) не больше чем

[
x

1
n

]([x 1
n

k

]
+ 1

)
Φ(k),

что, наверное, меньше, чем 2x
2
n

Φ(k)

k
. Неравенство (3) приобретает

вид
2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < 4c1
x1+ 2

n

log2 x

x∑
k=1

Φ(k)

k2
µ(k)2 + c2

x
n+1
n

log x
.

Ряд
x∑
k=1

Φ(k)

k2
µ(k)2,

как мы увидим далее, сходится, поэтому последнее неравенство при-
обретает вид

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < c3
x
n+2
n

log2 x
. (5)

Оценим теперь
2x∑
u=0

Ψ(u;x)

снизу. Очевидно, что
2x∑
u=0

Ψ(u;x) равно числу решений неравенства

pi + yn 6 2x, pi 6 x, yn 6 x,

т.е. равно [
n
√
x
]
π(x).

Следовательно,
2x∑
u=0

Ψ(u;x) > c4
x
n+1
n

log x
. (6)

Обозначим через ν(2x) число чисел, разложимых на сумму одного
простого числа и n-степени простого числа, лежащих в интервале
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(0, 2x). Очевидно, что ν(2x) не меньше чем число чисел, отличных
от нуля, в ряду

Ψ(1;x),Ψ(2;x), . . . ,Ψ(2x;x).

Следовательно, на основании неравенства Шварца имеем

ν(2x) >

(
2x∑
u=0

Ψ(u;x)

)2

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2

.

Воспользовавшись (5) и (6), получаем

ν(2x) >
c24
c3
x = 2αx

или
ν(x) > αx.

Последнее неравенство представляет собой содержание теоремы 1.

Что касается сходимости ряда
∞∑
k=1

Φ(k)

k2
µ(k)2, которым мы пользова-

лись выше, то она легко получается, если на основании известного
мультипликативного свойства функции Φ(k) преобразуем ряд в бес-
конечное произведение ∏

p

(
x+

Φ(p)

p2

)

распространенное по всем простым числам p. Но Φ(p) 6 n, так как
число сравнений

zn ≡ α (mod p)

при простом p не превосходит n, и сходимость бесконечного произ-
ведения ∏

p

(
x+

Φ(p)

p2

)
и вместе с ним ряда

∞∑
k=1

Φ(k)

k2
µ(k)2
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получается из очевидной сходимости бесконечного произведения∏
p

(
1 +

n

p2

)
.

В предыдущих рассуждениях ничего не изменится, если вместо по-
следовательности всех простых чисел возьмем последовательность
простых чисел положительной относительной плотности, т.е. такую
подпоследовательность P1

′, P2
′, P3

′, . . . , для которой число π1(x)
всех pi′, не превосходящих x, удовлетворяет неравенству

π1(x) > γ
x

log x
.

Поэтому можно высказать следующую теорему: сумма последо-
вательности n-х степеней натурального ряда и подпоследователь-
ности простых чисел положительной относительной плотности есть
последовательность положительной плотности. В частности, после-
довательность всех простых чисел, содержащихся в данной арифме-
тической прогрессии, сложенная с последовательностью n-х степеней
натурального ряда чисел, дает последовательность положительной
плотности. Далее, последовательность всех простых чисел, предста-
вимых данной квадратичной бинарной формой, сложенная с после-
довательностью n-х степеней, дает также последовательность поло-
жительной плотности. Отсюда вытекает, что последовательность чи-
сел, представимых в виде ax2 + 2bxy+ cy2 + zn, есть последователь-
ность положительной плотности.

Для доказательства второго предложения применим наше тожде-
ство (1) к последовательности простых чисел и последовательности
чисел, образующих геометрическую прогрессию, т.е. возьмем ni = ai,
mi = pi. Здесь, как и выше,

A2(u; x) < c1
x

log2 x

∏
p/u

(
1 +

1

p

)
при u 6= 0 и

A2(0; x) < c2
x

log x
.

Кроме того, A1(u; x) принимает для каждого значения u 6= 0 одно
из двух значений 0 и 1. В самом деле, уравнение

ak
′
1 − ak

′
2 = u
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не может иметь больше одного решения, так как из
ak2 − ak1 = ak

′
2 − ak′1 или

ak1(ak2−k1 − 1) = ak
′
1(ak

′
2−k

′
1 − 1)

следует k1 = k′1 и k2 = k′2. Очевидно также, что

A1(0; x) = [loga x] < c5 log x.

Теперь на основании (1) можно записать следующее неравенство:

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < 2c1
x

log2 x

loga x∑
r=1; s=1

f [ar(as − 1)] + c2c3x,

где, как и выше,

f(u) =
∏
p/u

(
1 +

1

p

)
=
∑
d/u

µ(d)2

d
.

Или, так как для любых ν1 и ν2, f(ν1ν2) 6 f(ν1)f(ν2),

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < 2c1
x loga x

log2 x

∏
p/u

(
1 +

1

p

) loga x∑
s=1

f(as − 1) + c6x,

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < c7
x

log x

loga x∑
s=1

∑
d/as−1

µ(d)2

d
+ c6x =

= c6x+ c7
x

log x

x∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

k

[
loga x

l(k)

]
,


(7)

где l(k) означает длину периода, образуемого различными степенями
a0, a1, a2, . . . по модулю k. Очевидно, что l(k) равно эйлеровской
функции ϕ(k) для всех k, для которых a является первообразным
корнем. Кроме того,

l(ai − 1) = i,

следовательно,
l(k) = loga(k + 1)
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для всех k вида ai − 1. Для всех остальных k постоянно удовлетво-
ряются неравенства

ϕ(k) > l(k) > [loga(k + 1)].

Из неравенства (7) вытекает:

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < c8
x

log x

x∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

k

[
loga x

l(k)

]

или
2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < c9x

x∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

kl(k)
,

так как всегда

l(k) > [loga(k + 1)]

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2 < c10x log log x. (7 ′)

Кроме того, очевидно
2x∑
u=0

Ψ(u;x) = π(x)[loga x] > c11x. (8)

Обозначив через ν(2x) число чисел интервала (0, 2x), разложи-
мых на сумму одного простого числа и одной степени a, имеем на
основании неравенства Шварца и (7′), (8):

ν(2x) >

[
2x∑
u=0

Ψ(u;x)

]2

2x∑
u=0

Ψ(u;x)2

>
c211

c10

x

log log x

или
ν(x) > β

x

log log x
. (9)

Второе предложение, таким образом, доказано. Дальнейшее
улучшение оценки (9) зависит от улучшения оценки для суммы

x∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

kl(k)
.
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В случае, если ряд
∞∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

kl(k)

сходится, можно высказать предложение: последовательность про-
стых чисел, сложенная с геометрической прогрессией, дает после-
довательность положительной плотности. Но, однако, доказать что-
либо относительно сходимости или расходимости ряда

∞∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)

kl(k)

не удается ввиду сложной природы функции l(k).



2. Об одной теореме аддитивной теории
чисел

В настоящей работе рассматривается задача о разложении чисел
на сумму одного квадрата и одного простого числа. Эта задача ре-
шается таким образом, что в каждом интервале (0, x) (x > 2) лежит
больше чем αx чисел, представимых в виде суммы одного квадрата и
одного простого числа, где α > 0 — некоторая абсолютная константа.

Основой всего дальнейшего будет служить тождество, относяще-
еся к двум любым последовательностям. Если мы имеем две произ-
вольные возрастающие последовательности целых положительных
чисел n1, n2, . . . и m1, m2, . . . и если мы обозначим через A1(u;x)
число решений уравнения ni − nj = u при условии ni 6 x, nj 6 x
через A2(u;x) — число решений уравнения mi − mj = u (mi 6 x,
mj 6 x) и через ψ(u;x) — число решений уравнения ni + mj = u
(ni 6 x, mj 6 x), то A1(u;x), A2(u;x), ψ(u;x) удовлетворяют следу-
ющему тождеству:

2x∑
u=0

{ψ(u;x)}2 = 2

x∑
u=0

′
A1(u;x)A2(u;x). (α)

Здесь акцент при знаке суммирования означает, что при u = 0 мы

должны вместо A1(0;x)A2(0;x) взять
1

2
A1(0;x)A2(0;x).

Для доказательства этого тождества нужно двумя способами
подсчитать число решений уравнения

ni +mj − nk −ml = 0 (ni 6 x, mj 6 x, nk 6 x, ml 6 x); (β)

с одной стороны, это уравнение можно заменить системой уравне-
ний:

ni +mj = u, nk +ml = u

(ni 6 x, mj 6 x, nk 6 x, ml 6 x, 0 6 u 6 2x).

Число решений этой системы, очевидно, равно левой части тожде-
ства (α). С другой стороны, уравнение (β) может быть написано
следующим образом:

(ni − nk)− (ml −mj) = 0
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и может быть заменено системой уравнений:

ni − nk = u,ml −mj = u

(ni 6 x, nk 6 x, ml 6 x, mj 6 x, −x 6 u 6 x).

Число решений этой системы, очевидно, равно
u=x∑
u=−x

A1(u;x)A2(u;x) = 2

u=x∑
u=0

′
A1(u;x)A2(u;x).

Но это последнее выражение есть не что иное, как правая часть
тождества (α). Тождество (α), таким образом, доказано.

Возьмем в качестве второй последовательности последователь-
ность mi = (Mi+ k)2, т.е. последовательность квадратов всех поло-
жительных чисел, сравнимых с данным числом k по данному модулю
M , оставляя первую последовательность пока произвольной. В этом
случае A2(u;x) означает число решений уравнения

(Mz1 + k)2 − (Mz2 + k)2 = u (γ)

или иначе

[(Mz1 + k) + (Mz2 + k)][(Mz1 + k)− (Mz2 + k)] = u;

здесь должно быть 0 6 Mz1 + k 6 [
√
x ], 0 6 Mz2 + k 6 [

√
x ], т.е.

0 6 z1 6 s, 0 6 z2 6 s, где мы через s для краткости обозначили[√
x− k
M

]
. Для каждой пары z1, z2, удовлетворяющей уравнению

(γ), имеем:

M(z1 + z2) + 2k = v1, M(z1 − z2) = v2, (δ)

где v1, v2 = u.
Очевидно, что

v1 − 2k ≡ 0 (mod M), v2 ≡ 0 (mod M),
v1 − 2k

M
+
v2

M
= 2z1 6 2s;

v1 + v2 − 2k 6 2Ms, v1 + v2 6 2Ms+ 2k;

кроме того,

v2

M
6
v1 − 2k

M
,

v2

M
≡ v1 − 2k

M
(mod 2),
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так как
v2

M
= z1 − z2,

v1 − 2k

M
= z1 + z2.

И, обратно, для всякого разложения числа u на дополнительные со-
множители v1, v2, удовлетворяющие условиям:

v1 − 2k ≡ 0 (mod M), v2 ≡ 0 (mod M),

v1 + v2 ≤ 2Ms+ 2k, v2 6 v1 − 2k,
v2

M
≡ v1 − 2k

M
(mod 2),

 (Γ)

система (δ), а следовательно, и уравнение (γ) имеют решения в це-
лых положительных, не превосходящих s числах.

Отсюда ясно, что число решений уравнения (γ) в целых положи-
тельных числах, не превосходящих s, равно числу разложений числа
u на дополнительные сомножители v1, v2, удовлетворяющие услови-
ям (Γ). На основании всего вышеизложенного тождество (α) может
быть написано следующим образом:

2x∑
u=0

{ψ(u;x)}2 = 2

x∑
u=0

′
A1(u;x)A2(u;x) = 2

∑ ′
A1(v1v2;x),

где суммирование распространено на все пары чисел v1 и v2, удовле-
творяющие условиям (Γ). Сумма

∑ ′
A1(v1v2;x) равна числу решений

уравнения
ni − nj = v1v2, (λ)

где ni 6 x, nj 6 x, а v1 и v2 означают всевозможные числа, удовле-
творяющие условиям (Γ). При этом мы должны число тех решений
уравнения (λ), которые соответствуют v1v2 = 0, разделить на два
согласно значению акцента при знаке суммирования. Обозначим v1

буквой u, тогда
ni − nj
u

= v2. Так как

0 6 v1 + v2 =
ni − nj
u

+ u 6 2Ms+ 2k,

то
0 6 u 6 2Ms+ 2k.

Кроме того,
ni − nj
u

= v2 ≡ 0 (mod M),
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т.е.

ni − nj ≡ 0 (mod Mu), u = v1 ≡ 2k (mod M),

ni − nj
Mu

≡ u− 2k

M
(mod 2),

ni − nj
u

6 u− 2k

на основании (Γ). Следовательно, тождество (α) можно написать
так:

2x∑
u=0

{ψ(u;x)}2 = 2
∑ ′

A1(v1v2;x) = 2

06u62Ms+2k∑
u≡2k (mod M)

′
B(u;M,k, x). (σ)

Здесь B(u;M,k, x) означает число тех решений сравнения ni−nj ≡ 0
(mod Mu), для которых удовлетворяются условия:

0 6
ni − nj
u

6 u− 2k,
ni − nj
Mu

≡ u− 2k

M
(mod 2),

ni − nj
u

+ u 6 2Ms+ 2k, ni 6 x, nj 6 x.

(∆)

Рассмотрим теперь сумму
2x∑
u=0

ψ(u;x). Она равна, очевидно, числу

решений неравенств

(Mi+ k)2 + nj 6 2x, (Mi+ k)2 6 x, nj 6 x,

т.е. равна

sP (x) =

[√
x− k
M

]
· P (x),

где P (x) означает число членов последовательности ni, не превосхо-
дящих x. Согласно неравенству Шварца имеем

µ(2x,M, k) >

(
2x∑
u=0

ψ(u;x)

)2

2x∑
u=0
{ψ(u;x)}2

=
s2{P (x)}2

06u62Ms+2k∑
u≡2k (mod M)

B(u;M,k, x)

или

µ(2x,M, k) >
(
√
x− k)2{P (x)}2

M2
06u62[

√
x ]∑

u≡2k (mod M)

B(u;M,k, x)

(Σ)
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так как

2Ms+ 2k = 2M

[√
x− k
M

]
+ 2k < 2[

√
x ].

Здесь µ(2x,M, k) означает число тех ψ(u;x) (u = 0, 1, 2, . . . , 2x),
которые отличны от нуля, т.е. означает число чисел, лежащих в ин-
тервале (0, 2x) и представимых в виде суммы одного члена нашей
последовательности ni 6 x и одного квадрата y2 6 x, причем y ≡ k
(mod M). Очевидно, что

B(u;M,k, x) 6
1

2
A1(0;x) +A1(Mu;x) +A1(2Mu;x) + . . .+

+A1(Mu
u− 2k

M
;x)

[число u−2k
M — целое, так как u ≡ 2k (mod M)]. Если мы возьмем

в качестве ni последовательность всех простых чисел, то тогда на
основании обобщенной леммы Viggo Brun’а [49]

A1(y;x) = O

(
x

log2 x
θ(y)

)
для y > 0, где

θ(y) =
∏
p/y

(
1 +

1

p

)
.

Кроме того,

A1(0;x) = π(x) = O

(
x

log x

)
;

π(x) означает число простых чисел, меньших чем x.
Теперь мы можем написать следующее неравенство1:

B(u;M,k, x) < c1
x

log x
+ c2

x

log2 x

u−2k
M∑
i=1

θ(Mui),

или, так как для любых y1 и y2, θ(y1)θ(y2) > θ(y1y2),

B(u;M,k, x) < c1
x

log x
+ c2

θ(M)θ(u)x

log2 x

[ uM ]∑
i=1

θ(i). (τ)

1Здесь и в дальнейшем c1, c2, . . . означают положительные постоянные.
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Для дальнейшего нам будут необходимы две оценки:
z∑
i=1

θ(i) = O(z) (A)

и
z∑
i=1

iθ(i) = O(z2), (B)

устанавливаемые следующим образом:
z∑
i=1

θ(i) =

z∑
i=1

∑
d/i

{µ(d)}2

d
=

z∑
k=1

[ z
k

] {µ(k)}2

k
< z

∞∑
k=1

{µ(k)}2

k
= O(z),

z∑
i=1

iθ(i) =

z∑
i=1

i
∑
d/i

{µ(d)}2

d
=

z∑
k=1

1

2

([ z
k

]2
+
[ z
k

]) {µ(k)}2

k
<

< z2
∞∑
k=1

{µ(k)}2

k2
= O(z2).

На основании (A) неравенство (τ) преобразуется к виду

B(u;M,k, x) < c3

(
x

log x
+
θ(M)θ(u)x

M log2 x

)
.

Поэтому

06u<2[
√
x ]∑

u≡2k (mod M)

B(u;M,k, x) < 2c3
x3/2

M log x
+

+ c3
θ(M)x

M log2 x

16u<2[
√
x ]∑

u≡2k (mod M)

uθ(u),

06u<2[
√
x ]∑

u≡2k (mod M)

B(u;M,k, x) <

< c4

 x3/2

M log x
+

θ(M)x

M log2 x

16u<2[
√
x ]∑

u≡2k (mod M)

uθ(u)

 ;
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подставляя последнее неравенство в неравенство (Σ), получим

µ(2x,M, k) > c5
(
√
x− k)2{P (x)}2

M x3/2

log x + Mθ(M)x
log2 x

16u<2[
√
x ]∑

u≡2k (mod M)

uθ(u)

или

µ(2x,M, k) > c6
(
√
x− k)2x2

M log x · x3/2 +Mθ(M)
16u<2[

√
x ]∑

u≡2k (mod M)

uθ(u)

. (C)

В случае M = 1, k = 0 знаменатель правой части неравенства
(C) легко может быть оценён на основании (B), и мы получаем

µ(2x, 1, 0) = µ(2x) > 2αx,

где α — некоторая абсолютная положительная константа. Таким об-
разом, имеем теорему: число чисел, лежащих в интервале (0, x)
(x > 2) и представимых в виде суммы одного простого числа и од-
ного квадрата, больше чем αx, где α — некоторая положительная
абсолютная константа. Иначе говоря, последовательность чисел,
представимых в виде суммы одного простого числа и одного квад-
рата, обладает положительной плотностью.

(Плотностью последовательности mi называется нижняя грань

отношений
N(x)

x
, где N(x) означает число членов взятой после-

довательности, не превосходящих x. Последовательностью положи-
тельной плотности называется, следовательно, такая последователь-

ность, для которой, при всех положительных значениях x,
N(x)

x
> α,

или N(x) > αx, где α > 0 — некоторая константа). Если мы приме-
ним формулу (Σ) не к последовательности всех простых чисел, а
к некоторой подпоследовательности положительной относительной
плотности, т.е. к такой последовательности p ′1, p

′
2, p

′
3, . . . , для ко-

торой число чисел p ′i, не превосходящих x, будет больше чем βπ(x),
где β — некоторое постоянное число (1 > β > 0), то числитель дроби,
стоящей в правой части неравенства, приобретет множитель β2; что
касается знаменателя, то он от замены последовательности всех про-
стых чисел некоторой подпоследовательностью может только умень-
шиться, так как он связан с числом решений числового уравнения
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pi − pj = u в простых числах данной последовательности. Отсюда
вытекает следующее обобщение предыдущей теоремы: числа, пред-
ставимые в виде суммы одного квадрата и одного простого чис-
ла, взятого из данной подпоследовательности простых чисел поло-
жительной относительной плотности, образуют последователь-
ность положительной плотности. В частности, числа, представи-
мые в виде суммы одного квадрата и одного простого числа, со-
держащегося в данной первообразной арифметической прогрессии,
образуют последовательность положительной плотности. Еще спе-
циальнее: последовательность чисел, представимых в виде суммы
p+ z2, где p — простое число вида 4k + 1, а z — любое целое число,
есть последовательность положительной плотности.

Заметим наконец, что полученное нами общее неравенство (C)
позволяет делать и более общие выводы, давая числу M другие зна-
чения.
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В своей замечательной работе [49] Шнирельман впервые доказал,
что каждое целое число может быть разложено на сумму ограничен-
ного числа простых слагаемых, причем в качестве верхней грани-
цы для числа простых чисел, необходимых для представления всех
достаточно больших чисел, он получил число 100000. В настоящей
работе доказывается, что путем некоторого видоизменения рассуж-
дений Шнирельмана эта граница может быть уменьшена примерно
в 100 раз. Результат Шнирельмана основан на двух его леммах.

Лемма I. Число ν(x) чисел, разложимых на сумму двух простых
слагаемых и не превосходящих x для достаточно больших x, удо-
влетворяет неравенству ν(x) > αx, где α есть положительная аб-
солютная константа. Или, по терминологии Шнирельмана, последо-
вательность чисел, разложимых на сумму двух простых слагаемых,
есть последовательность плотности не меньшей α.

Лемма II. Если последовательность n1, n2, . . . есть последова-
тельность положительной плотности > α > 0, то тогда каждое до-
статочно большое число, с точностью до ограниченного слагаемого,

может быть разложено на сумму не больше чем 2

[
1

α

]
слагаемых из

последовательности n1, n2, . . . .
Комбинируя эти две леммы, мы получаем предложение: каждое

достаточно большое число может быть с точностью до ограниченно-

го слагаемого разложено на сумму не больше чем 2

[
1

α

]
простых чи-

сел. Следуя Шнирельману, получим α =
1

200000
, следовательно, для

указанной верхней границы для числа необходимых простых слагае-

мых 2

[
1

α

]
= 400000. Легко показать, однако, что в качестве α мож-

но взять
1

552
и получить, таким образом, для указанной верхней

границы 2

[
1

α

]
= 1104. Рассмотрим произвольную целочисленную

последовательность n1, n2, . . . .
Обозначим через A(u, x), ψ(u, x) число решений соответственно

уравнений:

ni − nj = u(ni 6 x, nj 6 x) и ni + nj = u(ni 6 x, ni 6 x).
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Между определенными таким образом величинами существует соот-
ношение

2x∑
u=1

ψ(u, x)2 = A(0, x)2 + 2

x∑
u=1

A(u, x)
2 (1)

или, если мы обозначим через P (x) число ni, не превосходящих x,
2x∑
u=1

ψ(u, x)2 = P (x)2 + 2

x∑
u=1

A(u, x)2. (1a)

Для доказательства тождества (1) рассмотрим уравнение

ni + nj − nk − nl = 0 (ni 6 x, nj 6 x, nk 6 x, nl 6 x) (2)

и сосчитаем двумя различными способами число его решений. Это
уравнение может быть записано в виде ni + nj = nk + nl (ni 6 x,
nj 6 x, nk 6 x, nl 6 x) и заменено системой уравнений ni + nj = u,
nk + nl = u (ni 6 x, nj 6 x, nk 6 x, nl 6 x), u = 1, 2, 3, . . . , 2x.

Отсюда следует, что число решений уравнения (2) равно
2x∑
u=1

φ(u, x)2,

т.е. левой части тождества (1). С другой стороны, уравнение (2) мо-
жет быть представлено в виде ni − nk = nl − nj (ni 6 x, nj 6 x,
nk 6 x, nl 6 x) и заменено системой ni − nk = u, nl − nj = u (ni 6 x,
nj 6 x, nk 6 x, nl 6 x; u = −x, −(x− 1), . . . , −1, 0, 1, 2, 3, . . . , x).

Поэтому число решений уравнения (2) равно
x∑
u=1

A(u, x)
2

= A(0, x)2 + 2

x∑
u=1

A(u, x)
2
,

т.е. равно левой части тождества (1), которое, таким образом, дока-
зано. Обозначим через ν(2x) число чисел интервала (0, 2x), предста-
вимых в виде ni 6 nj (ni 6 x, nj 6 x). Очевидно, что это число равно
числу чисел ряда ψ(1, x), ψ(2, x), ψ(3, x), . . . , ψ(2x, x), отличных от
нуля. Поэтому на основании неравенства Шварца имеем

ν(2x) >

(
2x∑
u=1

ψ(u, x)

)2

2x∑
u=1

ψ(u, x)2

. (3)
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Кроме того, очевидно,
2x∑
u=1

ψ(u, x) = P (x)2, так как
2x∑
u=1

ψ(u, x)

равно числу решений системы неравенств ni 6 x, nj 6 x.
На основании (1) и (3) теперь имеем

ν(2x) >
P (x)4

P (x)2 +
x∑
u=1

A(u, x)2

. (4)

Если n1, n2, . . . , nk означает последовательность целых чисел, то
тогда, как известно, P (x) = π(x) ∼ x

lg x
.

Кроме того, на основании обобщенной леммы Вигго – Бруна
(см. вышеуказанную работу Шнирельмана)

A(u, x) < A
x

log2 x

∏
d|u

(
1 +

1

q

)
= A

x

log2 x

∑
d|u

µ(d)2

d
= A

x

log2 x
f(u),

(5)
гдеA означает абсолютную константу, µ есть символ функции Мёби-
уса, и произведение справа распространено на все простые делители
q числа u.

На основании (5) имеем

x∑
u=1

A(u, x)
2
< A

x

lg2 x

x∑
u=1

A(u, x)f(u) =

= A
x

lg2 x

x∑
u=1

A(u, x)
∑
d|u

µ(d)2

d
=

= A
x

lg2 x

x∑
k=1

µ(k)2

k

x/k∑
u=1

A(uk, x) =

= A

(
x

lg2 x

x∑
k=1

µ(k)2

k
S(k)

)
,

где S(k) =
x/k∑
u=1

A(uk, x) означает число решений сравнения pi− pj ≡

≡ 0 (mod k) в простых целых числах 6 x. Обозначим через π(x, α, k)
число простых чисел меньших чем x и сравнимых с α по модулю k.
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Нетрудно показать, слегка видоизменяя рассуждения Ландау [15,
vol. 2]:

π(x, α, k) =
1

ϕ(x)
li(x) +O(k3xe−

√
lg x).

Кроме того, совершенно очевидно π(x, α, k) <
x

k
. Далее,

S(k) =

π(x)∑
i=1

π(x, pi, k) =
li(x)π(x)

ϕ(k)
+O(k3 x

2

lg x
e−
√

lg x),

или

S(k) =
li(x)π(x)

ϕ(k)
+O(k3 x2

lg10 x
). (6)

Воспользовавшись неравенством π(x, α, k) <
x

k
, точно так же по-

лучаем

S(k) <
π(x)x

k
. (7)

Оценим теперь сумму

x∑
k=1

S(k)

k
µ(k)2. (8)

На основании (6) имеем

y∑
k=1

S(k)

k
µ(k)2 = li(x)π(x)

y∑
k=1

µ(k)2

kϕ(k)
+O

(
x2

lg10 x

y∑
k=1

k2

)
=

= li(x)π(x)

y∑
k=1

µ(k)

kϕ(k)
+O

(
x2

lg10 x
y3

)
,

а на основании (7) для второй части (8) получим

∑
k=y

S(k)

k
µ(k)2 < π(x)x

∞∑
k=y

1

k2
<
π(x)x

y
.

Сопоставляя последние неравенства, получим

∞∑
k=y

S(k)

k
µ(k)2 < li(x)π(x)x

∞∑
k=1

µ(k)2

kϕ(k)
+
π(x)x

y
+O

(
x2

lg10 x
y3

)
,
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полагая y = lg2 x, получим

x∑
k=1

µ(k)2

k
S(k) <

x2

lg2 x

∞∑
k=1

µ(k)2

kϕ(k)
+O

(
x2

lg2 x

)
.

Ряд
∞∑
k=1

µ(k)2

kϕ(k) , как легко получить путем преобразования в беско-

нечное произведение, равен
ζ(2)

ζ(3)
= 1, 37, и, следовательно, для всех

достаточно больших значений x
x∑
k=1

µ(k)2

k S(k) < 1, 38
x2

lg2 x
.

Отсюда легко получить следующее неравенство:

x∑
u=1

A(u, x)2 < 1, 37A
x2

lg4 x
,

или, полагая вместе с Шнирельманом A = 100, получим

x∑
u=1

A(u, x)2 < 137
x2

ln4 x
, (9)

на основании (4) и (9) имеем ν(2x) >
π(x)4

π(x)2 + 2, 137
x3

lg4 x

или, для

достаточно больших x,

ν(2x) >
1

2, 138
x, или ν(x) <

1

2, 276
x,

на основании леммы II теперь имеем: каждое достаточно большое
число может быть разложено на сумму не больше чем 1104 слагае-
мых, что и требовалось доказать.



4. Замечание к работе
�К проблеме Гольдбаха�

В моей работе «К проблеме Гольдбаха» имеется, кроме ошибок
вычислительного характера, существенная ошибка теоретического
характера, состоящая в пользовании леммой о равномерной, относи-
тельно k, оценке остаточного члена в формуле

π(x, l, k) =
1

ϕ(x)
li(x) +O(k3xe−a

√
log x).

Эта лемма не вытекает из рассуждений, приведенных в 2-м томе
книги Ландау, как мною утверждалось в указанной выше работе, и
справедливость самой леммы остается под сомнением.

Однако эта лемма, без существенного изменения дальнейших рас-
суждений, может быть заменена аналогичными, известными оцен-
ками из теории распределения простых чисел в арифметической
прогрессии, как указано, между прочим, в работе Ландау, Шерка
и Гейльбронна [9].



5. Об аддитивных свойствах общих
числовых последовательностей

Главная проблема теории чисел состоит в определении аддитив-
ных свойств специальных числовых последовательностей, некоторые
члены которых имеют конкретные арифметические характеристики.
Так, например, проблема Гольдбаха аддитивных свойств последо-
вательности простых чисел, проблема Варинга аддитивных свойств
последовательности степеней.

Л. Шнирельман нашел первым, что рассмотрение общих число-
вых последовательностей в аддитивной теории чисел ведет не толь-
ко к общему положению, но и также может оказаться чрезвычайно
важным для решения классических проблем.

Таким образом, Шнирельману [19] удалось решить ослабленную
проблему Гольдбаха. Он доказал через рассмотрение аддитивных
свойств общих последовательностей, только метрически охарактери-
зованных, что каждое целое число можно представить в виде суммы
конечного числа простых чисел. К тому же кругу идей относятся
и другие исследования Хинчина [13], Бухштаба [5, 31] и мои [55].
В данной работе я занимался именно аддитивными свойствами об-
щих числовых последовательностей в среднем их значении. В даль-
нейшем будем рассматривать функцию f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |n),
указывающую количество чисел замкнутого интервала (1, n), кото-
рые представимы или в виде xi, или yi, или суммы xi+yi (i = 1, . . . ,
k1, j = 1, 2, . . . , k2). Другими словами, применив введённое Шни-
рельманом фундаментальное значение суммы ряда, можем сказать,
что f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |n) даёт количество всех чисел ряда,
сумма элементов последовательностей x1x2 . . . xk1 и y1y2 . . . yk2 кото-
рых не превосходит n. Здесь xi, yi — различные или равные целые
числа, принадлежащие интервалу (1, n). Совершенно невозможно
определить значение этой функции для xi и yi. Если, например, по-
следовательности xi и yi совпадают с последовательностью простых
чисел, тогда задача определения значения этой функции равнознач-
на решению проблемы Гольдбаха. Но, как будет показано, среднее
значение этой функции можно легко выразить через элементарные.
В некотором смысле я решил здесь все существующие и возможные
проблемы аддитивной теории чисел в среднем.
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Первая теорема о среднем

∑
1≤x1<x2<...<xk1

≤n

f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |n) =

= Cnk1
−
n−k2∑
r=1

Cm−1−ȳr+r
k1

,

(1)

где ȳ1ȳ2 . . . ȳn−k2
(в порядке возрастания) образуют дополнительную

последовательность к y1y2 . . . yk2 интервала (1, n), а суммирование
расширяется посредством всех комбинаций из первых n чисел нату-
рального ряда для каждого числа k1. Все числа yi здесь различные.
Здесь и в последующем Cnk обозначают биномиальные коэффици-
енты: Cnk = n!

k!(n−k)! для 0 < k < n, Cn0 = 1, Cnn = 1 и Cnk = 0

для k > n. Специальный случай этой теоремы для k1 = 1 содер-
жится в цитированной выше работе Эрдоса. Формулу (1) докажем
по индукции. Она очевидно верна для n = 1 и для любого k1, если∑

1≤x1<x2...<xk1
≤n f(x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2
|n) положим равной ну-

лю для k1 > n и равной k2 для k1 = 0. Можем, следовательно,
предполагать, что она верна для заданного n = m и для всех k1,
и надо доказать для n = m + 1 и всех k1. Требуется рассмотреть
два случая в зависимости от того, принадлежит m + 1 постоянной
y-последовательности или нет. В первом случае запишем формулу,
которую надо доказать, в виде∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m+1

f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk1+1 |m+ 1) =

= (m+ 1)Cm+1
k −

m−k2∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

.

(2)

Во втором: ∑
1≤x1<x2<...<xk1

≤m+1

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m+ 1) =

= (m+ 1)Cm+1
k1

−
m+1−k2∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

. (3)
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В обоих случаях сумму, стоящую слева, можно разложить на две
части, разложив все комбинации x1x2 . . . xk1

на две группы, в зави-
симости, содержит ли эта комбинация m+ 1 или нет. Формулы (2) и
(3) можно тогда записать:∑

1≤x1<x2<...<xk1−1≤m

f(x1x2 . . . xk1−1,m+ 1; y1y2 . . . yk2+1 |m+ 1)+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2+1 |m+ 1) =

= (m+ 1)Cm+1
k1

−
m−k2∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

(2′)

и ∑
1≤x1<x2<...<xk1

≤m

f(x1x2 . . . xk1−1,m+ 1; y1y2 . . . yk2
|m+ 1)+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m+ 1) =

= (m+ 1)Cm+1
k1

−
m+1−k1∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

.

(3′)

Здесь

f(x1x2 . . . xk1−1,m+ 1; y1y2 . . . yk2+1 |m+ 1) =

= f(x1x2..xk1−1; y1y2..yk2 |m) + 1 (4)

и

f(x1x2 . . . xk1−1,m+ 1; y1y2 . . . yk2
|m+ 1) =

= f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2..yk2
|m) + 1. (5)

Так как последовательности сумм последовательностей x1x2 . . . xk1 ;
y1y2 . . . yk2+1 и x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2 в интервале (1, m) совпада-
ют и первая из них содержит один член в интервале (1, m + 1), а
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именно, m+ 1. Точно так же можно сказать про последовательность
сумм последовательностей x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2+1 и x1x2 . . . xk1
;

y1y2 . . . yk2
, если yk2+1 = m+ 1.

Кроме того,

f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |m+ 1) = f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |m)+

+ε(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |m+ 1), (6)

где ε(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |m + 1) равно или единице, или нулю,
в зависимости от того, представимо ли число m + 1 в виде xi + yj
(r = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) или нет. Привлекая равенства (4),
(5) и (6), можно записать левую часть равенств (2′) соответственно
(3′) в следующем виде:∑

1≤x1<x2<...<xk1−1≤m

[f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2
|m) + 1]+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

[f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m) + 1]

и ∑
1≤x1<x2<...<xk1−1≤m

[f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2
|m) + 1]+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m)+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

ε(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m+ 1).

Или ∑
1≤x1<x2<...<xk1−1≤m

f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2
|m)+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m)+

+ Cmk1−1 + Cmk1
= mCmk1−1 −

m−k2∑
r=1

Cm−1−ȳr+r
k1

+

+mCmk1
−
m−k2∑
r=1

Cm−1−ȳr+r
k1

+ Cmk1
+ Cmk1−1
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и 1 ∑
1≤x1<x2<...<xk1−1≤m

f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2
|m)+

+
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|m)+

+ Cmk1−1 + Cmk1
− Cm−k2

k1
= mCmk1−1 −

m−k2∑
r=1

Cm−1−ȳr+r
k1

+

+ Cmk1
−
m−k2∑
r=1

Cm−1−ȳr+r
k1

+ Cmk1−1 + Cmk1
+ Cm−k2

k1
.

Здесь была использована формула (1), которая считается верной для
n = m.

Используя известное равенство Cnk +Cnk−1 = Cn+1
k , можно послед-

ние выражения для m+ 1 = yk2+1 записать в следующем виде:

(m+ 1)Cm+1
k1

−
n−k2∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

и для m+ 1 = ȳm−k2+1

(m+ 1)Cm+1
k1

−
m−k2∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

− Cm−k2

k1
=

= (m+ 1)Cm+1
k1

−
m−k2+1∑
r=1

Cm−ȳr+r
k1

.

Получаем равенство (1) для m = n + 1, и, следовательно, оно дока-
зано для всех n.

1Сумма
∑

1≤x1<x2<...<xk1
≤m ε(x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2
|m + 1) равна

Cmk1
− Cm−k2

k1
, так как она указывает, сколькими способами могут быть вы-

браны комбинации x1x2 . . . xk1
, чтобы по меньшей мере одна из сумм xi + yj

(i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) была равна m + 1. Очевидно, это количество
комбинаций получаем, когда из количества возможных комбинаций, т.е. из Cmk1

,

вычитаем количество комбинаций чисел xi + yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2),
не равных m + 1. Чтобы получить эти последние комбинации, нужно взять
числа xi, которые отличны от чисел m + 1 − y1,m + 1 − y2, . . . ,m + 1 − yk2

, и
образовать всевозможные m− k2 комбинации этих чисел.
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Вторая теорема о среднем

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) =

= nk1+1 −
n−k2∑
r=1

(n− 1− ȳr + r)k1 . (7)

Здесь, как и выше, yi обозначают положительные различные при-
надлежащие интервалу (1, n) числа. Обозначим через ϕ(x1x2 . . . xk1 ;
y1y2 . . . yk2 |n) количество всех чисел таблицы, отличных друг от
друга и от yi, принадлежащих интервалу (1, n).

x1 x2 . . . xk1

x1 + y1 x2 + y1 . . . xk1
+ y1

. . . . . . . . . . . .
x1 + yk2

x2 + yk2
. . . xk1

+ yk2

. (A)

Очевидно равенство

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) = ϕ(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) + k2.
(8)

Рассмотрим также функцию ε(g), которая принимает значение еди-
ница для всех значений аргумента, совпадающих с yi, и значение
ноль для всех других положительных и отрицательных значений
аргумента, отличных от нуля, кроме того, положим ε(0) = 1. Легко
увидеть, что выражение

1− (1− ε(a− x1))(1− ε(a− x2)) . . . (1− ε(a− xk1
))

равно или единице, или нулю, в зависимости от того, входит число a
в таблицу (A) или нет. Следовательно, получаем значения функции
ϕ(x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2
|n), суммируя предыдущие значения всех

чисел из интервала (1, n), отличных от yi:

ϕ(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) =
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=

n−k2∑
r=1

{1− (1− ε(ȳr − x1))(1− ε(ȳr − x2)) . . . (1− ε(ȳr − xk1))}. (9)

Далее имеем

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

ϕ(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |n) =

=

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

n−k2∑
r=1

{1− (1− ε(ȳr − x1))×

× (1− ε(ȳr − x2)) . . . (1− ε(ȳr − xk1))}.

Или, после обращения последовательности суммирования

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

ϕ(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 |n) =

=

n−k2∑
r=1

[ n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

{1− (1− ε(ȳr − x1))×

× (1− ε(ȳr − x2)) . . . (1− ε(ȳr − xk1
))}
]
.

(10)

Чтобы вычислить правую часть равенства (10), необходимо оценить
сумму, представленную в виде

∑n
x=1 ε(ȳr − x).

Эта сумма равна ε(0) +
∑ȳr−1
x1=1 ε(ȳr − x) = 1 +

∑ȳr−1
n=1 ε(u), так

как ε(g) для g > 0 равна нулю. Или, если обозначим через ψ(u)
количество всех u, не превышающих числа y-последовательности:

n∑
x=1

ε(ȳr − x) = 1 + ψ(ȳr).

Если здесь, как и раньше, числа ȳr упорядочены по возрастанию, то
ψ(ȳr) равно ȳr−r, так как среди всех ȳr, чисел интервала (1, ȳr), ров-
но r не содержится в y-последовательности числа, а именно,
ȳ1ȳ2 . . . ȳr. Следовательно,

n∑
x=1

ε(ȳr − x) = ȳr − r + 1. (11)
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Теперь у нас есть всё необходимое, чтобы определить внутреннюю
сумму правой чисти равенства (10).

Согласно (9), (10) и (11) имеем

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

ϕ(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) =

=

n−k2∑
r=1

[ n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

{ε(ȳr − x1)+

+ ε(ȳr − x2) + . . .+ ε(ȳr − xk1
)− ε(ȳr − x1)ε(ȳr − x2)−

− ε(ȳr − x1)ε(ȳr − x3)− . . .+ ε(ȳr − x1)ε(ȳr − x2) . . . ε(ȳr − xk1
)}
]

=

=

n−k2∑
r=1

[
Ck1

1 nk−1
n∑
x=1

ε(ȳr − x)− Ck1
2

( n∑
x=1

ε(ȳr − x)
)2

+ . . .±

±
( n∑
x=1

ε(ȳr − x)
)k1
]

=

n−k2∑
r=1

[
nk1 − (n− 1− ȳr + r)k1

]
и

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) = k2n
k1+

+

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xk1

=1

ϕ(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

|n) =

= nk1+1 −
n−k2∑
r=1

(n− 1− ȳr + r)k1 ,

ч. т. д.
Теперь покажем, что из второй теоремы о среднем можно вывести

первую теорему о среднем, используя одну общую лемму.
Первая лемма: Дана система функций F (x1), F (x1x2), . . .,

F (x1x2 . . . xk), которая характеризуется значениями F (x1x2 . . . xs) =
= F (x′1x

′
2 . . . x

′
s′)), причём x′1x

′
2 . . . x

′
s′ обозначают различные друг от

друга числа среди чисел x1x2 . . . xs. Функции F (x1), F (x1x2), . . .,
F (x1x2 . . . xk) есть симметричные функции целочисленных перемен-
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ных xi. Тогда суммы вида

ΣpF =

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .

n∑
xp=1

F (x1x2 . . . xp)

и
SpF = p!

∑
1≤x1<x2<...<xp≤n F (x1x2 . . . xp) связаны следующими от-

ношениями:

Sp = Bp0Σp +Bp1Σp−1 +Bp2Σp−2 + . . .+Bpp−1Σ1, (12)

Σp = B′
p
0Sp +B′

p
1Sp−1 +B′

p
2Sp−2 + . . .+B′

p
p−1S1, (13)

причём Bps и B′
p
s есть целые числа, зависящие только от p и s и

не зависящие от точных значений функциональной системы. Далее
заметим, что Bps равен коэффициенту при p — s-й степени x в раз-
ложении полинома x(x− 1) . . . (x− p+ 1) по степеням x.

Из последнего факта можно легко получить вторую лемму:
Если суммы

∑n
x1=1

∑n
x2=1 . . .

∑n
xp=1 F (x1x2 . . . xp) для p = 1,

2, . . . , k равны выражениям c1a
p
1 + c2a

p
2 + . . . + cva

p
v, где ai, v и ci

обозначают любые независимые от p величины, то существует так-
же равенство∑

16x1<x2<...<xp6n

F (x1x2 . . . xp) =

= c1
a1(a1 − 1) . . . (a1 − p+ 1)

p!
+ c2

a2(a2 − 1) . . . (a2 − p+ 1)

p!
+ . . .+

+ cν
aν(aν − 1) . . . (aν − p+ 1)

p!
, где p = 1, 2, 3, . . . , k.

Чтобы сумму
n∑

x1=1
. . .

n∑
xp=1

F (x1x2 . . . xp) выразить через суммы

Si (i = 1, 2, 3, . . . , p), надо ее разложить на частичные суммы, в зави-
симости от количества различных аргументов x1x2 . . . xp. Одна ча-
стичная сумма, например, распространяется на такие системы зна-
чений x1x2 . . . xp, которые состоят только из различных чисел. Это,
очевидно, равно Sp. Чтобы вычислить частичную сумму, которая
состоит только ровно из s отличных друг от друга чисел, входящих
в систему значений x1x2 . . . xp, необходимо предварительно решить,
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сколько систем x1x2 . . . xp из чисел интервала (1, n) можно обра-
зовать, так что x1x2 . . . xp состоят из заданных отличных друг от
друга различных чисел a1a2 . . . as. Пусть i11i12 . . . i1ν1

, i21i
2
2 . . . i

2
ν2
, . . . ,

is1i
s
2 . . . i

s
νs — индексы xi, для которых xi равны a1a2 . . . as. Для ко-

личества индексов i11i12 . . . i1ν1
имеется Cpν1

возможностей. После того
как выбор сделан, можно из остальных p− ν1 индексов выбрать ин-
дексы i21i

2
2 . . . i

2
ν2
Cp−ν1
ν2

способом и так далее. Следовательно, индек-
сы можно выбрать Cpν1

Cp−ν1
ν2

. . . C
p−ν1−ν2−...−νs−1
νs способом. В сумме

n∑
x1=1

n∑
x2=1

. . .
n∑

xp=1
F (x1x2 . . . xp) встречается ровно s! ·

∑
ν1+...+νs=p

Cpν1
×

× Cp−ν1
ν2

. . . C
p−ν1−ν2−...−νs−1
νs членов, совпадающих с F (a1a2 . . . as),

причем суммирование расширено через все разложения числа p на
равные или неравные положительные слагаемые
ν1ν2 . . . νs. Разложения, которые отличаются только расположением
равных слагаемых, будем при суммировании рассматривать только
один раз, и множитель s! возникает потому, что числа a1a2 . . . as мо-
гут появляться во всех s! расположениях. Искомая частичная сум-
ма равна s!B′

p
p−s

∑
16a1<a2<...<as6n

F (a1a2 . . . as) = B′
p
p−sSs, где че-

рез B′pp−s обозначена сумма
∑
Cpν1

Cp−ν1
ν2

. . . C
p−ν1−ν2−... νs−1
νs . Форму-

ла (13) доказана, и мы видим также, что коэффициенты B′
p
s зави-

сят только от p и от s. Решая уравнение (13) относительно S, легко
приходим к уравнению (12), даже если равенство S1F =

∑
1 F счи-

тается само собой разумеющимся, и убеждаемся, что коэффициенты
Bps — целые числа, также зависящие только от p и s. Чтобы опре-
делить эти коэффициенты, выберем из функций F (x1), F (x1x2), . . . ,
F (x1x2 . . . xp) те, которые тождественно равны 1. Такая система
функций, очевидно, удовлетворяет всем вышеперечисленным требо-
ваниям, и мы имеем:

∑
p = np и Sp = n(n− 1) . . . (n− p+ 1).

Уравнение (12) принимает следующий вид:

n(n− 1) . . . (n− p+ 1) = np +Bp1n
p−1 + . . . +Bpp−1n.

Уравнение в этом виде может быть решено только для всех тех n,
при которых оно сводится к алгебраическому тождеству. Следова-
тельно, Bps — коэффициенты полинома x(x−1) . . . (x−p+1), откуда
следует очевидным образом вторая лемма. Далее легко увидеть, что
введенные выше функции f(x1x2 . . . xp; y1y2 . . . yk2 | n) =
= F (x1x2 . . . xp) удовлетворяют всем условиям лемм и что, следова-
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тельно, по второй лемме, при c1 = n, c2 = c3 = . . . = cn1−k2+1 = −1
и a1 = n, ar+1 = n− 1− yr + r (r = 1, 2, . . . n− k2) первая теорема о
среднем может быть получена из второй.

Третья теорема о среднем

∑
16x1<x2<...<xk1

6n

∑
16y1<y2<...<yk2

6n

f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 | n) =

= Cnk1
Cnk2
− Cnk1+1C

n
k2+1 + Cnk1+1C

n−k1−1
k2+1 .

(14)

Эту теорему можно вывести также из первой теоремы о среднем по-
средством суммирования всех систем значений, удовлетворяющих
неравенствам 1 6 y1 < y2 < . . . < yk2

6 n. Но мы проведём
его более легким и подходящим для обобщения способом. Для это-
го доказательства необходима следующая лемма: если образовать
из всех целых чисел интервала (1, n) все комбинации x1x2 . . . xk1

и y1y2 . . . yk2
для каждого k1 и k2, то количество пар комбинаций

x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

, для которых ни одна сумма xi + yj
(i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) не совпадает с n+1, равно Cnk1

Cn−k1

k2
.

Можно выбрать x1x2 . . . xk1
Cnk1

способом. После выбора чисел
x1x2 . . . xk1

необходимо взять для yi все n − k1 числа, отличные от
n+ 1−x1, n+ 1−x2, . . . , n+ 1−xk1

из интервала (1, n), и образовать
из этих yi все комбинации для каждого числа k2. Искомое количе-
ство, следовательно, есть Cnk1

Cn−k1

k2
. Для количества пар комбинаций

x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

по меньшей мере для одной суммы xi + yj
(i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2), равной n + 1, получаем, очевид-
но: Cnk1

Cnk2
− Cnk1

Cn−k1

k2
, здесь есть ровно Cnk1

Cnk2
всевозможных пар

комбинаций. Если ввести символ ε(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

| n + 1),
который будет равен единице, если по меньшей мере одна из сумм
xi+yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) совпадает с n+1, и равен нулю
в противном случае, то можно этот результат выразить в следующем
виде: ∑

16x1<...<xk1
6n

∑
16y1<...<yk2

6n

ε(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 | n+ 1) =

= Cnk1
Cnk2
− Cnk1

Cn−k1

k2
.

(15)
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Теперь формулу (14) можно доказать по индукции. Она, очевид-
но, верна для n = 1 и для любых k1, k2, если положить сумму∑
16x1<x2<...<xk1

6n

∑
16y1<y2<...<yk2

6n
f(x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2
| n)

для k1 > n и k2 > n равной нулю. В дальнейшем будем полагать
эту сумму для k1 = 0 равной k2C

n
k2
, что согласуется с правой частью

равенства (14). Равенство доказано для n = m, проведём доказатель-
ство для n = m+1. Разделим все Cm+1

k1
Cm+1
k2

системы аргументов на
четыре группы в соответствии с четырьмя возможными случаями:

1 6 x1 < x2 < . . . < xk1 6 m+ 1, 1 6 y1 < y2 < . . . < yk2 6 m+ 1,

1 6 x1 < x2 < . . . < xk1 6 m, 1 6 y1 < y2 < . . . < yk2 6 m+ 1,

1 6 x1 < x2 < . . . < xk1
6 m+ 1, 1 6 y1 < y2 < . . . < yk2

6 m,

1 6 x1 < x2 < . . . < xk1
6 m, 1 6 y1 < y2 < . . . < yk2

6 m.

Сумма∑
16x1<...<xk1

6m+1

∑
16y1<...<yk2

6m+1

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

| m+ 1)

раскладывается, соответственно, на четыре частичные суммы:

∑
16x1<...<xk1

6m
16y1<...<yk2

6m

f(x1 . . . xk1
; y1 . . . yk2

| m+ 1)+

+
∑

16x1<...<xk1−16m
16y1<...<yk2

6m

f(x1 . . . xk1−1m+ 1; y1 . . . yk2 | m+ 1)+

+
∑

16x1<...<xk1
6m

16y1<...<yk2−16m

f(x1 . . . xk1 ; y1 . . . yk2−1m+ 1 | m+ 1)+

+
∑

16x1<...<xk1−16m
16y1<...<yk2−16m

f(x1 . . . xk1−1m+ 1; y1 . . . yk2−1m+ 1 | m+ 1).
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Или, в соответствии с равенствами (4) — (6), (14) и (15)∑
16x1<x2<...<xk1

6m
16y1<y2<...<yk2

6m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

| m)+

+
∑

16x1<x2<...<xk1−16m
16y1<y2<...<yk2

6m

f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2 | m)+

+
∑

16x1<x2<...<xk1
6m

16y1<y2<...<yk2−16m

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2−1 | m)+

+
∑

16x1<x2<...<xk1−16m
16y1<y2<...<yk2−16m

f(x1x2 . . . xk1−1; y1y2 . . . yk2−1 | m)+

+ Cmk1−1C
m
k2

+ Cmk1
Cmk2−1 + Cmk1−1C

m
k2−1+

+
∑

16x1<x2<...<xk1
6m

16y1<y2<...<yk2
6m

ε(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

| m+ 1) =

= mCmk1
Cmk2
− Cmk1+1C

m
k2+1 + Cmk1+1C

m−k1−1
k2+1 +

+mCmk1−1C
m
k2
− Cmk1

Cmk2+1 + Cmk1
Cm−k1

k2+1 +mCmk1
Cmk2−1−

− Cmk1+1C
m
k2

+ Cmk1+1C
m−k1−1
k2

+mCmk1−1C
m
k2−1−

− Cmk1
Cmk2

+ Cmk1
Cm−k1

k2
+ Cmk1

Cmk2
− Cmk1

Cm−k1

k2
=

= (m+ 1)(Cmk1
+ Cmk1−1)(Cmk2

+ Cmk2−1)− (Cmk1
+ Cmk1+1)×

× (Cmk2
+ Cmk2−1) + (Cmk1

+ Cmk1+1)(Cm−k1−1
k2

+ Cm−k1−1
k2+1 ).

Или
(m+ 1)Cm+1

k1
Cm+1
k2

− Cm+1
k1+1C

m+1
k1+1 + Cm+1

k1+1C
m−k1

k2+1 .

Видим, что равенство (14) выполнено для n = m+1 и тем самым
доказано для всех n.
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Четвертая теорема о среднем

∑
16x1<x2<...<xk6n

f(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | n) =

= nCnk − 2Cnk+2 − Cnk+1 + 2k+3C
[n2 ]
k+2 + 2k+1(1 + 2εn)C

[n2 ]
k+1,

(16)

где ε2m = 0 и ε2m+1 = 1.
Эту формулу будем доказывать тоже по индукции. Предвари-

тельно нужно определить количество систем значений x1x2 . . . xk,
которые удовлетворяют неравенствам 1 6 x1 < x2 < . . . < xk 6 n,
xi+xj 6= n+1 (i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , k). Это количество обозна-
чим C ′

n
k . Количество систем значений x1x2 . . . xk, удовлетворяющих

неравенствам xi 6= xj при i 6= j, xi + xj 6= n + 1 (i = 1, 2, . . . , k;
j = 1, 2, . . . , k), 1 ≤ xi ≤ n обозначим Ank . Очевидно, C ′nk = 1

k!A
n
k .

Теперь докажем по индукции равенство:

Ank = n(n− 2) . . . (n− 2k + 2) для n ≡ 0 ( mod 2) (17)

и

Ank = (n− 1)(n− 3) . . . (n− 2k + 1) для n ≡ 1 ( mod 2), (18)

которое, очевидно, для k = 1 и для любого n верно. Сначала по-
кажем, что Ank удовлетворяет следующему рекурсивному соотноше-
нию: Ank+1 = Ank (n− 2k) при n ≡ 0 ( mod 2) и Ank+1 = Ank (n− 2k − 1)
при n ≡ 1 ( mod 2). Чтобы получить все Ank+1 системы значений
x1x2 . . . xk+1 указанного вида, надо добавить к каждой из Ank систе-
ме значений x1x2 . . . xk достаточную xk+1 с теми же свойствами, т.е.
xk+1 6= xi, xk+1 + xi 6= n + 1 (i = 1, 2, . . . , k), 2xk+1 6= n + 1. Можно,
следовательно, взять для xk+1 любое целое число интервала (1, n),
которое отличается от чисел n + 1 − x1, n + 1 − x2, . . . , n + 1 − xk,
x1x2 . . . xk. Ещё xk+1 должно быть отличным от n+1

2 для нечётного
n. Числа n+1−x1, n+1−x2, . . . , n+1−xk, x1x2 . . . xk и для нечётно-
го n также числа n+1−x1, n+1−x2, . . . , n+1−xk, x1x2 . . . xk,

n+1
2

отличаются друг от друга. Если, например, xi = n+ 1− xj , то отсю-
да следует равенство xi + xj = n+ 1, что противоречит неравенству
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xi + xj 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , k). К такому же противо-
речию приводит предположение xi = n+1

2 или n+1
2 = n+ 1− xi. Для

каждой Ank систем x1x2 . . . xk в зависимости от xk+1 имеется n− 2k
возможностей для n ≡ 0 ( mod 2) и n− 2k− 1 для n ≡ 1 ( mod 2). Та-
ким образом, мы доказали рекурсивную формулу Ank+1 = Ank (n−2k)
для n ≡ 0 ( mod 2) и Ank+1 = Ank (n − 2k) для n ≡ 1 ( mod 2), и из
этой формулы следуют после заключения индукции формулы (17) и
(18) для всех k, так как они справедливы для k = 1. Следовательно,
количество комбинаций x1x2 . . . xk для каждого числа k интервала
(1, n), для которого справедливо неравенство xi + xj 6= n + 1 для

n ≡ 0 ( mod 2), равно C ′
n
k =

n(n− 2) . . . (n− 2k + 2)

k!
и для n ≡

≡ 1 ( mod 2) равно C ′nk =
(n− 1)(n− 3) . . . (n− 2k + 1)

k!
. Элементар-

ными вычислениями можно легко убедиться, что вышеприведённое
выражение можно преобразовать к виду 2kC

[n2 ]

k . Это даёт следую-
щее равенство C ′

n
k = 2kC

[n2 ]

k . Количество комбинаций x1x2 . . . xk,
для которых по меньшей мере одна сумма xi + xj (i = 1, 2, . . . , k;
j = 1, 2, . . . , k) равна n + 1, даётся выражением Cnk − C ′

n
k = Cnk −

−2kC
[n2 ]

k , так как, чтобы получить это количество, надо из коли-
чества всевозможных комбинаций вычесть количество комбинаций
x1x2 . . . xk, удовлетворяющих неравенствам xi + xj 6= n + 1 (i = 1,
2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , k). Или, если использовать выше введенный
символ ε(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 | m+ 1):

∑
16x1<x2<...<xk6n

ε(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | n+ 1) = Cnk − 2kC
[n2 ]

k .

(19)

Положим сумму
∑

16x1<x2<...<xk6n
f(x1x2 . . . xk; x1x2 . . . xk | n) рав-

ной нулю для k = 0 и k > n, что обосновано равенством (16). Ра-
венство (16), очевидно, верно для n = 1 и для всех k. Равенство (16)
доказано для всех n и для всех k, получим истинность этого равен-
ства для n = m+1 из истинности равенства для n = m. Сделаем это
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следующим образом:∑
16x1<x2<...<xk6m+1

f(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | m+ 1) =

=
∑

16x1<x2<...<xk−16m

f(x1x2 . . . xk−1m+ 1;x1x2 . . . xk−1m+ 1 | m+ 1)+

+
∑

16x1<x2<...<xk6m

f(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | m+ 1).

Или, из (5), (6) и (19):∑
16x1<x2<...<xk6m+1

f(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | m+ 1) =

=
∑

16x1<x2<...<xk6m

f(x1x2 . . . xk;x1x2 . . . xk | m)+

+
∑

16x1<x2<...<xk−16m

f(x1x2 . . . xk−1;x1x2 . . . xk−1 | m) + Cmk +

+ Cmk−1 − 2kC
[m2 ]

k .

(20)

Используя формулу (16), которая истинна по предположению для
n = m, можно привести правую сторону равенства (20) к следующе-
му виду:

mCmk − 2Cmk+2 − Cmk+1 + 2k+3C
[m2 ]

k+2 + 2k+1(1 + 2εm)C
[m2 ]

k+1 +mCmk−1−

− 2Cmk+1 − Cmk + 2k+2C
[m2 ]

k+1 + 2k(1 + 2εm)C
[m2 ]+Cmk +Cmk−1

k −

− 2kC
[m2 ]

k+1 = (m+ 1)Cm+1
k+1 − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3C

[m2 ]

k+2+

+ 2k+2C
[m2 ]

k+1 + 2k+1C
[m2 ]

k+2 + 2k+2εmC
[m2 ]

k+1 + 2k+1εmC
[m2 ]

k .

Или, если отдельно рассмотреть случаи m = 2p+ 1 и m = 2p:

(m+ 1)Cm+1
k − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3Cpk+2 + 2k+2Cpk+1 + 2k+1Cpk+1+

+ 2k+2Cpk+1 = (m+ 1)Cm+1
k − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3(Cpk+1 + Cpk+2)+

+ 2k+1(Cpk + Cpk+1) = (m+ 1)Cm+1
k − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3Cp+1

k+2+

+ 2k+1Cp+1
k+1 = (m+ 1)Cm+1

k − 2Cm+1
k+2 − C

m+1
k+1 + 2k+3C

[m+1
2 ]

k+2 +

+ 2k+1(1 + 2εm+1)C
[m+1

2 ]

k+1
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при m = 2p+ 1 и

(m+ 1)Cm+1
k − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3Cpk+2 + 2k+2Cpk+1+

+ 2k+1Cpk+1 = (m+ 1)Cm+1
k − 2Cm+1

k+2 − C
m+1
k+1 + 2k+3C

[m+1
2 ]

k+2 +

+ 2k+1(1 + 2εm+1)C
[m+1

2 ]

k

при m = 2p.

Тем самым формула (16) верна для n = m + 1 и справедлива по
индукции для всех n.

Следует отметить некоторые вопросы из этого же круга идей.

Определить сумму

∑
16x1<x2<...<xk1

6n
16y1<y2<...<yk2

6n
16z1<z2<...<zk3

6n

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

; z1z2 . . . zk3
| n),

где f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 ; z1z2 . . . zk3 | n) обозначает количество
чисел, не превышающих n, которые представлены по меньшей мере
один раз в одной из форм xi, yj , zk, xi + yj , xi + zk, yj + zk, xi + yj + zk
(i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2; k = 1, 2, . . . , k3). Этот вопрос на пер-
вый взгляд кажется сложным. Его можно решить непосредственно,
если будут решены комбинаторные задачи: найти количество ком-
бинаций для каждых k точек фигуры, приведённой ниже, которые
лежат на s линиях, параллельных стороне CA, и на p линиях, па-
раллельных стороне AB, и на q линиях, параллельных стороне BC,
причем s, p, q — заданные числа, и точки, которые надо комбини-
ровать, расположены так, что стороны AB, BC и CA разбиваются
на n частей. Затем через точки деления проводятся прямые, парал-
лельные сторонам AB, BC, CA. Будем считать точки деления за
исключением вершин треугольника.
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B

• •

• • •

A • • C

Далее можно поставить вопрос о наибольшем среднем значении
функции f(x1x2 . . . xk1

; y1y2 . . . yk2
| n). Мне удалось определить

сумму в виде ∑
16x1<x2<...<xk1

6n
16y1<y2<...<yk2

6n

f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 | n)2,

но решение будет опубликовано в следующем номере этого журнала.
Особенно интересно было бы определить значение суммы∑

16x1<x2<...<xk1
6n

16y1<y2<...<yk2
6n

f(x1x2 . . . xk1
; y1y2 . . . yk2

| n)p

при любом p, так как потом можно будет судить о распределении
значений функции f(x1x2 . . . xk1 ; y1y2 . . . yk2 | n), но эта задача свя-
зана с трудными комбинаторными проблемами.
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основной функции аддитивной теории

чисел
В моей предыдущей работе [58], рассматривается вопрос об опре-

делении средних значений функции f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|
n), определяемой как число целых чисел интервала (1, n), совпада-
ющих или, по крайней мере, с одним из x-в, или с одним из y-в, или
с одной из сумм вида xi + yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2)1. В вы-
шеуказанной работе определяется среднее арифметическое функции
f(x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
|n), т.е. определяется значение

1

M

∑
16x1<x2<...<xk1

6n
16y1<y2<...<yk2

6n

f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n), (1)

где при суммировании в качестве x1, x2, . . . , xk1
берутся все соче-

тания из первых n чисел натурального ряда по k1 и в качестве y1,
y2, . . . , yk2

все сочетания из первых n целых чисел по k2, причем
M = Cnk1

Cnk2
означает число слагаемых в указанной двойной сум-

ме. В дальнейшем Cnk =

(
n
k

)
будет означать коэффициент при uk

в разложении (1 + u)n по степеням u. В цитированной выше работе
дается простое выражение для среднего арифметического (1). Це-
лью настоящей работы является определение квадратичного средне-
го функции f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n), для чего необходимо
определение суммы∑

16x1<x2<...<xk1
6n

16y1<y2<...<yk2
6n

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)2. (2)

Сумму (2) мы для сокращения будем писать также следующим об-
разом: ∑

Xnk1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)2.

1По терминологии, введенной проф. Шнирельманом Л. Г., f(x1, x2, . . . , xk1
;

y1, y2, . . . , yk2
|n) означает число членов последовательности, полученной путем

сложения последовательностей x1, x2, . . . , xk1
и y1, y2, . . . , yk2

, лежащих в
интервале (1, n). См. работу Шнирельмана [49], а также [19].
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Тогда для среднего квадратичного M2(f) имеем

M2(f) =

√√√√√
∑
Xnk1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)2

Cnk1
Cnk2

.

Для того чтобы определить сумму (2), будет необходимо определить,
как мы дальше увидим, сумму∑′

16x1<x2<...<xk1
6n

16y1<y2<...<yk2
6n

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n), (3)

где штрих при знаке суммирования означает, что суммирование рас-
пространено только на те пары сочетания x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . ,
yk2

, у которых ни одна из сумм xi+yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2)
не равна n+ 1. Для определения этой последней суммы введем сим-
вол ε(x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
), равный единице, если m совпада-

ет по крайней мере с одним из x-в, или с одним из y-в, или по крайней
мере с одной из сумм xi+yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2), и равный
нулю в других случаях. Тогда очевидно

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n) =

=

n∑
m=1

ε(m|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

). (4)

Чтобы получить значение суммы (3), нужно просуммировать обе
части тождества (4) по всем парам комбинаций x1, x2, . . . , xk1 ;
y1, y2, . . . , yk2

, удовлетворяющим условиям

xi + yj 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . k2). (5)

При этом получим∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
|n) =

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′ n∑
m=1

ε(m|x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2) =

=

n∑
m=1

gk1k2
(m|n),

(6)
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где gk1k2
(m|n) означает∑

Xnk1

∑
Y nk2

′
ε(m|x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2) =

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
1−

∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
(1− ε(m|x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
)) =

= Cnk1k2
−Bn;m

k1k2
,

(7)

где Cnk1k2
=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
1 означает число пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1

;

y1, y2, . . . , yk2 из чисел интервала (1, n), удовлетворяющих неравен-
ствам (5), а Bn;m

k1k2
— число пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1 ; y1, . . . , yk2 ,

удовлетворяющих неравенствам (5) и, кроме того, неравенствам

xi 6= m; yj 6= m; xi + yj 6= m (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2), (8)

так как 1 − ε(m|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . yk2

) равно 1, если xi и yj
удовлетворяют (8), и равны нулю в противном случае. Cnk1k2

равно
Cnk1

Cn−k2

k2
(см. [58]). Наша задача сводится, таким образом, к опреде-

лению Bn;m
k1k2

, т.е. к определению числа пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1
;

y1, y2, . . . , yk2 , удовлетворяющих условиям (4) и (8). Для решения
этой задачи воспользуемся известной теоремой математической ло-
гики: если дана совокупность из N объектов и s условий A1, A2, . . . ,
As, то тогда N̄ – число объектов, не удовлетворяющих ни одному из
условий A1, A2, . . . , As, равно N −NA1

−NA2
− . . .−NAs +NA1A2

+
+NA1A3 + · · · ±NA1A2...As , где NAi1Ai2 ...Aip означает число объектов
совокупности, удовлетворяющих условиям Ai1 , Ai2 , . . . , Aip (см., на-
пример, Полиа и Сеге «Задачи и теоремы из анализа», II).

Для нас будет особо интересен тот частный случай, когда
NAi1Ai2 ...Aip будет всегда равно или нулю, или, в противном случае,
некоторому числу, зависящему только от p, которое мы обозначим
через NA(p) . Иными словами, для всех совместимых комбинаций Ai1 ,
Ai2 , . . . , Aip , NAi1Ai2 ...Aip равно одному и тому же числу.

Тогда N̄ = N−sNA+C∗s2 NA(2)−C∗s3 NA(3) + · · ·±C∗ss NA(s) , где C∗sp
равно числу совместимых сочетаний из s условий Ai1 , Ai2 , . . . , As по
p. То есть равно числу тех сочетаний Ai1 , Ai2 , . . . , Aip , для которых
NAi1Ai2 ...Aip 6= 0. Другой частный случай мы можем получить в том
случае, если все совместимые комбинации из условий можно разбить
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на четыре класса, так что NAi1Ai2 ...Aip равно одному и тому же чис-
лу NA(p) для всех комбинаций Ai1 , Ai2 , . . . , Aip первого класса, равно
одному и тому же числу N ′A(p) для всех комбинаций второго класса
Ai1 , Ai2 , . . . , Aip , равно числу N ′′A(p) для всех комбинаций третье-
го класса и числу N ′′′A(p) для всех комбинаций четвертого класса.
Обозначая соответственно через C∗sp , C ′∗sp , C ′′∗sp , C ′′′∗sp число совме-
стимых комбинаций первого, второго, третьего и четвертого класса,
получим

N̄ = N +

s∑
p=1

(−1)p{C∗sp NA(p) + C ′
∗s
p NA(p) + C ′′

∗s
p NA(p) + C ′′′

∗s
p NA(p)}.

(9)
Мы применим формулу (9) к совокупности всех пар сочетаний
x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
, удовлетворяющих условиям (5). В дан-

ном случае N = Cnk1k2
. Под условиями A1 = {∗m}, A2 = {1m−1}, . . . ,

Am = {m−1
1 }, Am+1 = {m∗ } будем подразумевать следующие условия:

A1 означает, что в сочетание y1, y2, . . . , yk2
входитm, A2 означает, что

в сочетание x1, x2, . . . , xk1 входит 1 и в сочетание y1, y2, . . . , yk2 вхо-
дитm−1 и т. д., Am+1 означает, что в сочетание x1, x2, . . . , xk1 входит
m. Под комбинациями Ai1 , Ai2 , . . . , Aip первого рода будем подразу-
мевать комбинации, не содержащие A1 и Am+1; под комбинациями
второго рода будем понимать комбинации, содержащие A1, но не со-
держащие Am+1; под комбинациями третьего рода — комбинации,
содержащие Am+1, но не содержащие A1, и, наконец, под комбина-
циями четвертого рода — комбинации, содержащие одновременно и
A1, и Am+1. Очевидно, что Bn;m

k1k2
равно числу объектов рассматрива-

емой совокупности, не удовлетворяющих ни одному из условий A1,
A2, . . . , Am+1. Докажем теперь, что для любой совместимой комби-
нации первого, второго, третьего и четвертого класса условий Ai1 ,
Ai2 , . . . , Aip число соответствующих объектов будет зависеть толь-
ко от p и от класса комбинаций, и определим это число, которое
мы обозначили соответственно через NA(p) , N ′A(p) , N ′′A(p) , N ′′′A(p) ,
а также определим число совместимых сочетаний из A1, A2, . . . ,
Am+1 по p. Выясним, прежде всего, структуру совместимых комби-
наций из условий A1, A2, . . . , Am+1. Комбинация Ai1 , Ai2 , . . . , Aip

или
{

i1 − 1
m− i1 + 1

} {
i2 − 1

m− i2 + 1

}
. . .

{
ip − 1

m− ip + 1

}
будет сов-

местимой тогда и только тогда, когда эти условия не противоречат
условиям (5), т.е. когда ни одна из сумм вида ia − 1 + m − ib + 1 не
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равна n+ 1 (a = 1, 2, . . . , p ; b = 1, 2, . . . , p), т.е. тогда и только тогда,
когда ia − ib 6= n+ 1−m. Иными словами, число совместимых соче-
таний условий Ai по p равно числу сочетаний из m+1 первых целых
чисел по p, таких, что ни в одно из сочетаний не входит ни одной
пары чисел, имеющих данную разность n + 1 − m. Обозначим это
число через Cm+1;n+1−m

p . Также очевидно, что число совместимых
сочетаний первого класса Ai1 , Ai2 , . . . , Aip равно числу сочетаний
из первых m − 1 целых чисел по p в каждом, таких, что ни в од-
ном из сочетаний не входит ни одной пары чисел, имеющих данную
разность n + 1 − m, т.е. равно Cm+1;n+1−m

p , а числа совместимых
сочетаний второго и третьего класса равны между собой и равны
C ′

m+1;n+1−m
p−1 , где C ′n; d

k означает число сочетаний из n первых целых
чисел по k таких, что все числа, входящие в сочетания, отличны от d
и ни одна пара этих чисел не имеет разности, равной d. Так же точно
число сочетаний четвертого класса равно C ′′m−1;n+1−m

p−2 (1 − δn+1
2m ),1

где C ′′n; d
k означает число сочетаний из первых n целых чисел по k

таких, что ни в одно сочетание не входит ни одной пары чисел, име-
ющих данную разность d, и не входит ни одного числа, равного d или
n+1−d. Очевидно, что Cm−1;n+1−m

p = Cm−1
p , C ′m−1;n+1−m

p−1 = Cm−1
p−2 ,

C ′′
m−1;n+1−m
p−2 = Cm−1

p−2 , если n + 1 − m > > m − 1. Найдем теперь
число NAi1Ai2 ...Aip для любой совместимой комбинации Ai1Ai2 . . . Aip
первого класса. Мы увидим сейчас, что оно не будет зависеть от то-
го, какую из совместимых комбинаций Ai1Ai2 . . . Aip первого класса
мы возьмем, и что с комбинациями второго, третьего и четвертого
классов дело обстоит аналогичным образом. То есть мы убедимся в
приложимости формулы (9) к данному случаю. Совместимая комби-

нация первого класса условий Ai1Ai2 . . . Aip или
{
α1

β1

}
,

{
α2

β2

}
,

. . . ,

{
αp
βp

}
(αu = iu−1; βv = m+1−iv; u = 1, 2, . . . , p; v = 1, 2, . . . , p)

накладывает на пару сочетаний x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

, удовле-
творяющих условиям (5), условия: α1, α2, . . . , αp входят в сочетание
x1, x2, . . . , xk1 (и, следовательно, в силу (5) n + 1 − α1, n + 1 − α2,
. . . , n + 1 − αp, не входят в y1, y2, . . . , yk2), β1, β2, . . . , βp входят в
y1, y2, . . . , yk2

(и, следовательно, n+ 1− β1, n+ 1− β2, . . . , n+ 1− βp
не входят в x1, x2, . . . , xk1

). Условия для x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

1Здесь δpq — символ Кронекера. Очевидно, что если 2m = n+1, то комбинации,
содержащие одновременно A1 = {∗m} и Am+1 = {m∗ }, не совместимы.
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можно записать символически так:

α1 α2 . . . αp (β̄1) (β̄2) . . . (β̄p),
β1 β2 . . . βp (ᾱ1) (ᾱ2) . . . (ᾱp),

(10)

где числа, стоящие в верхней (соответственно в нижней) строчке без
скобок, означают числа, входящие в сочетание x1, x2, . . . , xk1

(соот-
ветственно в y1, y2, . . . , yk2

), а числа, стоящие в скобках в верхней
(соответственно в нижней) строчке, означают числа, не входящие
в сочетание x1, x2, . . . , xk1 (соответственно в y1, y2, . . . , yk2), причем
ᾱu = n+ 1− αu, β̄k = n+ 1− βu (u = 1, 2, . . . , p).

Очевидно, что числа α1, α2, . . . , αp, β̄1, β̄2, . . . , β̄p все различны
между собой, так как, предположив, что αi = β̄j , получим αi = n+
+1− βj или αi + βj = n+ 1, что противоречит условиям (5). Так же
точно числа β1, β2, . . . , βp, ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱp все между собой различны.
Если мы выбросим из x1, x2, . . . , xk1 и y1, y2, . . . , yk2 числа α1, α2, . . . ,
αp, соответственно β1, β2, . . . , βp, то убедимся, что число пар соче-
таний x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
, удовлетворяющих условиям (5)

и (10), равно числу пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1−p; y1, y2, . . . , yk2−p,
удовлетворяющих условиям (5) и условиям

(α1) (α2) . . . (αp) (β̄1) (β̄2) . . . (β̄p),
(β1) (β2) . . . (βp) (ᾱ1) (ᾱ2) . . . (ᾱp).

Обозначим числа α1, α2, . . . , αp, β̄1, β̄2, . . . , β̄p, расположенные в
порядке возрастания, через γ1, γ2, . . . , γ2p, а числа β1, β2, . . . , βp, ᾱ1,
ᾱ2, . . . , ᾱp через γ′1, γ′2, . . . , γ′2p. Очевидно, что γ′1 = n + 1 − γ2p,
γ′2 = n + 1 − γ2p−1, . . . , γ′2p = n + 1 − γ1, число NAi1Ai2 ...Aip равно
числу пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1−p; y1, y2, . . . , yk2−p, удовлетворя-
ющих условию (5), причем таких, что x1, x2, . . . , xk1−p не содержит
γ1, γ2, . . . , γ2p, а y1, y2, . . . , yk2−p не содержит γ′1, γ′2, . . . , γ′2p.

Обозначим все числа интервала (1, n), не равные γ1, γ2, . . . , γ2p,
через δ1, δ2, . . . , δn−2p, и числа интервала (1, n), не равные γ′1, γ′2,
. . . , γ′2p, через δ′1, δ′2, . . . , δ′n−2p. Очевидно, что γi + γ′j = n + 1
тогда и только тогда, когда i + j = n + 1 − 2p и δi + δ′j = n + 1
тогда и только тогда, когда i+ j = n+ 1− 2p. Рассмотренные выше
пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1−p; y1, y2, y3, . . . , yk2−p можно записать
следующим образом: δi1 , δi2 , . . . , δik1−p

; δ′j1 , δ′j2 , . . . , δ′jk2−p
. Условие

(5) запишется тогда

iµ + jν 6= n+ 1− 2p (µ = 1, 2, . . . , n− 2p; ν = 1, 2, . . . , n− 2p).
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Число пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1−p; y1, y2, . . . , yk2−p равно числу
пар сочетаний i1, i2, . . . , ik1−p; j1, j2, . . . , jk2−p из чисел i и j, лежа-
щих в интервале (1, n−2p) и удовлетворяющих условиям iµ+jν 6= n+
+ 1 − 2p (µ = 1, 2, . . . , n − 2p; ν = 1, 2, . . . , n − 2p), т.е. равно
Cn−2p
k1−p, k2−p. То есть для любой совместимой комбинации условий

Ai1Ai2 . . . Aip первого класса NAi1Ai2 ...Aip = Cn−2p
k1−p, k2−p. Возьмем те-

перь любую из совместимых комбинаций второго класса
A1Ai1Ai2 . . . Aip−1

(ip−1 6 m) или{
∗
m

} {
α1

β1

} {
α2

β2

}
. . .

{
αp−1

βp−1

}
, где, в силу условий (5),

αi + βj 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , p− 1; j = 1, 2, . . . , p− 1);

m+ αi 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , p− 1).

Число NAi1Ai2 ...Aip−1
есть в данном случае число пар сочетаний

x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

, удовлетворяющих условиям

α1 α2 . . . αp−1 (m̄) (β̄1) (β̄2) . . . (β̄p−1),
β1 β2 . . . βp−1 m (ᾱ1) (ᾱ2) . . . (ᾱp−1)

(11)

и условиям (5). Условия (11) означают, что в сочетание x1, . . . , xk1

(соответственно y1, y2, . . . , yk2
) числа, стоящие в верхней скобке (11),

без скобок входят, а в скобках не входят. Все числа, входящие в верх-
нюю (соответственно в нижнюю), между собой различны, так как,
например, из αi = β̄j следует αi + βj = n + 1. Выбросим из соче-
таний x1, x2, . . . , xk1

и y1, y2, . . . , yk2
заведомо входящие в них числа

α1, α2, . . . , αp−1 и m, β1, β2, . . . , βp−1. Мы получим пары сочета-
ний: x1, x2, . . . , xk1−p+1; y1, y2, . . . , yk2−p. Обозначая через γ1, γ2, . . . ,
γ2p−1 (соответственно γ′1, γ′2, . . . , γ′2p−1) числа в верхней (соответ-
ственно нижней) строчке (11) и через δ1, δ2, . . . , δn−2p+1 и δ′1, δ′2,
. . . , δ′n−2p+1 последовательности, дополнительные в интервале (1, n)
соответственно к γ1, γ2, . . . , γ2p−1 и γ′1, γ′2, . . . , γ′2p−1. Из рассужде-
ний, аналогичных предыдущим, легко получаем: NA1Ai1Ai2 ...Aip−1

=

= Cn−2p+1
k1−p+1, k2−p. Переставляя местами k1 и k2, точно так же получим

для любой совместимой комбинации третьего класса Ai1 , Ai2 , . . . ,
Aip−1, Am+1 (i1 6= 1): NAi1Ai2 ...Aip−1

Am+1
= Cn−2p+1

k1−p, k2−p+1. Для любой
совместимой комбинации четвертого класса A1Ai1Ai2 . . . Aip−2

Am+1

(2m 6= n + 1) или
{
∗
m

} {
α1

β1

} {
α2

β2

}
. . .

{
αp−2

βp−2

} {
m
∗

}
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(2m 6= n+ 1) вместо условий (10) появляются условия

α1 α2 . . . αp−2 m, (m̄) (β̄1) (β̄2) . . . (β̄p−2),
β1 β2 . . . βp−2 m, (m̄)(ᾱ1) (ᾱ2) . . . (ᾱp−2).

(11′)

Легко видеть, что числа, стоящие как в верхней, так и в нижней
строчке, между собой различны. Рассуждения, вполне аналогичные
предыдущим, показывают, что

NA1Ai1Ai2 ...Aip−2
Am+1 = Cn−2p+2

k1−p+1, k2−p+1.

Формула (9)′ теперь дает для Bn; m
k1 k2

следующее выражение:

Bn; m
k1 k2

= Cnk1,k2
+

m+1∑
p=1

(−1)p[Cm−1; n+1−m
p Cn−2p

k1−p, k2−p+

+ C ′
m−1; n+1−m
p−1 (Cn−2p+1

k1−p+1, k2−p + Cn−2p+1
k1−p, k2−p+1)+

+ (1− δn+1
2m )C ′′

m−1; n+1−m
p−2 Cn−2p+2

k1−p+1, k2−p+1].

Следовательно, на основании (7)

gk1, k2(m|n) =

m+1∑
p=1

(−1)p−1[Cm−1; n+1−m
p Cn−2p

k1−p, k2−p+

+ C ′
m−1; n+1−m
p−1 (Cn−2p+2

k1−p+1, k2−p+1 − C
n−2p+1
k1−p+1, k2−p+1)+

+ (1− δn+1
2m )C ′′

m−1; n+1−m
p−2 Cn−2p+2

k1−p+1, k2−p+1],

так как Cn−2p+1
k1−p+1, k2−p + Cn−2p+1

k1−p, k2−p+1 = Cn−2p+2
k1−p+1, k2−p+1 −

−Cn−2p+1
k1−p+1, k2−p+1, что легко проверить, подставляя вместо Cnk1,k2

его
выражение через биномиальные коэффициенты и пользуясь извест-
ным правилом Паскаля Cms + Cms−1 = Cm+1

s . Кроме того, очевидно,
Cm−1; n+1−m
p + 2C ′

m−1; n+1−m
p−1 + C ′′

m−1; n+1−m
p−2 (1− δn+1

2m ) =
= Cm+1; n+1−m

p , так как левая часть равенства означает число всех
совместимых сочетаний из A1, A2, . . . , Am+1, а слагаемые правой
части — число совместимых сочетаний соответственно первого, вто-
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рого, третьего и четвертого класса. Поэтому

gk1, k2(m|n) =

m+1∑
p=1

(−1)p−1[Cm−1; n+1−m
p Cn−2p

k1−p, k2−p+

+ (Cm+1; n+1−m
p − Cm−1; n+1−m

p − C ′m−1; n+1−m
p−1 )×

× Cn−2p+2
k1−p+1, k2−p+1]−

−
m+1∑
p=1

(−1)p−1C ′
m−1; n+1−m
p−1 Cn−2p+1

k1−p+1, k2−p+1.

(12)

Для дальнейшего нам будет необходимо определить Cn; d
k , т.е. ре-

шить следующую комбинаторную задачу: найти число сочетаний из
первых n чисел натурального ряда по k таких, что ни в одно из со-
четаний не входит ни одной пары чисел, имеющих данную разность
d. Докажем прежде следующую лемму:

Лемма 1. Число сочетаний из чисел интервала (1, n) по k с
запрещенной разностью 1, т.е. Cn; 1

k равно Cn−k+1
k , т.е. числу всех

сочетаний из чисел интервала (1, n− k + 1) по k. Обозначая Cn; 1
k

через C ′nk , получим
C ′

n
k = Cn−k+1

k . (13)

Для доказательства этой леммы возьмем одно из сочетаний x1,
x2, . . . , xk из чисел интервала (1, n) с запрещенной разностью 1 и
построим из него новое сочетание x1, x2 − 1, x3 − 2, . . . , xk − (k− 1).
Так как числа x1, x2, . . . , xk имеют разность не меньшую 2, то числа
x1, x2− 1, x3− 2, . . . , xk − k+ 1 образуют возрастающую последова-
тельность, т.е. образуют действительно сочетание, причем сочетание
из интервала (1, n − k + 1), так как наибольшее число этого соче-
тания xk − (k − 1) не может превзойти n − k + 1. Таким образом,
каждому сочетанию из интервала (1, n) с запрещенной разностью 1
соответствует определённое сочетание из интервала (1, n − k + 1).
Обратно, каждому сочетанию y1, y2, . . . , yk из интервала (1, n−k+1)
соответствует сочетание y1, y2 + 1, y3 + 2, . . . , yk + k − 1), очевидно
содержащееся в интервале (1, n) и не содержащее разности 1. Уста-
новив взаимно однозначное соответствие между всеми сочетаниями
из интервала (1, n − k + 1) с сочетаниями из интервала (1, n) с за-
прещенной разностью 1, мы доказали равенство (13). Легко доказать



6. Определение среднего квадратичного основной функции 67

тождество
C ′

n
k = C ′

n−1
k + C ′

n−2
k−1 , (14)

пользуясь формулой (13) и тождеством Паскаля Cmk = Cm−1
k +

+Cm−1
k−1 . Рассмотрим теперь производящие функции чисел C ′nk , опре-

деляемые равенствами

ϕn = ϕn(x) =

∞∑
k=0

C ′
n
kx

k. (14a)

Легко видеть, что ϕn(x) есть многочлен
[
n+ 1

2

]
-го порядка и что

ϕ0 = 1, ϕ1 = 1 + x, ϕ2 = 1 + 2x; умножая обе части тождества (14)
на xk и суммируя по k, получим

∞∑
k=0

C ′
n
kx

k =

∞∑
k=0

C ′
n−1
k xk + x

∞∑
k=0

C ′
n−2
k−1x

k−1

или
ϕn(x) = ϕn−1(x) + xϕn−2(x). (15)

Рекуррентное соотношение (15) может служить для определения
ϕn(x) при целом отрицательном n. Подставляя в него n = 1, получим
ϕ−1(x) = 1; подставляя n = 0, получим ϕ−2(x) = 0; подставляя

n = −1, получим ϕ−3(x) =
1

x
. Легко доказать по индукции общий

результат:

ϕ−n(x) = −ϕn−1(x)

(−x)n−2
. (16)

В самом деле, предположив, что формула верна для n = m − 1 и
n = m− 2, подставляя в (16) n = −m+ 2, получим
ϕ−(m−2) = ϕ−(m−1) + xϕ−m или

xϕ−m = ϕ−(m−2) − ϕ−(m−1) = − ϕm−6

(−x)m−4
+

ϕm−5

(−x)m−3
=

=
ϕm−5 + xϕm−6

(−x)m−3
=

ϕm−4

(−x)m−3

или
ϕ−m =

ϕm−4

(−x)m−2
.
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Докажем теперь лемму 2, выражающуюся в равенстве

ϕm1
ϕm2

=

m2+1∑
ν=0

(−1)νϕm1+m2+1−2ν . (17)

Равенство очевидно при m2 = 1. При m2 = 0 имеем ϕm1
= ϕm1+1 −

−xϕm1−1, что также очевидно на основании (15). Легко теперь до-
казать равенство (17) для всех m2 по индукции. Предположив, что
равенство (17) верно для m2 = µ− 2 и m2 = µ− 1, мы докажем его
справедливость для m2 = µ следующим образом:

ϕm1ϕµ = ϕm1ϕµ−1 + xϕm1ϕµ−2 =

=

µ∑
ν=0

(−x)νϕm1+µ−2ν + x

µ−1∑
ν=0

(−x)νϕm1+µ−2ν−1 =

=

µ−1∑
ν=0

(−x)ν [ϕm1+µ−2ν + xϕm1+µ−2ν−1] + +(−x)µϕm1−µ =

=

µ−1∑
ν=0

(−x)νϕm1+µ+1−2ν + (−x)µ(ϕm1−µ+1 − xϕm1−µ−1) =

=

µ+1∑
ν=0

(−x)νϕm1+µ+1−2ν .

Равенство (17), таким образом, доказано для m2 = µ, а следователь-
но, и для всех значенийm2. Полагая в формуле (17)m1 = 0,m2 = m,

получим ϕm =
m+1∑
ν=0

(−x)νϕm1+µ+1−2ν . На основании последнего ра-

венства и равенства (17) имеем далее

ϕm1
ϕm2

= ϕm2

m1+1∑
µ1=0

(−x)µ1ϕm1−2µ1+1 =

=

m1+1∑
µ1=0

m2+1∑
µ2=0

(−x)µ1+µ2ϕm1+m2+2−2(µ1+µ2). (18)

Путем многократного применения формулы (17) и формулы (18)
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имеем

ϕm1
ϕm2

. . . ϕms =

m1+1∑
µ1=0

m2+1∑
µ2=0

. . .

ms+1∑
ms=0

(−x)µ1+µ2+...+µs×

× ϕm1+m2+...+ms+s−2(µ1+µ2+...+µs) =

=

n+s∑
n=0

(−x)uϕn+s−2nC(u |m1,m2, . . . ,ms),

(19)

где C(u |m1,m2, . . . ,ms) означает число способов, которыми можно
представить u в форме

u = z1 + z2 + · · ·+ zs, 0 6 zi 6 mi + 1, (i = 1, 2, . . . , s)

и

n =

s∑
i=1

mi.

Лемма 3. Обозначив через ϕn; d сумму
∞∑
k=0

Cn; d
k xk, имеем

ϕn; d = ϕm1ϕm2 . . . ϕmd , (20)

где
mi =

[
n+ i− 1

d

]
(i = 1, 2, . . . , d).

Для доказательства этой формулы найдем выражение Cn; d
k через

символы вида C ′mk = Cm; 1
k . Для этого разобьем все числа 1, 2, . . . ,

n на классы вычетов по модулю

d, 2d, . . . , µ1d
1, d+ 1, 2d+ 1, . . . , (µ2 − 1)d+ 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d− 1, 2d− 1, 3d− 1, . . . , (µd − 1)d+ 1,

(A)

где

µ1 =
[n
d

]
, µi =

[
n− i+ 1

d

]
+ 1 =

[
n+ (d− i+ 2)− 1

d

]
=

= md−i+2 (i = 2, 3, . . . , d).
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Каждое из сочетаний x1, x2, . . . , xk из чисел интервала (1, n)
по k с запрещенной разностью d мы получим, если возьмем все ком-
бинации из сочетаний по s1, s2, . . . , sd (s1 + s2 + · · · + sd = k) со-
ответственно из всех чисел первой, второй, третьей и т.д. строки с
запрещенной разностью d. Действительно, любые два числа из двух
разных строк не могут иметь разности, равной d, так как эти числа
имеют разность, не делящуюся на d, и поэтому достаточно потребо-
вать, чтобы все числа в сочетании x1, x2, . . . , xk, входящие в любую
из строчек таблицы (А), не имели разности d. Но число сочетаний из
µ1 чисел первой строки (А) по s1 с запрещенной разностью d равно
числу сочетаний из чисел 1, 2, . . . , µ по s1 с запрещенной разностью
d, т.е. равно C ′µ1

s1 . Аналогичным образом можно показать, что чис-
ло сочетаний из всех µi чисел i-й строки таблицы (А) по si равно
C ′

µi
si , так как в любой из строчек запрещение разности d приводит к

запрещению рядом стоящих чисел. Окончательно получим

Cn; d
k =

∑
s1+s2+···+sd=k

C ′
µ1

s1C
′µ2

s2 . . . C
′µd
sd
, (21)

где суммирование распространено на всевозможные разложения чис-
ла k на d равных или неравных между собою неотрицательных чи-
сел. Равенство (21) приводит нас к утверждению равенства коэффи-
циентов при одинаковых степенях x в соотношении (20), и, таким
образом, это последнее доказано. Воспользовавшись формулой (19)
и очевидным равенством µ1 +µ2 + · · ·+µd = m1 +m2 + · · ·+md = n,
получим далее

ϕn; d(x) =

n+d∑
s=0

C(s |m1, m2, . . . , md)(−x)sϕn+d−2s(x), (22)

где C(s |m1, m2, . . . , md) = C(s|n, d) равно числу представлений
числа s в форме s = z1 + z2 + · · ·+ zd (0 6 zi 6

[
n+i−1
d

]
+ 1).

Докажем теперь формулу, связывающую Cn; d
k и C ′n; d

k :

Cn; d
k =

n∑
m=1

C ′
m−1; d
k−1 . (23)

Рассмотрим все сочетания x1, x2, . . . , xk с запрещенной разно-
стью d, в которых xk = m. Очевидно, что число этих сочетаний x1,
x2, . . . , xk−1, m равно числу сочетаний x1, x2, . . . , xk−1 из чисел
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1, 2, . . . ,m− 1 по k − 1 с запрещенной разностью d таких, что все xi
(i = 1, 2, . . . , k−1) отличны от m−d. От таких сочетаний можно вза-
имно однозначным образом перейти к сочетаниям, где y1 = m−xk−1,
y2 = m− xk−2, . . . , yk−1 = m− x1. Сочетания y1, y2, . . . , yk−1 пред-
ставляют сочетания из чисел интервала (1, m − 1) с запрещенной
разностью d, причем yi 6= d (i = 1, 2, . . . , k−1), так как xi = m−yk−i
(i = 1, 2, . . . , k − 1) отличны от m − d. Поэтому число сочетаний x1,
x2, . . . , xk с запрещенной разностью d, где xk = m, равно C ′m−1; d

k−1 .
Так как числоm может принимать любое из значений 1, 2, . . . , n, мы
получаем формулу (23). Обозначая через ϕ′n; d(x) =

∑n
k=0 C

′n; d
k xk

производящую функцию чисел C ′n; d
k , на основании (23) имеем

ϕn; d(x) = 1 + x

n−1∑
s=0

ϕ′s; d(x), (24)

так как сравнение коэффициентов при одинаковых степенях x при-
водит к равенству (23). Найдем теперь производящую функцию чи-
сел gk1k2(m|n), воспользовавшись при этом формулой (12) и форму-
лой

n∑
k1=0

n∑
k2=0

Cnk1, k2
uk1vk2 = (1 + u+ v)n. (25)

Эта последняя формула вытекает из равенства Cnk1, k2
= Cnk1

Cn−k1

k2
,

доказанного в моей предыдущей работе (см. [58]). Умножив равен-
ство (12) на uk1vk2 и суммируя по k1 и k2, получим:

F (u, v |m, n) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

gk1k2
(m|n)uk1vk2 =

=

m+1∑
p=1

n∑
k1=0

n∑
k2=0

(−1)p−1
(
Cm−1; n+1−m
p Cn−2p

k1−p; k2−pu
k1−pvk2−p×

× (uv)p + (Cm+1; n+1−m
p − Cm−1; n+1−m

p − C ′m−1; n+1−m
p−1 )×

× Cn−2p+2
k1−p+1; k2−p+1u

k1−p+1vk2−p+1(uv)p−1
)
−

−
m+1∑
p=1

n∑
k1=0

n∑
k2=0

(−1)p−1C ′
m−1; n+1−m
p−1 ×

× Cn−2p+1
k1−p+1; k2−p+1u

k1−p+1vk2−p+1(uv)p−1.
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Пользуясь формулой
l∑

k1=0

l∑
k2=0

Clk1, k2
uk1vk2 = (1 + u+ v)l, имеем да-

лее

F (u, v |m, n) =

m+1∑
p=1

(−1)p−1(Cm−1; n+1−m
p (1 + u+ v)n−2p(uv)p+

+ (Cm+1; n+1−m
p − Cm−1; n+1−m

p − C ′m−1; n+1−m
p−1 )×

× (1 + u+ v)n−2p+2(uv)p−1)−

−
m+1∑
p=1

(−1)p−1C ′
m−1; n+1−m
p−1 (1 + u+ v)n−2p+1(uv)p−1 =

= wn[1− ϕm−1; n+1−m(x)] +
wn

x
[ϕm+1; n+1−m(x)−

− ϕm−1; n+1−m(x)]− wnϕ′m−1; n+1−m(x)− wn−1ϕ′m−1; n+1−m(x),

где x = − uv

(1 + u+ v)2
и w = 1 + u + v. Пользуясь вытекающим из

(24) соотношением ϕ′m; d(x) =
ϕm+1; d(x)− ϕm; d(x)

x
, получим

F (u, v |m, n) = wn[1− ϕm−1; n+1−m(x)]+

+
wn

x
[ϕm+1; n+1−m(x)− ϕm−1; n+1−m(x)]−

− wn−1 1 + w

x
[ϕm; n+1−m(x)− ϕm−1; n+1−m(x)].

Суммируя обе части полученной формулы по m от единицы до
n, получим значение производящей функции Φ′n(u, v) от

S′
n
k1, k2

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
|n) =

=

n∑
m=1

gk1, k2
(m|n) :
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Φ′n(u, v) = nwn − wn
n∑

m=1

ϕm−1;n+1−m(x)+

+
wn

x

n∑
m=1

[ϕm+1;n+1−m(x)− ϕm;n+1−m(x)]−

−w
n−1

x

n∑
m=1

[ϕm;n+1−m(x)− ϕm−1;n+1−m(x)] (26)

или

Φ′n(u, v) = nwn +
wn+2

uv

n∑
m=1

(ϕm;n+1−m(x)+

+ xϕm−1;n+1−m(x)− ϕm+1;n+1−m(x))+

+
wn+1

uv

n∑
m=1

(ϕm;n+1−m(x)− ϕm−1;n+1−m(x)).

(27)

Пользуясь тем, что при d < n справедлива формула (22), то по-
лучим

ϕn; d(x) =

n+d∑
ν=0

C(s |n, d)(−x)νϕn+d−2ν(x).

Формула (22), как легко видеть, остается верной и при d > n,
давая для ϕn; d(x) значение (1 + x)n. На основании (22) и d+m = n
имеем

ϕm; d(x) + xϕm−1; d(x)− ϕm+1; d(x) =

=

n+1∑
s=0

C(s |m, d)(−x)sϕn+1−2s(x)+

+ x

n+2∑
s=0

C(s |m− 1, d)(−x)sϕn−2s(x)−

−
n+2∑
s=0

C(s |m+ 1, d)(−x)sϕn+2−2s(x),

где d = n+1−m. Введем обозначения: dms = C(s |m+1 d)−C(s |m, d).
Тогда C(s |m+ 1, d) = C(s |m, d) + dms и C(s |m, d) =
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= C(s |m−1, d)+dm−1
s . Легко видеть, пользуясь формулой (15), что

ϕm; d(x) + xϕm+1; d(x)− ϕm+1; d(x) =

= −
n+2∑
s=0

dms (−x)sϕn+2−2s(x)− x
n∑
s=0

dm−1
s (−x)sϕn−2s(x) =

=

n+2∑
s=0

(dm−1
s−1 − dms )(−x)sϕn+2−2s(x).

На основании этого последнего равенства и формулы (27) имеем

Φ′n(u, v) = nwn +
wn+2

uv

n∑
m=1

n+2∑
s=0

(dm−1
s−1 − dms )(−x)sϕn+2−2s(x)+

+
wn+1

uv

n∑
m=1

n+1∑
s=0

(C(s |m, n+ 1−m)ϕn+1−2s(x)−

− C(s |m− 1, n+ 1−m)ϕn−2s(x))(−x)s =

= nwn +
wn+2

uv

n∑
m=1

n+2∑
s=0

(dm−1
s−1 − dms )(−x)sϕn+2−2s(x)+

+
wn+1

uv

n∑
m=1

n+2∑
s=0

dm−1
s ϕn+1−2s(x)(−x)s+

+
wn+1

uv
x

n−2∑
m=1

n∑
s=0

C(s |m− 1, n+ 1−m)ϕn−1−2s(x)(−x)s.

Далее имеем

Φ′n(u, v) = nwn +
wn+2

uv

n+2∑
s=0

ans (−x)sϕn+2−2s(x)+

+
wn+1

uv

n+2∑
s=0

bns (−x)sϕn+1−2s(x)− wn−1
n∑
s=0

cns (−x)sϕn+1−2s(x),

(28)
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где

ans =

n∑
m=1

(dm−1
s−1 − dms ) =

=

n∑
m=1

(C(s− 1 |m, n+ 1−m) + C(s |m, n+ 1−m)−

− C(s− 1 |m− 1, n+ 1−m)− C(s |m+ 1, n+ 1−m)), (29)

bns =

n∑
m=1

dm−1
s =

n∑
m=1

[C(s |m, n+1−m)−C(s |m−1, n+1−m)] (30)

и

cns =

n∑
m=1

C(s |m− 1, n+ 1−m). (31)

Введем следующие обозначения:

Sn; p
k1, k2

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)p (32)

и
S′
n; p
k1, k2

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n)p, (33)

где первая сумма распространена на все пары сочетаний x1, . . . , xk1
;

y1, y2, . . . , yk2
из чисел интервала (1, n) по k1 и k2, а вторая — только

на пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 , удовлетворяющих
условиям xi + yj 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2).

Докажем теперь, что суммы Sn; p
k1, k2

можно выразить через суммы
вида S′n; p−1

k1, k2
и что, следовательно, в частности, вычисление Sn; 2

k1, k2

сводится к вычислению найденной выше суммы S′
n
k1, k2

.
Рассмотрим для этого сумму

Sn+1; p
k1, k2

=
∑
Xn+1
k1

∑
Y n+1
k2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n+ 1)p.

Эту сумму можно разложить на четыре части соответственно с че-
тырьмя возможными случаями: n + 1 не входит ни в Xn+1

k1
, ни в
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Y n+1
k2

, n + 1 входит в Xn+1
k1

, но не входит в Y n+1
k2

, n + 1 не входит в
Xn+1
k1

, но входит в Y n+1
k2

, и n + 1 входит и в Xn+1
k1

, и в Y n+1
k2

. Тогда
получим

Sn+1; p
k1, k2

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n+ 1)p+

+
∑
Xnk1−1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1−1, n+ 1; y1, y2, . . . , yk2
|n+ 1)p+

+
∑
Xnk1

∑
Y nk2−1

f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2−1, n+ 1|n+ 1)p+

+
∑
Xnk1−1

∑
Y nk2−1

f(x1, x2, . . . , xk1−1, n+ 1; y1, y2, . . . , yk2−1, n+ 1|n+ 1)p.

(34)

Очевидно, что

f(x1, x2, . . . , xk1−1, n+ 1; y1, y2, . . . , yk2 |n+ 1) =

= f(x1, x2, . . . , xk1−1; y1, y2, . . . , yk2 |n) + 1,

f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2−1, n+ 1|n+ 1) =

= f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2−1|n) + 1,

f(x1, x2, . . . , xk1−1, n+ 1; y1, y2, . . . , yk2−1, n+ 1|n+ 1) =

= f(x1, x2, . . . , xk1−1; y1, y2, . . . , yk2−1|n) + 1

и, кроме того,

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n+ 1) =

= f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)+

+ ε(n+ 1|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

),

где ε(n+1|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

) равно единице, если по край-
ней мере одна из сумм xi + yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) равна
n+1, и равно нулю в противном случае. На основании этих равенств,
вытекающих из определения функции
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f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n) 1 и равенства (34), имеем

Sn+1; p
k1, k2

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

[ε(n+ 1|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

)+

+ f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n)p+

+ f(x1, x2, . . . , xk1−1; y1, y2, . . . , yk2 |n)p]+

+
∑
Xnk1−1

∑
Y nk2

[1 +
∑
Xnk1

∑
Y nk2−1

(1 + f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2−1|n)p)+

+
∑
Xnk1−1

∑
Y nk2−1

(1 + f(x1, x2, . . . , xk1−1; y1, y2, . . . , yk2−1|n)p)].

Пользуясь формулой Ньютона

(a+ b)n =

n∑
s=0

Cns a
sbn−s

и определениями (32) и (33), получим

Sn+1; p
k1, k2

=

p−1∑
s=1

Cps (Sn; s
k1, k2

− S′n; s
k1, k2

) + Sn; p
k1, k2

+

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1−1, k2

+

+

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1, k2−1 +

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1−1, k2−1 +

∑
Xnk1−1

∑
Y nk2

1+

+
∑
Xnk1

∑
Y nk2−1

1 +
∑
Xnk1−1

∑
Y nk2−1

1+

+
∑
Xnk1

∑
Y nk2

ε(n+ 1|x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2)

или так как∑
Xnk1

∑
Y nk2

ε(n+ 1|x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

) =

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

1−
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
1 = Cnk1

Cnk2
− Cnk1

Cn−k1

k2
,

1См. мою работу [58].



78 Теория чисел и функциональный анализ

последние четыре члена дают

(Cnk1
+ Cnk1−1)(Cnk2

+ Cnk2−1)− Cnk1
Cn−k1

k2
=

= Cn+1
k1

Cn+1
k2
− Cnk1

Cn−k1

k2
= Cn+1

k1
Cn+1
k2
− Cnk1, k2

.

Окончательно получим

Sn+1; p
k1, k2

= Sn; p
k1, k2

− Cnk1, k2
+ Cn+1

k1
Cn+1
k2

+

+

p−1∑
s=1

Cps (Sn; s
k1, k2

− S′n; s
k1, k2

) +

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1−1, k2

+

+

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1, k2−1 +

p∑
s=1

CpsS
n; s
k1−1, k2−1.

(35)

Рассмотрим теперь производящие функции для Sn; p
k1, k2

и S′n; s
k1, k2

,
определяемые формулами:

Φn; p(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

Sn; p
k1, k2

uk1vk2 ,

Φ′n; p(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

S′
n; p
k1, k2

uk1vk2 .

Умножая обе части равенства (35) на uk1vk2 и суммируя, полу-
чим:

Φn+1; p(u, v) = Φn; p(u, v) + (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n+

+

p−1∑
s=1

CpsΦn; s(u, v)− Φ′n; s(u, v) + (u+ v + uv)

p∑
s=1

CpsΦn; s(u, v). (36)

Особо простой вид принимает формула (36) при p = 2:

Φn+1; 2(u, v) = (1 + u)(1 + v)Φn; 2(u, v) + (1 + u)n+1(1 + v)n+1−
−(1 + u+ v)n + 2(1 + u)(1 + v)Φn(u, v)− 2Φ′n(u, v), (37)

где Φn(u, v) = Φn; 1(u, v) и Φ′n(u, v) = Φ′n; 1(u, v). Легко видеть, что
Φ1; s(u, v) = u+ v + uv при всяком s.
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Кроме того, на основании результатов моей вышеуказанной ра-
боты

Sn; 1
k1, k2

= nCnk1
Cnk2
− Cnk1+1C

n
k2+1 + Cnk1+1C

n−k2−1
k2+1 .

И поэтому

Φn(u, v) = Φn; 1(u, v) = Φn(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n−

− (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
.

(38)

Умножив обе части равенства (37) на {(1 +u)(1 + v)}m−n−1, сум-
мируя по n от единицы до m− 1, получим
m−1∑
n=1

Φn+1; 2(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1 =

=

m−1∑
n=1

Φn; 2(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n + (m− 1)(1 + u)m(1 + v)m−

−
m−1∑
n=1

(1 + u+ v)n{(1 + u)(1 + v)}m−n−1+

+ 2(1 + u)(1 + v)

m−1∑
n=1

Φn(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1−

− 2

m−1∑
n=1

Φ′n(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1.

Перенося первый член правой части полученного равенства вле-
во, получим

Φm;2(u, v)− Φ1; 2(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−1 =

= (m− 1)(1 + u)m(1 + v)m−

−
m−1∑
n=1

(1 + u+ v)n{(1 + u)(1 + v)}m−n−1+

+ 2(1 + u)(1 + v)

m−1∑
n=1

Φn(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1−

− 2

m−1∑
n=1

Φ′n(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1.
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Или, заменяя m на n и n на k, пользуясь равенством
Φ1; s(u, v) = (1 + u)(1 + v)− 1:

Φn; 2(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u)n−1(1 + v)n−1−

−
n−1∑
k=1

(1 + u+ v)k{(1 + u)(1 + v)}n−k−1+

+2(1 + u)(1 + v)

n−1∑
k=1

Φk(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−1+

+2

n−1∑
k=1

Φ′k(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−1. (39)

Пользуясь формулами (28) и (38), преобразуем формулу (39) к
следующему виду:

Φn; 2(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
+

+ 2(1 + u)(1 + v)

n−1∑
k=1

{(1 + u)(1 + v)}n−k−1(k(1 + u)k(1 + v)k−

− (1 + u)k(1 + v)k − (1 + u+ v)k

uv
)−

− 2

n−1∑
k=1

{(1 + u)(1 + v)}n−k−1(k(1 + u+ v)k+

+
(1 + u+ v)k+2

uv

k+2∑
s=0

aks(−x)sϕk+2−2s(x)+

+
(1 + u+ v)k+1

uv

k+1∑
s=0

bks(−x)ϕk−1−2s(x)−

− (1 + u+ v)k−1
k∑
s=0

cks(−x)sϕk−1−2s(x)),

где aks , bks и cks определяются формулами (29) — (31) и x означает
− uv

(1 + u+ v)2
.
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Пользуясь элементарными формулами

m∑
k=1

am−kbk = b
am − bm

a− b
,

m∑
k=1

kam−kbk = b
mbm+1 − (m+ 1)abm + am+1

(b− a)2
,

получим

n−1∑
k=1

{(1 + u)(1 + v)}n−k−1(1 + u+ v)k =

=
(1 + u)n−1(1 + v)n−1 − (1 + u+ v)n−1

uv
(1 + u+ v) =

=

n−1∑
k=1

k{(1 + u)(1 + v)}n−k−1(1 + u+ v)k =

=
(n− 1)(1 + u+ v)n − n(1 + u)(1 + v)(1 + u+ v)n−1

u2v2
(1 + u+ v)+

+
(1 + u)n(1 + v)n

u2v2
(1 + u+ v).

На основании этих последних равенств имеем далее

Φn; 2(u, v) = n2(1 + u)n(1 + v)n−

− (2n− 1)
(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
−

− 2

n∑
k=1

{(1 + u)(1 + v)}n−k−1

(
(1 + u+ v)k+2

uv
×

×
k∑
s=0

aks(−x)sϕk+2−2s(x) +
(1 + u+ v)k+1

uv
×

×
k+1∑
s=0

bks(−x)sϕk+1−2s(x)−

− (1 + u+ v)k−1
k∑
s=0

cks(−x)sϕk−1−2s(x)

)
.

(40)
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Здесь ϕm(x) равно 1 при m = −1, равно нулю при m = −2 и
определяется по формуле (14а) при m > 0 и по формуле (16) при
m < −2. Если мы обобщим определение C ′km, полагая C ′

−1
0 = 1,

C ′
−1
k = 0 при любом положительном и отрицательном k, а также

полагая C ′−2
k = 0 при любом k, и, кроме того, положим C ′

m
k = 0 при

m > 0 и k < 0, или k > m и C ′mk = (−1)m−1C ′
|m|−4
k+|m|−2 при m < −2

и при k > −|m| + 2 и C ′mk = 0 при k < −|m| + 2, то тогда имеем на
основании формулы (14а) и (16)

∞∑
k=−∞

C ′
m
k x

k =

m∑
k=0

C ′
m
k x

k = ϕm(x) при m > −2 и

∞∑
k=−∞

C ′
m
k x

k =

−2∑
k=−|m|+2

(−1)m−1C ′
|m|−4
k+|m|−2x

k = −

− 1

(−x)|m|−2

|m|−2∑
s=0

C ′
|m|−2
s xs = −

ϕ|m|−4(x)

(−x)|m|+2
= ϕm(x)

при любом m < −3.

Тогда для любого как положительного, так и отрицательного m
имеем формулу

ϕm(x) =

∞∑
k=−∞

C ′
m
k x

k. (41)

Определяя коэффициент при uk1vk2 в обеих частях равенства (40)
и пользуясь формулой

{(1 + u)(1 + v)}n−k−1 = (1 + u+ v + uv)n−k−1 =

=

n−k−1∑
t=0

C ′
n−k−1
t (1 + u+ v)n−k−t−1(uv)t



6. Определение среднего квадратичного основной функции 83

и формулой (41), а также равенством x = − uv

(1 + u+ v)2
, имеем

Sn; 2
k1, k2

= n2Cnk1
Cnk2
− (2n− 1)Cnk1+1C

n
k2+1 + (2n− 1)Cnk1+1C

n−k1−1
k2+1 +

+

n−1∑
k=1

k+2∑
s=0

∑
p+t6µ+1

(−1)p+sCn−k−1
t Cn−t−2p+1

k1−p−t+1, k2−t−p+1C
′k+2−2s
p−s aks+

+

n−1∑
k=1

k+1∑
s=0

∑
p+t6µ+1

(−1)p+sCn−k−1
t Cn−t−2p+1

k1−p−t+1, k2−t−p+1C
′k+1−2s
p−s bks+

+

n−1∑
k=1

k+1∑
s=0

∑
p+t6µ

(−1)p+sCn−k−1
t Cn−t−2p−2

k1−p−t, k2−t−pC
′k−1−2s
p−s cks ,

(42)

где Cnk1, k2
= Cnk1

Cn−k1

k2
, µ равно наименьшему из чисел k1, k2, C ′

m
k

имеют только что указанное обобщённое определение и aks , bks и cks
определяются формулами (29) — (31). Формула (42) очень сильно
упрощается для k2 = 1. Также просто выглядят выражения Sn; 2

k1, 2
,

Sn; 2
k1, 3

. Весьма вероятно, что формула (42) может привести к простой
асимптотической формуле для Sn; 2

k1, k2
при n → ∞. Было бы очень

интересно выяснить значения Sn; p
k1, k2

, так как тогда можно было бы
установить закон распределения значений функции f(x1, x2, . . . , xk1

;
y1, y2, . . . , yk2 |n), в частности, найти максимальное значение этой
функции. Отметим еще одну теорему, связанную с определением

S′
n; p
k1, k2

. Если мы обозначим через
n∑

k1,k2,k3

сумму

∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
C
n−f(x1,x2,...,xk1

; y1,y2,...,yk2
|n)

k2
, то тогда

n∑
k1,k2,k3

симметрично в

нижних индексах. Иными словами, существует тождество:∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
C
n−f(x1,x2,...,xk1

; y1,y2,...,yk2
|n)

k1
=

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
C
n−f(x1,x2,...,xk1

; y1,y2,...,yk2
|n)

k2
, (43)

где Cnk =

(
n
k

)
означает биномиальный коэффициент. Для до-
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казательства формулы (43) рассмотрим число троек из сочетаний
x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
; z1, z2, . . . , zk3

из числа интервала (1, n)
соответственно по k1, по k2 и k3, причем таких, для которых удовле-
творяются условия: xi + yj 6= n + 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2)
и ни одно zi (i = 1, 2, . . . , k3) не равно ни одному из x-в, ни одному
из y-в и ни одной сумме вида xi + yj (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2).
При фиксированных x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
для z-в запреще-

но f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n) мест и, следовательно, оставле-
ны свободными n − f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n) мест. Поэтому
z1, z2, . . . , zk могут быть выбраны C

n−f(x1,x2,...,xk1
; y1,y2,...,yk2

|n)

k1
спосо-

бами. Суммируя это выражение по всем возможным парам сочета-
ний x1, x2, . . . , xk1

и y1, y2, . . . , yk2
, получим в качестве искомого чис-

ла троек сочетаний левую часть равенства (43). С другой стороны,
при фиксированных x1, x2, . . . , xk1 ; z1, z2, . . . , zk3 , которые, естествен-
но, должны удовлетворять неравенствам xi+zj 6= n+1 (i = 1, 2, . . . ,
k1; j = 1, 2, . . . , k3), в качестве y1, y2, . . . , yk2

можно взять любое со-
четание из чисел интервала (1, n), отличных от чисел таблицы:

z1, z1 − x1, z1 − x2, . . . z1 − xk1
,

z2, z2 − x1, z2 − x2, . . . z2 − xk1 ,
. . . . . . . . . . . . . . .
zk3

, zk3
− x1, zk3

− x2, . . . zk3
− xk1

,
n+ 1− x1, n+ 1− x2, . . . n+ 1− xk1

,

лежащих в интервале (1, n). Тогда числа y′i = n+ 1− yk2−i+1

(i = 1, 2, . . . , k2) должны быть отличны от всех чисел таблицы:

n+ 1− z1, n+ 1− z2, . . . n+ 1− zk3
,

n+ 1− z1 + x1, n+ 1− z2 + x1, . . . n+ 1− zk3
+ x1,

. . . . . . . . . . . .
n+ 1− z1 + xk1 , n+ 1− z2 + xk1 , . . . n+ 1− zk3 + xk1 ,

x1, x2, . . . xk1
,

лежащих в интервале (1, n). Таких чисел будет f(x1, x2, . . . , xk1
;

z1
′, z2

′, . . . , zk3
′|n), где zi′ = n + 1 − zk3−i+1 (i = 1, 2, . . . , k3). Сле-

довательно, сочетания y1
′, y2

′, . . . , yk2
′ можно располагать на всех

оставшихся n−f(x1, x2, . . . , xk1
; z1
′, z2

′, . . . , zk3
′|n) местах интервала.

Так как каждому сочетанию z1, z2, . . . , zk3
соответствует взаимно од-

нозначно сочетание z1
′, z2

′, . . . , zk3
′ и наоборот, то для числа выбора

y-в получим C
n−f(x1,x2,...,xk1

; z1
′,z2
′,...,zk3

′|n)

k3
, причем условие xi 6= zj
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сведётся к условию xi + zj
′ 6= n + 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k3).

Поэтому для числа троек x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

; z1, z2, . . . , zk3

получим ∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
C
n−f(x1,x2,...,xk1

; z1
′,z2
′,...,zk3

′|n)

k3
,

т.е. левую часть равенства (43), которое таким образом доказано.
Так как мы определили сумму∑

Xnk1

∑
Y nk2

′
C
n−f(x1,x2,...,xk1

; y1,y2,...,yk2
|n)

1 = nCnk1, k2
− S′nk1, k2

,

то, очевидно, что тем самым определили сумму

∑
Xnk1

k∑
z=1

C
n−f(x1,x2,...,xk1

; z|n)

k2

при любом k2, откуда можно найти S′
n; p
k1, 1

при любом p. Мы име-
ем также принципиальную возможность определять Sn; p

k1, 1
, пользу-

ясь формулой (35). Мне удалось также доказать, что определение
Sn; p
k1, k2

при любых k1, k2, p связано с решением следующей комбина-
торной задачи: определить число сочетаний x1, x2, . . . , xk из чисел 1,
2, . . . , n по k, в которых ни одна из разностей xi − xj (i = 1, 2, . . . , k;
j = 1, 2, . . . , k) не равна ни одному из чисел d1, d2, . . . , ds. Однако
решение этой задачи при s > 1 представляется чрезвычайно труд-
ным.



7. О некоторых теоремах аддитивной
теории чисел

В данной работе будут доказаны следующие две теоремы 1.
Теорема 1. В каждом интервале (0, x) содержится более αx

чисел, представимых в виде суммы простого числа и k-й степе-
ни целого числа, где α — положительная постоянная, зависящая
только от k. Или, иными словами, последовательность всех чи-
сел, разложимых на сумму простого числа и k-й степени, есть
последовательность положительной плотности 2.

Теорема 2. В каждом интервале (0, x) содержится более βx
чисел, представимых в виде суммы простого числа и степени за-
данного целого числа a, где β — положительная постоянная, зави-
сящая только от a 3.

Рассмотрим сначала две произвольные последовательности поло-
жительных целых чиселm1, m2, m3, . . . и n1, n2, n3, . . . .Обозначим
черезM(x) и N(x) число чиселmi, соответственно ni, не превосходя-
щих x; через A1(u, x), A2(u, x) и ψ(u, x) — числа решений уравнений

mi −mj = u, ni − nj = u и mi + nj = u,

где mi 6 x, mj 6 x, ni 6 x, nj 6 x. Обозначим, кроме того, че-
рез ν(2x) число чисел 6 2x, представимых в виде ni + mj (ni 6 x,
mj 6 x). Определенные так величины удовлетворяют следующему

1См. также [55].
2Последовательность n2, n2, n3, . . . называется последовательностью поло-

жительной плотности, если для всех достаточно больших значений x выполнено

неравенство
N(x)

x
> α , где N(x) обозначает число всех ni 6 x, а α — поло-

жительная постоянная. См. работу Шнирельмана [49] (перепечатано в [50]); см.
также [19] (русский перевод в [51]). В позднейшей работе Дэвенпорт и Хейль-
брон [3], пользуясь методами И. М. Виноградова, показали, что почти все на-
туральные числа представимы в виде сумм указанного вида, т.е. что числа, не
представимые в этом виде, образуют последовательность нулевой плотности.

3Характер зависимости β от a был предметом исследования позднейшей ра-
боты Э. Ландау [16], в которой доказано, что β ≥ c

ln a
, где c — положительная

абсолютная постоянная (легко видеть, что ln a здесь нельзя заменить более мед-
ленно возрастающей функцией от a).



7. О некоторых теоремах 87

неравенству:

ν(2x) >
M(x)2N(x)2

M(x)N(x) +

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x)

. (1)

Это неравенство легко выводится из тождества
x∑
u=0

ψ(u; x)2 = M(x)N(x) + 2

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x). (2)

Тождество (2) мы получим, определяя двумя различными спосо-
бами число решений уравнения

ni − nj −mk +ml = 0 (3)

с ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, ml 6 x. С одной стороны, мы можем
записать (3) в форме ni − nj = mk − ml и заменить следующей
системой 2x+ 1 уравнений:

ni − nj = u, mk −ml = u

(u = −x, −(x− 1), . . . , −1, 0, 1, 2, . . . , x;

ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, ml 6 x).

Число решений этой системы, очевидно, равно
x∑

u=−x
A1(u, x)A2(u, x) = A1(0, x)A2(0, x) + 2

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) =

= M(x)N(x) + 2

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x).

Но система (3) может быть также записана в виде ni +ml = nj +mk

и заменена системой уравнений

ni +ml = u, nj +mk = u

(u = 0, 1, 2, . . . , 2x; ni 6 x, nj 6 x, mk 6 x, ml 6 x).

Число решений этой последней равно
2x∑
u=0

ψ(u, x)2. Но это есть как

раз левая часть тождества (2), которое тем самым доказано. Оче-
видно, ν(2x) равно числу отличных от нуля чисел ряда

ψ(0, x), ψ(1, x), ψ(2, x), . . . , ψ(2x, x).
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Полагая εi = 1, если ψ(i, x) > 0, и εi = 0, если ψ(i, x) = 0, мы
получим в силу неравенства Шварца

2x∑
i=0

ε2
i

2x∑
i=0

ψ(i, x)2 >
( 2x∑
i=0

εi ψ(i, x)
)2

=
( 2x∑
i=0

ψ(i, x)
)2

или

ν(2x) =

2x∑
i=0

ε2
i >

( 2x∑
i=0

ψ(i, x)
)2

2x∑
i=0

ψ(i, x)3

. (4)

В силу (2) и очевидного равенства
2x∑
i=0

ψ(i, x) = M(x)N(x) мы полу-

чаем теперь из (4) неравенство (1).
В качестве последовательностейmi и ni мы возьмем теперь после-

довательность всех простых чисел и последовательность k-х степе-
ней всех натуральных чисел. Исследуем ближе, что дает наше нера-
венство (1) в этом случае. Как доказал Шнирельман, обобщая ре-
зультаты Виго Бруна, здесь

A1(u, x) < c1
x

log2 x

∏
q/u

(
1 +

1

q

)
, (5)

где A1(u, x) по определению означает число решений уравнения
Pi − Pj = u в положительных простых числах, не превышающих
x, а q пробегает все простые делители u. A2(u, x) равно здесь числу
решений уравнения

zk1 − zk2 = u (zk1 6 x, zk2 6 x) (6)

в положительных целых z. Далее, здесь N(x) =
[
k
√
x
]
и M(x) =

= π(x)1; следовательно, по известным чебышевским неравенствам

c2
x

log x
< M(x) < c3

x

log x
. (7)

1π(x) — известная теоретико-числовая функция, дающая число простых чи-

сел, не превосходящих x.
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Полагая для сокращения записи

f(u) =
∑
d/n

µ(d)2

d
=
∏
q/u

(
1 +

1

q

)
,

где µ — известная функция Мёбиуса, мы можем в силу неравенства

(5) написать:
x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c1
x

log2 x

x∑
u=1

A2(u, x) f(u) =

= c1
x

log2 x

x∑
u=1

A2(u, x)
∑
d/n

µ(d)2

d
= c1

x

log2 x

x∑
s=1

µ(s)2

s

[x/s]∑
u=1

A2(us, x),

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c1
x

log2 x

x∑
s=1

µ(s)2

s

[x/s]∑
u=1

A2(us, x). (8)

Сумма
[x/s]∑
u=1

A2(us, x), очевидно, равна числу решений сравнения

zk1 − zk2 ≡ 0 (mod s), где zk1 6 x, zk2 6 x, z1 6= z2. Для каждого из [ k
√
x]

значений, которые может принять z2, z1 принимает самое большее[
k
√
k

s

]
Φ(s) значений, где Φ(s) означает число вычетов r по модулю

s, удовлетворяющих сравнению rk − zk2 ≡ 0 (mod s). По известным

теоремам о сравнении высших степеней1 [15] имеем Φ(k) =

ν∏
i=1

Φ(Pi),

где Pi пробегает все простые делители числа s, Φ(P ) 6 k для всякого

простого P , следовательно, Φ(s) 6 k ν(s), где ν(s) обозначает число

простых делителей числа s. Но, как известно, для каждого s, не

имеющего квадратных делителей, имеет место оценка

ν(s) = c4
log s

log log s
; (9)

1Мы ограничиваемся случаем чисел s, не имеющих квадратных делителей,

так как для других s следует, что µ(s)2 = 0.
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следовательно,

Φ(s) 6 k ν(s) < kc4
log s

log log s = sc4
log k

log log s < c5 s
2.

Соединяя все эти результаты, получаем

[x/s]∑
u=1

A2(us, x) 6 [ k
√
x]
[ k
√
x

s

]
Φ(s) < c5

x2/k

s1−s

и в силу (8)

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c1 · c5
x1+ 2

k

log2 x

x∑
s=1

µ(s)2

s2−s <

< c1 · c5
x1+ 2

k

log2 x

∞∑
s=1

µ(s)2

s2−s

или
x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c6
x1+ 2

k

log2 x
. (10)

Подставляя теперь (7), (10) в неравенство (1) и принимая во вни-

мание, что N(x) = [x1/k], мы получаем

ν(2x) >
c22

x2+ 2
k

log2 x

cs x
1+ 1

k

log x + 2 c6
x1+ 2

k

log2 x

> 2αx,

или, наконец, ν(x) > αx. Тем самым теорема 1 доказана.

Для доказательства теоремы 2 мы должны применить неравен-

ство (1) к случаю, когда m1, m2, m3, . . . и n1, n2, n3, . . . суть соот-

ветственно последовательность всех простых чисел и последователь-

ность всех степеней заданного целого числа a. Здесь, как и выше:

A1(u, x) < c1
x

log2 x

∏
q/u

(
1 +

1

q

)
= c1

x

log2 x
f(u),
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c2
x

log2 x
< M(x) < c3

x

log2 x
.

Кроме того,

N(x) =
[

logxa

]
=
[ log x

log a

]
. (11)

Что касается A2(u, x), то оно может принимать лишь два значения

0 и 1, так как при u 6= 0 уравнение

aj1(ai1−j1 − 1) = aj2(ai2−j2 − 1)

не может иметь более одного решения. В самом деле, из равенства

ai1 − aj1 = ai2 − aj2

или

aj1(ai1−j1 − 1) = aj2(ai2−j2 − 1),

i1 6= j1, вытекает, что i1 = i2 и j1 = j2, ибо an и am − 1 при m > 0 и

n > 0 всегда взаимно просты.

Оценим теперь сумму

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x).

В силу (5) имеем

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c1
x

log2 x

x∑
u=1

A2(u, x) f(u),

или так как A2(u, x) = 1 для всех u вида

ai − aj (i 6 logxa, j 6 logxa)
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и A2(u, x) = 0 для всех остальных u

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c1
x

log2 x

∑
logxa>i>j>1

f(ai − aj) 6

6 c1
x

log2 x

∑
logxa>i>j>0

f(ai−j − 1) f(aj) =

= c1
x f(a)

log2 x

∑
logxa>i>j>0

f(ai−j − 1),

ибо для произвольных v1, v2 и j имеем f(v1) f(v2) > f(v1 v2) и

f(aj) = f(a). Следовательно, получаем

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c7
x

log x

logxa∑
s=1

f(as − 1) =

= c7
x

log x

logxa∑
s=1

∑
d/as−1

µ(d)2

d
= c7

x

log x

x∑
k=1

µ(k)2

k

s6logxa∑
as−1≡0(mod k)

1 =

= c7
x

log x

16k<x∑
(k, a)=1

µ(k)2

k

[
logxa
l(k)

]
,

где l(k) обозначает длину периода, образуемого степенями a0, a1,

a2, . . . по модулю k, иначе говоря, — показатель, которому принад-

лежит a по модулю k. Из последнего неравенства получаем

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c8 x

x∑
k=1

(k, a)=1

µ(k)2

k l(k)
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или, так как ряд
∞∑
k=1

(k, a)=1

µ(k)2

k l(k)
, как будет ниже показано, сходится1,

x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c8 x

∞∑
k=1

(k, a)=1

µ(k)2

k l(k)
.

Следовательно,
x∑
u=1

A1(u, x)A2(u, x) < c9 x. (12)

Подставляя (7), (11) и (12) в (1), получаем

ν(2x) >
c22

x2

log2 x

[
logxa

]2
c3

x
log x

[
logxa

]
+ 2 c9 x

> 2β x

или

ν(x) > β x.

Последнее неравенство и составляет как раз содержание теоремы

2. Остается еще доказать сходимость ряда
∞∑
k=1

(k, a)=1

µ(k)2

k l(k)
. Для этой

цели мы преобразуем его следующим образом:
∞∑
k=1

(k, a)=1

µ(k)2

k l(k)
=

∞∑
l=1

1

l

∑
l(k)=l

µ(k)2

k
=

∞∑
l=1

1

l

∑
d/al−1

′ µ(d)2

d
,

где штрих при знаке суммы указывает на то, что сумма
∑

d/al−1

′ µ(d)2

d

распространяется на все первообразные делители числа al − 1; т.е.
1Эта лемма, доказательство которой было одним из самых трудных моментов

печатаемой работы, сама по себе имеет значительный интерес. Другое доказа-

тельство её было дано вскоре после опубликования настоящей статьи Эрдешем

и Тураном [6].
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только на такие делители, которые не делят ни одно am − 1 с m < l.

Очевидно, ∑
d/al−1

′ µ(d)2

d
6

∑
d/al−1

ϕ(d)≡0 (mod l)

µ(d)2

d
,

так как для каждого d имеем ϕ(d) ≡ 0 (mod l(d)) 1.

Положим для сокращения записи

σ(l) =
∑

d/al−1
ϕ(d)≡0 (l)

µ(d)2

d
.

Достаточно доказать сходимость ряда
∞∑
l=1

σ(l)

l
. Каждое целое чис-

ло l может быть представлено, и при том единственным образом, в

виде l1 l22, где l1 обозначает произведение всех различных простых

чисел, входящих в l с нечетной кратностью. Разложим
∞∑
l=1

σ(l)

l
на

две части:
∞∑
l=1

σ(l)

l
=
∑
l2>l1

σ(l)

l
+
∑
l2<l1

σ(l)

l
.

Рассмотрим сначала первую часть:∑
l2>l1

σ(l)

l
< c10

∑
l2>l1

log l

l
< c11

∑
l2>l1

1

l1−ε
< c11

∑
l2>l1

1

(l1 l22)1−ε <

< c11

∞∑
l1=1

1

l1−ε1

∞∑
l2=l1

1

l2−2ε
2

<
c11

1− 2ε

∞∑
l1=1

1

l2−3ε
1

< c12.

Здесь мы воспользовались неравенством σ(l) < c10 log l; докажем

его. Имеем

σ(l) <
∑

d/al−1

µ(d)2

d
= f(al − 1).

1ϕ(d) — известная теоретико-числовая функция Эйлера.
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Но

f(u) =
∏
q/u

(
1 +

1

q

)
<
∏
q/u

1

1− 1
q

=
u

ϕ(u)

или, в силу известных оценок для функции Эйлера ϕ(u),

f(u) < c13 log log u, (13)

σ(l) < f(al − 1) < c10 log l. (14)

Тем самым сходимость первой части ряда
∞∑
l=1

σ(l)

l
доказана. До-

казательству сходимости второй части этого ряда мы предпошлем

две леммы.

Лемма I. Пусть π(x, k) — число всех простых чисел P (k)
i вида

k z + 1, не превосходящих 6 x. Пусть π(k, x) > 2. Тогда

π(x, k) < b1
x

k1/3 log x
, (A)

где b1 — абсолютная положительная постоянная.

Доказательство. Число различных пар P (k)
i , P (k)

j , i 6= j, кото-

рые могут быть образованы из этих простых чисел, равно π(x, k)2−

− π(x, k). Но оно, очевидно, не превосходит числа решений сравне-

ния

Pi − Pj ≡ 0 (mod k) (Pi 6= Pj) (B)

во всех положительных простых числах Pi 6 x, Pj 6 x, ибо каждая

из указанных пар удовлетворяет этому сравнению. Число же реше-

ний сравнения
(
B
)
равно

[x/k]∑
u=1

A1(u k, x) +

−[x/k]∑
u=−1

A1(u k, x) = 2

[x/k]∑
u=1

A1(u k, x).



96 Теория чисел и функциональный анализ

Принимая во внимание неравенство (5), мы получаем теперь:

π(x, k)2 − π(x, k) 6 2

[x/k]∑
u=1

A1(u k, x) < 2 c1
x

log2 x

[x/u]∑
x=1

f(k u) 6

6 2 c1
x f(k)

log2 x

[x/k]∑
u=1

f(u),

так как f(v1) f(v2) > f(v1 v2). Следовательно,

π(x, k)2 − π(x, k) < 2 c1
x f(k)

log2 x

[x/k]∑
u=1

∑
d/u

µ(d)2

d
=

= 2 c1
x f(k)

log2 x

[x/k]∑
s=1

µ(s)2

s

d6[x, k]∑
d≡0 (mod s)

1 =

= 2 c1
x f(k)

log2 x

[x/k]∑
s=1

µ(s)2

s

[ x
k s

]
< 2 c1

x2 f(k)

k log2 x

∞∑
s=1

µ(s)2

s2

или в силу (13)

π(x, k)2 − π(x, k) < 2 c1 c13
x2 log log k

k log2 x

∞∑
s=1

µ(s)2

s2
<

1

2
b21

x2

k2/3 log2 x
,

или, наконец, так как из π(x, k) > 2 вытекает, что π(x, k)2 −

−π(x, k) > 1
2π(x, k)2:

π(x, k)2 < b21
x2

k2/3 log2 x
,

π(x, k) < b1
x

k1/3 log x
, (A)

что и требовалось доказать.

Лемма II. Пусть P
(k)
1 , P

(k)
2 , . . . — последовательность всех

простых чисел вида kz + 1, расположенная в возрастающем поряд-
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ке. Тогда для каждого y > 3

y∑
i=1

1

P
(k)
i

< b2
log log y

k1/3
, (C)

где b2— абсолютная положительная константа.

Доказательство. В силу
(
A
)
имеем

i = π(P
(k)
i , k) < b1

P
(k)
i

logP
(k)
i · k1/3

< b1
P

(k)
i

log i · k1/3
;

1

P
(k)
i

<
b1

k1/3i log i
;

y∑
i=1

1

P
(k)
i

<
b1
k1/3

y∑
i=2

1

i log i
+

1

P
(k)
1

<
b2 log log y

k1/3
,

что и требовалось доказать.

Теперь мы в состоянии оценить σ(l), l = l1 l
2
2, l1 > l2. Пусть N

обозначает произведение всех различных простых делителей числа

al − 1. Сумму σ(l) можно записать в виде∑
ϕ(Pi1 )ϕ(Pi2 ) ... ϕ(Pik )≡0(mod l)

1

Pi1 Pi2 . . . Pik
,

где суммирование производится по всем комбинациям простых де-

лителей числа N , удовлетворяющих условию

(Pi1 − 1)(Pi2 − 1) . . . (Pik) ≡ 0( mod l).

Сумма не уменьшается, если мы заменим это условие условием

(Pi1 − 1)(Pi2 − 1) . . . (Pik) ≡ 0(mod l1). Из этого последнего условия

вытекает, что среди простых чисел Pi1 , Pi2 , . . . , Pik имеется хотя бы

одно простое число Pj1 ≡ 1(mod l1) или по крайней мере два простых

числа Pj1 ≡ 1(mod k1), Pj2 ≡ 1(mod k2), l1 = k1 k2, либо по край-

ней мере три Pj1 ≡ 1(mod k1), Pj2 ≡ 1(mod k2), Pj3 ≡ 1(mod k3),
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k1 k2 k3 = l1, и так далее. Поэтому имеем

σ(l) 6
∑

(Pi1−1)...(Pik−1)≡0( mod l1)

1

Pi1 Pi2 . . . Pik
6

6
∑

Pj≡1( mod l1)

1

Pj

∑
d/N
Pj

µ(d)2

d
+

1

2!

∑
l1=k1k2

∑
Pj1≡1( mod k1)

1

Pj1
×

×
∑

Pj2≡1( mod k2)

1

Pj2

∑
d/N

Pj1
Pj2

µ(d)2

d
+ . . .+

1

ν!

∑
l1=k1k2...kν

×

×
∑

Pj1≡1( mod k1)

1

Pj1

∑
Pj2≡1( mod k2)

1

Pj2
. . .

∑
Pjν≡1( mod kν)

1

Pjν
×

×
∑
d/N

Pj1
Pj2

...Pjν

µ(d)2

d
.

Сумма обрывается на ν-м члене, где ν обозначает число различ-

ных простых делителей числа l1, ибо l1, не имея квадратных делите-

лей, не может быть разложено в произведение более ν множителей

ki > 1. Все суммы делятся на факториалы, поскольку, разумеет-

ся, достаточно принять во внимание лишь существенно различные

комбинации, не беря в расчет перестановки одних и тех же простых

делителей. Обозначая через y число различных простых делителей

числа al − 1, мы получаем из последнего неравенства

σ(l) < f(N)

(
y∑
i=1

1

P
(l1)
i

+
1

2!

∑
l1=k1 k2

y∑
i=1

1

P
(k1)
i

y∑
i=1

1

P
(k2)
i

+ . . .

. . .+
1

ν!

∑
l1=k1 k2...kν

y∑
i=1

1

P
(k1)
i

. . .

y∑
i=1

1

P
(kν)
i

)
.
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Применяя оценки (14) и (C), мы получаем из этого неравенства:

σ(l) < c10 log l

(
(b1 log log y)

l
1/3
1

+
(b1 log log y)2

2!
×

×
∑

l1=k1 k2

1

k
1/3
1 k

1/3
2

+ . . .+
(b1 log log y)ν

ν!
×

×
∑

l1=k1 k2...kν

1

k
1/3
1 k

1/3
2 . . . k

1/3
ν

)
,

σ(l) < c10
log l

l
1/3
1

ν∑
i=1

(b1 log log y)i

i!
Θi(l1) < c10

log l

l
1/3
1

(b1 log log y)ν×

×
l∑
i=1

Θi(l1)

i!
= c10

log l

l
1/3
1

(b1 log log y)ν
∞∑
i=1

Θi(l1)

i!
,

где Θi(l1) обозначает число решений уравнения l1 = k1 k2 . . . ki в

положительных целочисленных k > 1. Но в силу известной оценки

числа ν(x), простых делителей числа x:

ν(x) < c4
log x

log log x
,

y = ν(al − 1) < c4
log(al − 1)

log log(al − 1)
< b3

l

log l
,

ν = ν(l1) < c4
log l1

log log l1
< c4

log l

log log l
.

Следовательно, так как(
b1 log log b3

l

log l

)c4 log l
log log l

< (b4 log log l)
c4

log l
log log l =

= ec4
log l

log log l log(b4 log log l) = lc4
log(b4 log log l)

log log l < b5 l
3,

имеем

σ(l) < b6
ls1

l
1/3
1

∞∑
i=1

Θi(l1)

i!
.
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Принимая во внимание соотношения, что l1 > l2, l31 > l, l1 l22 = l,

l1 > l1/3, мы получаем теперь:

σ(l) < b6
ls1

l1/3

∞∑
i=1

Θi(l1)

i!
< b6

1

ls2

∞∑
i=1

Θi(l1)

i!
=

b6

ls21 l2s22

∞∑
i=1

Θi(l1)

i!

(ε2 =
1

9
− ε1),

∞∑
i=1
l1>l2

σ(l)

l
< b6

∞∑
l2=1

1

l2+2s2
2

∞∑
l1=1

1

l1+s2
1

∞∑
i=1

Θi(l1)

i!
=

= b6 ζ(2 + 2ε2)

∞∑
i=1

1

i!

∞∑
l1=1

Θi(l1)

l1+ε2
1

< b6 ζ(2 + 2ε2)

∞∑
i=1

1

i!
ζ(1 + ε2)i =

= b6 ζ(2 + 2ε2) eζ(1+ε2),

т.е. так же вторая часть ряда
∞∑
i=1

σ(l)

l
сходится, что и завершает

доказательство сходимости этого ряда.



8. Об одной ортогональной системе

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 24. IV 1943 )

Настоящая статья посвящена изучению специальной ортогональ-

ной системы, получаемой ортогональным нормализованием системы

θn(x) = nx− [nx]

в интервале (0, 1). Функции ψn(x) этой системы связаны с функция-

ми θn(x) первоначальной системы замечательно простым соотноше-

нием

ψn(x) =

√
12√
ϕ

(n)
2

∑
d/n

µ
(n
d

)
θd(x)d,

где суммирование распространено на все делители d числа n и где

ϕ
(n)
2 =

∑
d/n

µ
(n
d

)
d2

— известная обобщённая эйлерова функция, удовлетворяющая соот-

ношению ∑
d/n

ϕ2(d) = d2.

Данный в тексте вывод этих зависимостей основан на исследова-

нии особых определителей вида |(i, k)2|, где (i, k) — общий наиболь-

ший делитель i и k, и на формуле∫ 1

0

θa(x)θb(x) dx =
(a, b)2

12ab
,
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которую можно найти, например, в [15]. Подобные же рассуждения

позволяют нам определить ортогональную систему ψ∗n(x), порожден-

ную функциями

θ∗n(x) = (nx− [nx])2 − (nx− [nx]) +
1

6
,

и вообще систему ψn;k(x), порожденную системой

θn;k(x) = Bk(nx− [nx]) (k = 1, 2, 3, . . . ),

где Bk(t) — k-й бернуллиев полином. Во всех этих случаях можно

вывести соотношения, аналогичные приведенным выше. Именно, мы

имеем

ψn;k(x) =
1√

2 k!2

(2k)! · |B2k|
· 1√

ϕ
(x)
2k

·
∑
d/n

µ
(n
d

)
dk · θd;k(x).

Далее автор доказывает полноту ортогональной нормальной систе-

мы

1, ψ1(x), ψ2(x), . . .

в смысле метрики L2(0, 1).

Не меняя существенным образом рассуждения, мы можем дока-

зать полноту системы

1, ψ1;k(x), ψ2;k(x), . . . , ψ1; k+1(x), ψ2; k+1(x), . . . .

Известное тождество Парсеваля∫ 1

0

f(x)2dx =

(∫ 1

0

f(x) dx

)2

+

∞∑
n=1

(f, ψn;k)2 +

∞∑
n=1

(f, ψn; k+1)2

приводит к тождествам, содержащим простые числа; ни одно из них

не тривиально. Автору не удалось получить их каким-либо другим
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способом. Таким образом, соотношение Парсеваля является мощным

источником получения соотношений, относящихся к теории чисел.

Хотя получаемые таким образом ортогональные нормальные си-

стемы кажутся весьма частными, тем не менее они, возможно, ве-

дут к весьма общим методам в теории простых чисел. Так, вопросы,

связанные с обыкновенной сходимостью разложения Фурье по ψ за-

данной функции f(x) в заданной точке x, представляются весьма

трудными и имеют связь с теорией диофантовых приближений и

с распределением дробей Фарея в интервале (0, 1). Производящие

ряды Дирихле для ψn;k(x) могут быть представлены при помощи

следующих формул:

∞∑
n=1

ψn;k(x)
√
ϕ2n(x)

ns
=

=
1√

2 k!2

(2k)! |B2k|

1

ζ(s)

∞∑
n=1

Bk(nx− [nx])

ns−k
(k = 1, 2, . . . ).



9. Об одной полной ортонормированной

системе пространства L2(0, 1)

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25. III 1944 )

Видоизменяя развитый мною метод построения ортонормирован-

ных систем, П. Ш. Хагдеев получил следующий результат. Если F (x)

определена на (−∞,∞) как периодическая функция с периодом, рав-

ным единице, равная +1 в (0, 1/2) и −1 в (1/2, 1), и если τn(x) =

= nF (nx) (n = 1, 3, 5, . . .), то ортогонализация последовательности

τ1(x), τ3(x), τ5(x), . . . в интервале (0, 1) приводит к ортонормиро-

ванной системе

ρ1(x), ρ3(x), ρ5(x), . . . ,

где

ρn(x) =
1√
ϕ2(n)

∑
d|n

µ
(n
d

)
τd(x), ϕ2(n) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
d2 =

= n2
∏(

1− 1

p2

)
и где τn(x) и ρn(x) определены только для нечетных индексов, а при

четных n не определены совсем. Такой способ нумерации рассмот-

ренных им функций оказался необходимым для простоты и симмет-

рии формул.

Он показал далее, что

ρn(x) =
ϕ(n)√
ϕ2(n)

+
2√
ϕ2(n)

∑
d|n

ϕ
(n
d

)
d{2ϕ(dx, d)− ϕ(2dx, d)},

где ϕ(m, n) означает число натуральных чисел, не превосходящих m

и взаимно простых с n.
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Интересно, что√
ϕ2(n)ρn(x) = an(x) =

= ϕ(n) + 2
∑
d|n

ϕ
(n
d

)
{2ϕ(dx, d)− ϕ(2dx, d)}d

всегда имеет только целочисленные значения, и соотношения орто-

гональности:∫ 1

0

an(x)am(x)dx =

ϕ2(n), если m = n,

0, если m 6= n

свидетельствуют о наличии бесконечного множества тождественных

соотношений для обобщенных эйлеровских функций ϕ(n, m).

Эти тождества, очевидно, можно представить в безынтегральной

форме, учитывая, что ϕ(nx, n) кусочно-постоянна. Я заметил, что

упомянутая система является частью полной ортонормированной си-

стемы, состоящей из функций

1, ρn; ν(x) = ρn(2νx), σn; ν(x) = ρn(2νx+ 1/4)

(n = 1, 3, 5, . . . ; ν = 0, 1, 2, 3, . . . ).

Равенства Парсеваля∫ 1

0

f(x)2dx =

(∫ 1

0

f(x)dx

)2

+
∑
n;ν

(∫ 1

0

f(x)ρn; ν(x)dx

)2

+

+
∑
n;ν

(∫ 1

0

f(x)σn; ν(x)dx

)2

,

где f(x) — любая функция с интегрируемым квадратом, определен-

ная в (0, 1), и n пробегает все нечетные натуральные числа, а ν —

все неотрицательные числа, являются источником многих арифме-

тических соотношений.
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Функции ρn; ν(x) порождают в L2(0, 1) гильбертово подпростран-

ство всех функций, удовлетворяющих почти всюду условию f(x) =

= −f(1−x), а 1, σn; ν(x) — пространство всех функций, удовлетворя-

ющих почти всюду условию f(x) = f(1− x). Интересно, что ρ1; ν(x)

(ν = 0, 1, 2, . . . ) образуют известную ортонормированную систему

Радемахера, естественным расширением которой является указан-

ная здесь система.



10. Об ортонормированных системах

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25. III 1944)

В настоящей статье µ(n) означает известную функцию Мёбиуса,

удовлетворяющую соотношению

∑
d/n

µ(d) =

1, если n = 1,

0, если n > 1,

(n, m) будет означать общий наибольший делитель чисел n,m;
∑
d/n

— сумму по делителям n. Согласно известному принципу обращения

из

an =
∑
d/n

bd (n = 1, 2, 3, . . . )

следует

bn =
∑
d/n

µ
(n
d

)
ad (n = 1, 2, 3, . . . )

и наоборот.

Для дальнейшего важна лемма: если k < n, f(u) — любая функ-

ция, то
∑
d/n f((k, d))µ

(n
d

)
= 0.

Введем при фиксированномN операции A иB над любыми функ-

циями целочисленного аргумента n:

операция A переводит f(n) в Af(n) = f((n, N)),

операция B переводит f(n) в Bf(n) = ε

(
N

n

)
f(n),

где ε(u) = 1, если u — целое число, ε(u) = 0 в противном случае.

Также положим

Sf(n) =
∑
d/n

f(d), S−1f(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
f(d), Ef(n) = f(n).
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По принципу обращения SS−1 = S−1S = E.

Далее

SBf(n) =
∑
d/n

ε

(
N

n

)
f(d) =

∑
d/n

f(d) =
∑

d/(n,N)

f(d) = ASf(n),

SB = AS, S−1AS = B, S−1A = BS−1,

S−1Af(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
f((d, N)) = BS−1f(n) =

= ε

(
N

n

)∑
d/n

µ
(n
d

)
f(d).

Полагая N = k и учитывая ε(k/n) = 0, получим указанную лем-

му.

Рассмотрим пространство Гильберта в аксиоматической форме

Неймана — Отона. Последовательность элементов из H f1, f2, f3,

. . . назовем обладающей свойством D, точнее Dg, если (fn, fm) =

= g((n, m)), где g(u) — любая вещественная функция целого аргу-

мента u. Тогда система элементов γ1, γ2, γ3, . . . , заданная соотноше-

ниями

γn =
∑
d/n

µ
(n
d

)
f(d) (n = 1, 2, 3, . . . ),

ортогональна, т.е. (γn, γm) = 0, если m 6= n.

В самом деле, если k < n,

(γn, fk) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, fk

 =
∑
d/n

µ
(n
d

)
(fk, fd) =

=
∑
d/n

µ
(n
d

)
g((k, d))) = 0.



10. Об ортонормированных системах 109

Здесь использована доказанная выше арифметическая лемма. Та-

ким образом, γn ортогонален ко всем f с индексами, меньшими, чем

n, а следовательно, к γm при m < n, которое есть линейная комбина-

ция таких f . Процесс ортогонализации по E. Schmidt’у для последо-

вательности, обладающей D-свойством, совпадает, таким образом, с

процессом обращения по Мёбиусу, играющему исключительно важ-

ную роль в теории чисел, и притом не зависит от g(u)1.

Если

G(n) = S−1g(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . . ),

то систему γ1, γ2, γ3, . . . можно нормировать. Мы имеем следующий

результат: если f1, f2, f3, . . . обладает Dg-свойством, то ψ1, ψ2, . . . ,

где ψn =
1√
G(n)

∑
µ
(
n
d

)
fd, есть ортонормированная система H.

Что предыдущие результаты не беспредметны, я показал путем

построения разнообразных и многочисленных примеров систем, об-

ладающих Dg-свойством, прежде всего, для случая любой g(n), об-

ладающей свойствами g(n) > 0,
∑∞
k=1

1

g(k)
<∞, g(a)g(b) = g(1)g(ab)

при любых целых a, b. В случае сепарабельного H можно постро-

ить бесчисленное множество примеров последовательностей f1, f2,

f3, . . . , которые кроме D-свойства обладают также полнотой, т.е.

таких, что совокупность полиномов вида
∑N
i=1 cifi образует всюду

плотное в H множество, и тогда система ψ1, ψ2, ψ3, . . . будет пол-

ной, во всех смыслах, ортонормированной системой.
1Причина этого явления лежит в следующем. Определитель |cik|n, где

cik = g((i, k)), имеет адъюнкты Ak, n последнего столбца пропорциональными

числам µ(n/k), т.е. Ak, n = Aµ(n|k), где µ(u) определено, как обычно, если u —

целое число, и µ(u) = 0, если u — не целое, где только A зависит от выбора g.
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Из

√
G(n)ψn =

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd (1)

и из принципа обращения Мёбиуса следует

fn =
∑
d/n

√
G(n)ψd. (2)

Вводя f∗n по формуле

f∗n =
∑
d/n

µ(d)√
G(d)

ψd, (3)

имеем

(fn, f
∗
m) =

1, если (n, m) = 1,

0, если (n, m) > 1,

так как

(fn, f
∗
m) =

∑
d/n,
d/m

µ(d) =
∑

d/(n,m)

µ(d).

На основании (1) и (3) получаем

f∗n =
∑
d/n

µ(d)

G(d)

∑
δ|d

µ

(
d

δ

)
fδ =

∑
d/n

kn(d)fd,

где

kn(d) =
∑
δ|nd

µ(dδ)µ(δ)

G(dδ)
.

В частности, если g(u) обладает свойством мультипликативности

g(a)g(b) = g(ab), то

G(n) = g(n)
∏
p/n

(1− g(p)−1), kn(d) =
µ(d)

G(d)

∑
δ/nd

µ(δ)2

G(δ)
=
µ(d)g(n)

g(d)G(n)
.
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Отсюда получаем

(f∗n, fm) =
g(n)

G(n)

∑
d/n

µ(d)

g(d)
g((d, m)) =

1, если (n, m) = 1,

0, если (n, m) > 1,
(4)

где g(n) — любая мультипликативная функция, для которой

G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . . ).

Таким образом, можно получить много арифметических тож-

деств, которые иначе получаются лишь из довольно сложных ком-

бинаторных соображений. Совершенно неформальные тождества по-

лучаем, если к предыдущим соображениям добавляются соображе-

ния полноты систем гильбертова пространства. На этом пути мне

удалось получить большое количество разнообразных арифметиче-

ских тождеств.

Укажу, опуская почти очевидное доказательство, следующий ре-

зультат: если ω(n) ≷ 0, ω(a)ω(b) = ω(ab),
∑∞
k=1 ω(k)2 < ∞, α1,

α2, α3, . . . есть ортонормированная система H, то f1, f2, f3, . . . ,

где fn = ω(n)−1
∑∞
k=1 ω(k)αkn, обладают Dg-свойством со значени-

ем g(u) =
σ

ω(n)2
, σ =

∑∞
k=1 ω(k)2.

Далее можно показать, что если α1, α2, α3, . . . образуют полную

систему H, то и ψ1, ψ2, . . . , ψn =
1√
G(n)

∑
d/n µ

(
n
d

)
fd образуют

полную систему H.

Закончим следующим замечанием.

Необходимое и достаточное условие для существования последо-

вательности, обладающей Dg-свойством, может быть дано в следу-
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ющей форме:

G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . . ).

Условие достаточно, ибо, если оно выполнено, последовательность

fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd (n = 1, 2, . . . ) обладает Dg-свойством, если ψ1,

ψ2, . . . — любая ортонормированная последовательность H. В самом

деле,

(fn, fm) =

∑
d/n

√
G(d)ψd,

∑
δ/m

√
G(δ)ψδ

 =

=
∑

d/(n,m)

G(d) = g((n, m)).

Оно необходимо, так как если f1, f2, . . . обладает Dg-свойством,

то
∑
d/n µ

(
n
d

)
g(d) = (γn, γn) > 0, где γn =

∑
d/n µ

(
n
d

)
fd.

Если G(n) — любая функция, причем G(n) > 0 (n = 1, 2, . . . ),

и элементы последовательностей f1, f2, . . . , ψ1, ψ2, . . . связаны со-

отношениями fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd, то ψ1, ψ2, . . . ортонормирова-

на тогда и только тогда, когда f1, f2, . . . обладает Dg-свойством с

g(n) =
∑
d/nG(d).
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ортонормированной системе и её связи с

теорией простых чисел

В результате моих исследований над приложением функциональ-

ного анализа к теории простых чисел я пришел к вопросу об ортого-

нализации системы θ1(x), θ2(x), θ3(x) в интервале (0, 1), где θn(x) =

= nx − [nx] − 1
2 . Возникшая при этом ортонормированная систе-

ма оказалась обладающей многими своеобразными и необычайными

арифметическими свойствами. Она связана разнообразными нитями

с вопросом о распределении простых чисел и с теорией обычной и

функциональной дзета-функции. Уже факт полноты этой системы

после ее расширения влечёт многообразные арифметические след-

ствия. То обстоятельство, что полнота некоторых функциональных

семейств влечёт теорему Hadamard’а из теории простых чисел, было

показано N. Wiener’ом при помощи его методов, связанных с рас-

смотрением интегралов Fourier. Связи между вопросами полноты си-

стем и вопросами арифметики вырисовываются в работе Einar Hill’а

и Otto Szasz’а [10].

Вопросы, рассмотренные здесь, отличны от указанных, но связа-

ны с ними. Рассмотрение изучаемой здесь казалось бы узко специ-

альной ортонормированной системы функций приводит к изучению

вопросов широкого и принципиального характера.

Пользуясь процессом ортогонализации по E. Schmidt’у, легко ви-
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деть, что ψ1(x), ψ2(x), . . . , где ψn(x) определяется формулой

ψn(x) =
1√

Γn−1 Γn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(θ1, θ1) (θ1, θ2) . . . (θ1, θn−1) θ1(x)

(θ2, θ1) (θ2, θ2) . . . (θ2, θn−1) θ2(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(θn, θ1) (θn, θ2) . . . (θn, θn−1) θn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)

и где Γm = |(θi, θk)|m — определитель Грама для системы

θ1(x), θ2(x), . . . , θm(x), образуют ортонормированную в интервале

(0, 1) систему, эквивалентную θ1(x), θ2(x), . . . . Здесь всюду (θi, θk)

определено как
1∫

0

θi(x)θk(x)dx.

Пользуясь формулой, доказанной в [15, vol. 2, theorem 484], имеем

(θn, θm) =
(n, m)2

12nm
(2)

для любых целых положительных n, m, где (n, m) — общий наи-

больший делитель чисел n, m.

Теперь очевидно, что

Γn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(θ1, θ1) (θ1, θ2) . . . (θ1, θn)

(θ2, θ1) (θ2, θ2) . . . (θ2, θn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(θn, θ1) (θn, θ2) . . . (θn, θn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

12n n!2
Dn,
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где положено

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1, 1)2 (1, 2)2 . . . (1, n)2

(2, 1)2 (2, 2)2 . . . (2, n)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 1)2 (n, 2)2 . . . (n, n)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3)

Определитель Dn, напоминающий известный определитель Smith’а,

может быть вычислен приемом, аналогичным способу, которым

обычно вычисляется этот последний. Здесь необходимо ввести ариф-

метическую функцию ϕ2(n), полагая

ϕ2(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
d2 = n2

∏
p/n

(
1− 1

p2

)
, (4)

где d пробегает все делители, а p — все простые делители числа n.

Как известно,

∑
d/n

ϕ2(d) = n2. (5)

Вводя в рассмотрение определители

An =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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Bn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ϕ2(1) a12 ϕ2(2) . . . a1n ϕ2(n)

a21 ϕ2(1) a22 ϕ2(2) . . . a2n ϕ2(n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 ϕ2(1) an2 ϕ2(2) . . . ann ϕ2(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где

aik =

 1, если k делится на i,

0, если k не делится на i.

Мы видим, что произведение i-й строки An на k-ю строку Bn равно

n∑
s=1

ais aks ϕ2(s) =
∑

d/(i, k)

ϕ2(d) = (i, k)2 [см. (5)].

Поэтому AnBn = Dn, откуда легко получаем

Dn = AnBn = A2
n ϕ2(1)ϕ2(2) . . . ϕ2(n) = ϕ2(1)ϕ2(2) . . . ϕ2(n).

Отсюда на основании (3) имеем

Γn =
1

12n n!2
ϕ2(1)ϕ2(2) . . . ϕ2(n). (6)

Вычислим также

D∗n(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1, 1)2 (1, 2)2 . . . (1, n− 1)2 x1

(2, 1)2 (2, 2)2 . . . (2, n− 1)2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 1)2 (n, 2)2 . . . (n, n− 1)2 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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равный, как легко убедиться, произведению A∗nB
∗
n, где

A∗n = A∗n(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1, n−1 x1

a21 a22 . . . a2, n−1 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an, n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

B∗n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ϕ2(1) a12 ϕ2(2) . . . a1, n−1 ϕ2(n− 1) 0

a21 ϕ2(1) a22 ϕ2(2) . . . a2, n−1 ϕ2(n− 1) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1, 1 ϕ2(1) an−1, 2 ϕ2(2) . . . an−1, n−1 ϕ2(n− 1) 0

0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

в чем убеждаемся, перемножая строки A∗n на строки B∗n и поль-

зуясь (5). Из очевидных соображений вытекает B∗n = ϕ2(1)ϕ2(2) . . .

. . . ϕ2(n− 1). Вычисление A∗n(x1, x2, . . . , xn) = α1 x1 + α2 x2 + . . .+

+ αn xn несколько сложнее. Очевидно, A∗n(a1i, a2i, . . . , ani) = 0 при

i = 1, 2, . . . , n− 1 и равно единице при i = n. Поэтому αi удовлетво-

ряют системе1 линейных уравнений

a11 y1 + a21 y2 + . . . + an1 yn = 0

a12 y1 + a22 y2 + . . . + an2 yn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1, n−1 y1 + a2, n−1 y2 + . . .+ an, n−1 yn = 0

a1,n y1 + a2, n y2 + . . . + an, n yn = 1


. (I)

1Система (I), определитель которой не равен нулю, не может иметь двух раз-

личных решений.
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Полагая y∗k = µ
(
n
k

)
(k = 1, 2, . . . , n), где µ(u) = 0 при u нецелом

и равно функции Мёбиуса от u при u целом, и учитывая известную

формулу

∑
d/m

µ(d) =

 0, если m > 1,

1, если m = 1,

мы видим, что y∗1 , y∗2 , . . . , y∗n также удовлетворяют системе (I). От-

сюда

αi = µ
(n
i

)
, A∗n =

n∑
k=1

µ
(n
k

)
xk =

n∑
k=1

µ
(n
d

)
xd,

D∗n(x1, x2, . . . , xn) =

= A∗nB
∗
n = ϕ2(1)ϕ2(2) . . . ϕ2(n− 1)

∑
d/n

µ
(n
d

)
xd. (7)

Сопоставляя (1), (6) и (7), имеем

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
dθd(x), (8)

откуда на основании известной теоремы обращения Мёбиуса

θn(x) = nx− [nx]− 1

2
=

1

n
√

12

∑
d/n

√
ϕ2(d)ψd(x). (9)

Нетрудно найти производящий ряд Дирихле для изучаемой здесь

ортонормированной системы ψ1(x), ψ2(x), . . . . Именно на основании

(8) или (9) при R(s) > 2 имеем

∞∑
n=1

√
ϕ2(n)ψn(x)

ns
=

√
12

ζ(s)

∞∑
n=1

nx− [nx]− 1
2

ns−1
, (10)
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где ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
— известная функция Римана.

Функция

χ
1
(s, x) =

∞∑
n=1

nx− [nx]− 1
2

ns
,

входящая в (10), была исследована Hecke [8] для случая, когда

x =
√
D (D — целое число).

Легко видеть, что

(θn, ψm) =

√
ϕ2(m)

n
√

12
an,m,

где

an,m =

 1, еслиm делится на n,

0, еслиm не делится на n.

Далее для ϑn(x), ϑ∗n(x), определяемых формулами

ϑn(x) = n
√

12 θn(x) =
∑
d/n

√
ϕ2(d)ψd(x),

ϑ∗n(x) =
∑
d/n

µ(d)√
ϕ2(d)

ψd(x),

очевидно имеем

(ϑn, ϑ
∗
n) =

 1, если (n, m) = 1,

0, если (n, m) > 1

 . (11)

Очевидно также, что

(ϑ∗n, ϑ
∗
m) =

Pm,n
ϕ2 (Pm,n)

, (12)
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где Pm,n — произведение всех различных простых чисел, входящих

в состав (m, n). Если Φ(x) — любая функция, имеющая интегриру-

емую в (0, 1) производную (Φ(0) = 0), то

(Φ′(x), θn(x)) =

1∫
0

(
nx− [nx]− 1

2

)
Φ′(x)dx =

=

1∫
0

(
nx− 1

2

)
Φ′(x)dx−

n−1∑
k=1

k

k+1
n∫
k
n

Φ′(x)dx =

=

n−1∑
k=1

Φ
(k
n

)
− n

1∫
0

Φ(x)dx+
1

2
Φ(1).

Отсюда видно, что ортогональность Φ′(x) ко всем θn(x) влечёт соот-

ношение ∑
k6n

′
Φ
(k
n

)
= n

1∫
0

Φ(t)dt,

где ∑
k6n

′
Φ
(k
n

)
=

n−1∑
k=1

Φ
(k
n

)
+

1

2
Φ(1)

для всех n, и наоборот. Отсюда легко видеть, что единица ортого-

нальна ко всем θn(x), и потому система ψ1(x), ψ2(x), . . . не будет

полной.

Построим ортонормированную систему, взяв в качестве исходной

θ∗n(x) = (nx− [nx])2 − (nx− [nx]) +
1

6
=

1

π2

∞∑
k=1

cos 2πnkx

k2
;

здесь

(θ∗n, θ
∗
m) =

1∫
0

θ∗n(x) θ∗m(x)dx =
(n, m)4

180n2m2
. (13)
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Определитель Грама Γ∗n = |(θ∗i θ∗k)|n равен
1

180n n!4
D∗n, где

D∗n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1, 1)4 (1, 2)4 . . . (1, n)4

(2, 1)4 (2, 2)4 . . . (2, n)4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 1)4 (n, 2)4 . . . (n, n)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычисления, полностью аналогичные предыдущим, показывают, что

ψ∗n(x) =
1√

Γ∗n−1 Γ∗n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(θ∗1 θ
∗
1) . . . (θ∗1 θ

∗
n−1) θ∗1(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(θ∗n θ
∗
1) . . . (θ∗n θ

∗
n−1) θ∗n(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
выражаются следующим образом:

ψ∗n(x) =

√
180√
ϕ4(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d2 θ∗d(x). (14)

Отсюда следует, что

θ∗n(x) = (nx− [nx])2 − (nx− [nx]) +
1

6
=

=
1

n2
√

180

∑
d/n

√
ϕ4(d)ψ∗d(x). (15)

Здесь

ϕ4(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
d4 = n4

(
1− 1

p4
1

)(
1− 1

p4
2

)
. . .
(

1− 1

p4
s

)
— функция, обладающая известным свойством:∑

d/n

ϕ4(d) = n4.
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Очевидно, далее, что при R(s) > 3

∞∑
n=1

ψ∗n(x)
√
ψ4(n)

ns
=

√
180

ζ(s)

∞∑
n=1

(nx− [nx])2 − (nx− [nx]) + 1
6

ns−2
. (16)

Можно показать, что система

ψ∗0(x), ψ∗1(x), ψ∗2(x), . . . ,

ψ1(x), ψ2(x), . . . (ψ∗0(x) = 1)

будет полной на L2(0, 1) и при этом ортонормальной, так как1

(ψi ψ2) = 0.

Функция

χ
2
(s, x) =

∞∑
n=1

(nx− [nx])2 − (nx− [nx]) + 1
6

ns

и, общее,

χr(s, x) =

∞∑
n=1

Br (nx− [nx])

ns
,

где Br(t) — полином Бернулли, есть обобщённая функция Hecke,

исследованная Behnke [1, 2] в связи с теорией диофантовых аппрок-

симаций.

Пользуясь предыдущим выражением для (Φ′, θn) и формулой

(8), легко найти коэффициенты Фурье для Φ′(x) по системе ψ1(x),

ψ2(x), . . . . Именно

an = (Φ′, ψn) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
{∑
k6d

′
Φ
(k
d

)
− d

1∫
0

Φ(t)dt
}

(17)

1В самом деле, (θn θ∗m) = 0, так как θn(x) θ∗m(x) = − θn (1 − x) θ∗m (1 − x), а

ψ′, ψ∗ — линейные комбинации соответственно θ, θ∗.
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или

an =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d

d∑
k=1

Φ
(k
d

)
−
√

3
ϕ(n)√
ϕ2(n)

Φ(1)−

−
√

12ϕ2(n)

1∫
0

Φ(t)dt. (18)

Равенство Парсеваля здесь имеет вид

12

∞∑
n=1

1

ϕ2(n)

{∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(∑
k6d

′
Φ
(k
d

)
− d

1∫
0

Φ(t)dt
)}2

=

=

1∫
0

Φ′(t)2dt. (19)

Оно является неистощимым источником получения разнообразней-

ших арифметических тождеств, содержащих бесконечные ряды и

бесконечные произведения, распространённые на простые числа. Ко-

нечно, равенство (19) справедливо для тех и только тех Φ(x), для

которых Φ′(x) аппроксимируема полиномами вида
N∑
i=1

ci ψi(x).

Для Φ′′(x) (Φ′(0) = 0, Φ(0) = 0) имеем

1∫
0

Φ′′(t) θ∗n(t)dt =

1∫
0

θ∗n(t) dΦ′(t) =
1

6
Φ′(1)− 2n

1∫
0

θn(t) Φ′(t)dt =

= − 2n
∑
k6n

′
Φ
(k
n

)
+ 2n2

1∫
0

Φ(t)dt+
1

6
Φ′(1).
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Для a∗n =

1∫
0

Φ′′(t)ψ∗n(t)dt на основании (14) имеем

a∗n =

√
180√
ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d2
(
− 2d

∑
k6d

′
Φ
(k
d

)
+

+2d2

1∫
0

Φ(t)dt+
1

6
Φ′(1)

)
. (20)

Очевидно, ψ∗0(x) = 1 ортогональна ко всем ψn(x), ψ∗n(x) (n =

= 1, 2, . . .). Дополнительно имеем

a∗ =

1∫
0

Φ′′(t)dt = Φ′(1).

Равенство (19) для Φ(t) = 1− cos 2πt дает

∏
p

(
1− 1

p2

)
=

6

π2
.

Таким образом, на основании известных из теории чисел фак-

тов, sin 2πx удовлетворяет равенству Парсеваля, и поэтому sin 2πx

аппроксимируется функциями ψn(x), т.е. для любого ε > 0 можно

найти ci, N так, что

1∫
0

(
sin 2πx−

N∑
i=1

ci ψi(x)
)2

dx < ε.

Следовательно,

1∫
0

[
sin 2πmx−

N∑
i=1

ci ψi(mx)
]2
dx < ε,
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где m — любое данное целое положительное число. Но так как на ос-

новании формул (8) и (9) и очевидного соотношения θr(sx) = θr s(x),

ψk(mx) выражаются линейно через ψl(x), то

1∫
0

[
sin 2πmx−

N m∑
i=1

c′i ψi(x)
]2
dx < ε.

Отсюда вытекает, что все функции sin 2πx, sin 4πx, sin 6πx, . . . ап-

проксимируемы в смысле метрики L2(0, 1) функциями ψn(x). Легко

также показать, что равенство Парсеваля
1∫

0

Φ(t)2dt =

∞∑
n=1

(Φ, ψ∗n)2

выполняется для Φ(t) = cos 2πt, так как оно легко сводится к извест-

ному соотношению
∏
p

(
1− 1

p4

)
=

90

π4
, и отсюда, аналогично преды-

дущему, следует, что cos 2πmx аппроксимируем полиномами вида
N∑
i=0

ci ψ
∗
i (x). Но всякая функция с суммируемым квадратом аппрок-

симируема через sin 2πmx, cos 2πmx (m = 0, 1, 2, . . .), а эти послед-

ние по доказанному здесь аппроксимируемы функциями ψn(x),

ψ∗n(x), и поэтому общее равенство Парсеваля

1∫
0

Φ′′(t)2dt = Φ′(1)2 + 12

∞∑
n=1

1

ϕ2(n)
×

×
{∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(∑
k6d

′
Φ′
(k
d

)
− dΦ′(1)

)}2

+

+180

∞∑
n=1

1

ϕ4(n)

{∑
d/n

µ
(n
d

)
d2
(

2d
∑
k6d

′
Φ
(k
d

)
− 2d2

1∫
0

Φ(t)dt−

−1

6
Φ′(1)

)}2

(Φ(0) = Φ′(0) = 0) (21)

можно считать доказанным.
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Исключительный интерес представляет выяснение вопроса о за-

конности разложения функций f(x) в ряд Фурье

a0 +

∞∑
n=1

(an ψn(x) + bn ψ
∗
n(x)),

т.е. вопроса о сходимости его в обычном смысле слова к f(x). Од-

нако эти вопросы, по-видимому, очень трудны и связаны с тонкими

проблемами теории диофантовых приближений.

Значительные обобщения изложенных результатов получим пу-

тем ортонормирования функций θn; k(x), где

θn; 2k(x) = B2k (nx− [nx]) = (−1)k−1 2 · (2k)!

(2π)2k

∞∑
m=1

cos 2πnmx

m2k
,

θn; 2k+1(x) = B2k+1 (nx− [nx]) = (−1)k−1 2 · (2k + 1)!

(2π)2k+1

∞∑
m=1

sin 2πnmx

m2k+1
,

на основе формулы

1∫
0

Br (nx− [nx])Br (mx− [mx])dx = 2
r!2

(2r)!
|B2r|

(n, m)2r

nrmr
,

где Br(t) — r-й полином Бернулли, B2r — 2r-е бернуллиево число.

Для соответствующих ψn; k(x) имеем

ψn; k(x) =
1√

2 k!2

(2k)! |B2k|

1√
ϕ2k(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
dk Bk (dx− [dx]), (22)

θn; k(x) = Bk (nk − [nx]) =

√
2
k!2

(2k)!
|B2k|

1

nk

∑
d/n

√
ϕ2k(d)ψd, k(x),

(23)
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где

ϕ2k(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
d2k.

Легко доказать полноту ортонормированной системы

1, ψ1; k, ψ2; k, . . . , ψ1; k+1, ψ1; k+2, . . . ,

сводящейся при k = 1 к рассмотренной выше, и получить новые раз-

нообразные тождества из соответствующего равенства Парсеваля.

Легко также доказать следующую формулу:

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

dϕ
(n
d

)
{xϕ(d)− ϕ(dx, d)} − 1

2

√
12√

ϕ2(n)
ϕ(n),

(24)

где ϕ(m, n) — число чисел, не превосходящих m и взаимно простых

n, и аналогичные формулы для ψ∗n(x).

Из этой формулы легко получить следующие выражения для

производящей функции ψn(x):

∞∑
n=1

ψn(x)
√
ϕ2(n)

ns
=
√

12

∞∑
n=1

ϕ(n)

ns

∞∑
n=1

xϕ(n)− ϕ(nx, n)− 1
2 δ

n
1

ns−1
, (25)

где δn1 = 0, если n > 1, и δ1
1 = 1 и

∞∑
n=1

ψn(x)
√
ϕ2(n)

ns
=
√

12

∞∑
n=1

ϕ(n)

ns

(
− 1

2
+

1

s− 1

∞∫
0

M(u, x)

us
du
)
,

(26)

где

M(u, x) = xN(u)−N(u, x),
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а N(u) — число всех несократимых дробей сегмента (0, 1) со зна-

менателями, не превосходящими u; N(u, x) — число таких дробей в

сегменте (0, x).

Связь рассматриваемых здесь вопросов с распределением чисел

Farey и, следовательно1, с гипотезой Римана становится очевидной.

1Landau E. Loc. cit.



12. Пространство Гильберта

и теория чисел

(Представлено академиком И. М. Виноградовым)

В работе излагается новый аналитический метод теории чисел,

основанный на рассмотрении гильбертова пространства.

§ 1

Во всей работе µ(n) означает известную арифметическую функ-

цию Мёбиуса, обладающую свойством

∑
d/n

µ(d) =

 1, если n = 1,

0, если n > 1;

(n, m) — общий наибольший делитель n и m,
∑
d/n

означает, что сум-

мирование распространено по всем делителям n.

Согласно известному принципу обращения Мёбиуса из соотно-

шений an =
∑
d/n

bd (n = 1, 2, 3, . . .) следует bn =
∑
d/n

µ
(n
d

)
ad (n =

= 1, 2, 3, . . .) и наоборот. Большую роль в дальнейшем будет играть

следующая

ЛЕММА 1. Если k < n, f(u) — любая функция, определенная

для всех положительных u, то

∑
d/n

µ
(n
d

)
f((d, k)) = 0. (1)

Для доказательства этой леммы введем операции S, S′, A, B, E,

определенные на множестве Φ всех функций от целого аргумента,
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задав их следующим образом:

Sf(n) =
∑
d/n

f(d), S′f(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
f(d), Af(n) = f((n, N)),

Bf(n) = ε
(N
n

)
f(n), Ef(n) = f(n),

где ε(u) = 1, если u — целое число, и ε(u) = 0 — в противном случае

и где N — заданное число.

Согласно принципу обращения Мёбиуса SS′ = S′S = E. Кроме

того,

SB f(n) = Sε

(
N

n

)
f(n) =

∑
d/n

ε

(
N

d

)
f(d) =

∑
d/n
d/N

f(d) =

=
∑

d/(n,N)

f(d) = AS f(n),

SB = AS, B = S−1AS, BS−1 = S−1A.

Далее

S−1Af(n) = S−1f((n, N)) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
f((d, N)) =

= BS−1 f(n) = ε

(
N

n

)
S−1 f(n).

Полагая N = k < n и учитывая, что ε

(
k

n

)
= 0, сразу получаем

требуемый результат.

Лемму 1 можно доказать и иначе, установив, что
∑
d/n

(d, k)=δ

µ
(n
d

)
=

= 0 при k < n и приняв во внимание, что∑
d/n

µ
(n
d

)
f((d, k)) =

∑
δ

f(δ)
∑
d/n

(d, k)=δ

µ
(n
d

)
.



12. Пространство Гильберта и теория чисел 131

Смысл леммы 1 состоит в том, что в сумме
∑
d/n

µ
(n
d

)
, при k < n,

отдельные подсуммы, соответствующие условиям (d, k) = δ, равны

нулю.

§ 2

Рассмотрим абстрактно заданное гильбертово пространство H в ак-

сиоматической форме Стона — Неймана [42].

Последовательность f1, f2, f3, . . . элементов H назовем обладаю-

щей D-свойством, точнее, Dg-свойством, если (fn, fm) = g((n, m)),

где g(n) — данная функция целого положительного аргумента.

Если последовательность f1, f2, f3, . . . обладает D-свойством,

то последовательность γ1, γ2, γ3, . . ., где γn =
∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, орто-

гональна.

В самом деле, если k < n,

(γn, fk) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, fk

 =
∑
d/n

µ
(n
d

)
(fd, fk) =

=
∑
d/n

µ
(n
d

)
g((d, k)) = 0,

как это следует из леммы 1, и (γn, γm) = 0 при m < n, так как

γm — линейная комбинация из fk (k 6 m < n). Точно так же и

(γn, γm) = (γn, γm) = 0 при m > n.
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Далее

(γn, γn) =

γn,∑
d/n

µ
(n
d

)
fd

 = (γn, fn) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, fn

 =

=
∑
d/n

µ
(n
d

)
(fd, fn) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
g((d, n)) =

=
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d).

Отсюда видно, что g(u) не может быть совсем произвольной, так

как
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) = (γn, γn) > 0. Условие

∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n =

= 1, 2, 3, . . .), таким образом, необходимо для существования после-

довательности f1, f2, f3, . . ., обладающей Dg-свойством, но оно и до-

статочно, так как если G(n) =
∑
d/n

µ
(
n
d

)
g(d) > 0, то последователь-

ность f1, f2, f3, . . ., где fn =
∑
d/n

√
G(d)αd, а α1, α2, α3, . . . — любая

ортонормированная последовательность H, обладает Dg-свойством.

В самом деле,

(fn, fm) =

∑
d/n

√
G(d)αd,

∑
δ/m

√
G(δ)αδ

 =
∑

d/(n,m)

G(d) = g((n,m)).

Здесь G(n) =
∑
d/n

µ
(
n
d

)
g(d) по определению G(n), а g(n) =

∑
d/n

G(d)

следует отсюда по принципу обращения Мёбиуса.

Таким образом, условие, необходимое и достаточное для того,

чтобы существовала последовательность f1, f2, f3, . . ., обладающая

Dg-свойством, состоит в сильной неотрицательности g(n), т.е. в том,

что g(n) получается путем суммирования некоторой неотрицатель-

ной функции G(n) по делителям.
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Если

G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . .),

то последовательность γ1, γ2, γ3, . . . можно нормировать, и мы по-

лучаем ортонормированную последовательность ψ1, ψ2, ψ3, . . ., где

ψn =
1√
G(n)

γn

или

ψn =
1√
G(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd. (2)

Отсюда по принципу обращения Мёбиуса следует:

fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd. (3)

Таким образом, если последовательность f1, f2, f3, . . . облада-

ет Dg-свойством, то ψ1, ψ2, ψ3, . . . , где ψn задано любой из двух

эквивалентных формул (2) или (3) и G(n) =
∑
d/n

g(d), есть орто-

нормированная последовательность. Если ψ1, ψ2, ψ3, . . . задана как

произвольная ортонормированная последовательность H и G(n) —

как произвольная неотрицательная функция целого аргумента, то

f1, f2, f3, . . ., где fn определено формулой (3), обладает Dg-свойст-

вом со значением g(n) =
∑
d/n

G(d). В самом деле, тогда, как было

указано выше,

(fn, fm) =

∑
d/n

√
G(d)ψd,

∑
δ/m

√
G(δ)ψδ

 =
∑

d/(n,m)

G(d) = g((n,m)).

Таким образом,
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ТЕОРЕМА 1. Условие, необходимое и достаточное для то-

го, чтобы в H существовала последовательность, обладающая Dg-

свойством, состоит в том, что g(n) удовлетворяет соотношению∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) ≥ 0 (n = 1, 2, 3, . . .).

ТЕОРЕМА 2. Если элементы двух последовательностей

f1, f2, f3, . . . и ψ1, ψ2, ψ3, . . . гильбертова пространства связаны

соотношениями

fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd (n = 1, 2, 3, . . .),

где G(n) — любая положительная функция целого аргумента, то

ψ1, ψ2, ψ3, . . . ортонормирована тогда и только тогда, когда f1, f2,

f3, . . . обладают Dg-свойством со значением g(n) =
∑
d/n

G(d).

Интересно, что для последовательностей, обладающих D-свойст-

вом, процесс ортогонализации по Шмидту (E. Schmidt) совпадает с

процессом обращения по Мёбиусу, т.е. происходит совпадение одно-

го из важнейших процессов анализа с одним из важнейших процес-

сов теории чисел. Это обстоятельство связано с тем, что в любом

определителе |aik|, в котором элементы зависят только от общего

наибольшего делителя индексов aik = g((i, k)), адъюнкты элементов

последнего столбца An1, An2, An3, . . . Ann пропорциональны числам

µ
(
n
1

)
, µ

(
n
2

)
, . . . , µ

(
n
n

)
; при u нецелом мы полагаем µ(u) равным

нулю.

Возникает вопрос: каковы должны быть f1, f2, f3, . . ., чтобы

γn =
∑
d/n

µ
(
n
d

)
fd образовали ортогональную последовательность?

Предполагая f1, f2, f3, . . . линейно независимыми, находим, что
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(γn, γn) = G(n) > 0, ψn = 1√
G(n)

∑
d/n

µ
(
n
d

)
fd ортонормированы, а

fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd, как мы видели выше, образуют последователь-

ность, обладающую D-свойством. Таким образом, возможность ор-

тогонализации путем инверсии Мёбиуса есть характерное свойство

последовательностей, обладающих D-свойством, что в свою очередь

связано с тем, что симметрическая функция g(i, k) зависит только

от общего наибольшего делителя своих аргументов, g(i, k) = g((i, k)),

тогда и только тогда, когда
∑
d/n

µ
(
n
d

)
g(d, k) = 0 при всех n > 1 и для

всякого k < n.

Таким образом, лемма 1 допускает обращение.

Особое значение приобретает указанная в теореме 2 взаимосвязь

между D-свойством и ортонормированностью благодаря возможно-

сти построения последовательностей из H, обладающих D-свойст-

вом, — построения, основанного на других соображениях, чем те,

которые были указаны выше и базирующиеся на простом арифмети-

ческом принципе наложения двух арифметических прогрессий. Это

построение дано следующей теоремой 3.

ТЕОРЕМА 3. Если дана комплекснозначная функция ω(n),

обладающая свойством ω(a)ω(b) = ω(ab), и
∞∑
k=1

|ω(k)|2 < ∞, и ор-

тонормированная последовательность α1, α2, α3, . . . элементов H,

то f1, f2, f3, . . . (fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn) обладает Dg-свойством,

причем

g(n) =
σ

|ω(n)|2
, σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2.
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В самом деле,

(fn, fm) =

(
ω(n)−1

∞∑
k=1

ω(k)αkn, ω(m)−1
∞∑
l=1

ω(l)αlm

)
=

=

ω(n)−1
∑

k≡0 (modn)

ω

(
k

n

)
αk, ω(m)−1

∑
l≡0 (modm)

ω

(
l

m

)
αl

 =

= ω(n)−1ω(m)−1
∑

k≡0 (mod [n,m])

ω

(
k

n

)
ω

(
k

m

)
=

= |ω(n)|−2|ω(m)|−2
∑

k≡0 (mod [n,m])

|ω(k)|2 =

= σ|ω(n)|−2|ω(m)|−2|ω([n,m])|2 =
σ

|ω((n,m))|2
.

Объединяя теоремы 2 и 3, получаем теорему 4.

ТЕОРЕМА 4. Если α1, α2, α3, . . . — ортонормированная по-

следовательность в H, ω(n) 6= 0 (n = 1, 2, 3, . . .), ω(ab) = ω(a)ω(b),

σ =
∞∑
k=1

|ω(k)|2 <∞, то

ψn = (σΩ(n))−
1
2

∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

ω(k)αkd (4)

образуют ортонормированную последовательность H, где

Ω(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
|ω(d)|−2 = |ω(d)|−2

∏
p/n

(1− |ω(p)|2).

Для дальнейшего важна следующая

ТЕОРЕМА 5. Если α1, α2, α3, . . . — ортонормированная си-

стема, полная для подпространства H ′ пространства H, то ψ1,

ψ2, ψ3, . . ., где ψn определены формулами (4), также образуют пол-

ную систему H ′.
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Очевидно, что ψn принадлежат H ′. Поэтому подпространство

H ′′, порожденное ψ1, ψ2, ψ3, . . ., входит в H ′. Нужно показать, что

оно совпадает с H ′. Для этого достаточно показать, что αn ∈ H ′′.

Вхождение αn вH ′′ характеризуется наличием равенства Парсеваля:

(αn, αn) =
∞∑
k=1

|(αn, ψk)|2.

Проверим равенство

(α1, α1) = 1 =

∞∑
k=1

|(α1, ψk)|2.

Очевидно, что

(α1, ψk) =
µ(k)√
σΩ(k)

.

Но
∞∑
k=0

|(α1, ψk)|2 = σ−1
∞∑
k=1

µ(k)2

Ω(k)
= σ−1

∏
p

(
1 +

1

Ω(p)

)
=

= σ−1
∏
p

(1− |ω(p)|2)−1 = σ−1σ = 1.

Здесь двукратно использован известный в теории чисел приём

преобразования бесконечных рядов, распространенных на все це-

лые числа, в бесконечные произведения, распространённые на все

простые числа, и очевидное свойство Ω(n): Ω(a)Ω(b) = Ω(ab), если

(a, b) = 1 [37, с. 25].

Таким образом, α1 аппроксимируемо при помощи линейных ком-

бинаций из ψn, а следовательно, при помощи линейных комбинаций

из fn, так как ψn = (G(n))−
1
2

∑
d/n

µ
(
n
d

)
fd, т.е. для любого ε > 0 можно

указать N , c1, c2, . . . , cN , так что ‖α1− c1f1− c2f2− . . .− cNfN‖ < ε.

Введем в H ′ линейные операторы L1, L2, L3, . . ., где Ln превра-

щает
∞∑
k=1

akαk в
∞∑
k=1

akαkn. Очевидно, что все операторы Ln изомет-

ричны, т.е. ‖Lnβ‖ = ‖β‖.
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Далее очевидно, что

Ln

(
α1 −

N∑
k=1

ckfk

)
= αn −

Nn∑
k=1

c′kfk.

Поэтому ∥∥∥∥∥αn −
Nn∑
k=1

c′kfk

∥∥∥∥∥ < ε.

Но все fk выражаются через ψ по формулам (3), и поэтому∥∥∥∥∥αn −
Nn∑
k=1

c′′kψk

∥∥∥∥∥ < ε.

Таким образом, αn аппроксимируемо полиномами вида
∑
ckψk и

поэтому входит вH ′′. Все αn входят вH ′′, а следовательно,H ′′ = H ′.

Прямая проверка равенства 1 = (αn, αn) =
∞∑
k=1

|(αn, ψk)|2 при лю-

бом n приводят к большим сложностям арифметического характера.

В качестве ω(k) проще всего взять ω(k) = k−s, где Re(s) > 1
2 . Мы

видим, что процесс образования сумм
∞∑
k=1

αkn
ks , в котором казалось

бы нет ничего арифметического, вызывает появление арифметики в

виде D-свойства, а ортонормирование образующейся последователь-

ности усугубляет арифметику, вызывая появление функции Мёби-

уса1.

Бесконечная матрица

‖cik‖, где cik = (ψi, αk) =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
|ω(d)|−2,

1Конечно, известно, что общий принцип обращения рядов позволяет выра-

зить an через bn, если bn =
∞∑
k=1

akn, но развитый здесь метод даёт возможность

указать, кроме этого известного «векторного» обращения, также скалярное об-

ращение.
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осуществляющая переход от одной полной ортонормированной си-

стемы пространства H ′ к другой, очевидно, унитарна.

Таким образом, в гильбертовом пространстве мы обнаруживаем

бесчисленное множество арифметических вращений.

Можно указать варианты указанного выше метода построения

ортонормированных систем. Если fn определены для всех значений

индекса n, взаимно простых с данными N , и если (fn, fm) =

= g((n,m)), то

ψn =
1√
G(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, где G(n) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d), (n,N) = 1,

образуют ортонормированную последовательность. Далее, если αn

(n пробегают все значения 1, 2, 3, . . .) образуют ортонормированную

последовательность H и ω(n) обладает указанными ранее свойства-

ми, то fn = ω(n)−1
∑

(k,N)=1

ω(k)αkn обладают свойством (fn, fm) =

= g((n,m)) при (n,N) = 1, (m,N) = 1, где g(n) = σ
|ω(n)|2 , σ =

=
∑

(k,N)=1

|ω(n)|2. Здесь все индексы взаимно просты с N .

Положим fn = f
(1)
n и определим f

(q)
n по формуле

f (q)
n = ω(n)−1

∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)αknq,

где (n,N) = 1, q — любое простое число, все простые делители кото-

рого входят в N . Очевидно, (f
(q)
n , f

(q)
m ) = g((n,m)), где, как и выше,

g(n) =
σ

|ω(n)|2
, σ =

∑
(k,N)=1

|ω(k)|2.
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Полагая

ψ(q)
n =

1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
f

(q)
d , Ω(n) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
|ω(d)|−2 =

= |ω(n)|−2
∏
p/n

(1− |ω(d)|2),

получим ортонормированную систему ψ(q)
n , где верхний индекс про-

бегает все числа, не содержащие простых делителей, отличных от

тех, которые входят в N , а нижний индекс пробегает все числа, вза-

имно простые с N .

Теорема о полноте может быть доказана совершенно аналогично

предыдущему и поэтому ясно, что ψ(q)
n при данном q и переменном

n образуют систему, порождающую то же пространство, что и αnq

(n,N) = 1 1.

Другой вариант получим, определяя fn по формуле

fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αk2n2 .

Тогда (fn, fm) = g((n,m)), где g(n) = σ
|ω(n)|2 , σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2. Полагая

f
(Q)
n = ω(n)−1

∞∑
k=1

ω(k)αk2n2Q, где Q — любое бесквадратное число,

т.е. такое, что µ(Q) 6= 0, также имеем (f
(Q)
n , f

(Q)
m ) = g((n,m)), где

g(u) = σ
|ω(u)|2 , σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2. Очевидно далее, что (f
(Q1)
n , f

(Q2)
m ) = 0,

если Q1 6= Q2. Полагая ψ
(Q)
n = 1√

G(n)

∑
d/n

µ
(
n
d

)
f

(Q)
d , где n — любое

целое, Q — любое бесквадратное число, легко убеждаемся в том, что

ψ
(Q)
n образуют ортонормированную систему. Можно также показать,

что ψ(Q)
n полна на подпространстве, порожденном α1, α2, α3, . . . .

1Этот способ построения ортонормированных систем будем в дальнейшем на-

зывать первым вариантом.
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В первом из рассмотренных вариантов условия ω(n) 6= 0 могут

и не соблюдаться при (n,N) > 1, так как рассматриваются толь-

ко значения ω(n) при (n,N) = 1. В частности, можно положить

ω(n) = χ(n)
nz , где Re(z) > 1

2 , χ(n) — характер Дирихле по модулю

N . Тогда

σ =

∞∑
n=1

|χ(n)|
n2s

, s = Re(z)

и

Ω(n) = n2s
∏
p/n

(
1− 1

p2s

)
= ϕ2s(n), f (q)

n = χ(n)nz
∞∑
k=1

χ(k)

kz
αknq,

ψ(q)
n =

ns

ϕ2s(n)
√
ζ(2s)

∑
d/n

µ
(n
d

)
f

(q)
d (s = Re(z)), (5)

где n пробегает все числа, взаимно простые с N , q — все числа, не

содержащие простых чисел, не входящих в N , образуют ортонорми-

рованную систему, эквивалентную с α1, α2, α3, . . . .

По поводу первого варианта можно сделать ещё следующее заме-

чание. Обычно нам удаётся в конкретных случаях просуммировать

(т.е. представить в сжатой аналитической форме) непосредственно

не fn =
∞∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)αkn, а f ′ =
∞∑
k=1

ω(k)αk. Но легко видеть, что

f1 =
∑
d/n

µ(d)ω(d)Ldf
′

и потому

f (q)
n = ω(n)−1Lnqf1 = ω(n)−1

∑
d/N

µ(d)ω(d)Lnqdf
′. (6)

Когда H конкретизировано, как L2(0, 1), и в качестве α1, α2,

α3, . . . взяты αn(x) =
√

2 sin 2πnx, операция Ln означает замену
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f(x) на f(nx). Теорема 4 показывает, что мы можем, имея одну ор-

тонормированную последовательность, построить бесчисленное мно-

жество ортонормированных последовательностей, пользуясь произ-

вольной мультипликативной, нигде не равной нулю функцией с схо-

дящейся суммой квадратов модулей всех ее частных значений.

Самый переход от старой системы α1, α2, α3, . . . к новой ψ1, ψ2,

ψ3, . . . совершается при помощи унитарного преобразования с мат-

рицей ‖cik‖, где

cik = (ψi, αk) =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
|ω(d)|−2,

унитарность которого видна только на основе теоретико-числовых

соображений.

Само собой разумеется, новым здесь оказывается не тот давно

известный факт, что переход от одной ортонормированной системы

гильбертова пространства к другой будет унитарным преобразова-

нием, связанным с унитарной матрицей, а совершенно не очевидный

a priori факт существования в гильбертовом пространстве бесчис-

ленного множества арифметически охарактеризованных вращений.

Этот факт порождает так много арифметических соотношений меж-

ду элементами гильбертова пространства, что можно говорить об

арифметике гильбертова пространства. Уже перенумерация после-

довательности α1, α2, α3, . . . в теореме 4 порождает новые примеры

в конкретных функциональных случаях. Сопоставляя формулы

ψn =
1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, ψi =

∞∑
k=1

cikαk, fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn

и учитывая невырожденность унитарной матрицы ‖cik‖, мы видим,
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что если последовательность α1, α2, α3, . . . пробегает1 все ортонор-

мированные последовательности H, ψ1, ψ2, ψ3, . . . также пробегают

все ортонормированные последовательности H, то f1, f2, f3, . . ., со-

гласно теореме 2, дают все последовательности H, обладающие Dg-

свойством со значением g(n) = σ
|ω(n)|2 . Таким образом, если для лю-

бой g(n), для которой G(n) =
∑
d/n

µ
(
n
d

)
g(d) ≥ 0 (n = 1, 2, 3, . . .),

можно указать общий способ получения всех последовательностей,

обладающих Dg-свойством, состоящим в том, что в формулу fn =

=
∑
d/n

√
(G(d)ψd в качестве ψ1, ψ2, ψ3, . . . подставляются всевозмож-

ные ортонормированные последовательности H, для частного слу-

чая g(n) = |ω(n)|−2 можно указать дополнительно еще также все-

общий (т.е. охватывающий все последовательности с Dg-свойством)

способ, состоящий в том, что в формулах fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn

в качестве α1, α2, α3, . . . берутся всевозможные ортонормированные

последовательности H. Второй способ относится к случаю g(n), удо-

влетворяющему условиям

g(ab) = g(a)g(b), g(n) > 0,

∞∑
k=1

g(k)−1 <∞.

Для случая g(n), не удовлетворяющего этим условиям, не удалось

найти способ построения, кроме общего метода, данного теоремой 2.

Очевидно, что существование двух различных методов построе-

ния систем, обладающих Dg-свойством, позволяет построить новые

ортонормированные системы из любой заданной. Теперь мы видим,

что теорема 3 имеет обратную теорему.

1ω(n) и, следовательно, cik предполагаются фиксированными.
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ТЕОРЕМА 6. Если последовательность f1, f2, f3, . . . облада-

ет Dg-свойством, причем

g(n) > 0, g(ab) = g(a)g(b), σ =

∞∑
k=1

g(k)−1 <∞,

то существует ортонормированная последовательность α1, α2,

α3, . . ., такая что

fn =
ω(n)−1

√
σ

∞∑
k=1

ω(k)αkn,

где

ω(n) = g(n)−
1
2 , σ =

∞∑
k=1

ω(k)2 =

∞∑
k=1

g(k)−1.

Сама же последовательность α1, α2, α3, . . . может быть найдена

следующим образом: находим ψn по формуле

ψn =
1√
G(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd,

затем α по формулам

αn =

∞∑
k=1

(αn, ψk)ψk =

∞∑
k=1

cknψk,

ckn =
ω(n)√
σΩ(k)

∑
d/(n, k)

µ

(
k

d

)
ω(d)−2, Ω(n) = ω(n)−2

∏
p/n

(1− ω(p)2).

В силу известного факта выражение ‖f −
N∑
k=1

akψk‖ принимает

наименьшее значение при ak = (f, ψk). В частности, ‖α1 −
N∑
k=1

akψk‖

принимает наименьшее значение при ak = µ(k)√
σΩ(k)

. Но ψn = 1√
σΩ(n)

×

×
∑
d/n

µ
(
n
d

)
fd, и, следовательно, справедлива
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ТЕОРЕМА 7. Наименьшее значение ‖α1 −
N∑
k=1

bkfk‖ достига-

ется при

bk = cNk =

[Nk ]∑
l=1

µ(lk)µ(l)

σΩ(lk)
=

µ(k)

σΩ(k)

[Nk ]∑
l=1

(l,k)=1

µ(l)2

Ω(l)
.

Скалярное произведение любых двух элементов f , g

f =

∞∑
k=1

akαk, g =

∞∑
k=1

bkαk,

∞∑
k=1

|ak|2 <∞,
∞∑
k=1

|bk|2 <∞

пространства H ′, порождённого данной ортонормированной систе-

мой α1, α2, α3, . . ., может быть дано в двух различных формах:

(f, g) =

∞∑
k=1

akbk, (f, g) =

∞∑
k=1

(f, ψn)(g, ψn),

где

ψn =
1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, fn = ω(n)−1

∞∑
k=1

ω(k)αkn,

Ω(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
|ω(d)|−2 = |ω(n)|−2

∏
p/n

(1− |ω(p)|2), σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2

и где ω(n) 6= 0 — любая мультипликативная функция, для которой
∞∑
k=1

|ω(k)|2 <∞.

(f, ψn) =
1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
(f, fd) =

=
1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

ω(k)akd
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и аналогично

(g, ψn) =
1√
σΩ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

ω(k)bkd.

Из сопоставления этих двух форм получим тождество

∞∑
k=1

akbk = σ−1
∞∑
n=1

Ω(n)−1

∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

ω(k)akd

×
×

∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

ω(k)bkd

 ,

(7)

где ak и bk — любые последовательности со сходящейся суммой квад-

ратов модулей, ω(n) 6= 0 — любая функция, для которой

ω(ab) = ω(a)ω(b),

∞∑
k=1

|ω(k)|2 <∞

и где

Ω(n) = |ω(n)|−2
∏
p/n

(1− |ω(p)|2).

Полагая

ω(n) = n−z, s = Re(z) >
1

2
, Ω(n) = ϕ2s(n) = n2s

∏
p/n

(1− p−2s),

σ =

∞∑
k=1

∣∣∣∣ 1

nz

∣∣∣∣2 = ζ(2s),

получим, в частности,

ζ(2s)

∞∑
k=1

akbk =

∞∑
k=1

ϕ2s(n)−1

∑
d/n

µ
(n
d

)
dz
∞∑
k=1

k−zakd

×
×

∑
d/n

µ
(n
d

)
dz
∞∑
k=1

k−zbkd

 .

(8)
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Очевидно, что тождество (7) выражает факт инвариантности

скалярного произведения двух произвольных элементов простран-

ства H ′ при вращении H ′, реализуемого матрицей ‖(ψi, αk)‖ = ‖cik‖,

где

cik =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
|ω(d)|−2,

и тождество (7) представляет другое выражение факта унитарности

матрицы ‖cik‖ — факт, который столь же трудно доказуем из каких-

либо иных выражений, отличных от приведенных выше.

Подставляя в (8) z = s
2 (s > 1), находим

ζ(s)

∞∑
k=1

akbk =

∞∑
n=1

ϕs(n)−1

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
s
2

∞∑
k=1

k−
s
2 akd

×
×

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
s
2

∞∑
k=1

k−
s
2 bkd

 . (9)

Пользуясь первым вариантом и вводя в пространстве h, порожден-

ном всеми теми αn, у которых (n,N) = 1, эквивалентную систему

ψ
(1)
n , рассматривая также скалярное произведение любых f , g из h

f =

∞∑
k=1

(k,N)=1

akαk, g =

∞∑
k=1

(k,N)=1

bkαk,
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получаем следующее тождество:

∞∑
k=1

(k,N)=1

akbk =

= σ−1
∞∑
n=1

(n,N)=1

Ω(n)−1


∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)akd

×

×


∑
d/n

µ
(n
d

)
ω(d)−1

∞∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)bkd

 ,

(10)

где ω(n) — любая мультипликативная функция, определенная для

всех n, взаимно простых с данным N ,

σ =

∞∑
k=1

(k,N)=1

|ω(k)|2 <∞, ω(n) 6= 0 при (n,N) = 1,

Ω(n) = |ω(n)|−2
∏
p/n

(1− |ω(p)|2).

Полагая ω(n) = χ(n)n−z, Re(z) = s > 1
2 , где χ(n) — характер

Дирихле по модулю N , получим

∞∑
k=1

(k,N)=1

akbk =
∏
p/N

(1− p−2s)−1ζ(2s)−1×

×
∞∑
n=1

(n,N)=1

ϕ2s(n)−1

∑
d/n

µ
(n
d

)
χ(d)dz

∞∑
k=1

χ(k)k−zakd

×
×

∑
d/n

µ
(n
d

)
χ(d)dz

∞∑
k=1

χ(k)k−zbkd

 .

(11)
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Конкретизируя ak и bk различными способами, получим из (7) —

(11) разнообразные конкретные тождества.

§ 3

Легко указать способ построения биортогональных систем, осно-

ванный на следующих замечаниях.

Если две последовательности f1, f2, f3, . . . и f ′1, f
′
2, f

′
3, . . . тако-

вы, что (fn, f
′
m) = g((m,n)), то мы будем говорить, что они обладают

относительным Dg-свойством. В этом случае

γn =
∑
d/n

µ
(n
d

)
fd и γ′n =

∑
d/n

µ
(n
d

)
f ′d,

очевидно, биортогональны, т.е. (γn, γ
′
m) = 0, если n 6= m.

Очевидно,

(γn, γ
′
n) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) = G(n).

Если G(n) 6= 0, то ψn = G(n)
− 1

2 γn, ψ′n = G(n)
− 1

2 γ′n удовлетворя-

ют условиям

(ψn, ψ
′
m) =

0, если n 6= m,

1, если n = m.

Если дана ортонормированная последовательность α1, α2, . . . и

две мультипликативные функции ω1(n), ω2(n) со сходящейся сум-

мой квадратов модулей, нигде не обращающиеся в нуль, то

f ′n = ω2(n)−1
∞∑
k=1

ω1(k)αkn, fn = ω1(n)−1
∞∑
k=1

ω2(k)αkn
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образуют последовательности, обладающие относительным

Dg-свойством со значением

g(u) =
σ

ω1ω2(u)
, ω1ω2(n) = ω1(n)ω2(n), σ =

∞∑
k=1

ω1ω2(k).

В самом деле,

(fn, f
′
m) =

=

ω2(n)−1
∑

k≡0 (modn)

ω1

(
k

n

)
αk, ω1(m)−1

∑
k≡0 (modn)

ω2

(
k

m

)
αk

 =

= ω2(n)−1ω1(m)−1
∑

k≡0 (mod [m,n])

ω1

(
k

n

)
ω2

(
k

m

)
=

σ

ω1ω2((m,n))
.

Отсюда получаем:

ТЕОРЕМА 8. Если

ω1(n) 6= 0, ω2(n) 6= 0, ω1(ab) = ω1(a)ω1(b), ω2(ab) = ω2(a)ω2(b),

∞∑
k=1

|ω1(k)|2 <∞,
∞∑
k=1

|ω2(k)|2 <∞, g(n) =
σ

ω1(n)ω2(n)
,

σ =

∞∑
k=1

ω1(k)ω2(k), G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) 6= 0

и α1, α2, α3, . . . — любая ортонормированная последовательность

H, то

ψn = G(n)
− 1

2

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd и ψ′n = G(n)

− 1
2
∑
d/n

µ
(n
d

)
f ′d,

где

fn = ω2(n)−1
∞∑
k=1

ω1(k)αkn, f ′n = ω1(n)−1
∞∑
k=1

ω2(k)αkn,
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образуют биортогональную пару последовательностей, т.е.

(ψn, ψ
′
m) =

0, если n 6= m,

1, если n = m.

Если дана некоторая последовательность f1, f2, f3, . . ., облада-

ющая Dg-свойством, где g(n) такова, что

G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . .),

то согласно теореме 2,

fn =
∑
d/n

√
G(d)ψd,

где ψ1, ψ2, ψ3, . . . — некоторая однозначно определенная ортонор-

мированная последовательность.

Введем теперь последовательность f∗1 , f∗2 , f∗3 , . . ., где f∗n опре-

делено формулой

f∗n =
∑
d/n

µ(d)√
G(d)

ψd.

Тогда

(fn, f
∗
m) =

1, если (n,m) = 1,

0, если (n,m) > 1.

(12)

В самом деле,

(fn, f
∗
m) =

∑
d/n

√
G(d)ψd,

∑
δ/n

µ(δ)√
G(δ)

ψδ

 =

=
∑

d/(n,m)

µ(d) =

1, если (n,m) = 1,

0, если (n,m) > 1.



152 Теория чисел и функциональный анализ

Последовательность f∗n можно использовать для получения различ-

ных арифметических тождеств, которые найдём, умножая на f∗m обе

части равенства

∞∑
n=1

Λ(n)|ω(n)|2fn =

∞∑
n=1

log nω(n)αn

(
fn = ω(n)−1

∞∑
k=1

ω(k)αkn

)
,

(13)

которое легко обосновать, если мультипликативная функция ω(n)

такова, что
∞∑
k=1

|ω(k)| <∞.

Для

fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn =
∑
d/n

√
G(d)ψd,

где αn, ψn, ω(n), G(n) взяты, как и в теореме 4, можно указать

последовательность f̂1, f̂2, f̂3, . . ., биортогональную к f1, f2, f3, . . .,

положив

f̂n =

∞∑
k=1

µ(k)√
G(kn)

ψkn.

Очевидно

(fn, f̂m) =
∑
d/n

d≡0 (modm)

µ

(
d

m

)
=

1, если n = m,

0, если n 6= m.

Пользуясь формулой ψn = 1√
G(n)

∑
d/n

µ
(
n
d

)
fd, можно выразить f̂n

через fk следующим образом:

f̂n =
∑

k≡0 (modn)

µ
(
k
n

)√
G(k)

ψk =
∑

k≡0 (modn)

µ
(
k
n

)
G(k)

∑
d/k

µ

(
k

d

)
fd =

=

∞∑
m=1

∑
k≡0 (mod [n,m])

µ
(
k
n

)
µ
(
k
m

)
G(k)

fm, f̂n =

∞∑
m=1

cn,mfm,

(14)
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где

cn,m =
∑

k≡0 (mod [n,m])

µ
(
k
n

)
µ
(
k
m

)
G(k)

= σ−1
∑

k≡0 (mod [n,m])

µ
(
k
n

)
µ
(
k
m

)
Ω(k)

=

= σ−1
∞∑
k=1

µ
(

[n,m]
n k

)
µ
(

[n,m]
m k

)
Ω(k[n,m])

=

= σ−1µ(m′)µ(n′)

∞∑
k=1

(k,n′m′)=1

µ(k)2

Ω(k[n,m])
,

причем

m′ =
m

(n,m)
=

[n,m]

m
, n′ =

n

(n,m)
=

[n,m]

n
.

Обозначив через b произведение всех степеней простых чисел,

входящих в n и m с одинаковым показателем степени и взятых в b

с этим показателем, имеем [n,m] = ab, где a — произведение всех сте-

пеней простых чисел, входящих в n и m с разными показателями, и

которые, естественно, войдут в [n,m] с наибольшими из этих разных

показателей. Очевидно, что (a, b) = 1, (b, n′m′) = 1 и (k, n′m′) = 1

эквивалентно (k, a) = 1. Поэтому

cn,m = σ−1µ(n′)µ(m′)

∞∑
k=1

(k,a)=1

µ(k)2

Ω(kab)
.

Представляя k в форме k′c, (k′, b) = 1 (c может содержать только те

простые числа, которые входят в b), получаем

cn,m = σ−1µ(n′)µ(m′)

∞∑
k′=1

(k′,ab)=1

µ(k′c)2

Ω(k′abc)
;

здесь c пробегает все числа, могущие содержать только те простые

делители, которые входят в b. Очевидно, (a, bc) = 1, (k′, abc) = 1, так
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как b и bc имеют одни и те же простые делители. Функции µ(n) и

Ω(n) = |ω(n)|−2
∏
p/n

(1 − |ω(p)|2) обладают свойством узкой мульти-

пликативности:

µ(uv) = µ(u)µ(v), Ω(uv) = Ω(u)Ω(v), если (u, v) = 1.

Поэтому

cn,m = σ−1µ(n′)µ(m′)Ω(a)−1
∑
d/b

µ(d)2

Ω(bd)

∞∑
k=1

(k,ab)=1

µ(k)2

Ω(k)
=

= µ(n′)µ(m′)Ω(ab)−1
∏
p/b

(1 + |ω(p)|2)
∏

p/(a,b)

(1− |ω(p)|2) =

= µ

(
n

(n,m)

)
µ

(
m

(n,m)

)
ω([n,m])2

∏
p/bn,m

(1 + |ω(p)|2).

В случае ω(n) = n−z, s = Re(z) > 1
2

cn,m = µ

(
n

(n,m)

)
µ

(
m

(n,m)

)
|ω([n,m])|2

∏
p/bn,m

(1 + |ω(p)|2), (15)

где bn,m — произведение всех тех простых чисел, которые входят в

m и n в одинаковой степени.

Умножая f̂n =
∞∑
k=1

cn,kfk на fm и учитывая, что

(fm, fk) = g((m, k)) =
σ

|ω((m, k))|2
= ζ(2s)(m, k)2s,

имеем

(f̂n, fm) = ζ(2s)

∞∑
k=1

µ
(

n
(n,k)

)
µ
(

k
(n,k)

)
[n, k]2s

∏
p/bn,k

(1 + p−2s)(k,m)2s

или, при замене 2s на s,

δnmζ(s)−1 =
∞∑
k=1

µ
(

n
(n,k)

)
µ
(

k
(n,k)

)
nsks

(n, k)s(m, k)s
∏
p/bn,k

(1 + p−s), (16)
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где

δnm =

1, если n = m,

0, если n 6= m.

В частности, при любом n = m

ζ(s)−1 = n−s
∞∑
k=1

µ
(

n
(n,k)

)
µ
(

k
(n,k)

)
ks

∏
p/bn,k

(1 + p−s)(n, k)2s, (17)

где s > 1 и n — любое целое число.

В предыдущем содержится

ТЕОРЕМА 9. Если последовательность f1, f2, f3, . . . элемен-

тов H обладает Dg-свойством, причем

g(n) > 0, g(ab) = g(a)g(b), σ =

∞∑
k=1

g(k)−1 <∞,

то последовательность f̂1, f̂2, f̂3, . . ., для которой

f̂n =

∞∑
m=1

cn,mfm и cn,m =

= σµ

(
n

(n,m)

)
µ

(
m

(n,m)

)
g([n,m])−1

∏
p/bn,m

(1 + g(p)−1),

образует с ней биортогональную пару, т.е.

(f̂n, fm) = δmn , где δmn =

1, если n = m,

0, если n 6= m.

Здесь, как и выше, bn,m — произведение всех простых чисел, вхо-

дящих в n и m в одинаковой степени. Построение последовательно-

сти f̂n по fn важно ввиду (13), так как, умножая (13) на f̂m, получим

Λ(m)|ω(m)|2 =

∞∑
k=1

log kω(k)(αk, f̂m). (18)
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Отсюда видно, какую важную роль играет определение асимптотики
N∑
k=1

|ω(k)|−2f̂k в случае конкретных функциональных интерпретаций

H для выяснения закона распределения простых чисел.

§ 4

Выше был указан способ получения ортонормированных последо-

вательностей ψ1, ψ2, ψ3, . . . из заданной ортонормированной последо-

вательности α1, α2, α3, . . ., основанный на применении к α1, α2, α3, . . .

преобразования при помощи унитарной матрицы

Cω = ‖cik‖, cik =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
|ω(d)|−2,

ω(ab) = ω(a)ω(b), ω(n) 6= 0 (n = 1, 2, 3, . . .),

σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2 <∞, Ω(n) = |ω(n)|−2
∏
p/n

(1− |ω(p)|2).

Если бы удалось доказать чисто алгебраически факт унитарно-

сти матрицы с элементами cik = ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ
(
i
d

)
|ω(d)|−2, тогда

ортонормированность ψ1, ψ2, ψ3, . . . была бы прямым следствием из-

вестного факта: преобразование последовательностей H при помо-

щи унитарной матрицы переводит ортонормированную последова-

тельность α1, α2, α3, . . . в ортонормированную и полную для того

подпространства H ′ из H, для которого полна последовательность

α1, α2, α3, . . . .

Из двух соотношений унитарности CωC
∗
ω = E, C∗ωCω = E уда-

ется просто доказать только первое из них чисто алгебраически —

арифметическим образом, минуя топологические моменты теории

гильбертова пространства. Определим µ(u) как равную нулю при u
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нецелом и как функцию Мёбиуса на множестве целых значений u.

Определим, далее, eik по формуле

eik =

1, если i делится на k,

0, если i не делится на k.

Пусть операция ∗, примененная к любой матрице ‖zik‖, переводит

её в ‖z∗ik‖, где z∗ik = zki.

Матрицу B = ‖bik‖ будем называть обладающей ∆g-свойством,

если bik = g((i, k)), где g(n) — данная функция целого аргумента.

Если, сверх того, существует такая матрица X, что B = XX∗, то

матрицу B назовем обладающей Dg-свойством.

Предположив, что

G(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
g(d) > 0 (n = 1, 2, 3, . . .),

введем матрицу M = ‖mik‖, где mik = G(i)−
1
2µ
(
i
k

)
, и матрицу

A = ‖aik‖, где aik = eik
√
G(k). Очевидно, MA = E, так как

∞∑
s=1

misask = G(i)−
1
2G(k)−

1
2

∞∑
s=1

µ

(
i

s

)
esk = G(i)−

1
2G(k)−

1
2×

×
∑
d/i

µ

(
i

d

)
edk = G(i)−

1
2G(k)−

1
2

∑
d/i

d≡0 (mod k)

µ

(
i

d

)
= δik.

Здесь сумма
∑
d/i

d≡0 (mod k)

µ
(
i
d

)
равна нулю как пустая при i, не деля-

щемся на k, и равна
∑
d′/i′

µ
(
i′

d′

)
, если i делится на k, где i′ = i

k ,

т.е. опять-таки равна нулю, если i
k > 1, и только при i = k равна

единице.
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Как всюду, здесь δki — символ Кронекера, т.е.

δki =

1, если i = k,

0, если i 6= k.

Далее, AM = E, так как
∞∑
s=1

aismsk =
∑
d/i

µ
(
d
k

)
, где

∑
d/i

µ
(
d
k

)
= δki′ ,

i′ = i
k , если i делится на k, и пуста, если i не делится на k.

В дальнейшем предполагается, что g(u) такова, что все приводи-

мые перемножения строк и столбцов сходятся абсолютно.

Имеем

AA∗ = B, MBM∗ = E.

В самом деле,

(AA∗)ik =

∞∑
s=1

eiseksG(s) =
∑
d/(i,k)

G(d) = g((i, k)) = bik.

Умножая AA∗ = B слева на M и справа на M∗ и учитывая, что

MA = A∗M∗ = E, имеем

MBM∗ = MAA∗M∗ = MA(MA)∗ = E.

Равенство AA∗ = B показывает, что если G(n) =
∑
d/n

µ
(
n
d

)
g(d) > 0,

то матрица B, обладающая ∆g-свойством, будет обладать и Dg-свой-

ством.

Далее, всякое разложение B = XX∗ (X — матрица со сходящейся

суммой квадратов модулей элементов любой из строк) даёт

MBM∗ = MXX∗M∗ = MX(MX)∗ = E.

Таким образом, для MX одно из условий унитарности выпол-

нено — строки её образуют систему ортонормированных векторов.
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Отсюда видно, что всякое разложение матрицы B, обладающей Dg-

свойством, вида B = XX∗ важно для построения унитарных матриц,

так как оно даёт матрицу U = MX, для которой одно из условий

унитарности UU∗ = E выполнено. Очевидно, что если X даёт та-

кое разложение, то XV (V — любая унитарная матрица) также даёт

такое разложение, так как XV (XV )∗ = XV V ∗X∗ = XX∗ = B. Од-

но из разложений дано выше: B = AA∗, но оно не интересно, так

как приводит нас к совершенно тривиальному факту унитарности

единичной матрицы E.

Если g(n) > 0 обладает свойством

g(ab) = g(a)g(b), σ =

∞∑
k=1

g(k)−1 <∞,

то можно указать нетривиальное разложение указанного свойства,

взяв

xik =
g(i)√
σ
ekiω(k),

где ω(k) такова, что |ω(n)|−2 = g(n), ω(ab) = ω(a)ω(b).

В самом деле,

(XX∗)ik =

∞∑
s=1

xisxks =
g(i)g(k)

σ

∞∑
s=1

esiesk|ω(s)|2 =

=
g(i)g(k)

σ

∑
s≡0 (mod[(n,m)])

g(s)−1 = g(i)g(k)g([i, k])−1 = g((i, k)) = bik

или XX∗ = B.

Очевидно, что элементы MX будут

(MX)ik =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
g(d), Ω(i) = G(i).
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Чисто арифметически-алгебраическое доказательство соотноше-

ния (MX)∗MX = E (ортонормированность столбцов) возможно, но

оно значительно сложнее. ОбозначаяMX через Cω, рассмотрим про-

изведение C∗ω1
Cω, где ω(n) и ω1(n) — любые нигде не равные нулю

мультипликативные функции со сходящейся суммой квадратов мо-

дулей. Элементы Cω обозначим cik, а элементы Cω1 — через c′ik. Эле-

мент i-й строки и k-го столбца матрицы C∗ω1
Cω обозначим pik.

Имеем

pik =

∞∑
s=1

c′sicsk.

Необходимо доказать, что при ω1(n) = ω(n), pik = δki , где

δki =

1, если i = k,

0, если i 6= k

(символ Кронекера).

Самый общий способ задания мультипликативной функции ω(n)

состоит в произвольном задании значений ω(p) (p — любое простое

число) и в определении.

Если g(n) > 0 обладает свойством

ω(n) = ω(p1)α1ω(p2)α2 . . . ω(pν)αν для n = pα1
1 pα2

2 . . . pανν ,

а самый общий способ задания ω(n) со сходящейся суммой квадратов

модулей состоит в том, что к указанному определению добавляют

еще условия

|ω(pi)| < 1,

∞∑
i=1

|ω(pi)|2 <∞

(p1, p2, p3, . . . — последовательность всех простых чисел). В пределах

этих ограничений ui = ω(pi) и vi = ω1(pi) являются произвольными
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комплексными числами, а все pik — функциями от произвольных

переменных u1, u2, u3, . . . и v1, v2, v3, . . ., удовлетворяющих условиям

|ui| < 1, |vi| < 1,

∞∑
i=1

|ui|2 <∞,
∞∑
i=1

|vi|2 <∞.

Далее

pik =
ω1(i)ω(k)
√
σσ1

∞∑
s=1

1√
Ω(s)Ω1(s)

∑
d/(i,s)

µ
( s
d

)
|ω1(d)|−2×

×
∑

d/(k,s)

µ
( s
d

)
|ω(d)|−2.

Выражение

f(s) =
1√

Ω(s)Ω1(s)

∑
d/(i,s)

µ
( s
d

)
|ω1(d)|−2

∑
d/(k,s)

µ
( s
d

)
|ω(d)|−2

представляет узкомультипликативную функцию от s, т.е. f(ab) =

= f(a)f(b), если (a, b) = 1. Для узкомультипликативной функции

f(n)

∞∑
n=1

f(n) =
∏
p

(1 + f(p) + f(p2) + . . .),

где произведение справа распространено на все простые числа [37,

с. 25].

Полагая i = i′pα1 , k = k′pα2 , (i′, p) = (k′, p) = 1, имеем

f(pβ) = |ω(p)|β |ω1(p)|β(1− |ω(p)|2)−
1
2 (1− |ω1(p)|2)−

1
2 Σ1Σ2,
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где

Σ1 =

min(β,α1)∑
z=0

µ(pβ−z|ω1(p)|−2z =

=


0, если β > α1 + 1,

−|ω1(p)|−2(β−1), если β = α1 + 1,

|ω1(p)|−2β − |ω1(p)|−2(β−1), если β ≤ α1,

и аналогично

Σ2 =

min(β,α2)∑
z=0

µ(pβ−z|ω(p)|−2z =

=


0, если β > α2 + 1,

−|ω(p)|−2(β−1), если β = α2 + 1,

|ω(p)|−2β − |ω(p)|−2(β−1), если β ≤ α2.

Далее

a(p) = a(i, k, p) = 1 +

∞∑
β=1

f(pβ) = 1 +

1+min(α1,α2)∑
β=1

f(pβ) =

=



1 +
√

(x2 − 1)(y2 − 1)
{

1−(xy)α

1−xy + (xy)α)
(1−x2)(1−y2)

}
,

если α1 = α2 = α,

1 +
√

(x2 − 1)(y2 − 1)
{

1−(xy)α1

1−xy + (xy)α1

1−y2

}
, если α1 < α2,

1 +
√

(x2 − 1)(y2 − 1)
{

1−(xy)α2

1−xy + (xy)α2

1−x2

}
, если α1 > α2,

где

x = |ω(p)|−1, y = |ω1(p)|−1.

Очевидно,
∞∑
s=1

f(s) =
∏
p

a(p),
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где произведение справа распространено на все простые числа.

Полагая

b(p) = x−1y−1η−α1ξ−α2(x2 − 1)
1
2 (y2 − 1)

1
2 a(p)

(ξ = ω(p)−1 = u−1; η = ω1(p)−1 = v−1),

получим

pik =
∏
p

b(p).

После элементарных выкладок имеем

b(p) =



ei(ϑ−ϑ
′)α

1− (x− y)2

xy(xy − 1)

1− (xy)−α

1 + xy−1√
(x2−1)(y2−1)

 ,

если α1 = α2 = α,

ei(ϑα1−ϑ′α2)

(x2 − 1)xα1−α2y +
(y − x)x−α2y−α1

1 + xy−1√
(x2−1)(y2−1)

×
× x− y
xy(xy − 1)

, если α1 < α2,

ei(ϑα1−ϑ′α2)

(y2 − 1)yα2−α1x+
(x− y)x−α2y−α1

1 + xy−1√
(x2−1)(y2−1)

×
× x− y
xy(xy − 1)

, если α2 < α1,

(19)

где

ϑ = arg η, ϑ′ = arg ξ, y = |η|, x = |ξ|, η = ω1(p)−1, ξ = ω(p)−1

и α1, α2 — показатели степеней, с которыми p входит в i и k соот-

ветственно: i = i′pα1 , k = k′pα2 , (i′, p) = (k′, p) = 1.

В частности, если (i, p) = 1, то α1 = 0.
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Зависимость x, y, ξ, η, ϑ, ϑ′, α1, α2 от p мы не включаем в обо-

значения.

Из предыдущих выражений для b(p) легко видеть, что при x = y

b(p) =

1, если α1 = α2,

0, если α1 6= α2.

Отсюда следует, что если ω1(p) = ω(p) для всех p, то

pik =
∏
p

δ
α1(p)
α2(p) = δik (δik — символ Кронекера),

так как очевидно, что если i = k, то α1(p) = α2(p) для всех про-

стых чисел p и все множители бесконечного произведения
∏
p
b(p)

равны единице, а если i 6= k, то по крайней мере для одного p име-

ем α1(p) 6= α2(p) и потому по крайней мере один из сомножителей

указанного произведения равен нулю.

Таким образом, C∗ωCω = E, и унитарность Cω доказана.

Остановимся на том случае, когда ω(n) > 0, ω1(n) > 0. Тогда

ϑ = ϑ′ = 0 для всякого p. Легко видеть из (19), что в этом случае

lim
y→x

b(p)− δα2
α1

y − x
=

(
∂b(p)

∂y

)
y=x

=


0, если α1 = α2,

xα1−α2−1, если α1 < α2,

−xα2−α1−1, если α1 > α2,

или (
∂b(p)

∂(ω1(p))−1

)
ω(p)=ω1(p)

= sgn(α1 − α2)ω(p)|α1−α2|−1,

где sgn 0 = 0, sgnu = 1, если u > 0, sgnu = −1, если u < 0.

Формула(
∂b(p)

∂ω1(p)

)
ω1(p)=ω(p)

= sgn(α1 − α2)ω(p)|α1−α2|−1 (20)
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и формулы

pik =
∏
p

b(p), lim
ω1(p)→ω(p)

b(p) = δα1
α2

дают (
∂pik

∂ω1(P )

)
ω1(n)=ω(n)

= sgn(α1 − α2)ω(P )|α1−α2|−1,

если i и k таковы, что α1(p) = α2(p) для всех p, отличных от P, и(
∂pik

∂ω1(P )

)
ω1(n)=ω(n)

= 0,

если α1(p) 6= α2(p) по крайней мере для одного p, отличного от P.

Здесь P — любое заданное простое число. Символ
(

∂pik
∂ω1(P )

)
ω1(n)=ω(n)

понимается таким образом, что в выражении ∂pik
∂ω1(P ) , зависящем от

ω(p1), ω(p2), ω(p3), . . . и ω1(p1), ω1(p2), ω1(p3), . . ., где p1, p2, p3, . . . —

последовательность всех простых чисел, полагаем ω1(pr) = ω(pr)

(r = 1, 2, 3, . . .).

Полагая

hik = hik(ω(P )) = sgn(α2 − α1)ω(P )|α1−α2|−1

в случае, если lim
z→∞

(i, pz) = lim
z→∞

(k, pz) для всех p, отличных от P , и

hik = 0, когда по крайней мере для одного p, не равного P ,

lim
z→∞

(i, pz) 6= lim
z→∞

(k, pz) и, вводя обозначения Hp = ‖hik(p)‖, имеем

C∗ω+δωCω = E − δω(P )HP + (δω(P ))2HP + . . . = C−1
ω+δωCω,

где ω+δω — мультипликативная функция, получаемая из ω(n), если

её значения во всех простых числах задать как у ω(n), а в точке P

изменить на δω(P ). Отсюда

Cω = Cω+δω − δω(P )CωHP + . . .
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или

∂Cω
∂ω(p)

= CωHp. (21)

Таким образом, матрица Cω представляет собой решение беско-

нечной системы дифференциальных уравнений (21), в которой лю-

бому простому числу p соответствует определённое уравнение. Оче-

видно также, что матрица

Tω1,ω = C∗ω1
Cω = C−1

ω1
Cω,

как функция параметров ui = ω(pi), vi = ω1(pi), удовлетворяет си-

стеме дифференциальных уравнений

∂T

∂ui
= THpi (22)

с граничными условиями: T = E при u1 = v1, u2 = v2, . . . .

Итак, имеем следующую теорему.

ТЕОРЕМА 10. Если u1, u2, u3, . . . и v1, v2, v3, . . . — две любые

числовые последовательности, удовлетворяющие условиям

0 < ui < 1, 0 < vi < 1,

∞∑
i=1

u2
i <∞,

∞∑
i=1

v2
i <∞,

и если p1, p2, p3, . . . — последовательность всех простых чисел, то

матрица T = ‖tik‖, где tik = Π′ikΠ′′ikΠ′′′ik,

Π′ik =

∞∏′

ν=1

1− (uν − vν)2

1− uνvν

1− (uνvν)α
(i)
ν

1 + 1−uνvν√
(1−u2

ν)(1−v2
ν)

 ,
Π′′ik =

∞∏′′

ν=1

uν − vν
1− uνvν

(1− u2
ν)u

α(k)
ν −α

(i)
ν −1

ν +
(uν − vν)u

α(k)
ν
ν v

α(i)
ν

ν

1 + 1−uνvν√
(1−u2

ν)(1−v2
ν)

 ,
Π′′′ik =

∞∏′′′

ν=1

vν − uν
1− uνvν

(1− v2
ν)v

α(i)
ν −α

(k)
ν −1

ν +
(vν − uν)u

α(k)
ν
ν v

α(i)
ν

ν

1 + 1−uνvν√
(1−u2

ν)(1−v2
ν)

 ,
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причем α
(i)
ν , α

(k)
ν определены формулами

p
α(i)
ν
ν = lim

z→∞
(pzν , i), p

α(k)
ν
ν = lim

z→∞
(pzν , k)

и Π′ означает, что произведение распространено на те значения ν,

для которых α
(i)
ν = α

(k)
ν , Π′′ и Π′′′ означают, что ν пробегает те

значения, при которых α(i)
ν < α

(k)
ν , α(i)

ν > α
(k)
ν соответственно, —

будет ортогональной.

Если положить ω(pν) = uν , ω1(pν) = vν , то

T = C−1
ω1
Cω.

Кроме того, матрица T удовлетворяет системе уравнений

∂T

∂ur
= THpr (r = 1, 2, 3, . . .)

и обращается в единичную матрицу при ur = vr (r = 1, 2, 3, . . .).

Той же системе уравнений удовлетворяет Cω, если ω(pr) = ur.

Здесь

Hpr = ‖hprik ‖,

где

h
(pr)
ik = 0,

если α(i)
ν = α

(k)
ν , по крайней мере для одного ν, отличного от r, и

h
(pr)
ik = sgn(α(k)

r − α(i)
r )u

|α(i)
r −α

(k)
r |−1

r ,

если α(i)
ν = α

(k)
ν для всех ν 6= r.

Совершенно так же, считая ω(n) и ω1(n) положительными, имеем

CωC
∗
ω1

= ‖qik‖,
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где

qik =

∞∑
s=1

cisc
′
ks,

причём

cik =
ω(k)√
σΩ(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
ω(d)−2,

c′ik =
ω1(k)√
σ1Ω1(i)

∑
d/(i,k)

µ

(
i

d

)
ω1(d)−2,

σ =

∞∑
k=1

ω(k)2, σ1 =

∞∑
k=1

ω1(k)2,

Ω(n) = ω(n)−2
∏
p/n

(1− ω(p)2), Ω1(n) = ω1(n)−2
∏
p/n

(1− ω1(p)2)

и, далее,

qik =
σ2√

σσ1Ω(i)Ω1(k)

∑
d/i

∑
δ/k

µ

(
i

d

)
µ

(
k

δ

)
ω1

ω
(d)

ω

ω1
(δ)ωω1((d, δ))−1,

σ2 =

∞∑
k=1

ω(k)ω1(k),
ω

ω1
(n) =

ω(n)

ω1(n)
,
ω1

ω
(n) =

ω1(n)

ω(n)
,

ωω1(n) = ω(n)ω1(n).

Замечая, что

Φ(m,n) =
∑
d/m

∑
δ/n

µ
(m
d

)
µ
(n
δ

) ω1

ω
(d)

ω

ω1
(δ)ωω1((d, δ))−1

обладает свойством Φ(m1m2, n1n2) = Φ(m1, n1)Φ(m2, n2), если

(m1,m2) = (n1, n2) = (m1, n2) = (m2, n1) = 1, мы видим, что для вы-

числения Φ(m,n) достаточно вычислить Φ(pα, pβ) для случаев α > 0,

β > 0; α = 0, β > 0; α > 0, β = 0; α = β = 0, где p — простое число,

так как

Φ(m,n) = Φ(pα1
1 , pβ1

1 )Φ(pα2
2 , pβ2

2 ) · . . . · Φ(pανν , pβνν ),
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еслиm = pα1
1 pα2

2 ·. . .·pανν , n = pβ1

1 pβ2

2 ·. . .·pβνν , α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, . . . , αν ≥ 0,

β1 ≥ 0, β2 ≥ 0, . . . , βν ≥ 0.

Соответствующие вычисления дают

qik =
∏
p

b∗(p),

где

b∗(p) =



1− (x−y)2

(xy−1)[xy−1+
√

(x2−1)(y2−1)]
, если α1 = α2 = 0,

1− (x−y)2

xy−1 , если α1 = α2 > 0,

x−y
xy−1y

−α1
√
y2 − 1, если α1 > α2 = 0,

y−x
xy−1x

−α2
√
x2 − 1, если α2 > α1 = 0,

y−x
xy−1x

−(α2−α1)−1(x2 − 1), если α2 > α1 > 0,

x−y
xy−1y

−(α1−α2)−1(y2 − 1), если α1 > α2 > 0,

(23)

где

x = ω(p)−1, y = ω1(p)−1, pα1 = lim
z→∞

(pz, i), pα2 = lim
z→∞

(pz, k).

Формулы (22) показывают, что если ω(pi) положить равным про-

извольным функциям некоторого параметра t, то

C ′ω =
d

dt
Cω = CωH,

где

H = κ1Hp1
+ κ2Hp2

+ κ3Hp3
+ . . . , κi =

dω(pi, t)

dt
,

и Hpν — матрицы указанного выше вида, соответствующие различ-

ным простым числам pν . Так как матрица H имеет нули всюду, кро-

ме элементов с номерами i, k (i и k отличаются по составу простых
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делителей на одно простое число), то в силу того, что C∗ωC ′ω = H,

имеем
∞∑
s=1

csi
d
dtcsk = 0 во всех случаях, кроме того, когда

lim
z→∞

(pz, i) = lim
z→∞

(pz, k)

верно для всех простых чисел p, кроме одного. Эти своеобразные

соотношения ортогональности ведут, в свою очередь, к новым ариф-

метическим тождествам.

Так же, как и выше, можно вычислить, пользуясь (23),

lim
y→∞

b∗(p)− δα2
α1

y − x
=

(
∂b∗(p)

∂y

)
y=x

.

Здесь

b∗(p) =



0, если α1 = α2,

x−(α2−α1)−1, если α2 > α1 > 0,

−x−(α1−α2)−1, если α1 > α2 > 0,

x−α2√
x2−1

, если α2 > α1 = 0,

x−α1√
x2−1

, если α1 > α2 = 0,

или (
∂b∗(p)

∂y

)
y=x

= sgn(α2 − α1)x−|α1−α2|−1 в случае α1α2 6= 0

и (
∂b∗(p)

∂y

)
y=x

= sgn(α2 − α1)
x−|α1−α2|−1

√
x2 − 1

в случае α1α2 = 0.

Аналогично предыдущему

CωC
−1
ω+δω = CωC

∗
ω+δω = E − Ĥpδω(p) + Ĥp(δω(p))2 + . . . ,
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где матрица Ĥp = ‖ĥ(p)
ik ‖ имеет элементы ĥ

(p)
ik = 0, если lim

z→∞
(qz, i) =

= lim
z→∞

(qz, k), по крайней мере, для одного простого числа q, отлич-

ного от p, и

ĥ
(p)
ik =


sgn(α1 − α2)ω(p)|α1−α2|−1 при α1α2 6= 0,

sgn(α1 − α2)ω(p)|α1−α2|−1√
1−ω(p)2

при α1α2 = 0,

когда lim
z→∞

(qz, i) = lim
z→∞

(qz, k) для всех q, отличных от p. Очевидно,

что ∂Cω
∂ω(p) = ĤpCω, откуда следует

CωHp = ĤpCω.

Далее аналогично предыдущему видим, что если положить

ω(p) = ω(p, t) равным некоторым функциям параметра t, то

dCω
dt

=

∞∑
i=1

Hpi

d

dt
ω(pi, t)Cω,

откуда

∞∑
s=1

cis
d

dt
cks =


0,

sgn(α1 − α2)ω(q)|α1−α2|−1 dω(q)
dt ,

sgn(α1 − α2)ω(q)|α1−α2|−1√
1−ω(q)2

· dω(q)
dt ,

(24)

где первое равенство имеет место, если по крайней мере для двух

различных простых чисел lim
z→∞

(pz, i) 6= lim
z→∞

(pz, k), второе и третье

равенства верны, когда соотношение lim
z→∞

(pz, i) 6= lim
z→∞

(pz, k) осу-

ществляется ровно для одного простого числа q, второе равенство

верно, если lim
z→∞

(qz, i) = qα1 > 1, lim
z→∞

(qz, k) = qα2 > 1 и третье — в

противном случае.

Для получения конкретных арифметических тождеств нужно в

формулах (7) — (11) конкретизировать последовательности
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a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . . При этом важно разработать приёмы, поз-

воляющие из a1, a2, a3, . . . получить

a′n = n
s
2

∞∑
k=1

k−
s
2 akn, An =

∑
d/n

µ
(n
d

)
a′d.

Тогда равенство (9) приобретает вид

∞∑
k=1

akbk = ζ(s)−1
∞∑
n=1

ϕs(n)−1AnBn,

где Bn имеет то же отношение к bn, какое имеет An к an.

Ниже приведена таблица соответствующих значений an, a′n, An.

Подставляя эти данные в соотношение (9), получаем

∞∑
n=1

Λ(n)xn =

= −ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

ζ ′
ζ

(s) +
∑
p/n

log p

1− p−s

∑
d/n

µ
(n
d

) dsxd

1− xd
, (25)

(|x| < 1, s > 1).

∞∑
n=1

Λ(n)nz−sFs−z(x
n) =

∞∑
n=1

Λ(n, s− z)xn =

= −ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

ζ ′
ζ

(s) +
∑
p/n

log p

1− p−s

∑
d/n

µ
(n
d

) dsxd

1− xd
(26)

|x| < 1, Λ(n, u) =
1

nu

∑
d/n

Λ(d)ϕu

(n
d

)
, s > 1

 ,
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∞∑
n=1

Λ(n)n1−sFs−1(xn) =

∞∑
n=1

Λ(n, s− 1)xn =

= −ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

ζ ′
ζ

(s) +
∑
p/n

log p

1− p−s

 xP ′n(x)

Pn(x)
, (27)

где

Pn(x) =
∑
d/n

(1− xd)µ(nd ) — полином деления круга,

N an a′n An

1 n−
z
2 n

s−z
2 ζ( s+z2 ) ϕ s−z

2
(n)ζ( s+z2 )

Re(z) < 1

An = −µ(n)
(
ζ′

ζ

(
s+z

2

)
+

a′1 = − ζ
′

ζ

(
s+z

2

)
+
∑
p/n

p−
s−z

2
log p

1−p−
s+z

2

)
,

Λ(n)n−
z
2 a′n = 0, если µ(n) 6= 0,

2 Re(z) > 1 если Λ(n) = 0, An = −µ( nqα )×

n > 1, × q
(α−1) s−z

2 −qα
s−z

2

1−q
s+z

2

− log q,

a′n = log p p−
βz
2

1−p−
s+z

2

, если µ
(
n
qα

)
6= 0,

если n = pβ
(
n
q , q
)

= 1, α > 1,

q — простое число.

An = 0 во всех

остальных случаях
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3 n
s
2 zn, ns zn

1−zn
∑
d/n

µ
(
n
d

)
ds zd

1−zd

|z| < 1

4 n
s
2−1zn,

∑
d/n

µ
(
n
d

)
×

|z| < 1 −ns−1 log (1− zn) ×ds log
(
1− zd

)

a′1 = − ζ
′

ζ (s)

5 Λ(n)n−
s
2 a′n = 0, An = −µ(n)×

если Λ(n) = 0, ×

(
ζ′

ζ (s) +
∑
p/n

log p
1−p−s

)
n > 1,

a′n = log p p
− βs

2

1−p−s ,

n−
s
2 +z×

6 ×Fs−z(xn), nz xn

1−xn
∑
d/n

µ
(
n
d

)
dz xd

1−xd

Fu(x) =

=
∞∑
n=1

ϕu(n)
nu ×

×xn

|x| < 1
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µ(n)n
s−z

2 × An = 0, если n
µ(n)

n
z
2

×ζ
(
s+z

2

)−1× делится на куб

7 Re(z) > 1 ×
∏
p/n

(
1− p− s+z2

)−1

= простого числа,

= ζ
(
s+z

2

)−1× An = ζ
(
s+z

2

)−1×

×µ(n)nsϕ s+z
2

(n)−1 ×µ(P ) Qs

ϕ s+z
2

(Q)×

×
∏
p/P

1+p−
z
2 (p

s
2−p−

s
2 )

1−p−
s+z

2

,

если n = PQ2,

(P,Q) = 1, µ(P ) 6= 0,

µ(Q) 6= 0

ζ(s)

∞∑
n=1

nsxnyn =

∞∑
n=1

1

ϕs(n)

∑
d/n

µ
(n
d

) dsxd

1− xd
∑
d/n

µ
(n
d

) dsyd

1− yd
(28)

(s > 1, |x| < 1, |y| < 1),

ζ(z1 + z2)ζ(2s)

ζ(s+ z1)ζ(s+ z2)
=

∞∑
n=1

ϕs−z1(n)ϕs−z2(n)

ϕ2s(n)
(29)(

s >
1

2
, z1 >

1

2
, z2 >

1

2

)
,

ζ(s)ζ(z)ζ(z − s)
ζ(2z)

=

∞∑
n=1

ϕ4s−2z(n)

ϕs(n)ϕ2s−z(n)
(s > 1, z > 1). (30)

Настоящая часть работы посвящена общим принципам развива-

емого здесь метода. Конкретные приложения полученных результа-

тов будут даны в части II.



13. Об определении

среднеарифметических высшего порядка

от основной функции аддитивной теории

чисел

В моей предыдущей работе [59], а также в работе [58] определено

значение

Mp(f, n) =
p

√√√√√ 1

Cnk1
Cnk2

∑
1≤x1<...<xk1

≤n
1≤y1<...<yk2

≤n

f(x1, . . . , xk1
; y1, . . . , yk2

|n)p

при p = 1 и при p = 2. Здесь f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

| n)

означает основную функцию аддитивной теории чисел, определяе-

мую как число чисел интервала 1, 2, . . . n, совпадающих или по край-

ней мере с одним из x -в, или по крайней мере с одним из y-в, или

по крайней мере с одной из сумм xi + yj . Здесь так же, как и в

предыдущих работах, Cnk означает коэффициент при uk в разложе-

нии (1+u)n по степеням, поэтому Cnk1
Cnk2

равно числу членов в двой-

ной сумме, стоящей под знаком корня в выражении Mp(f, n). Целью

настоящей работы является определение среднего кубического зна-

чения основной функции f , т.е. определение M3(f, n) или, что то же

самое, определение двойной суммы

Sn, 3k1, k2
=

∑
1≤x1<...<xk1

≤n
1≤y1<...<yk2

≤n

f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . yk2 |n)3 =

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

| n)3.

(1)
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Покажем, что для этого достаточно определить значение суммы:

S′n, 2k1, k2
=

∑
1≤x1<...<xk1

≤n
1≤y1<...<yk2

≤n

′
f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n)2 =

=
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n)2,

(2)

где штрих при знаке суммирования означает, что суммирование рас-

пространено на все те пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

,

у которых выполнено условие xi + yj 6= n + 1 (i = 1, 2, . . . , k1;

j = 1, 2, . . . , k2).

В самом деле, в вышецитированной работе [59, с. 30] имеется

формула (36), принимающая после элементарных упрощений сле-

дующий вид:

Φn+1;p(u, v) = (1 + u)n+1(1 + v)n+1 − (1 + u+ v)n+

+ (1 + u)(1 + v)

p∑
s=1

CpsΦn;s(u, v)−
p−1∑
s=1

CpsΦ′n;s(u, v), (3)

где Φn;p(u, v) и Φ′n;p(u, v) определяются формулами:

Φn; p(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

Sn; p
k1; k2

uk1vk2 , (4)

Φ′n; p(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

S′n; p
k1; k2

uk1vk2 , (4′)

а Sn; p
k1; k2

и S′n; p
k1; k2

определяются формулами (32) и (33) той же рабо-

ты. Умножая обе части соотношения (3) на {(1 + u)(1 + v)}m−n−1 и
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суммируя затем по n от единицы до m− 1, получим

m−1∑
n=1

Φn+1;p(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1 =

=

p∑
s=1

Cps

m−1∑
n=1

Φn;s(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n + (m− 1)(1 + u)m×

× (1 + v)m −
m−1∑
n=1

(1 + u+ v)n{(1 + u)(1 + v)}m−n−1−

−
p−1∑
s=1

Cps

m−1∑
n=1

Φ′n;s(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1.

Вычитая из обеих частей последнего равенства
m=1∑
n=2

Φn;p(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n, получим

Φm;p(u, v) = {(1+u)(1+v)}m−1Φ1;p(u, v) + (m−1)(1+u)m(1+v)m−

−
m−1∑
n=1

(1 + u+ v)n{(1 + u)(1 + v)}m−n−1+

+

p−1∑
s=1

Cps

m−1∑
n=1

Φn;s(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−

−
p−1∑
s=1

Cps

m−1∑
n=1

Φ′n; s(u, v){(1 + u)(1 + v)}m−n−1

или, заменяя m на n и n на k и пользуясь равенством Φ1; p(u, v) =

= u+ v + uv = (1 + u)(1 + v)− 1, получим

Φn; p(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u)n−1(1 + v)n−1−

−
n−1∑
k=1

(1 + u+ v)k{(1 + u)(1 + v)}n−k−1+

+

p−1∑
s=1

Cps

n−1∑
k=1

Φk; s(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−
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−
p−1∑
s=1

Cps

n−1∑
k=1

Φ′k; s(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−1. (5)

Таким образом, мы найдем Φn; p(u, v), если знаем Φn; 1(u, v),

Φn; 2(u, v), . . . , Φn; p−1(u, v), Φ′n; 1(u, v),Φ′n; 2(u, v), . . . , Φ′n; p−1(u, v).

Так как на основании формулы (26), (38) и (39) указанной ра-

боты1 значения Φn; 1(u, v) = Φn(u, v), Φ′n; 1(u, v) = Φ′n(u, v) и

Φn; 2(u, v) известны, для определения Φn; 3(u, v) достаточно опреде-

лить Φ′n; 2(u, v), т.е. для определения значения суммы (1) достаточно

определить сумму (2).

Начнем поэтому с определения суммы S
′n; 2
k1,k2

и ее производящей

функции Φ′n; 2(u, v). Для этого определим число пар из сочетаний

x1, . . . , xk1
; y1, y2, . . . yk2

, где (1 6 x1 < x2 < . . . < xk1
6 n, 1 6 y1 <

< . . . < yk2 6 n) x1, x2, . . . , xk1 и y1, y2, . . . , yk2 суть сочетания из

первых n цифр натурального ряда чисел по k1 и k2 соответственно,

удовлетворяющие условиям:

xi + yj 6= n+ 1;xi + yj 6= m1;xi + yj 6= m2;xi 6= m1; yj 6= m1;

xi 6= m2; yj 6= m2(i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2), (6)

гдеm1 иm2 — любые заданные целые числа, удовлетворяющие нера-

венствам 1 6 m1 6 n, 1 6 m2 6 n.Для определения числа указанных

пар сочетаний воспользуемся приемом, использованным в вышеци-

тированной работе при определении числа пар сочетаний, удовле-

творяющих условиям (5) и (8) этой работы. Воспользуемся и здесь
1Формула (39) в указанной работе напечатана неверно, а именно:

последний член следует читать − 2

n−1∑
k=1

Φ′k(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−1, а не

+ 2

n−1∑
k=1

Φ′k(u, v){(1 + u)(1 + v)}n−k−1.



180 Теория чисел и функциональный анализ

также теоремой: (см. с. 15 указанной работы). Если дана совокуп-

ность из N объектов и S условий A1, A2, . . . , As, то тогда число

объектов N , не удовлетворяющих ни одному из условий Ai, равно

N−NA1
−NA2

−. . .−NAs+NA1A2
+. . .+NAs−1As−. . .∓NA1A2A3...As , где

NAi1 Ai2 ... Aip означает число объектов, удовлетворяющих условиям

Ai1 , Ai2 , . . . , Aip . В качестве указанной совокупности из N элемен-

тов возьмем все пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 , удо-

влетворяющие условиям xi+yj 6= n+1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . ,

k2), а в качестве условий Ai следующие условия:

A1 = { ∗m1
} , A2 =

{
1

m1−1

}
, . . . , Am1 =

{
m1−1

1

}
, Am1+1 = {m1

∗ } ,

Am1+2 = { ∗m2
} , Am1+3 =

{
1

m2−1

}
, . . . , Am1+m2+2 = {m2

∗ } ,

где условие { αβ } означает, что в сочетание x1, x2, . . . , xk1
пары вхо-

дит α, а в сочетание y1, y2, . . . , yk2
входит β, и, кроме того, условие

{ ∗m } означает, что во второе сочетание пары входит m, а условие

{m∗ } означает, что в первое сочетание пары входит m. Очевидно,

что искомое число пар сочетаний равно числу пар сочетаний, удо-

влетворяющих условиям:

xi + yj 6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2) (7)

и не удовлетворяющих ни одному из условий Ai (см. с. 17–19 ука-

занной работы). Назовем сочетание из условий Ai1 , Ai2 , . . . , Aip сов-

местимым, если NAi1Ai2 ...Aip 6= 0, и определим число совместимых

сочетаний из условий Ai по p (1 6 p 6 m1 + m2 + 2). Кроме того,

определим число совместимых сочетаний по p каждого из следую-

щих шестнадцати типов:
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(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2);

(A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2); (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2),

где под сочетаниями типа (A1, Am1+1, Am1+2, Am1+m2+2), например,

подразумеваются сочетания, содержащие A1, Am1+1, но не содержа-

щие Am1+2, Am1+m2+2, и т.д. Иначе говоря, в названии типа соче-

таний условия, заведомо не входящие в сочетания, отмечены чер-

точками, а заведомо входящие в сочетания оставлены без измене-

ния. Обозначим через C
∗s
p число всех совместимых сочетаний из

A1, . . . , Am1+m2+2 по p, а через C
∗k, s
p (k = 1, 2, . . . , 16) число всех

совместимых комбинаций k-го типа из A1, A2, . . . , Am1+m2+2 по p.

Очевидно, что

C
∗s
p =

16∑
k=1

C
∗k, s
p . (8)

Обозначим через Tk(m1, m2, µ, ν, p) число совместимых сочета-

ний k-го типа из условий: { ∗m1
} ,
{

1
m1−1

}
, . . . ,

{
m1−1

1

}
, {m1
∗ } , { ∗m2

} ,{
1

m2−1

}
, . . . , {m2

∗ } по p, таких, что среди верхних чисел символов
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{ ik } , {
∗
k } , { k∗ }, входящих в сочетание, имеются µ, а среди нижних

чисел тех же символов имеется ν различных между собой чисел.

Обозначим далее через T (m1, m2, µ, ν, p) число всех совместимых

сочетаний из условий вышеуказанного вида. Очевидно

T (m1, m2, µ, ν, p) =

16∑
k=1

Tk(m1, m2, µ, ν, p). (9)

Определим значение суммы
∑
NAi1 Ai2 ... Aip , распространенной

на все совместимые сочетания из условий Ai. Покажем сначала, что

если среди верхних чисел условий Ai1 , Ai2 , . . . , Aip имеется µ и среди

нижних ν различных между собою чисел, то

NAi1 Ai2 ... Aip = Cn−µ−νk1−µ, k2−ν ,

где Cmk1, k2
= Cmk1

Cm−k1

k2
(см. с. 18 указанной работы).

В самом деле обозначим через α1, α2, . . . , αµ все различные меж-

ду собою верхние числа символов Ai1 , Ai2 , . . . , Aip , а через β1, . . . ,

βν — все различные между собою нижние числа тех же символов.

Тогда число пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 , удовлетво-

ряющих условиям (7) и условиям Ai1 , Ai2 , . . . , Aip , равно числу пар

сочетаний, удовлетворяющих условиям (7) и условиям:

α1, α2, . . . , αµ(β1)(β2) . . . (βν),

β1, β2, . . . , βν(α1)(α2) . . . (αµ), (10)

которые означают, что в первое сочетание пары x1, x2, . . . , xk1 заве-

домо входят числа α1, α2, . . . , αµ и заведомо не входят β1, . . . , βν ,

и, кроме того, в сочетание y1, y2, . . . , yk2
пары заведомо входят β1,

β2, . . . , βν и заведомо не входят α1, . . . , αµ, причем αi = n+ 1− αi
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(i = 1, 2, . . . , µ) и βi = n + 1 − βi (i = 1, 2, . . . , ν). Очевидно, что

все числа верхней строчки условий (10), а равно и все числа нижней

строчки, между собой различны, так как из предположения αi = βj

следует αi+βj = n+1, что противоречит тому, что Ai1 , Ai2 , . . . , Aip —

суть совместимые условия, т. е. условия не противоречащие (7). Ес-

ли мы выбросим из сочетаний x1, x2, . . . , xk1 и y1, y2, . . . , yk2 числа,

заведомо в них входящие, то убедимся в том, что число NAi1 Ai2 ... Aip
указанных пар сочетаний x1, . . . , xk1

; y1, . . . , yk2
равно числу пар со-

четаний x1, x2, . . . , xk1−µ; y1, y2, . . . , yk2−ν , удовлетворяющих усло-

виям (7) и условиям:

(α1)(α2) . . . (αµ) (β1)(β2) . . . (βν)

(β1)(β2) . . . (βν) (α1)(α2) . . . (αµ). (11)

Если мы обозначим через γ1, γ2, . . . , γn−µ−ν все различные чис-

ла из числового интервала 1, 2, . . . , n, отличные от чисел α1, . . . , αµ,

β1, β2, . . . , βν , расположенные в возрастающем порядке, а через

δ1, δ2, . . . , δn−µ−ν — все различные числа того же интервала, отлич-

ные от β1, β2, . . . , βν , α1, α2, . . . , αµ и расположенные в возраста-

ющем порядке, то будем иметь (так как вычитая из n + 1 все чис-

ла верхней строчки (11), мы получим все числа нижней строчки)

γi = n+ 1− δn+1−µ−ν−i (i = 1, 2, . . . , n−µ− ν), то есть γi + δj равно

n + 1 тогда и только тогда, когда i + j = n + 1 − µ − ν. Рассмат-

риваемые пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1−µ; y1, y2, . . . , yk2−ν , удо-

влетворяющие условиям (7) и (11), можно записать как пары соче-

таний γi1 , γi2 , . . . , γik1−µ
; δj1 , δj2 , . . . , δjk2−ν

, удовлетворяющие усло-

виям iµ + jν 6= n+ 1− µ− ν. Число же пар сочетаний, i1, . . . , ik1−µ;
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j1, j2, . . . , jk2−ν (iµ + jν 6= n+ 1− µ− ν), равно Cn−µ−νk1−µ, k2−ν (см. с. 15

цитированной работы). Поэтому имеем

∑
NAi1Ai2 ...Aip =

m1+m2+1∑
µ=0

m1+m2+1∑
ν=0

T (m1,m2, µ, ν, p)C
n−µ−ν
k1−µ, k2−ν . (12)

Поэтому, на основании формулы

N = N −NA1 −NA2 − . . .−NAs +NA1A2 + . . .+NAs−1As − . . .±

±NA1A2...As(s = m1 +m2 + 2) (13)

имеем для числа N всех пар сочетаний x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . ,

yk2
, удовлетворяющих условиям (6):

N = Cnk1, k2
+

m1+m2+1∑
p=1

(−1)p
m1+m2+1∑

µ=0

m1+m2+1∑
ν=0

T (m1,m2, µ, ν, p)C
n−µ−ν
k1−µ, k2−ν . (14)

Введем символ ε(m; x1, x2, . . . xk1
; y1, y2, . . . , yk2

), равный еди-

нице, если m входит в состав аддитивной суммы Шнирельмана по-

следовательностей x1, x2, . . . , xk1 и y1, y2, . . . , yk2 , и равный нулю в

противном случае, т.е. равен единице, если только пара сочетаний

x1, x2, . . . , xk1
; y1, . . . , yk2

нарушает по крайней мере одно из усло-

вий: xi 6= m, yj 6= m, xi + yj 6= m (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2).

Очевидно, что

n∑
m1=1

n∑
m2=1

ε(m1; x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2)×

× ε(m2; x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

) =

=

n∑
m1=1

n∑
m2=1

{[1− ε(m1; x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2)]×

× [1− ε(m2; x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

)]− 1}+
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+

n∑
m1=1

n∑
m2=1

[ε(m1; x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2)+

+ ε(m2; x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

)] =

= f(x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

|n)2.

Суммируя обе части полученного соотношения по всем парам

x1, x2, . . . , xk1
; y1, y2, . . . , yk2

, удовлетворяющим условиям xi+yj 6=

6= n+ 1 (i = 1, 2, . . . , k1; j = 1, 2, . . . , k2), и пользуясь (14), получим

∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1

; y1, y2, . . . , yk2
|n)2 =

=

n∑
m1=1

n∑
m2=1

m1+m2+1∑
µ=0

m1+m2+1∑
ν=0

m1+m2+1∑
p=1

(−1)p T (m1, m2, µ, ν, p)×

× Cn−µ−νk1−µ, k2−ν + 2n
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
n∑

m=1

ε(m; x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2),

где штрих при знаке двойной суммы
∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
означает, что сум-

мирование распространено на все пары сочетаний x1, x2, . . . , xk1 ;

y1, y2, . . . , yk2 , удовлетворяющих условиям: xi + yj 6= n + 1 ( i =

= 1, 2, . . . , k1; j = 1, . . . , k2), на основании формул (6) и (12) моей

вышецитированной работы получим из последнего соотношения

∑
Xnk1

∑
Y nk2

′
f(x1, x2, . . . , xk1 ; y1, y2, . . . , yk2 |n)2 =

=

n∑
m1=1

n∑
m2=1

m1+m2+1∑
µ=0

m1+m2+1∑
ν=0

m1+m2+1∑
p=1

(−1)p T (m1,m2, µ, ν, p)C
n−µ−ν
k1−µ, k2−ν+

+ 2n

n∑
m=1

n∑
p=1

(−1)p−1
[
Cm−1;n+1−m
p C n−2p

k1−p, k2−p×

×
(
Cm+1;n+1−m
p − Cm−1;n+1−m

p − C
′m−1;n+1−m
p−1

)
C n−2; p+2
k1−p+1, k2−p+1

]
+
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+ 2n

n∑
m=1

m+1∑
p=1

(−1)pC
′m−1;n+1−m
p−1 C n−2; p+2

k1−p+1, k2−p+1, (15)

где C n; d
k означает число всех сочетаний из первых n чисел натураль-

ного ряда по k, таких, что ни одна пара чисел, входящих в сочетание,

не имеет разности, равной d, а C ′n; d
k означает число таких сочетаний,

все числа которых сверх того отличны от d.

Умножая обе части формулы (15) на uk1vk2 и суммируя по k1, k2

от нуля до n, получим

Φ′n; 2(u, v) =

n∑
m1,m2=1

n∑
µ,ν=0

2n+2∑
p=1

(−1)p T (m1,m2, µ, ν, p)u
µ vν×

× (1 + u+ v)n−µ−ν + 2nΦ′n(u, v) = Wn(u, v) + n2(1 + u+ v)n+

+
2n(1 + u+ v)n+2

uv

n∑
m=1

[ϕm;n+1−m(x)+

+ xϕm−1;m+1−m(x)− ϕm+1;n+1−m(x)]+

+
2n(1 + u+ v)n+1

uv

n∑
m=1

[ϕm;m+1−m(x)− ϕm−1;n+1−m(x)] =

= Wn(u, v) + n2(1 + u+ v)n + 2n θn(u, v),

(16)

где Wn(u, v), ϕn; d(x), x, θn(u, v) и Φ′n(u, v) определяются формулами:

x = − uv

(1 + u+ v)2
, θn(u, v) = Φ′n(u, v)− n (1 + u+ v)n,

Φ′n(u, v) = Φ′n; 1(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

S
′n
k1, k2

uk1vk2

и

Wn(u, v) =

n∑
m1,m2=1

n∑
µ,ν=0

2n+2∑
p=1

(−1)p T (m1,m2, µ, ν, p)u
µ vν×

× (1 + u+ v)n−µ−ν

(17)
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(T (m1,m2, 0, 0, 0) = 1, T (m1,m2, µ, ν, 0) = 0 при µ+ ν 6= 0 ).

Подставляя в формулу (5) настоящей работы p = 3 и пользуясь

элементарной формулой

n−1∑
k=1

(1 + u+ v)k [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

=

=
(1 + u)n−1(1 + v)n−1 − (1 + u+ v)n−1

uv
(1 + u+ v), (18)

получим

Φn; 3(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
+

+ 3

n−1∑
k=1

Φk; 1(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k

+

+ 3

n−1∑
k=1

Φk; 2(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k −

− 3

n−1∑
k=1

Φ′k; 1(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1−

− 3

n−1∑
k=1

Φ′k; 2(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

,

(19)

где

Φn; 1(u, v) = Φn(u, v) = n [(1 + u)(1 + v)]
n−

− (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv

(20)

(см. формулу (38) цитированной работы),

Φ′n; 1(u, v) = Φ′n(u, v) = n(1 + u+ v)n +
(1 + u+ v)n+2

uv
×

×
n∑

m=1

[ϕm;n+1−m(x) + xϕm−1;n+1−m(x)− ϕm+1;n+1−m(x)] +
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+
(1 + u+ v)n+1

uv

n∑
m=1

[ϕm;n+1−m(x)− ϕm−1;n+1−m(x)] , (21)

(
x = − uv

(1 + u+ v)2

)

(см. формулу (27) там же). Подставляя в формулу (5) p = 2, точно

так же получим

Φn; 2(u, v) = n(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
+

+ 2

n−1∑
k=1

Φk; 1(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k −

− 2

n−1∑
k=1

Φ′k; 1(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

или на основании (18), (20), (21) и элементарной формулы

n−1∑
k=1

k(1 + u+ v)k [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

=

=
(n− 1)(1 + u+ v)n − n(1 + u)(1 + v)(1 + u+ v)n−1

u2 v2
(1 + u+ v)+

+
(1 + u)n(1 + v)n

u2 v2
(1 + u+ v) (22)

получаем после элементарных упрощений

Φn; 2(u, v) = n2(1 + u)n(1 + v)n−

− (2n− 1)
(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
−

− 2

n∑
k=1

θk(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

,

(23)
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где для простоты положено:

θk(u, v) = Φ′n(u, v)− n(1 + u+ v)n =
(1 + u+ v)n+2

uv
×

×
n∑

m−1

[ϕm;n+1−m(x) + xϕm−1;n+1−m(x)− ϕm+1;n+1−m(x)] +

+
(1 + u+ v)n+1

uv

n∑
m=1

[ϕm;n+1−m(x)− ϕm−1;n+1−m(x)] .

(24)

Подставляя в (19) Φk; 2(u, v) из формулы (23) и пользуясь при

этом (16), (18), (20) — (22), (24) и элементарной формулой
n−1∑
k=1

k2(1 + u+ v)k [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

=

=
−(n− 1)2(1 + u+ v)n+2

u3 v3
+

+
(2n2 − 2n− 1)(1 + u)(1 + v)(1 + u+ v)n+1

u3 v3
−

− n2(1 + u+ v)n(1 + u)2(1 + v)2

u3 v3
+

+
(1 + u)n(1 + v)n(1 + u+ v)2

u3 v3
+

+
(1 + u)n+1(1 + v)n+1(1 + u+ v)

u3 v3
,

(25)

получаем

Φn; 3(u, v) = n3(1 + u)n(1 + v)n−

− (3n2 − 3n+ 1)
(1 + u)n(1 + v)n − (1 + u+ v)n

uv
−

− 3

n−1∑
k=1

Wk(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1−

− 3

n−1∑
k=1

(4k − 1) θk(u, v) [(1 + u)(1 + v)]
n−k−1

.

(26)
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Для исследования формулы (26) необходимо видоизменить вы-

ражение для Φ′n(u, v) и Wn(u, v). Оставляя пока в стороне вторую

задачу как более трудную, преобразуем Φ′n(u, v) к форме явного ал-

гебраического выражения от u и v.

Для этого нужно найти, прежде всего, явные выражения для про-

изводящих функций ϕn; d(x) чисел C n; d
k . Докажем сначала форму-

лы:

2

(
1

2
+

1

2

√
1 + 4x

)n+2

= ϕn(x) + 2xϕn−1(x) + ϕn(x)
√

1 + 4x, (27)

2

(
1

2
+

1

2

√
1 + 4x

)n+2

= ϕn(x) + 2xϕn−1(x)− ϕn(x)
√

1 + 4x, (28)

где ϕn(x) = ϕn; 1(x) =
∑n
k=0 C

n; 1
k xk.

Функция ϕn(x) удовлетворяет рекуррентному соотношению

ϕn(x) = ϕn−1(x) + xϕn−2(x) (29)

(см. формулу (15) цитированной работы).

Поэтому правые части доказываемых равенств (27) и (28) удовле-

творяют тому же соотношению, как и линейные комбинации ϕn(x)

и ϕn−1(x) с постоянными относительно n коэффициентами. Непо-

средственной элементарной подстановкой убеждаемся в том, что и

левые части (27), (28) удовлетворяют соотношению (29). Далее, так

как левые и правые части (27) и (28) удовлетворяют одному и тому

же рекуррентному соотношению и совпадают при n = 0 и n = 1, то

равенства (27) и (28) доказаны.
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Докажем теперь формулу

ϕn; d(x) =

(
1
2 + 1

2

√
1 + 4x

)n+d+2

(
√

1 + 4x)d+1

1−

(
−x(

1
2 + 1

2

√
1 + 4x

)2
)q+2

d−r ×
×

1−

(
−x(

1
2 + 1

2

√
1 + 4x

)2
)q+3

r +

(
1
2 −

1
2

√
1 + 4x

)n+d+2

(−
√

1 + 4x)d+1
×

×

1−

(
−x(

1
2 −

1
2

√
1 + 4x

)2
)d+2

d−r ×
×

1−

(
−x(

1
2 −

1
2

√
1 + 4x

)2
)q+3

r ,
(30)

где q =
[
n
d

]
и r = n− q d, n = q d+ r.

Для доказательства этой формулы подставим в формулу

ϕn; d(x) =

n+d∑
s=0

C(s |m1, m2, . . . , md)(−x)sϕn+d−2s(x) (31)

[формула (22) моей цитированной выше работы], где C (s |m1, m2,

. . . , md) = C(s | n, d) означает число всех разложений числа s на d

слагаемых следующего вида : s = z1 + z2 + . . .+ zd (0 6 zi 6 mi + 1,

i = 1, 2, . . . , d), гдеmi =

[
n+ i− 1

d

]
, (i = 1, 2, . . . , d).Производящая

функция чисел C(s |n, d) очевидно равна

fn; d(z) =

n+d∑
s=0

C(s |n, d)zs =
d∏
s=1

(1 + z + z2 + . . .+ zmi+1) =

=
(1− zq+2)d−r(1− zq+3)r

(1− z)d
, (32)

так как среди mi имеется ровно d− r чисел, равных q + 1. На осно-
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вании (28), (29), (31) и (32) имеем теперь

ϕn(x) =
1√

1 + 4x

[(
1

2
+

1

2

√
1 + 4x

)n+2

−
(

1

2
− 1

2

√
1 + 4x

)n+2
]

;

ϕn; d(x) =

n+d∑
s=0

C(s |n, d)
(−x)s√
1 + 4x

×

×

[((
1

2
+

1

2

√
1 + 4x

)n+2+d−2s

−
(

1

2
− 1

2

√
1 + 4x

)n+2+d−2s
)]

=

=

(
1
2 + 1

2

√
1 + 4x

)n+2+d

√
1 + 4x

fn; d

(
−x(

1
2 + 1

2

√
1 + 4x

)2
)
−

−
(

1
2 −

1
2

√
1 + 4x

)n+2+d

√
1 + 4x

fn; d

(
−x(

1
2 −

1
2

√
1 + 4x

)2
)
.

После элементарных преобразований, как легко видеть, последнее

соотношение переходит в формулу (30). Другое1, удобное для опре-

деления S n; 3
k1, k2

выражение для Φ′n(u, v), мы получим, если докажем

формулу

(1 + u+ v)nϕn−1

(
− uv

(1 + u+ v)2

)
=

n∑
k1=0

n∑
k2=0

D n
k1,k2

uk1vk2 , (33)

где

D n
k1,k2

= C n−k1

k2
C n−k2

k1
.

Легко показать, пользуясь правилом треугольника Паскаля

Cm−1
k + Cm−1

k−1 = Cmk , соотношение

D n
k1,k2

= D n−1
k1,k2

+D n−1
k1−1,k2

+D n−1
k1,k2−1 −D

n−2
k1−1,k2−1. (34)

1Формула (33) была мною получена на основании интересных соображений,

любезно сообщенных мне В. П. Симоновым.
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Умножая обе части соотношения (34) на uk1vk2 и суммируя по всем

неотрицательным значениям k1, k2, получим для суммы

Vn(u, v) =

n∑
k1=0

n∑
k2=0

D n
k1,k2

uk1vk2

рекуррентное соотношение

Vn(u, v) = (1 + u+ v)Vn−1(u, v)− uvVn−2(u, v).

Так как тому же соотношению удовлетворяет и

ψn(u, v) = (1 + u+ v)nϕn−1

(
− uv

(1 + u+ v)2

)
[в чем нетрудно убедиться на основании (29)] и так как совершенно

очевидно, что V1(u, v) = ψ1(u, v) = 1+u+v, V2(u, v) = ψ2(u, v) = 1+

+2n+2v+uv+u2v2, то имеем при всяком n > 0: Vn(u, v) = ψn(u, v),

так как две функции ψn(u, v), Vn(u, v), удовлетворяющие одному и

тому же рекуррентному соотношению и совпадающие при n = 1, 2,

должны совпадать при всех положительных значениях. Таким обра-

зом, равенство (33) доказано. Мы видим, что выражение

ψn(u, v) = (1 + u+ v)nϕn−1

(
− uv

(1 + u+ v)2

)
,

имеющее смысл1 при всяком n, имеет очень простые коэффициенты

при n > 0. Кроме того, на основании формулы (16) цитированной

работы

ϕ−m(x) = −ϕm−4(x)

(−x)m−2

1См. цитированную работу. Рекуррентное соотношение (29) позволяет опре-

делить ϕn(x) при n = 0, −1, −2, . . . .
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имеем при

x = − uv

(1 + u+ v)2

ψ−n(u, v) = −ψn−1(u, v)

(u v)n−1
. (35)

Умножая далее формулу (17) цитированной работы

ϕm1
(x)ϕm2

(x) =

m2+1∑
µ=0

ϕm1+m2+1−2µ(x) · (−x)µ на ϕm3
(x) и пользуясь

той же формулой, получим

ϕm1(x)ϕm2(x)ϕm3(x) =

=

m2+1∑
µ1=0

m3+1∑
µ2=0

(−x)µ1+µ2ϕm1+m2+m3+2−2(µ1+µ2)(x).

Продолжая этот процесс дальше, получим

ϕm1(x)ϕm2(x) . . . ϕms(x) =

m2+1∑
µ1=0

m3+1∑
µ2=0

. . .

ms+1∑
µs=0

(−x)µ1+µ2+...+µs−1×

×ϕm1+m2+...+ms+s−1−2(µ1+µ2+...+µs−1)(x)

или

ϕm1
(x)ϕm2

(x) . . . ϕms(x) =

=

n+s−1−m1∑
ν=0

C(ν |m2,m3, . . . ,ms)(−x)νϕn+s−1−2ν(x), (36)

где C(u |m2, m3, . . . , ms) равно числу решений уравнения u = z1 +

+ z2 + . . .+ zs−1 в целых zi, удовлетворяющих неравенствам

0 6 zi 6 mi+1 + 1 (i = 1, 2, . . . s− 1) и n = m1 +m2 + . . .+ms.

Подобно тому, как в цитированной работе была доказана форму-

ла (22) из (19), получим

ϕn; d(x) =
∑
s=0

C(s |n, d)(−x)sϕm+d−1−2s(x), (37)
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где

C(s |n, d) = C(s |m2, m3, . . . , md);mi =

[
n+ i− 1

d

]
(i = 2, 3, . . . , d),

при d > 1, C(0 |n, 1) = 1,∑
s=0

C(s |n, d)zs = fn;d(z) =
(1− zq+2)d−r−1(1− zq+3)r

(1− z)d−1
.

На основании (21), (31), (36) и (37) имеем

Φ′n(u, v) = n(1 + u+ v)n +
1

uv

n∑
m=1

∑
s=1

C(s |m,n+ 1−m) =

= us vsψn+2−2s(u, v)−

−
n∑

m=1

∑
s=0

C(s |m− 1, n+ 1−m)us vsψn−2s(u, v)−

− 1

u v

n∑
m=1

∑
s=1

C(s |m+ 1, n+ 1−m)us vsψn+2−2s(u, v)+

+
1

u v

n∑
m=1

∑
s=1

C(s |m,n+ 1−m)us vsψn+1−2s(u, v)−

− 1

u v

n∑
m=1

∑
s=1

C(s |m− 1, n+ 1−m)us vsψn+1−2s(u, v)

или

Φ′n(u, v) = n(1 + u+ v)n +

n∑
m=1

∑
s=0

[
C(s+ 1 |m,n+ 1−m)−

− C(s |m− 1, n+ 1−m)− C(s+ 1 |m+ 1, n+ 1−m)
]
us vs×

× ψn−2s(u, v) +

n∑
m=1

∑
s=1

[
C(s+ 1 |m,n+ 1−m)−

− C(s+ 1 |m− 1, n+ 1−m)
]
us vsψn−1−2s(u, v).

(38)

Выражение (38) для Φ′n(u, v) удобнее других в том отношении,

что в него входят ψn(u, v), коэффициенты которых легко найти по

формуле (13).
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В тех членах (38), в которых индексы при ψn(u, v) отрицатель-

ные, мы легко найдем коэффициенты, выразив ψn(u, v) с отрица-

тельным индексом через ψn(u, v) с положительным индексом на ос-

новании (35), и, таким образом, определим S′n; 1
k1,k2

в виде сравнитель-

но простого выражения.
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к вопросам распределения

простых чисел

В беседе со мной в 1935 г. Л. Г. Шнирельман сообщил мне о своих

соображениях по поводу возможных применений функционального

анализа к вопросам теории распределения простых чисел, а также

указал на то обстоятельство, что ряд числовых тождеств, связанных

с распределением чисел, может быть получен путем рассмотрения

введенной им «функциональной» дзета-функции. Целью настоящей

работы является изложение идей Л. Г. Шнирельмана и дальнейшее

их развитие и обобщение, к которому я недавно пришел. Рассмотрим

семейство функций F , определенных на области B. (Термин «об-

ласть» понимается здесь просто в смысле любого множества веще-

ственных или комплексных чисел). Рассмотрим последовательность

дистрибутивных функциональных операторов L1, L2, . . ., отобража-

ющих функции семейства F в семейство F и обладающих сверх того

свойством LnLm = Ln,m (n = 1, 2, . . . ;m = 1, 2, . . .), которое мы

в дальнейшем будем называть M - свойством. Например, рассматри-

вая в области (−∞, ∞) множество функций, обладающих тем свой-

ством, что вместе с f(x), f(nx), где n — любое целое положительное

число, принадлежит тому же семейству (т.е. из f(x) ∈ F следует

f(nx) ∈ F ), можем положить Lnf(x) = f(nx).
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Тогда очевидно имеем

Ln(Lmf(x)) = Lnf(mx) = f(nmx) = Lnmf(x),

т.е. LnLm = Lnm.

Также можно взять операторы Lnf(x) = χ(n)f(nx), где χ(n) —

характер Дирихле для модуля k и F таково, что из f(x) ∈ F следует

χ(n)f(nx) ∈ F. Из данной последовательности операторов, обладаю-

щих M -свойством, можно получить другие последовательности, об-

ладающие тем же свойством, на основании теоремы: если Ln

(n = 1, 2, 3, . . .) есть последовательность операторов, обладающаяM -

свойством, то и L′n = ALnA
−1, где A и A−1 — два взаимно обратных

линейных функциональных оператора, отображающих F само на се-

бя, также образует последовательность, обладающую M - свойством:

L′nL
′
m = ALnA

−1ALmA
−1 = ALnLmA

−1 = ALnmA
−1 = L′nm.

Приведем примеры последовательностей функциональных операто-

ров, обладающих M -свойством:

Lnf(x) = f(nα x) α S 0, Lnf(x) = f(x+ a log n), Lnf(x) = f(xn),

Lnf(x) = f(nx− (n− 1)a),

Lnf(x)−
x∫

0

f ′(xn)dx, Lnf(x) = f(ϕ(nψ(x)), (ϕψ(x)) = x),

определенных, разумеется, на соответствующим образом подобран-

ных множествах F . Большое количество примеров можно получить

на основании того замечания, что последовательность функциональ-

ных операторов

Ln = nλ = eλ logn = 1 +
log n

1!
λ+

(log n)2

2!
λ2 + . . . (n = 1, 2, . . .),
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где λ есть произвольный линейный функциональный оператор, обла-

дает M - свойством, если при этом все ряды, здесь рассматриваемые:

Lnf(x) = f(x) +
log n

1!
λf(x) +

(log n)2

2!
λ2f(x) + . . . ,

∞∑
k=0

(logm)k

k!
λk(Lnf(x)), (f(x) ∈ F, λ3f(x) = λ(λf(x)), . . .),

будут абсолютно сходящимися и полученное применение операций λp

(p = 1, 2, . . .) к рассматриваемым рядам предполагается законным. В

этих предположениях проверкаM - свойства совершается формально

так же, как проверка элементарного соотношения nµmµ = (nm)µ:

∞∑
k=0

(log n)k

k!
µk
∞∑
l=0

(logm)l

l!
µl =

∞∑
k=0

(log nm)k

k!
µk,

где µ — число.

Этим способом можно получить и ранее рассмотренные примеры.

Например, для f(x), разлагающейся в ряд Тейлора

f(x+ h) = f(x) +
h

1!
f ′(x) + . . . ,

имеем

Lnf(x) = f(x+ a log n) = elogna d
dx f(x) = na

d
dx f(x).

Далее для аналитической f(x)

Lnf(x) = f(nx) = elognx d
dx f(x), Lnf(x) = f(xn) =

= elognx log x x
dx f(x) = nx log x x

dx f(x), Lnf(x) = elogn∆

f(x) =

= n∆f(x) =

∞∑
k=0

(log n)k

k!
∆kf(x), (∆f(x) = f(x+ 1)− f(x)).
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Рассмотрим теперь функциональный оператор следующего вида,

определенный на функциональном множестве F :

ζ(s, L) =

∞∑
n=1

Ln
ns
,

на основании следующего соотношения:

ζ(s, L)f(x) =

∞∑
n=1

Lnf(x)

ns
,

где ряд справа предполагается абсолютно сходящимся для R(s) > σ0

и последовательность Ln обладает M - свойством.

Оператор ζ(x, L), таким образом, определен для всех f(x) рас-

сматриваемого семейства F и для всех значений комплексного пара-

метра s = σ+ ti, лежащих правее линии σ = σ0. В частности, при со-

ответствующих ограничениях легко определяется функциональный

оператор

ζ(s+ λ) =

∞∑
n=1

n−λ

ns
,

где λ — некоторый дистрибутивный функциональный оператор и

n−λ =

∞∑
p=0

(− log n)p

p!
λp, причем легко видеть, что для Ln = n−λ

M - свойство выполняется. В частности, при соответствующих огра-

ничениях для F имеем при λf(x) = −xf ′(x) или λ = −x d
dx :

ζ(s+ λ)f(x) =

∞∑
n=1

f(nx)

ns
.

Так же точно для λ = −x log x d
dx имеем [на основанииf(xn) =

= elogn log x d
dx f(x)]
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ζ(s+ λ)f(x) =

∞∑
n=1

f(xn)

ns
.

Приложения рассматриваемой здесь функциональной дзета-

функции основано на следующем замечании: если на функциональ-

ном множестве F определена последовательность функциональных

операторов L1, L2, . . . , обладающая M - свойством, Ln Lm = Lnm и

такая, что из f(x) ∈ F следует, что Ln(Lmf(x)) = Lnmf(x) ∈ F .

Если, кроме того, для всех значений комплексного параметра s, ве-

щественная часть которого больше σ0, и для любой f(x) из F ряд
∞∑
n=1

Lnf(x)

ns
= ζ(s, L)f(x) абсолютно сходится и дает функцию, при-

надлежащую к некоторому семейству F ′. Если далее для каждо-

го R(s) > σ0 и каждой f(x) ∈ F ряд
∞∑
n=1

log n

ns
Lnf(x) = −ζ ′(s, L),

очевидно сходящийся, дает функцию от x, принадлежащую семей-

ству F ′′, a ряд
∞∑
n=1

µ(n)

ns
Lnf(x) = ζ−1(s, L)f(x), сходящийся на том

же функциональном множестве F, дает функцию, принадлежащую

F ′′, и почленное применение операторов к рассматриваемым рядам

законно, то тогда справедливо следующее тождество:

ζ ′(s, L) · ζ(s, L)−1f(x) =
∑ Λ(n)

ns
Lnf(x) (1)

для каждой f(x) ∈ F . Это тождество является обобщением тожде-

ства Эйлера для дзета-функции и доказывается совершенно анало-

гичным образом на основе M - свойства для Ln и тождества∑
d/n

log dµ
(n
d

)
= Λ(n).
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Вывод формулы (1) опускаем ввиду его полной очевидности. Так

же точно легко доказать тождество

ζ−1(s, L) ζ(s, L)f(x) = f(x), (2)

оправдывающее обозначение ζ−1(s, L).

Разумеется, произведение ζ ′(s, L) на ζ−1(s, L) нужно понимать в

смысле композиции операторов. Для случая

Lnf(x) = elognx log x d
dx f(x) = f(xn) = n−λf(x) = nx log x d

dx f(x), s = 0,

получим ζ(λ)ϕ(x) =

∞∑
n=1

1

nλ
ϕ(x) =

∞∑
n=1

ϕ(xn), следовательно, для

ϕ(x) = x, ζ(λ)ϕ(x) = x
1−x .

Следовательно,

ζ−1(λ)
x

1− x
= ζ−1(λ)ζ(λ)x = x.

Поэтому тождество (1) дает для

ζ(s, L) = ζ(λ), f(x) =
x

1− x

в этом случае

∞∑
n=1

Λ(n)
xn

1− xn
=

∞∑
m=1

logmxm, (3)

т.е. известное тождество для ряда Ламберта, которое, таким обра-

зом, получилось из обобщённого тождества Эйлера (1). Это рассуж-

дение не только дает новый вывод тождества (3), не только связы-

вает неожиданным образом давно известное тождество (3) с тожде-

ством Эйлера, но и дает надежду изучить ряд Ламберта
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∞∑
n=1

Λ(n)
xn

1− xn
методами теории дзета-функции на основе равенства

∞∑
n=1

Λ(n)
xn

1− xn
=
ζ ′

ζ
(λ)

x

1− x
(λ = −x log x

d

dx
),

так как (как увидим ниже) свойства функции ζ от «функцио-

нального» аргумента совпадают со многими свойствами обычной

дзета-функции. Для функциональной дзета-функции для случая

Ln = n−λ = e−λ logn (след. ζ(s, L) = ζ(s+λ)) возможно найти в неко-

торых случаях аналитическое продолжение ζ(s+ λ) внутрь «крити-

ческой полосы» аналогично тому, как это делается в теории обычной

дзета-функции. Прежде всего, определяя Lu для любого u > 0 (не

только целого) формулой

Luf(x) = u−λf(x) = e−λ log uf(x) = f(x)− log u

1!
λf(x) + . . . ,

имеем тождество, аналогичное известному тождеству из теории

обычной дзета-функции:

ζ(s+ λ)f(x) = ζ(s, L)f(x) =

=
s+ λ

s+ λ− 1
f(x)− (s+ λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1
Luf(x) du

(4)

(см., например, [37]), где
s+ λ

s+ λ− 1
f(x)

определено как

(s+ λ)

∞∫
1

1

us
Luf(x)du = (s+ λ)

∞∫
1

du

us+λ
f(x)du
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и [u] означает целую часть u.

При этом делаются следующие предположения: uλf(x) =

= O (uσ+ε), для каждой f(x) ∈ F , операцию λ можно переносить че-

рез знак интегралов для случая R(s) > σ0 +1 (дающего абсолютную

сходимость всех интегралов), причем, естественно, значения этих ин-

тегралов и подынтегральных выражений предполагаются принадле-

жащими области определения оператора λ (иначе говоря, все выра-

жения, входящие в формулу, предполагаются имеющими смысл).

Кроме того, равенство

∞∑
k=0

(− log n)k

k!
λk+1f(x) = λ

∞∑
k=1

(− log n)k

k!
λkf(x) (u > 0, f(x) ∈ F )

предполагается справедливым, т.е. предполагается, что к равномер-

но сходящемуся ряду для u−λf(x) можно почленно применить опера-

цию λ. Последнее будет, наверное, выполнено, если операцию λ мож-

но применять почленно к абсолютно сходящимся рядам или тогда,

когда в результате ее применения получится абсолютно сходящийся

ряд. Для доказательства формулы отметим, что

d

du

[
1

us+λ
f(x)

]
=

d

du

[
1

us

∞∑
k=0

(− log u)k

k!
λkf(x)

]
=

= − s

us+1

∞∑
k=0

(− log u)k

k!
λkf(x)− 1

us+1

∞∑
k=1

(− log u)k−1

k!
kλkf(x) =

= −(s+ λ)
1

us+λ+1
f(x).
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Рассматривая следующий интеграл, получим формулу (4):

(s+ λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1+λ
f(x)du =

∞∫
1

(s+ λ)
u− [u]

us+1+λ
f(x)du =

= (s+ λ)

∞∫
1

1

us+λ
f(x)du−

∞∫
1

(s+ λ)
[u]

us+1+λ
f(x)du =

= (s+ λ)

∞∫
1

1

us+λ
f(x)du−

∞∫
1

[u]
d

du

[
1

us+1
f(x)

]
du =

= (s+ λ)

∞∫
1

1

us+λ
f(x)du−

∞∫
1

d

du

[
1

us+λ
f(x)

]
du−

− 2

3∫
2

d

du

[
1

us+λ
f(x)

]
du− . . . = (s+ λ)

∞∫
1

1

us+λ
f(x)du−

−
[(

1

2s+λ
− 1

1s+λ

)
+ 2

(
1

3s+λ
− 1

2s+λ

)
+ . . .

]
f(x) =

= (s+ λ)

∞∫
1

1

us+λ
f(x)du− ζ(s+ λ)f(x) ч. т. д.

Выражение

ϕ(x)
s+ λ

s+ λ− 1
f(x) = (s+ λ)

∞∫
1

du

us+λ
f(x)du,

входящее в формулу (4), является при R(x) > σ0 + 1 частным реше-

нием функционального уравнения

(s+ λ− 1)ϕ(x) = (s+ λ)f(x), (5)

в самом деле:
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(s+ λ− 1)ϕ(x) = (s+ λ)

∞∫
1

(s+ λ− 1)
du

us+λ
f(x) =

= − (s+ λ)

∞∫
1

d

du

[
1

us+λ−1

]
f(x) = (s+ λ)f(x).

Второй член правой части формулы (4) имеет смысл не при R(s) >

> σ0 + 1, но и не при R(s) > σ0, если оператор λ приложим к

интегралу
∞∫

1

u− [u]

us+λ+1
du, при этом получается аналитическая от s

функция, и если при этом первый член правой части этой формулы

аналитически продолжаем внутрь полосы σ0 < R(s) 6 σ0 + 1, то

тогда формула (4) дает аналитическое продолжение функциональ-

ной дзета-функции ζ(x+ λ), определенной первоначально в области

R(s) > σ0 + 1, внутрь этой полосы. Вопрос об аналитическом про-

должении функциональной дзета-функции, таким образом, связан с

аналитическим продолжением одного из решений функционального

уравнения (5) по параметру s. Возьмем, в частности, случай, когда F

есть множество функций определенных и регулярных, т.е. неограни-

ченно дифференцируемых и разлагающихся в ряд Тейлора, причем

положим λ = −x log d
dx . В этом случае для u > 1 и u−λ(x) = f(xu)

формула (1) приобретает вид

ζ(s+ λ)f(x) =

∞∑
n=1

f(xn)

ns
=

=
s+ λ

s+ λ− 1
f(x)− (s+ λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1
f(xu)du,

(6)
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где

s+ λ

s+ λ− 1
f(x) = (s+ λ)

∞∫
1

du

us
f(xu)du =

=
(
s− x log x

d

dx

) ∞∫
1

du

us
f(xu) = −

(
s− x log x

d

dx

) x∫
0

(log x)s−1f(z)

z(log z)s
dz

является решением линейного дифференциального уравнения

(s+ λ− 1)y = (s+ λ)f(x)

(
λ = − log x

d

dx

)
и может быть получено из общего интеграла. Здесь R(s) > 1. Умно-

жая обе части формулы (6) на
ζ ′

ζ
(s+ λ)

s+ λ− 1

s+ λ
и пользуясь ком-

мутативностью всех имеющихся здесь операторов, получим

s+ λ− 1

s+ λ
ζ ′(s+ λ)f(x) =

s+ λ− 1

s+ λ

∞∑
n=1

log nf(xn)

ns
=

=

∞∑
n=1

Λ(n)f(xn)

ns
− (s+ λ− 1)

∞∑
n=1

∞∫
1

u− [u]

us+1

∑ f(xnu)Λ(n)

ns
.

Здесь
s+ λ− 1

s+ λ
= (s+ λ− 1)(s+ λ)−1, причем (s+ λ)−1 понима-

ется как оператор, обратный к s + λ слева, т.е. удовлетворяющий

условию (s+ λ)−1[(s+ λ)y(x)] = y(x).

Таким оператором (s+ λ)−1 будет в случае, если интегралы

k∫
0

(log t)−s
y(t)

t log t
dt и

x∫
0

(log t)−sy′(t)dt

существуют и [(log x)−sy(x)]x=0 = 0, т.е.

(s+ λ)−1y(x) = −(log x)s
x∫

0

(log t)−s
y(t)

t log t
dt. (7)
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В самом деле:

(s+ λ)−1[(s+ λ)y(x)] = −(log x)s
x∫

0

(log t)−s
s y(t)− log t ν ′(t)

t log t
dt =

= (log x)s
x∫

0

d((log t)−sy(t)) = y(x).

Легко также путем простых выкладок убедиться в том, что по-

строенный здесь оператор (s + λ)−1 является также обратным пра-

вым к (s+ λ), т.е.

(s+ λ)[(s+ λ)−1y(x)] =

=
(
s− x log x

d

dx

)[
− (log x)s

x∫
0

(log t)−s
y(t)

t log t
dt
]

= y(x),

легко проверить коммутативность оператора
s+ λ− 1

s+ λ
= (s + λ −

− 1)(s + λ)−1 = 1 − (s + λ)−1 с оператором Ln (Lny(x) = n−λy(x) =

= y(xn)) при всяком n, откуда автоматически вытекает коммутатив-

ность оператора
s+ λ− 1

s+ λ
= (s+ λ− 1)(s+ λ)−1 = 1− (s+ λ)−1 со

всеми фигурирующими здесь «функционально-операторными» ря-

дами Дирихле. Также легко доказывается, что операторы (s + λ) и

Ln коммутируют. Здесь предполагается, что условия существования

интегралов

x∫
0

(log t)−s
y(t)

t log t
dt;

x∫
0

(log t)−s
y ′(t)

t log t
dt; [(log t)−sy(x)]x=0 = 0

выполняются для

y(x) = (s+ λ− 1)−1f(x) =

∞∫
1

f(xu)du

us
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и для

y(x) =

∞∫
1

u− [u]

us+1
f(xu)du.

В этом случае получим следующее тождество:

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(xn) =

∞∑
n=1

log n

ns

[
(log x)s

x∫
0

f(tu)

t log t
(log t)−sdt+ f(xn)

]
+

+
[
(s− 1)− x log x

d

dx

] ∞∫
1

u− [u]

us+1

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(xnu)du.

(8)

Полагая здесь s = 0, f(x) = x, что возможно, так как формула

(8), доказанная нами для R(s) > 1, справедлива в силу принципа

аналитического продолжения и в этом случае. Тогда, обозначая че-

рез Φ(x) сумму
∞∑
n=1

Λ(n)xn, получим

Φ(x) =

∞∑
n=1

log n
[
xn +

x∫
0

tn−1 dt

log t

]
−

−
[
1 + x log x

d

dx

] ∞∫
1

u− [u]

u
Φ(xu)du.

(9)

Вывод формулы (6) можно провести почти дословно, опустив

предположение о неограниченном дифференцировании функции

f(x) и заменив его предположением о существовании только первой

производной. Из формулы (4) получим также, при соответствующих

ограничениях, полагая λ = x d
dx , n

λf(x) = f(nx), следующую фор-

мулу:
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ζ(s+ λ)f(x)

∞∑
n=1

f(nx)

ns
=

s+ λ

s+ λ− 1
f(x)−

−(s+ λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1
f(ux)du, (10)

где

s+ λ

s+ λ− 1
f(x) = (s+ λ)

∞∫
1

f(ux)

us
du,

справедливую также, как легко видеть, в предположении существо-

вания только первой производной. Здесь предполагается: f(ux) =

= O (uσ0) при > 1 и R(s) > σ0 + 1. Формула (10), подобно предыду-

щей, может быть, в некоторых частных случаях использована для

аналитического продолжения по s функции ζ(s+ λ)f(x) внутрь по-

лосы σ0 < R(s) 6 σ0 + 1. Это будет, наверное, если

s+ λ

s+ λ− 1
f(x) = (s+ λ)

∞∫
1

f(ux)

us
du

аналитически продолжаема внутрь указанной полосы и если также

(s+ λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1
f(ux)du

аналитически продолжаема внутрь этой полосы.

Последнее условие не является само собой разумеющимся: хо-

тя интеграл
∞∫

1

u− [u]

us+1
f(ux)du сходится и в указанной полосе

(s+λ)

∞∫
1

u− [u]

us+1
f(ux)du может и не существовать, так как λ = x

d

dx
,
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а интеграл
∞∫

1

u− [u]

us+1
f(ux)dx может не иметь производной по x

при σ0 < R(s) 6 σ0 + 1. Из существования и равномерной схо-

димости интеграла будет всегда следовать его дифференцируе-

мость по x, если рассматриваемая область изменения есть плос-

кость комплексного переменного, а f(x) есть регулярная аналити-

ческая функция комплексного переменного x. Если λ ′ = BλB−1,

где B есть некоторый дистрибутивный оператор, то легко видеть,

что L′u = uλ
′

= BuλB−1 = BLuB
−1, так как λ′ k = BλkB−1 и

uλ
′

=

∞∑
k=1

(log u)k

k!
λ′ k = B

( ∞∑
k=1

(log u)k

k!
λk
)
B−1.

Таким образом, от любой из рассмотренных формул можно пе-

рейти ко многим, преобразовывая λ и Lu, входящие в эти формулы,

при помощи произвольного линейного оператора B. Например, если

B−1f(x) = f(ϕ(x)), где ϕ(x) — заданная функция, имеющая обрат-

ную в данной области, то Bf(x) = f(Ψ(x)), где ϕ(Ψ(x)) = x(Ψ(x)), и

тогда, если λ = x
d

dx
Luf(x) = f(ux), имеем

λ′ = BλB−1 = −Ψ(x)ϕ′(Ψ(x))
d

dx
= − Ψ(x)

Ψ′(x)

d

dx

и

L′uf(x) = BLuB
−1f(x) = f(ϕ(uΨ(x))).
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Формула (4) в применении к случаю λ = λ′ и L = L′u дает

∞∑
n=1

f(ϕ(nΨ(x)))

ns
=
(
s− Ψ(x)

Ψ′(x)

d

dx

) ∞∫
1

1

us
f(ϕ(uΨ(x)))du−

−
[
s−Ψ(x)ϕ′(Ψ(x))

d

dx

] ∞∫
1

u− [u]

us+1
f(ϕ(uΨ(x)))du

или

ζ(s+ λ′)f(x) =

∞∑
n=1

f(ϕ(nΨ(x)))

ns
=

s+ λ′

s+ λ′ − 1
f(x)−

− (s+ λ′)

∞∫
1

u− [u]

us+1
L′uf(x)du.

(11)

Умножаем обе части последнего тождества (в смысле композиции

преобразований) на −s+ λ′ − 1

s+ λ′
ζ ′(s+ λ′)

ζ(s+ λ′)
, где

s+ λ′ − 1

s+ λ′
есть опера-

тор, обратный к
s+ λ′

s+ λ′ − 1
(здесь

s+ λ′ − 1

s+ λ′
понимается как оператор

(s+λ′−1)(s+λ′)−1, где (s+λ′)−1 означает оператор, обратный слева

к s+ λ′, т.е. (s+ λ′)−1[(s+ λ′)y(x)] = y(x)).

Таким оператором будет для любого y(x), для которого интегра-

лы
x∫

ϕ(−∞)

Ψ(t)−s−1Ψ′(t) y(t)dt и
x∫

ϕ(−∞)

Ψ(t)−sy ′(t)dt будут сходящи-

мися и для которых
[
Ψ(x)−sy(x)

]
x=ϕ(−∞)

следующий оператор:

(s+ λ)−1y(x) = −Ψ(x)s
x∫

ϕ(−∞)

Ψ(t)−s−1Ψ(t) y(t)dt,

как в этом нетрудно убедиться, производя элементарные выкладки,

аналогичные ранее проделанным. Также легко убедиться в комму-

тативности всех фигурирующих здесь операторов между собою, и,
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пользуясь коммутативностью всех фигурирующих здесь операторов,

получим
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(ϕ(nΨ(x))) =

∞∑
n=1

log n

ns

[
f(ϕ(nΨ(x)))+

+ (Ψ(x))s
x∫

ϕ(−∞)

f(ϕ(nΨ(x))Ψ(x)−s
Ψ′(x)

Ψ(x)
dx)
]
+

+
(
s− 1− Ψ(x)

Ψ′(x)

d

dx

) ∞∫
1

u− [u]

u

[ ∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(ϕ(nuΨ(x)))

]
du.

(12)

В случае ϕ = (x) = Ψ(x) = x получим, в частности:

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(nx) =

∞∑
n=1

log n

ns

[
f(nx) + xs

x∫
∞

f(nx)x−s−1dx
]
+

+
(
s− 1− x d

dx

) ∞∫
1

u− [u]

u

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
f(nux)du,

(13)

где f(x) — любая функция, имеющая первую производную,

lim
i→−∞

[
f(t) t−1

]
= 0 и такая, что все ряды и интегралы, входящие в

формулу, сходятся абсолютно и равномерно в отношении рассматри-

ваемой области, в частности, при R(s) > 1 + ε (ε > 0), x < 0.

Еще специальнее, в случае f(x) = sinx eδx, R(s) > 1 + ε, x < 0,

получаем после небольших упрощений
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
sin(nx) enxδ =

=

∞∑
n=1

sinn

ns

sinnx enxδ + |x|s
∞∫
−x

sinnx e−nxδx−s−1dx

+

+
(
s− 1− x d

dx

) ∞∫
1

u− [u]

u

[ ∞∑
n=1

Λ(n)

ns
enxuδ sin(nux)

]
du.

(14)
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При −1 < R(s) < 0, выражая x−s−1 в форме
1

Γ(s+ 1)

∞∫
0

e−txtsdt

и производя перемену в порядке интегрирования:

|x|s
∞∫

1

sinnxenxδx−s−1dx =

=
|x|s

Γ(s+ 1)

∞∫
0

ext+xnδ[n cosnx− (t+ nδ) sin(nx)]

(t+ nδ)2 + n2
tsdt. (15)

Правая часть равенства (15) дает аналитическое продолжение по

левой части в области R(s) > −1. Положим, для сокращения:

Φn(x, x, δ) = |x|s
∞∫
−x

sinnxx−s−1e−nxδdx =

=
|x|s

Γ(s+ 1)

∞∫
0

ex(t+nδ)(n cosnx− (t+ nδ) sinnx)

(t+ nδ)2 + n2
tsdt.

(16)

Очевидно, что обе части формулы (16) определяют Φn(x, s, δ) при

x < 0, δ > 0 как целую функцию от s.

Формула (16) теперь приобретает вид

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
enxδ sin(nx) =

∞∑
n=1

log n

ns

[
sinnx enxδ + Φn(x, s, δ)

]
+

+

∞∑
n=1

∞∫
1

u− [u]

u

[
(s− 1)enuxδ sin(nux)− xnuδ sin(nux)enux−

− nux cos(nux)enuxδ
]
du.

(17)

Умножая обе части последнего равенства на sinx и интегрируя в
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пределах от −2π до −π, получим после элементарных упрощений

δ

∞∑
n=1

Λ(n)

ns−1

2n [(−1)n−1e−nπδ − e−2nπδ]

[(n− 1)2 + n2δ2][(n+ 1)3 n2δ2]
=

= δ

∞∑
n=1

log n

ns−1

2n [(−1)n−1e−nπδ − e−2nπδ]

[(n− 1)2 + n2δ][(n+ 1)2 + n2δ]
+

+

∞∑
n=1

log n

ns

−π∫
−2π

Φn(x, s, δ) sinx dx+

+

∞∫
1

u− [u]

u

[ ∞∑
n=1

Fn(s, δ, u)
Λ(n)

ns

]
du.

(18)

Здесь Fn(s, δ, u) для сокращения положено вместо громоздкого,

но не элементарного выражения, возникающего в процессе интегри-

рования. Переходя в формуле (18) к пределу при δ → 0 и замечая,

что левая часть и первая сумма правой части равенства (18) стре-

мятся при δ → 0 к нулю, получим

lim

∞∫
1

u− [u]

u

[ ∞∑
n=1

Λ(n)

ns
F (s, δ, u)

]
du =

∞∑
n=1

log n

ns
1

Γ(s+ 1)
×

×
−π∫
−2π

∞∫
0

ext(n cosnx− t sinnx)

t2 + n2
|x|s sinx tsdxdt.

(19)

Другие примеры последовательностей функциональных операто-

ров, обладающих M - свойством, получим, полагая:

Lnf(x) = f(x) +

∞∑
n=1

(− log n)k

k!
K(k)(x, t)f(t)dt,

где K(k)(x, t) означает последовательные итерации заданного ядра

K(x, t). Полагая
∞∑
m∼1

(− log n)m

m!
K(m)(x, y) = Kn(x, y),
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получаем

Lnf(x) = f(x) +

b∫
a

Kn(x, t)f(t)dt.

Пользуясь известным свойством итерированных ядер

b∫
a

K(p)(x, t)K(q)(t, y)ds = K(p+q)(x, y),

легко доказать здесь наличие M - свойства. Получая

(−λ)f(x) =

b∫
a

K(x, t)f(t)dt,

имеем

(−λ)mf(x) =

b∫
a

K(m)(x, t)f(t)dt.

Легко видеть, что тогда

Lnf(x) = n−λf(x) = f(x) +

b∫
a

Kn(x, t)f(t)dt,

откуда M - свойство становится очевидным.

Здесь ζ(s+ λ)f(x) равно

∞∑
n=1

Lnf(x)

ns
= ζ(s)f(x) +

b∫
a

H(x, t, s)f(t)dt

и

ζ ′(s+ λ)f(x) = ζ ′(s)f(x) +

b∫
a

G(x, t, s)f(t)dt,
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где

H(x, t, s) =

∞∑
n=1

Kn(x, y)

ns
и G(x, t, s) =

∞∑
n=1

log n

ns
Kn(x, y).

Тождество Эйлера для функциональной дзета-функции дает

∞∑
n=1

log n

ns

[
ϕs(x) +

b∫
a

Kn(x, t)ϕs(t)dt
]

=

=

∞∑
n=1

Λ(n)

ns

[
f(x) +

b∫
a

Kn(x, t)f(t)dt
]
,

где f(x) — некоторая данная функция, для которой рассматривае-

мые здесь ряды сходятся абсолютно равномерно, а ϕs(x) есть реше-

ние интегрального уравнения

ϕs(x) +

b∫
a

H(x, t, s)ϕs(x)dt = f(x),

причем очевидно, что

ϕs(x) =
1

ζ(s)
f(x) +

∞∑
n=1

µ(n)

ns

b∫
a

Kn(x, t)f(t)dt.

Еще один пример функциональной дзета-функции получим, по-

лагая

Lnf(x) =

∞∑
n=1

(log n)k

k!
f(s+ kω); ζ(s+ λ)f(x) =

∞∑
n=1

Lnf(x)

ns
,

где ω — заданное число.
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Функциональное уравнение для функциональной

дзета-функции

Рассмотрим дистрибутивный функциональный оператор, опре-

деленный на функциональном множестве F , отображающий множе-

ство F в множество F . Положим, как и выше,

Luf(x) = u−λf(x) =

∞∑
u=1

λkf(x)

k!

(
− log u

)k
,

где u > 0, λ, f(x) ∈ F, и предположим, что ряд, записанный спра-

ва, сходится абсолютно и почленное применение к нему операции

λm (m > 1) всегда законно. Кроме того, допустим, что для любой

f(x) ∈ F

Luf(x) = O(uσ0) и Luf(x) ∈ F.

Тогда ряд: ζ(s + λ)f(x) =

∞∑
n=1

Lnf(x)

ns
будет сходящимся при

R(s) > σ0 + 1, f(x) ∈ F, и мы предположим здесь, как и всюду

раньше, что к этому ряду можно почленно применять операторы

λm, Lu, и что сумма этого ряда входит в F .

Предположим далее

Luf(x) = O(u−σ1)

при u→ 0, где σ1 > 0 и f(x) ∈ F . Введем линейный функциональный

оператор Γ(s+ λ), определив его формулой

Γ(s+ λ)f(x) =

∞∫
0

e−tt s+λ−1f(x)dt =

∞∫
0

e−tt s−1L 1
t
f(x)dt.
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Очевидно, что Γ(s+ λ) всегда имеет смысл при R(s) > σ1. Легко

доказать формулу

Γ
(s+ λ

2

)Lnf(x)

ns
= π

s+λ
2

∞∫
0

e−πn
2tt

λ+s
2 −1f(x)dt, (20)

при R(s) > σ1, предположив, что оператор π
s+λ

2 = π
s
2L 1√

π
можно

переносить через знаки последнего интеграла. В самом деле

π
s+λ

2

∞∫
0

e−πn
2tt

s
2−1L

t−
1
2
f(x)dt =

∞∫
0

e−πn
2tπ

s
2 t

s
2−1L

(πt)−
1
2
f(x)dt.

Подстановкой πn2t = t′ получим далее:

π
s+λ

2

∞∫
0

e−πn
2tt

s
2−1L

t−
1
2
f(x)dt =

1

ns

∞∫
0

e−tt
s
2−1L

t−
1
2
Lnf(x)dt =

=
1

ns
Γ
(s+ λ

2

)
Lnf(x) и т.д.

Здесь мы двукратно использовали M - свойство: La Lb = Lab.

Предполагая законность почленного применения операторов

Γ

(
s+ λ

2

)
, π

s+λ
2 к рассматриваемым рядам, получим путем сумми-

рования обеих частей равенства (20) по n от единицы до бесконеч-

ности:

Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)f(x) = π

s+λ
2

∞∫
0

Θ(t)t
s+λ

2 −1f(x)dt, (21)

где Θ(t) =

∞∑
n=1

e−πn
2t. На основании известного функционального

уравнения для тэта-функции имеем

Θ(t) = −1

2
+

1

2
√
t

+
1√
t

Θ

(
1

t

)
.
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Отсюда получаем

Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)f(x) = π

s+λ
2

1∫
0

Θ(t) t
s+λ

2 −1f(x) dt+

+π
s+λ

2

∞∫
0

Θ(t) t
s+λ

2 −1f(x) dt = π
s+λ

2

(
− 1

s+ λ
+

1

s− 1 + λ

)
f(x)+

+π
s+λ

2

1∫
0

Θ

(
1

t

)
t
s−1+λ

2 f(x) dt+ π
s+λ

2

∞∫
1

Θ(t) t
s+λ

2 −1f(x) dt.

Здесь
(
− 1

s+ λ
+

1

s− 1 + λ

)
f(x) =

1

(s+ λ)(s− 1 + λ)
f(x) озна-

чает интеграл
1∫

0

[
−1

2
t
s+λ

2 −1 +
1

2
t
s−1+λ

2 −1

]
f(x) dt, являющийся, как

нетрудно видеть, одним из решений функционального уравнения

(s+ λ)(s+ λ− 1)y(x) = f(x). (22)

Производя замену переменной интегрирования: t′ = 1
t , получим

Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)f(x) = π

s+λ
2

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x)+

+π
s+λ

2

∞∫
1

Θ(t)
(
t

1−s+λ
2 −1 + t

s+λ
2 −1

)
f(x) dt, (23)

π−
s+λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)f(x)− 1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) =

=

∞∫
1

Θ(t)
[
t

1−s−λ
2 −1 + t

s+λ
2 −1

]
f(x) dt. (24)

Последний интеграл существует во всей плоскости комплексного

переменного s, так как Θ(t) убывает при t → 0 по показательному
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закону и представляет поэтому аналитическое продолжение опера-

тора

π−
s+λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)− 1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

на всю плоскость. Предполагая, что оператор

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
= − 1

(s+ λ)(1− s− λ)

может быть аналитически продолжен на всю плоскость комплексно-

го переменного (т.е., предполагая, что
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) =

= F (x, s) продолжаемо по s на всю плоскость s при любой f(x) ∈ F ),

получим аналитическое продолжение π−
s+λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ). Если

мы предложим, что не только произведение Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ), но

и отдельные сомножители Γ
(s+ λ

2

)
и ζ(s+ λ) продолжаемы и что,

кроме того, существует
1

Γ
(
s+λ

2

) , как регулярный1 оператор, при-

ложимый к Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ) и обратный Γ

(
s+ λ

2

)
, то, умножая

обе части формулы (24) на
1

Γ
(
s+λ

2

)π s+λ2 , получим формулу, дающую

аналитическое продолжение ζ(s+λ) во всю плоскость комплексного

переменного s. Заменяя в предыдущих рассуждениях оператор λ на

−λ и комплексный параметр s на 1− s и предполагая при этом, что

все предыдущие условия выполнены: Γ

(
1− s− λ

2

)
аналитически

продолжаем на всю плоскость s на соответствующем функциональ-

1Оператор As, определенный на F, мы называем регулярным, если для любой

f(x) он является регулярной (голоморфной) функцией от s.
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ном множестве и т.д., получим

π−
1−s−λ

2 Γ

(
1− s− λ

2

)
ζ(1− s− λ)f(x)−

−
[

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x) =

∞∫
1

Θ(t)
[
t

1−s−λ
2 −1 + t

s+λ
2

]
f(x)dt,

(25)

где
[

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x) означает или значения суммы интегра-

лов −1

2

1∫
0

t
1−s−λ

2 −1f(x)dt+
1

2

1∫
0

t
−s−λ

2 −1f(x)dt или, если, по крайней

мере, один из интегралов перестает сходиться, сумму аналитиче-

ских продолжений слагаемых этой суммы, подобно тому, как че-

рез
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) была обозначена сумма двух интегралов

и аналитическое продолжение этой суммы

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) = −1

2

1∫
0

t
s+λ

2 −1f(x)dt+
1

2

1∫
0

t
s+λ−1

2 f(x)dt.

Заметим, что в общем случае,
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) и[

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x) не равны тождественно, как это будет, ес-

ли λ — число.

Сопоставляя формулы (24) и (25), получим функциональное

уравнение для функциональной дзета-функции, аналогичное функ-

циональному уравнению Римана для обычной дзета-функции Рима-

на:

π−
s+λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)− 1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
=

= π−
1−s−λ

2 Γ

(
1− s− λ

2

)
ζ(1− s− λ)−

[
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
. (26)
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Это уравнение приобретает простой вид, полностью аналогичный

виду функционального уравнения для обычной дзета-функции:

π−
s+λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ) = π−

1−s−λ
2 Γ

(
1− s− λ

2

)
ζ(1− s− λ)

(27)

в случае, если

1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) =

[
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x),

т.е. если

− 1

2

1∫
0

t
s+λ

2 −1f(x)dt+
1

2

1∫
0

t
s+λ−1

2 −1f(x)dt =

= −1

2

1∫
0

t
1−s−λ

2 −1f(x)dt+
1

2

1∫
0

t−
s+λ

2 −1f(x)dt,

(28)

где значения интегралов понимаются обычно, если интегралы схо-

дятся, и как аналитические продолжения интегралов в случае их

расходимости.

Подставляя t =
1

t′
в интегралы правой части равенства (28),

убеждаемся, что оно принимает вид

− 1

2

1∫
0

t
s+λ

2 −1f(x)dt− 1

2

∞∫
1

t
s+λ

2 −1f(x)dt+

+
1

2

1∫
2

t
s+λ−1

2 −1f(x)dt+
1

2

∞∫
1

t
s+λ−1

2 −1f(x)dt = 0.

Заметим, что сумму интегралов
1∫

0

t
s+λ

2 −1f(x)dt+

∞∫
1

t
s+λ

2 −1f(x)dt

нельзя, вообще говоря, обозначить как интеграл
∞∫

0

t
s+λ

2 −1f(x)dt. Это
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можно сделать, если у областей первоначального определения инте-

гралов
1∫

0

t
s+λ

2 −1f(x)dt и
∞∫

1

t
s+λ

2 −1f(x)dt (до аналитического

продолжения) есть общая часть, т.е. если существует область зна-

чений, в которой интеграл
∞∫

0

t
s+λ

2 −1f(x)dt будет сходиться. Это по-

следнее обстоятельство не всегда имеет место:
∞∫

0

tsdt расходится при

любом s, в то время как интегралы
1∫

0

tsdt и
∞∫

1

tsdt сходятся в соот-

ветствующих областях и продолжаемы на всю плоскость. Предпола-

гая существование области сходимости у интеграла
∞∫

0

t
s+λ

2 −1f(x)dt

и определяя Φ(f(x), s) как значение этого интеграла или его анали-

тического продолжения, мы можем условие, при котором уравнение

(26) принимает формулу (27), записать в виде условия

Φ(f(x), s)− Φ(f(x), s− 1) = 0 (f(x) ∈ F ). (29)

Нетрудно убедиться путем элементарных выкладок, что все опе-

раторы, входящие в формулы (26) и (27), между собой коммутируют.

Для любого регулярного, в данной части плоскости комплексного пе-

ременного, линейного оператора As (т.е. для любого линейного опе-

ратора, для которого Asf(x) при f(x) ∈ F будет регулярной функ-

цией комплексного параметра s) можно определить также регуляр-

ный и линейный в той же части плоскости s оператор A′s по формуле

A′sf(x) =
d

ds
Asf(x).
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При этом при ограничениях весьма общего характера легко вы-

вести правило дифференцирования:

(AsBs)
′ = A′sBs +AsB

′
s.

В самом деле

As+∆s
Bs+∆s

f(x)−AsBsf(x) = As+∆s
[Bsf(x) + ∆Bsf(x)]−

−AsBsf(x) = As+∆s
Bsf(x) +As+∆s

[∆Bsf(x)]−AsBsf(x) =

= ∆As [Bsf(x)] +As+∆s [∆Bsf(x)] .

Отсюда

(As+∆s
Bs+∆s

−AsBs)f(x)

∆s
=

∆As [Bsf(x)]

∆s
+As+∆s

[
∆Bsf(x)

∆s

]
.

Устремляя здесь ∆s к нулю, получаем требуемый результат1.
Предполагая условие (29) выполненным и допуская, что регулярные
и коммутирующие со всеми здесь рассматриваемыми операторами,

операторы
1

Γ
(
s+λ

2

) и
1

Γ
(

1−s−λ
2

) , обратные к Γ

(
s+ λ

2

)
и

Γ

(
1− s− λ

2

)
, существуют, мы убеждаемся из формулы (27), что

если для ζ(s + λ) в некоторой области существует обратный опера-
тор, то в той же области существует и регулярный оператор, обрат-
ный к ζ(1 − s − λ) в той же области. В частности, для ζ(s + λ)

существует обратный оператор в области R(s) < −σ, а для ζ(s − λ)
— в области R(s) > σ1 + 1 и R(s) < −σ0. Вопрос о существовании
обратного к ζ(s+ λ) регулярного оператора в «критической полосе»
−σ1 6 R(s) 6 σ0 + 1 не менее труден в общем случае, чем вопрос о
нулях дзета-функции Римана. Дифференцируя обе части формулы
(27) по s, пользуясь при этом выведенным выше правилом диффе-
ренцирования произведения и умножая результат дифференцирова-
ния на оператор, обратный к обеим частям равенства (27), полу-
чим функциональное уравнение для логарифмической производной

1Здесь предполагается, что предельный переход limAs+∆s

[
∆Bsf(x)

∆s

]
=

= As [B′sf(x)] законен, что является дополнительным допущением.
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функциональной дзета-функции:

ζ ′(s+ λ)

ζ(s+ λ)
+

1

2

Γ′
(
s+λ

2

)
Γ
(
s+λ

2

) = log π − ζ ′(1− s− λ)

ζ(1− s− λ)
− 1

2

Γ′
(

1−s−λ
2

)
Γ
(

1−s−λ
2

) . (30)

Заметим, что здесь
1

ζ(s+ λ)
и

1

ζ(s− λ)
в областях R(s) < −σ и

R(s) < −σ0 не могут быть рассматриваемы, вообще говоря, как ана-
литические продолжения этих функций из области их первоначаль-
ного определения, как это имеет место для прямых дзета-функций.
Это будет верно, если критические полосы, через которые прямые
дзета-функции могут быть, при всех сделанных выше предположе-
ниях, продолжены, аналитические не содержат купюр для обратных
дзета-функций, т.е. если существует для каждой f(x) ∈ F по край-
ней мере одна линия, пересекающая критическую полосу, по кото-

рой можно продолжить
1

ζ(s+ λ)
f(x),

1

ζ(1− s− λ)
f(x) по s. Пред-

ложение о возможности аналитического продолжения Γ
(s+ λ

2

)
и

Γ
(1− s− λ

2

)
на всю плоскость комплексного переменного фактиче-

ски во многих конкретных случаях выполняется, причем большую
роль играет здесь функциональное уравнение для «функциональ-
ной» гамма-функции Γ(s+ λ+ 1) = (s+ λ)Γ(s+ λ), которое нетруд-

но доказать. Предположение о существовании
1

Γ
(
s+λ

2

) и
1

Γ
(

1−s−λ
2

)
также часто фактически выполняется, так что перечисленные выше
ограничения гораздо менее узки, чем это может показаться. Соотно-

шение (30) в случае, если и
ζ ′(s+ λ)

ζ(s+ λ)
f(x), и

ζ ′(1− s− λ)

ζ(1− s− λ)
f(x) могут

быть разложены в сходящийся ряд, дает тождество, связывающее
два ряда и распространенное на простые числа, является неистощи-
мым источником для получения таких тождеств. Для логарифмиче-
ской производной функциональной дзета-функции справедлива для
многих выборов λ формула Дирихле

Γ′(s+ λ)

Γ(s+ λ)
f(x) =

∞∫
0

{
e−tf(x)− 1

(1 + t)s+λ
f(x)

}
dt

t
, (31)
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где, как и всюду,
Γ′(s+ λ)

Γ(s+ λ)
=Γ′(s+ λ)Γ(s+ λ)−1 есть результат ком-

позиции оператора Γ′(s + λ) с оператором, обратным к Γ(s + λ). В
частности, формула справедлива в данной области значений s, если
интеграл правой части формулы сходится абсолютно в указанной ча-

сти плоскости и Γ(s+ λ)

∞∫
0

[
e−tf(x)− 1

(1 + t)s+λ
f(x)

]
dt

t
всегда при-

надлежит области определения оператора
1

Γ(s+ λ)
.

Тогда формула (31) Дирихле выводится путем, совершенно ана-
логичным выводу обычной формулы Дирихле. Применим теперь все
предыдущие рассуждения к случаю

λ = −x d

dx
, Luf(x) = f(ux).

В этом случае

Γ

(
s+ λ

2

)
f(x) =

∞∫
0

e−tt
s
2 f

(
x

1√
t

)
dt, (32)

Γ

(
1− s− λ

2

)
f(x) =

∞∫
0

e−tt
s
2−1f

(
x
√
t
)
dt. (33)

Операторы
1

Γ
(
s+λ

2

) и
1

Γ
(

1−s−λ
2

) означают соответственно реше-

ние уравнений

∞∫
0

e−tt
s
2−1y

(
x

1√
t

)
dt = f(x) (34)

и
∞∫

0

e−tt
1−s

2 −1y
(
x
√
t
)
dt = f(x) (35)

и их аналитическое продолжение.
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Оба уравнения легко сводятся к уравнению Лапласа:
∞∫

0

e−tuy(t)dt = f(u)

(см. [29]).

Можно показать, что в указанном случае λ = −x d

dx
условия при-

ложимости формулы (27), как правило, выполняются, кроме условия
(29), которое представляет собой специальное ограничение, накла-
дываемое на функцию f(x). Здесь оно имеет вид

∞∫
0

t
s
2−1f

(
x

1√
t

)
dt,

(где
∞∫

0

понимается, как сумма
1∫

0

+

∞∫
1

, а каждый из последних ин-

тегралов понимается или обычно в случае сходимости, или как ана-
литическое продолжение), есть всегда периодическая, с периодом 1
функция от s. Особо интересен при этом случай, когда существует

область совместной сходимости рядов:
∞∑
n=1

f(nx)

ns
Λ(n) и

∞∑
n=1

f
(
x
n

)
ns

Λ(n). Тогда при наличии всех вышеперечисленных условий

получается простое соотношение между этими рядами и интеграла-
ми

∞∫
0

[
e−tf(x)− 1

(1 + t)
s
2
f(x
√

1 + t)

]
dt

t
,

∞∫
0

[
e−tf(x)− 1

(1 + t)
1−s

2

f

(
x√

1 + t

)]
dt

t
.

На детальном рассмотрении подобных тождеств я думаю остано-
виться в следующей работе. Замечу только, что условие дифферен-
цируемости не существенно, так как фактически приходится рас-

сматривать не λ = −x d

dx
, а Luf(x) = f(ux).
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Если мы умножим обе части равенства (26) на (s+λ)(s+λ−1) и
допустим при этом, что операторы (s+ λ) и (s+ λ− 1) можно пере-

носить через знак
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) и

[
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x),

то получим

(s+ λ)(s+ λ− 1)
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) =

= (s+ λ)(s+ λ− 1)

−1

2

1∫
0

t
s+λ

2 −1f(x)dt+
1

2

1∫
0

t
s−1+λ

2 −1f(x)dt

 =

= (s+ λ)(s+ λ− 1)

− 1∫
0

ts+λ−1f(x)dt+

1∫
0

ts+λ−2f(x)dt

 =

= −(s+ λ− 1)

1∫
0

(s+ λ)ts+λ−1f(x)dt+

+ (s+ λ)

1∫
0

(s+ λ− 1)ts+λ−2f(x)dt =

= −(s+ λ− 1)

1∫
0

d
[
ts+λf(x)

]
+ (s+ λ)

1∫
0

d
[
ts+λ−1f(x)

]
= f(x).

Аналогичным образом получим

(s+ λ)(s+ λ− 1)

[
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x) = f(x).

Следовательно, помножая (26) на (s+ λ)(s+ λ− 1), получим

(s+ λ)(s+ λ− 1)ζ(s+ λ)Γ

(
s+ λ

2

)
π−

s+λ
2 =

= (s+ λ)(s+ λ− 1)ζ(1− s− λ)Γ

(
1− s− λ

2

)
π

1−s−λ
2 . (36)

Взяв логарифмическую производную от обеих частей этого ра-
венства, получим (30). Неудобство последнего рассуждения связано
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с необходимостью предполагать, что все слагаемые обеих частей ра-
венства

π−
1−λ

2 Γ

(
s+ λ

2

)
ζ(s+ λ)f(x)− 1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
f(x) =

π−
1−s−λ

2 Γ

(
1− s− λ

2

)
ζ(1− s− λ)f(x)−

[
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)

]∗
f(x)

входят в область определения оператора (s + λ)(s + λ − 1), и при

этом оператор
1

(s+ λ)(s+ λ− 1)
приложим ко всем рассматривае-

мым здесь функциям и коммутирует со всеми здесь фигурирующи-
ми операторами.

В случае λ = −x d

dx
это рассуждение позволит нам в известных

случаях доказать (36) и, следовательно, (30), пользуясь (26) без до-
полнительного ограничения, накладываемого равенством (29), но за-
то при этом придется вводить дополнительные ограничения другого
порядка, в частности, рассмотрение (s+λ)(s+λ−1) требует двукрат-
ной дифференцируемости f(x), в то время как формула (30) может
быть доказана в некоторых случаях без предположений о диффе-
ренцируемости, если (29) имеет место.

Особенно интересно было бы доказать законность формулы (30)
для случая, когда f(x) обращается в нуль при достаточно больших
и достаточно малых значениях x. Тогда (Lnf(x) = f(nx)) формула
(30) дала бы соотношение между конечными суммами, распростра-
ненными на простые числа, и интегралами, не связанными с просты-
ми числами. Можно во всех рассматриваемых случаях взять вместо

ζ(s+ λ) функцию L(s+ λ, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns+λ
, где χ — характер Дирихле

по модулю K, и доказать функциональное уравнение, выражающее
L(s+λ, χ) через L(1−s−λ, χ), и «функциональную» гамма-функцию.
(ср. [14, с. 486]). Отмечу, что в этой работе основная мысль: рассмот-
реть тождество Эйлера для функциональных операторов — принад-
лежит проф. Шнирельману, все конкретные формулы и все дальней-
шие соображения, здесь рассмотренные, даны автором настоящей
работы.



15. Об одном специальном семействе
бесконечных унитарных матриц

(Представлено академиком П. М. Виноградовым 20. XII 1945)

В моей работе [65] я доказываю, между прочим, следующее пред-
ложение.

Теорема. Матрица Cω с элементами

cik =
ω(k)√
σΩ(i)

=
∑
d/(i,k)

µ
( i
d

)
|ω(d)|−2,

где ω(n) удовлетворяет условиям

ω(n) 6= 0, ω(a b) = ω(a)ω(b),

∞∑
n=1

|ω(n)|2 <∞

и где

σ =

∞∑
n=1

|ω(n)|2,

Ω(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
|ω(d)|−2 = |ω(n)|−2

∏
p/n

(1− |ω(p)|2),

унитарна , т.е.
C ∗ω Cω = Cω C

∗
ω = E.

Здесь E = ‖δi k‖ — единичная матрица, и операция ∗ переводит
любую матрицу A = ‖ai k‖ в A∗ = ‖a∗i k‖, где a∗i k = ak i.

Можно показать, что условие
∞∑
n=1

|ω(n)|2 <∞ эквивалентно усло-

виям:
1) |ω(p)| < 1 (p — любое простое число);
2)
∑
p

|ω(p)|2 <∞, где p пробегает все простые числа.

Так как всякая мультипликативная функция определяется одно-
значно через ее значения в простых числах, то матрица Cω зависит
от параметров x1, x2, . . . , где xi = ω(pi), p1, p2, . . . — последователь-
ность всех простых чисел. Таким образом, ci k = ci k(x1, x2, . . .), где
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x1, x2, . . . — любые комплексные числа, удовлетворяющие услови-

ям: 1) 0 < |xi| < 1 (i = 1, 2, . . .); 2)
∞∑
i=1

|xi |2 <∞. Это бесконечно-

параметрическое семейство бесконечных унитарных матриц отлича-
ется от семейства унитарных матриц, даваемого методом Cayley,
тем, что семейство Cayley охватывает практически все унитарные
матрицы, а рассматриваемое здесь семейство состоит из матриц весь-
ма специального качества с сугубо арифметическими свойствами.
Кроме того, указанный здесь метод построения унитарных матриц
не имеет, в отличие от метода Cayley, конечномерного аналога.

Полагая ω(n) = |ω(n)|ei ϑn , имеем, очевидно, Cω = MϑC|ω(n)|, где
диагональная матрица Mϑ имеет элементы mi k = δi k e

i ϑk . Отсюда
видно, что достаточно изучить семейство Cω, где ω(n) > 0. Поэтому
во всем дальнейшем будем считать параметры x1, x2, . . . положи-
тельными. Тогда, как показано в [65],

∂Cω
∂xr

= CωHr,
∂Cω
∂xr

= H̃r Cω,

где матрица Hr = ‖hri k‖ определена следующим образом: hri k = 0,
если отношение i/k не имеет формы pλr , где pr — r-е по счету про-
стое число в последовательности всех простых чисел p1 < p2 < . . .,
а λ — число целое, положительное, отрицательное или равное ну-
лю; hri k = sgnλx

|λ|−1
r , если i/k = pλr . Аналогично, H̃r = ‖h̃ri k‖, где

h̃ri k = 0, если i/k не имеет формы pλr , и h̃ri k = sgnλx
|λ|−1
r , если

i/k = pλr и при этом pr/i, pr/k. Далее, h̃ri k = sgnλ
x
|λ|−1
r√
1− x2

r

, если

i/k = pλr и, по крайней мере, одно из чисел i, k не делится на pr. Та-
ким образом, «левая и правая логарифмические производные» мат-
рицы Cω по параметру xr содержат большое количество нулей и
зависят только от xr, что совершенно не видно a priori, а вытекает
из довольно сложных выкладок.

Из предыдущих соотношений вытекает также CωHr = H̃r Cω или
H̃r = CωHr C

−1
ω .

Полагая xi = xi(t), где xi(t) — любые дифференцируемые функ-

ции, удовлетворяющие условиям 0 < xi(t) < 1,
∞∑
i=1

xi(t)
2 <∞, по-

лучим однопараметрическое семейство ортогональных матриц Ct =
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= Cω (n,t), для которого имеем

dCt
dt

=
∂Ct
∂x1

dx1

dt
+
∂Ct
∂x2

dx2

dt
+ . . . = Ct

(
H1

dx1

dt
+H2

dx2

dt
+ . . .

)
= CtH,

а также dCt
dt = H̃Ct, где H̃ = H̃1

dx1

dt + H̃2
dx2

dt + . . . .

Матрица H = ‖hi k(t)‖ имеет элементы hi k(t) =

∞∑
r=1

hri k
dxr
dt

= 0,

если i/k не является степенью простого числа, и hi k(t) =

= sgnλx
|λ|−1
s

dxs
dt , если i/k = pλ, где λ — положительное, отрица-

тельное или равное нулю число, p — простое число и s — его номер
в последовательности всех простых чисел, расположенных в возрас-
тающем порядке. Точно так же H̃ = ‖h̃i k(t)‖, где h̃i k(t) = 0, ес-
ли hi k(t) = 0 и h̃i k(t) = sgnλx

|λ|−1
r

dxr
dt , если i/k = pλr , pr/(i, k), и

h̃i k(t) = sgnλ
x
|λ|−1
r√
1− x2

r

dxr
dt

, если i/k = pλr , pr не делит (i, k).

Из соотношений dCt
dt = CtH и dCt

dt = H̃Ct следует C∗t
dCt
dt = H,

dCt
dt C

∗
t = H̃, откуда вытекают своеобразные соотношения ортого-

нальности:
∞∑
r=1

cr i
dcr k
dt

= 0, если i/k не является целой степенью про-

стого числа, и
∞∑
r=1

ci r
dck r
dt

= 0 в этом же случае.

Из рассматриваемого здесь семейства нельзя выделить ни одной
унитарной группы вида eBt, где B — постоянная эрмитова матрица,
никаким выбором функций xi(t), так как равенство Ct = eBt дает
после дифференцирования по t: C∗t

dCt
dt = dCt

dt C
∗
t = B; в то же время,

как указано выше, C∗t
dCt
dt = H, dCtdt C

∗
t = H̃, а H и H̃, очевидно, не

равны между собой и не равны постоянным матрицам ни при каком
выборе xi(t).

Уже этот факт подчеркивает весьма специальный характер рас-
сматриваемого семейства матриц. К этому семейству матриц я при-
шел, исходя из вопросов теории чисел, но полагаю, что оно заслу-
живает интереса и со стороны его аналитической и алгебраической
структуры.



16. On one-parameter groups of linear
transformations. 1

During recent years papers by E. Hille [11], [12], N. Dunford [4], A. E.
Taylor [27], M. H. Stone [25] and others, appeared, chiefly in the ”Annals
of Mathematics,” dealing with the study of operational one parameter
groups and with the theory of sets of linear transformations, depending
analytically upon a parameter. I have come independently to analo-
gous investigations, attempting to solve some arithmetical questions.
The problems and their treatment are quite original, although they have
some points in common with those of the cited works. Let us consider
a one parameter set of linear operations Lu defined on a linear space F
of functions, which in turn are defined on a real or complex domain D.
Furthermore, let the family Lu satisfy the following set of postulates:

(1) Lu is defined for all u > 0 and Lu(F ) ⊂ F for all u > 0.
(2) L1 = E where E is the identity operation, defined by

Ef(x) = f(x) for all f(x) ∈ F .
(3) LuLv = Luv for all positive u, v (M -property or group property).
(4) Lu is differentiable at the point u = 1, i.e.

[
∂

∂u
Luf(x)]u=1 exists for all f(x) ∈ F.

We introduce for every linear transformation Au the linear transfor-
mation (d/du)Au or A′u defined by ((d/du)Au)f(x) = (∂/∂u)(Auf(x)).
The postulate (4) states that λ = [(d/du)Lu]u=1 is a linear operator
defined on the whole set F . We shall call this set of postulates S1.
For some purposes we shall add to the set S1, the postulate λF ⊂ F ,
λLu = Luλ and so get the set S2. We shall call the set of all Lu a one
parameter S1 or S2 group of linear transformations respectively. This
definition differs [12, p. 6] only slightly from the definition of the one
parameter differentiable groups linear transformations, namely in the
definition of (d/du)Au and in that we do not suppose the existence of a
norm.

If we introduce the postulate:
(1’) Lu is defined for all u > 0 and

∑
0<u

Lu(F ) = F ; the sets of

postulates (1), (2), (3) and (1’), (3) are equivalent, i.e. from (1’), (3)
follows (1), (2), (3) and vice versa. For from (3) we conclude that
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L1Lu(f(x)) = Luf(x) for all f(x) ∈ F , i.e., L1 leaves all Luf(x) inva-
riant. Then using (1’) one sees that L1 leaves all functions of F invariant
and hence L1 = E. The converse is also true, for from (1), (2), (3) it
follows that every Lu maps F on itself and therefore Lu(F ) = F . From
(1), (2), (3), (4) it follows that Lu is everywhere differentiable and that
(d/du)Lu = (1/u)λLu, for(

d

du
Lu

)
f(x) = lim

ε→0

Lu(1+ε) − Lu
εu

f(x) = lim
ε→0

L1+ε − L1

εu
Luf(x) =

=
1

u
λLuf(x).

In the same manner we have:

d

du
Luf(x) = lim

ε→0
Lu

L1+ε − L1

εu
f(x) =

1

u
Luλf(x).

If we make the hypothesis that lim
ε→0

and Lu commute with each other
and λF ⊂ F , we have

u
d

du
Lu = λLu (1)

and
u
d

du
Lu = Luλ (2)

where (1) follows from S1 and (2) follows from S2.
The third postulate is, of course, the familiar one parameter group

postulate AαAβ = Aα+β (see E. Hille, loc. cit.) disguised through change
of parameter α = log u. We prefer our form, the cause of which will be
seen later. We can modify our definition of derivative and differentiability
for a Banach or a Hilbert space F by defining (d/du)Luf(x) to be
lim‖[(Lu+h − Lu)/h]f(x) – (d/du)Luf(x)‖ = 0 as is done in the cited
papers. ( S′1 and S′2 conditions.) If in S1 we replace the condition u > 0
by u = and in S2 the condition u > 0, v > 0 by u = 1, v = 1, also
if the condition of differentiability is added for all u = 1, we get new
sets of postulates which will be denoted by S̄1 and S̄2 (the case of a
differentiable half group).

If in S1, S2 we replace u > 0, etc., by the condition for all complex
u 6= 0 etc., we obtain sets to be denoted by S∗1 and S∗2 . These sets will
imply the differentiability of Lu at all points of the complex u-plane with
the exception of u = 0. Furthermore (1) is given by S∗1 and (1), (2) by
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S∗2 . Differentiability at the point u = 1 is to be understood in the sense
adopted in the theory of functions of a complex variable, as the existence
of lim

ε→0
[(L1+ε −L1)/ε]f(x), not depending upon the way in which ε→ 0.

From S∗1 then follows the existence of such a derivative at all non-zero
points of the complex plane as well as postulate (1) ((1) and (2) in the
S2-case). We infer from this that Luf(x) = f(x, u) is holomorphic as a
function of u on the whole u-plane with the possible exceptions of u = 0
and u =∞, for all f(x) ∈ F and all x ∈ D. The point u = 0 is generally
a branch point of this function.

In all cases it is convenient to introduce the notation Lu = uλ,
for then (3) and (1) shall take the natural form uλvλ = (uv)λ and
(d/du)uλ = λuλ−1. Introducing the notation us+λ = usuλ, where s is an
arbitrary complex constant, we get easily (d/du)us+λ = (s + λ)us+λ−1.
From

d

du
us+λ = (s+ λ)us+λ−1 (3)

follows immediately∫ b

a

(s+ λ)us+λ−1du = bs+λ − as+λ, (4)

or if λ commutes with the integral sign

(s+ λ)

∫ b

a

us+λ−1du = bs+λ − as+λ. (5)

In a still more general case, if (s+ λ)−1 exists in some part of F and
(bs+λ − as+λ)f(x) lies in the domain of its definition,∫ b

a

us+λ−1f(x) =
bs+λ − as+λ

s+ λ
f(x) (6)

where ((bs−λ−ss+λ)/(s+λ))f(x) is defined as (s+λ)−1(bs+λ−as+λ)×
× f(x). The integration of a transformation Tu is always meant in the
sense (∫

A

Tudu

)
f(x) =

∫
A

Tuf(x)du.

We have found several methods of constructing examples of differentiable
groups and half groups.
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METHOD A.
If λ is given, we define uλf(x) as an ordinary sum of a series:

∞∑
k=0

((log u)k/k!)λkf(x); supposing
∞∑
k=0

(log u)k/k!)λkf(x) to be absolu-

tely convergent for all complex u 6= 0 and its sum to belong to F . We
suppose, further, that

λp
∞∑
k=0

(log u)k

k!
λkf(x) =

∞∑
k=0

(log u)k

k!
λk+pf(x) (p = 1, 2, 3, . . . )

(the postulate of extended linearity of λp), and that the double series:
∞∑
k=0

∞∑
l=0

((log u)k/k!)((log v)l/l!))λk+lf(x) is also absolutely convergent,

i.e., is absolutely convergent for all f(x) ∈ F , x ∈ D. Here we presuppose
tacitly that λ(F ) ⊂ F , for otherwise λ2, λ3, . . . could not have any
sense whatever. The S∗2 conditions are then clearly fulfilled. Practically
we make use of this method in the following manner: we find some
subspace F ′ of F on which the above mentioned convergence conditions
are fulfilled and then try to find some direct expression for the sum
∞∑
k=0

((log u)k/k!)λkf(x) which has a sense on the whole of F and which

may fulfill one of our sets of postulates. In this case we take this expres-
sion as an extended definition of uλf(x) on F . In some cases we do not

need this extension, for instance, for λf(x) =

∫ b

a

k(x, t)f(t)dt, where

K(x, t) and all f(x) are continuous, for then all series are convergent
and termwise application of λp to them is justifiable. The whole theory
developed here may be characterized as investigation of an exponential
function of a linear transformation αλ, where α is a variable complex
number and λ a given linear transformation, and such an extension of
this exponential function which does not impair the most important
properties of the exponential function, enumerated in our postulates. In
the S2 or S∗2 case we have after iterated application of (2):(

d

d log u

)n
Lu =

(
d

d log u

)n
uλ = uλλn (7)

and hence:
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If Luf(x) = uλf(x) is developable in a Taylor’s series of the form
∞∑
k=0

ck(log u)k this series can be only

eλ log uf(x) =

∞∑
k=0

((log u)k/k!)λkf(x).

For λ = d/dx, we have

ud/dxf(x) = elog u(d/dx)f(x) = f(x+ log u)

(Leibnitz’s symbolical form of Taylor’s expansion). We can choose

Luf(x) = f(x+ log u)

as a direct definition of ud/dx not only for functions developable in
Taylor’s series, but for all differentiable functions. For analytical func-
tions f(x) we have

f(xu) =

∞∑
k=0

((log u)k/k!)(x(d/dx))kf(x)

and therefore we can define ux(d/dx)f(x) as f(ux) for all differentiable
functions. We get in this way the following examples

D λ Ln F S

A1) D1 a
d

dx
Luf(x) = f(x+ log ua) F1 S1

A2) D2 ax
d

dx
Luf(x) = f(uax) F2 S2

A3) D1 ∇h Luf(x) =
∑∞
k=0

(log u)k

k!
× F3 S2

×f(x+ kh)
Luf(x) = f(x)+

A4) D2 ax
d

dx
+
∫ x

0

d

dt
I0(2
√
t log uf(x− t)dt; F4 S2

I0(t) =
∑∞
k=0

1

k!2

(
t

2

)2k

A5) D3 a
d

dx
Luf(x) = f(x+ log ua) F5 S∗2
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where F1 is the space of all differentiable functions; F2 consists of all
indefinitely differentiable functions; F3 of all bounded functions, F4 of
all integrable functions, F5 of all integral functions, D1 = (−∞, ∞),
D2 = (0, ∞), D3 = the whole complex x-plane.

METHOD B.
This method permits us to construct from a given Lu another Lu.

If α effects the one-one mapping of F on F ∗ and thus has an inverse
α−1, we can assert that L∗u defined through L∗u = αLuα

−1 satisfies the
S-conditions, if Lu satisfies them and if transformation of Lu with α
does not impair the differentiability at the point u = 1. We have only to
prove 3). We have:

L∗uL
∗
v = αLuα

−1αLvα
−1 = αLuLvα

−1 = αLuvα
−1 = L∗uv.

If the differentiation of Lu can be effected under the sign of the α-
transformation, we get λ∗ = αλα−1, where λ∗ is an infinitesimal operator
of L∗u , i.e., λ∗ = [(d/du)L∗u]u=1. We have in this case uαλα

−1

= αuλα−1.
Thus we have for instance for α, defined by α−1f(x) = f(ex), mapping
the class F of all differentiable functions defined on (−∞, ∞) on the
class F ′ of all differentiable functions defined on (0, ∞), and for Lu
defined on F ′ by Luf(x) = f(x+ log u):

L∗uf(x) = αLuα
−1f(x) = f(ux) = uα(d/dx)α−1

f(x)

or ux(d/dx)f(x) = f(ux).
Applying the same transformation once more, we get

ux log x(d/dx)f(x) = f(xu), etc.

If αf(x) = exp

(
−
∫ x

0

ϕ(t)dt

)
f(x), we have

α(d/dx)α−1 = d/dx+ ϕ(x),

u(d/dx)+ϕ(x)f(x) = αu(d/dx)α−1f(x) =

= exp

(∫ x+log u

x

ϕ(t)dt

)
f(x+ log u),

where ϕ(x) is a given continuous function. For

αf(x) = f(θ(x)), α−1f(x) = f(ψ(x)) = f(θ−1(x)),

where θ(x) is a given function differentiable together with θ−1(x), effec-
ting a one to one correspondence between D and a certain D′, and
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Lu = ux(d/dx), F consisting of all differentiable functions, defined on
D = (0, ∞), we have

α
d

dx
α−1 =

θ(x)

θ′(x)

d

dx
, u(θ(x)/θ′(x))(d/dx)f(x) = f(χ(uθ(x))).

Examples:

ua(x)(d/dx)+b(x)f(x) = exp

(∫ θ(x)+log u

θ(x)

ϕ(t)dt

)
f(ψ(θ(x) + log x)),

θ(x) =

∫ x

0

dx

a(x)
, ψ(x) = θ−1(x), ϕ(x) = b(ψ(x)), (B1)

Luf(x) =

∫ x

0

f ′(xu)dx. (B2)

In the last example F consists of all differentiable functions defined on
(0, ∞) such that f(0) = 0. We have here:

α−1f(x) = f ′(x), αf(x) =

∫ x

0

f(x)dx, Lu = αux log x(d/dx)α−1.

METHOD C.
This method is based on the following remark: If K(u, v) satisfies

the relation ∫ ∞
0

K(u1, v)K
(
u2,

w

v

) dv
v

= K(u1u2, w) (8)

for all u1 , u2, w > 0, if Lu has the M -property, if∫ ∞
0

K(u, v)Lvf(x)dv converges, if
∫ ∞

0

K(u, v)Lvf(x)dv ∈ F for each

f(x) ∈ F , and if La can always be effected under the sign of the
last integral, the double integral for L∗uL∗vf(x) being always absolute

convergent, where L∗uf(x) means
∫ ∞

0

K(u, v)Lvf(x)dv, then L∗u has also
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the M -property. We deduce that easily from the following computation:

L∗aL
∗
bf(x) =

∫ ∞
0

K(a, v)LvL
∗
bf(x) =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

K(a, u)K(b, v)LuLvf(x)dudv =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

K(a, u)K(b, v)Luvf(x)dudv.

Or, changing the variables of integration and using (8) we get
L∗aL

∗
bf(x) = L∗abf(x) q. e. d.

If
∫ ∞

0

K(u, v)Lvf(x)dv has a derivative and∫ ∞
0

K(1, v)Lvf(x)dv = f(x), then L∗u forms an S1 group, with λ∗

defined by λ∗f(x) = [(d/du)

∫ ∞
0

K(u, v)Lvf(x)dv]u=1. For each

K(u, v) satisfying (8) and the condition of absolute convergence of∫ ∞
0

K(u, v)vsdv, we can prove immediately that

Φ(u) =

∫ ∞
0

K(u, v)vsdv satisfies the functional equation

Φ(a)Φ(b) = Φ(ab) and therefore in case of continuity of Φ(u), according

to Cauchy’s theorem, Φ(u) = uα. If
∫ ∞

0

K(u, v)vsdv converges absolute-

ly in some half-plane or some strip of the s-plane, we have in that domain:∫ ∞
0

K(u, v)vsdv = uα(s) with a holomorphic α(s) whence we can in

some cases find K(u, v). It is reasonable to expect that this relation
holds not only for numerical values, but for many operator-values too,
or that λ∗ = α(λ) with some natural definition of α(λ).

This expectation is always found to be justified in all our subse-
quent examples. In many cases K(u, v) satisfies the above mentioned

conditions, i.e. the relation (8) or
∫ ∞

0

K(u, v)Lvf(x)dv ∈ F etc., only

for some restricted range of values of u and therefore gives us only
some subgroup L∗u and in order to get the whole group we must add
to our method some process of continuation, as will be the case in all
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the following instances. As examples of K(u, v) we mention

K1(u, v) =
1

2
√
π log u

e−(log2 v)/(4 log u) 1

v
,

K2(u, v) =
1

2π
Γ(− log u+ i log v)(− log u)log u−i log v 1

v
(0 < u < 1),

K3(u, v) =
log u

π

1

v(log2 u+ log2 v)
(u > 1).

These K(u, v) transform the group Lu into half groups defined on
(1, ∞), (0, 1), (1, ∞), respectively. We have for suitably restricted nume-

rically valued λ
∫ ∞

0

K1(u, v)vλdv = uλ
2

,

∫ ∞
0

K2(u, v)vλdv =

= u−iλ+eiλ ,

∫ ∞
0

K3(u, v)vλdv = uiλ which relations are found to be true

for many operator-valued λ too. The second relation can be transformed
into the following form:

1

2πi

∫ − log u+∞i

− log u−∞i
Γ(s)(− log u)−se−λisds = ue

λi

(0 < u < 1). (9)

The Mellin formula (9) leads us to investigating a linear transforma-
tion Tu defined by Tuf(x) = (1/2πi)

∫ 1+∞i
1−∞i Γ(s)(− log u)−se−λsf(x)ds

for uλ defined as an analytic group, i.e. as a set of transformations

satisfying S∗1 and where the inequalities e−λsf(x) = O{exp[(
1

2
π−ε)|s|]},

(f(x) ∈ F ) are supposed to be satisfied. The above mentioned properties
of K2(u, v) guarantee the M -property of Tu. Differentiating Tuf(x)
with respect to u under the integral sign, using the well known identity
sΓ(s) = Γ(s + 1), and applying Cauchy’s theorem of residues to the
rectangle (1 +∞i, 1 −∞i, 2 +∞i, 2 −∞i), we get u(d/du)Tu = Tue

λ

or, if eλ can be effected under the integral sign, u(d/du)Tu = eλTu. We
have in this case:

1

2π
i

∫ 1+∞i

1−∞:

Γ(s)(− log u)−ie−λsdu = ue
λ

(0 < u < 1) (10)

in the sense given by our axiomatics, which may be regarded as an
operational analogon of Mellin’s formula. In the same way we get for
every λ permutable with the sign of integration involved in the definition
of uλ

2

, if uλf(x) = O(exp | log u|2−ε) for u → 0, ∞, ε > 0, uλ
2

f(x) =
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=
∫∞

0
K(u, v)vλf(x)dv (u > 1), where only differentiation under the

integral sign and subsequent integration by parts is needed. Adding to
the definition of uλ

2

, 1λ
2

= E, we get a halfgroup uλ
2

from every group
uλ satisfying the condition given above. Introducing t = log v/

√
2 log u

as a new variable of integration, we get

uλ
2

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−(t2/2) exp t
√

2 log udt (11)

which has a sense for all complex u 6= 0, if uλ defines an analytic group
and where uλ

2

is itself an analytic group corresponding to λ2, if uλf(x) =
= O(exp | log u|2−ε) (ε > 0) etc. are satisfied for complex u. In case
of analyticity of uλ the continuation of uλ

2

may therefore be effected
through mere change of variable of integration.

For λ = d2/dx2 we have

u(d2/dx2)f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−(t2/2)f(x+
√

2 log ut)dt, (12)

F consisting of all integral functions satisfying:

f(z) = O(e|z|
2−ε

) (|z| → ∞, ε > 0).

If all f(z) are periodic with a period 1, we have

u(d2/dx2)f(x) =

∫ 1

0

θ3(x− t, 4 log u)f(t)dt, (13)

where θ3(t, p) =

∞∑
n=−∞

e−πn
2p cos 2πnt is the well known Jacobi theta

function. A method of solving the integral equation∫ 1

0

θ3(x − t, 4 log u)f(t)dt = F (x) by applying to both sides of it the

transformation u−(d2/dx2) is evident. The following examples may be
mentioned:

u(d2/dx2)f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−
1
2 t

2
f(x+ t

√
2 log u)dt, (C1)

ue
h(d/dx)

f(x) = u∇hf(x) =

=
1

2πi

∫ 1+∞i

1−∞i
Γ(s)(− log u)−sf(x− hs)ds

(C2)
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with uλ defined on corresponding functional spaces.
METHOD D.
This method is closely related to the method C. If a function ϕ(x, u)

has for its Laplace transform
∫ ∞

0

ϕ(x, u)e−xsdx a function of the form

uα(s) with α(s) not depending on u, the Laplace transform of the “Fal-

tung” f(x) ? ϕ(x, u) is f∗(s)uα(s) where f∗(s) =

∫ ∞
0

e−xsf(x)dx. The

Laplace transform of f(x) ? ϕ(x, u) ? ϕ(x, v) is f∗(s)uα(s)vα(s) and
f(x)?ϕ(x, uv) has the same Laplace transform. From the unicity theorem
in the theory of Laplace transformations, we have f(x) ? ϕ(x, u) ?
?ϕ(x, v) = f(x) ? ϕ(x, uv). Or, introducing the notation Luf(x) =
= f(x) ? ϕ(x, u), we have LuLv = Luv. The corresponding λ may
be evaluated as [(d/du)Lu]u=1. We get, in this way, many examples
of groups and half-groups using formulae such as are to be found, for
instance, in Doetsch’s book Theorie und Anwendung der Laplace Trans-
formation.

The formula ∫ ∞
0

e−sx
xlog u−1

Γ(log u)
dx = u− log s

shows that we can take the expression xlog u−1/Γ(log u) for ϕ(x, u). Let
us put lsf(x) =

∫∞
0
e−xsf(x)dx. We mention here the following examples
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ϕ
(x
,
u

)
l s

(ϕ
(x
,
u

))
L
u

G
u
f

(x
)

=
1

Γ
(l

o
g
u

)
×

D
1
)

x
−

1
+

lo
g
u

Γ
(l

og
u

)
u
−

lo
g
s

×
∫ x 0

(x
−
t)
−

1
+

lo
g
u
f

(t
)d
t;
G

1
=
E

A
u
f

(x
)

=
lo

g
u

2
√
π
×

D
2
)

lo
g
u

2
√
π
x

3
/
2
e−

(l
o
g

2
u
/
4
x

)
u
−
√
s

×
∫ x 0

e−
(l

o
g

2
u
/
4
t)
t−

3
/
2
×

×
f

(x
−
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A

1
=
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D
3
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lo
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J
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x

)

x
u

lo
g
[(
√
s
2
+
a

2
−
s
)/
a
]

B
u
f

(x
)

=
lo

g
u
×

×
∫ x 0

J
lo

g
u
(a
t)

t
f

(x
−
t)
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t
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u
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(x
)
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√
2a
π
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×

D
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×
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√
x
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/
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D
u
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)
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)F

ϕ
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>

1
);
D

1
=
E
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The corresponding λ for the examples are given by

λ1f(x) = (log x+ C)f(x) +

∫ x

0

log(1− t

x
)f ′(t)dt,

λ2f(x) = −
√

d

dx
f(x) = − 1√

πx
f(x)− 1√

π

∫ x

0

(t−
1
2 − x− 1

2 )f ′(x− t)dt,

λ3f(x) =

∫ x

0

1

t
(J0(at)− 1)f(x− t)dt+

+ (log
ax

2
+ C)f(x) +

∫ x

0

log(1− t

x
)f ′(t)dt

where C is Euler’s constant. The space F may consist of all continuous
functions defined on (0, ∞). Our examples yield differentiable half groups
defined for u ≥ 1. Gu is of course the well known fractional integration
of order log u as given by Riemann and Liouville [12].

The following example, closely related to D1 , gives us a group defined
for all u ≷ 0

Luf(x) =
1

Γ(1 + i log u)

∫ x

0

(x− t)i log uf ′(t)dt (D6)

where F consists of all differentiable functions with integrable |f ′(t)|
satisfying the conditions f(0) = f ′(0) = 0, defined on (0, 1). Here is
Lu = uλ with

λf(x) = i(log +C)f(x) + i

∫ x

0

log(1− t

x
)f(t)dt

in the sense of S1. As another example of the same kind we mention

Luf(x) = uλf(x) =

∫ x

0

J0[2
√

log u(x− t)]f ′(t)dt (D7)

with λ = −
∫ x

0

f(t)dt where f(x) is differentiable and vanishes at x = 0.

In quite an analogous manner, we have for Lu defined by
Luf(x) = f(x) + f(x) ? ψ(x, u):

LuLvf(x) = f(x) + f(x) ? ψ(x, u) + f(x) ? ψ(x, v)+

+ f(x) ? ψ(x, u) ? ψ(x, v)
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and therefore ls(LuLvf(x)) = ls(f(x))[1 + ls(ψ(x, u))][1 + ls(ψ(x, v))].
The Laplace transforms of LuLvf(x) and Luvf(x) coincide if 1 +

+ls(ψ(x, u)) = uα(s) with α(s) not depending on u as will be the case
for ψ(x, u) = (d/dx)J0(2

√
x log u) where α(s) = −(1/s).

We have using the last remark

Luf(x) = uλf(x) = f(x) +

∫ x

0

d

dt
J0(2

√
t log u)f(x− t)dt (D8)

where
λf(x) = −

∫ x

0

f(t)dt.

METHOD E.
If Au = uλ and Bu = uµ form two given groups or half groups in

the sense attributed to this term by one of our S postulates, and if Au
and Bv commute with each other for all pairs u, v, the transformation
Cu defined as AuBu forms a differentiable group or half group, if it is
differentiable. We have only to prove the M -property, which is done in
the following way:

CuCv = AuBuAvBv = AuAvBuBv = AuvBuv = Cuv.

The differentiability of AuBv follows in many cases from the differen-
tiability of Au and Bv and even the well known rule of differentiation
(AuBu)′ = A′uBu + AuB

′
u is valid under assumptions of a very general

character. If λ, µ, Au, Bu commute with each other and the said differen-
tiation rule holds, we have

u
d

du
Cu = λAuBu +AuµBu = (λ+ µ)Cu, i.e. uλuµ = uλ+µ.

The generalization for more than two commutable factors is evident.
This method yields the following examples:

u∆nf(x1, x2, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2
×

×
∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f(x1 +
√

2 log ut1, . . . , xn +
√

2 log utn)×

× e− 1
2 (t21+...+t2n)dt1dt2 . . . dtn,

(E1)

∆n =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

(see example C1),
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u(d2/dx2)+b(d/dx)+∇hf(x) =
1

i(2π)3/2

∫ ∞
−∞

∫ 1+∞i

1−∞i
Γ(z)×

× (− log u)−se−(t2/2)f(x+ t
√

2 log u− hz)dtdz
(E2)

∇hf(x) = f(x+ h) (see C1), A5), C2)),

u∇h1+∇h2+···+∇hnf(x) =
1

(2πi)n

∫ 1+∞i

1−∞i
· · ·
∫ 1+∞i

1−∞i
Γ(z1) · · ·Γ(zn)×

× (− log u)−s1−···−snf(x− h1z1 − · · · − hnzn)dz1 · · · dzn.
(E3)

We define the transformation of E1) on F consisting of all func-
tions of n real variables f(x1, x2, . . . , xn) satisfying the relation f(x1,
x2, . . . , xn) = O(exp(|x1|2−ε + |x2|2−ε + . . . + |xn|2−ε)), the first and
second derivatives of which satisfy the same relation. We get, in this
way, a half group u∆n defined for all u = 1. In order to obtain the
group u∆n we must take for f(x1, x2, . . . , xn) all integral functions of
n complex variables satisfying the asymptotic relation mentioned above.
For the sake of brevity we omit the characterization of spaces on which
the transformations of E2) and E3) are defined.

METHOD F.
By this method, we obtain from a given Lu defined for all complex

u 6= 0 and satisfying S∗2 , another group of the same kind which is based
on the formula:

uλn =

∫ ∞
0

Yn(t)
1

n

n−1∑
k=0

exp(ρkt n
√
n log uλ)dt, (14)

where ρ = e(2πi/n) and Yn(t) is a solution of the differential equation

y(n−1)(t) = (−1)n−1ty(t) normed in such a way that
∫ ∞

0

Yn(t)dt = 1. It



16. On one-parameter groups 249

is easy to see that Yn(t), defined by

Yn(x) =
n

1
2 +(1/n)

i(2π)(n+1)/2

∫ 1+∞i

1−∞i
Γ(s)Γ

(
s+

1

n

)
· · ·

· · ·Γ
(
s+

n− 2

n

)( x

n(n−1)/n

)−ns
ds =

=
n

1
2 +(1/n)

(2π)(n−1)/2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

e−u1−u2−···−un−2−(xn/nn−1u1u2···un−2)×

× u(1/n)−1
1 u

(2/n)−1
2 · · ·u(n−2)/n−1

n−2 du1du2 · · · dun−2 =

=
n1+(1/n)

π
F

(
ω

∫ ∞
0

e−t
n−ωn(1/n)xtdt

)
,

where ω = e2πi/n and F(z) = (z − z)/2i denotes the imaginary part of
z, satisfies these conditions. We have namely∫ ∞

0

Yn(t)dt = 1, (15)

Y (n−1)(t) = (−1)n−1tYn(t). (16)

We have further

Y (k)
n (x) = 0(exp(−cnxn/(n−1))) (17)

for k = 0, 1, · · · , n− 1, x→ +∞, where cn > 0 is a constant depending
only on n. For brevity’s sake, we omit the proof of (15), (16), and (17).
The first Yn(t) are

Y2(t) =
1√
2π
e−(t/2), Y3(t) =

√
3t

π
K− 1

2
(
2

3
t3/2),

Y4(t) =
1

π

∫ ∞
0

e−u
4−(t2/4u2)du,

where K− 1
2
(x) is Macdonald’s function from the theory of Bessel func-

tions. The formula (14) which is valid for all numerical values of λ, is
easily deducible for operator-valued λ’s if the following conditions are
satisfied:

a) uλ forms an analytic group and therefore uλf(x) = f(x, u) is a
holomorphic function of u, with possible exception of the origin, for each
f(x) ∈ F ,
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b) λpetλf(x) = O(exp ε|t|n/(n−1)) for each ε > 0 and each f(x)εF ,
p = 0, 1, 2, . . . ,

c) λp and uλ commute with Tu, where Tu is defined by

Tuf(x) =

∫ ∞
0

Yn(t)
1

n

n−1∑
k=0

exp(λ n
√
n log utρk)f(x)dt, ρ = e2πi/n.

The condition c) supposes that Tuf(x) ∈ F for each f(x) ∈ F . Using
(15) we immediately have T1 = E. Differentiating under the integral
sign, we have

u
∂

∂u
Tuf(x) =

1

( n
√
n log u)n−1

×

×
∫ ∞

0

tYn(t)
1

n

n−1∑
k=0

λ exp(λ n
√
n log utρk)f(x)dt.

Inserting Y (n−1)
n (t)(−1)n−1 for tYn(t), integrating n − 1 times by parts

and using
n−1∑
k=0

ρpk = 0 (p = 1, 2, . . . , n − 1) and b), c), (17), we get

u(∂/∂u)Tuf(x) = λnTuf(x). For Cuf(x) = (TuTa − Tua)f(x) we have
therefore (∂/∂ log u)Cuf(x) = λnCuf(x) and ((∂/∂ log u)kCuf(x) =
= λnkCuf(x), k = 0, 1, 2, . . . . In virtue of T1 = E, C1 = 0, from
which we conclude that [((∂/∂ log u))kCuf(x)]=0

u=1 = 0, k = 0, 1, 2, . . .;
Cuf(x) being an analytic function of u, we have identically Cu = 0 and
theM -property is established. For F consisting of integral functions f(x)
satisfying the asymptotic relation f(x) = O[exp(ε|x|n/(n−1))] for each,
ε > 0, we have

ud
n/dxnf(x) =

∫ ∞
0

Yn(t)
1

n

n−1∑
k=0

f(x+ ρk n
√
n log ut)dt. (F1)

Using E1), we get

u∆m
n f(x1, x2, . . . xn) =

∫ ∞
0

Ym(t)
1

m

m−1∑
k=0

1

(2π)n/2
×

×
∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f(x1 +
√

2tt1(m log u)1/2mωk, . . .

. . . , xn +
√

2ttn(m log u)1/2mωk)dtdt1 · · · dtn

(F2)
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where ω = eπi/m and f(x1, x2, . . . , xn) are integral functions satisfying
the evident asymptotic restrictions.

For λ, µ commuting with each other we have uλµ = u
1
2 (λ+µ)2

×
×u− 1

2 (λ−µ)2

and therefore we can in some cases find uλµ if we know
uλ and uµ, using our preceding methods. We can further find uλ

pµq

using the last remark and the Method F, if the conditions sufficient for
its application are satisfied. Combining our last two methods, we can
find uP(λ1,λ2,...,λn) knowing uλ1 , uλ2 , . . ., uλn , where λ1, λ2, . . ., λn
are commutable with each other and P(t1, t2, . . . , tn) is an arbitrary
polynomial with constant coefficients. We can find for instance

uP((∂/∂x1),(∂/∂x2),...,(∂/∂xn))

defined on a space F consisting of integral functions f(x1, x2, . . . , xn)
satisfying some asymptotic conditions, using F1) and noting the commu-
tability of (∂/∂x1), (∂/∂x2), . . ., (∂/∂xn).

METHOD G.
This method, which of course is not new and is well known from

the theory of Sophus Lie, is given by the following consideration: if
a differentiable one parameter Lie group Au defined on n-dimensional
Euclidean space Rn is given, AuAv = Auv, then the operation Lu defined
on the space of all differentiable functions f(x1, x2, . . . , xn) by
Luf(P ) = f(AuP ), P = (x1, x2, . . . , xn), satisfies the S1 system of
postulates. We have then

LuLvf(P ) = Luf(AvP ) = f(AuAvP ) = f(AuvP ) = Luvf(P ).

We have further Lu = uλ, where λ is an infinitesimal Lie operator
of Au. In the case of the one-dimensional translation group given by
x′ = x+ log u, we obtain example A1).

For the case of the two-dimensional rotation group

x′ = x cos log u− y sin log u, y′ = x sin log u+ y cos log u,

we have Luf(x, y) = f(x cos log u−y sin log u, x sin log u+y cos log u) =
= uλf(x, y) with λ = x(∂/∂y)− y(∂/∂x) (Example G1).

Noting the commutability of ∆ = (∂2/∂x2) + (∂2/∂y2) with λ and
Lu of G1 and using the Method E we can find uλ with λ = x(∂/∂y) −
−y(∂/∂x) + (∂2/∂x2) + (∂2/∂y2). Using the Method F we can find
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ux(∂/∂y)−y(∂/∂x)n and so on. Transforming ux(∂/∂y)−y(∂/∂x) with α defin-
ed by αf(x, y) = φ(x, y)f(x, y), where φ(x, y) is a given nowhere vani-
shing differentiable function, we have

µ = α

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
α−1 = x

∂

∂y
− y ∂

∂x
+

+ φ(x, y)−1(yφ′x(x, y)− xφ′y(x, y))

whence we can find uµ as αLuα−1 (see Method B).
METHOD H.
The idea of this method is given in E. Hille’s work (l. c.). If ψ1(x),

ψ2(x), ψ3(x), . . . form an orthonormal system 1 on an interval l, let the

integral operation Lu be defined by Luf(x) =

∫
l

K(u, x, t)f(t)dt, where

K(u, x, t) =

∞∑
n=1

uλnψn(x)ψn(t) and λ1, λ2, λ3, . . . is a given sequence

of complex numbers. This satisfies the M -conditions LuLv = Luv if all
series are absolutely convergent and term by term integration in l is
justified. Practically all of these conditions are fulfilled only for some
restricted range of values of u, and the present method yields only
a half group from which the whole group may be obtained in some
cases by a process of continuation. If there exists a transformation λ,

transmutable with
∫
l

which can be applied to our series termwise and

for which the relations λψn(x) = λnψn(x), n = 1, 2, 3, . . . are satisfied,

we have λLuf(x) =

∫
l

∞∑
n=1

λnu
λnψn(x)ψn(t)f(t)dt. We have the some

expression for u(d/du)Luf(x) if the differentiation d/du can be effected

under the integral sign
∫
l

and applied termwise to our series. If ψn(x)

are Hermitean functions

ψn(x) =
(−1)n√
2nn!
√
π
e(x2/2) d

n

dxn
e−x

2

(n = 0, 1, 2, . . .),

then using the well known differential equations for ψn(x) we have
λψn(x) = −(2n+ 1)ψn(x), (n = 0, 1, 2, . . .) with λ = (d2/dx2)−x2. We

1i.e.
∫
l
ψi(x)ψk(x)dx =

{
0 if i 6= k,

1 if i = k.
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have then
u(d2/dx2)−x2

f(x) =

∫ ∞
0

K(u, x, t)f(t)dt

where

K(u, x, y) =

∞∑
n=0

u−2n−1ψn(x)ψn(y).

Using a result of F. G. Mehler (see N. Wiener, The Fourier integral and
certain of its applications, p. 62) we have

K(u, x, x) =
u√

π(u4 − 1)
exp

(
− (x2 + y2)(1 + u4)− 4xyu2

2(u4 − 1)

)
,

Luf(x) = u(d2/dx2)−x2

f(x) =
u√

π(u4 − 1)
×

×
∫ ∞
−∞

exp

(
− (x2 + y2)(1 + u4)− 4xyu2

2(u4 − 1)

)
f(y)dy (u > 1)

(example H1)

where f(x) are functions satisfying the condition f(x) = O(exp εx2)),
ε > 0, for x → ±∞. Putting L1 = E we have Lu defined for u = 1.
Lu forms a half-group corresponding to λ = (d2/dx2) − x2 in the sense
given by the S̄1 postulates. If all f(x) are twice differentiable and f (k) =
= O(exp(εx2)), k = 0, 1, 2, the S̄2 postulates are also satisfied. Transfor-
ming λ = (d2/dx2) − x2 and Lu = uλ with α defined by αf(x) =

= e−(x2/2)f(x) and noting αλα−1 = (d2/dx2)−2x(d/dx)−1 (see Method
B) we have,

u(d2/dx2)−x2

f(x) =
1√

π(u4 − 1)

∫ ∞
−∞

exp

(
− (x− y)2

u4 − 1

)
f
( y
u2

)
dy

(18)
for all u > 1. Substituting t =

√
2/u4 − 1(x− y) we get

u(d2/dx2)−x2

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−(t2/2)f

(
x

u2
− t

u2

√
u4 − 1

2

)
dt. (19)

The last expression has a sense for all complex u on the space of all
integral functions f(x) of the complex variable x, satisfying the condition
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f(x) = O(exp(ε|x|2)) for all complex x and gives a group corresponding
to λ = (d2/dx2)− 2x(d/dx) in the sense of S∗2 , which may be verified by
straightforward calculation. We can prove that u(d2/dx2)−x2

commutes
with the Fourier transformation T and u(d2/dx2)−2x(d/dx) with
T ′ = e(x2/2)Te−(x2/2) where

Tf(x) = (1/
√

2π)

∫ ∞
−∞

eixyf(y)dy,

T ′f(x) = (1/
√

2π)

∫ ∞
−∞

e
1
2 (x+iy)2

f(y)dy.

We have here on corresponding spaces

uλf(x) =
uβ√
2π

∫ ∞
−∞

exp

− t2
4
−

(
t

2
u2β − x

√
β

2
(u4β − 1)

)2
×

×f

xu2β −

√
u4β − 1

2β
t

 dt, λ =
d2

dx2
− β2x2, (H2)

uλf(x) =
2u2β

u4 − 1

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

u4 − 1

)
(xy)−βIβ

(
2xy

u4 − 1

)
f
( y
u2

)
ydy,

λ =
d2

dx
− 2x

d

dx
+

1

x

d

dx
− β2

x2
, u > 1

(H3)

uλf(x) =

∫ 1

−1

K(x, y, u)f(y)dy, λ = (1− x2)
d2

dx
− 2x

d

dx
, u > 1,

(H4)

where K(u, x, y) =
1

2

∞∑
n=0

(2n+ 1)u−n(n+1)Pn(x)Pn(y), where the Pn(x)

are Legendre polynomials: Pn(x) = (1/2nn!)(dn/dxn)(x2−1), and Iβ(x)
are Bessel functions. Combining our methods we can get many new
examples. Using H1) and Method E, we can find, for instance, uλ with
λ = (∂2/∂x2

1)+(∂2/∂x2
2)+ . . .+(∂2/∂x2

n)−x2
1−x2

2− . . .−x2
n and so on.
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Having found uλ for many λ we can find some partial solutions of linear
functional equations of the form (s + λ)y = f(x) determining y = y(x)
as

y(x) = (s+ λ)−1f(x) = −
∫ ∞

1

us+λ−1f(x)du or
∫ 1

0

us+λ−1f(x)du,

the justification of this procedure being evident in corresponding cases.
Thus using F2), we can find partial solutions of (∆m

n + s)y = f(x1,
x2, . . . , xn). Using E2) we can find some solution of ((d2/dx2)+b(d/dx)+
+∇h + s)y(x) = f(x) where s is a complex number and f(x1, x2, . . . ,
xn), f(x) satisfy some asymptotic restrictions. After having found tλ

we can find other operator-valued functions of a numerical variable and
especially the gamma function and Dirichlet series which are expressed
in terms of tλ in the simplest manner possible. We put

Γ(s+ λ)f(x) =

∫ ∞
0

e−tts+λ−1f(x)dt,

ζ(s+ λ)f(x) =

∞∑
n=1

1

ns+λ
f(x)

and so on.
In the second part of this paper the author intends to publish the

questions connected with the theory of these functions with their applica-
tions to the theory of prime numbers.

VARIOUS REMARKS.
Introducing polar coordinates t = ρ cosϕ, τ = ρ sinϕ in

u(∂2/∂x2)+(∂2/∂y2)f(x, y) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp(− t
2 + τ2

2
)×

× f(x+
√

2 log ut, y +
√

2 log uτ)dtdτ,

we have

u∆f(x, y) =

∫ ∞
0

e−(ρ2/2)M(ρ
√

2 log u, f, x, y)ρdρ,

where

M(r, f, P ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(xP + r cosϕ, yP + r sinϕ)dϕ
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is the mean-value of f on the circle with radius r, whose center lies at P .
For all integral functions of two complex variables satisfying the relation
f(x, y) = O(exp ε(|x|2 + |y|2)) we have therefore

f(x, y) +
log u

1!
∆f(x, y) +

log2 u

2!
∆2f(x, y) + · · · =

=

∫ ∞
0

M(r
√

2 log u, f, x, y)e−(r2/2)rdr

from which follows at once the Gauss’ mean-value theorem for harmonic
functions satisfying the said asymptotic relation. The same reasoning
permits us to find other mean-value theorems characteristic for solutions
of the differential equations of the form ∆2u = 0, ∆u + x(∂u/∂x) +

+y(∂u/∂y) = 0, ∆u+ x2u = 0. If the integral
∫ ∞

0

LuAL
−1
u f(x)(du/uσ)

has a sense and Lv can be effected under the sign of this integral we have
for

Bf(x) =

∫ ∞
0

LuAL
−1
u f(x)(du/uσ),

LvBL
−1
v f(x) =

∫ ∞
0

LuvAL
−1
uv f(x)du/uσ =

= v1−σ
∫ ∞

0

AuAL
−1
u f(x)du/uσ = v1−σBf(x),

LvBL
−1
v = Bv1−σ.

For σ = 1 we have here a method of constructing operators commut-
able with all Lu which is perhaps worth while mentioning in view of
Method E.

The correspondence u→ Lu is always a homomorphism and all u for
which Lu = E form a subgroupH of the groupG consisting of all positive
or all complex numbers u with ordinary definition of multiplication. The
group G/H and the operator group L are isomorphic. The group H, in
view of the continuity of Lu, either coincides with G or is a discrete
subgroup of G. In the case of G consisting of all positive numbers,
H, being discrete, must be H = (. . . , e−2ω, e−ω, 1, eω, e2ω, . . .). Our
present investigation can be in some sense characterized as an operational
generalization of S. Lie’s theory in the special case of one-parametric
groups. A further generalization can be obtained if we introduce the set



16. On one-parameter groups 257

of transformations L(u1, u2, . . . , un) satisfying the relation
L(a1, a2, . . . , an)L(b1, b2, . . . , bn) = L(c1, c2, . . . , cn) where the ci are
some functions of ai, bi.

We shall for some purposes introduce the transformations Lu for
which LaLb depends on ab. We shall use, further, the M -pairs of linear
transformations Lu and L∗u satisfying the condition LaL∗b = LabL

∗
1.

For instance for operations Lu and L∗u defined by Luf(x) =
= f(x) ? ϕ(x, u) and L∗uf(x) = f(x) ? ψ(x, u) with ϕ(x, u) and ψ(x, u)
having for their corresponding Laplace transforms ls(ϕ(x, u)) =
= A(s)uα(s) and ls(ψ(x, u)) = B(s)uβ(s) where A(s), B(s), α(s), β(s)
depend only on s, we have then LuLv = LuvL1, L∗uL∗v = L∗uvL

∗
1, LuL∗v =

= LuvL
∗
1. The transformations Lu and L∗u satisfy both the extended

M -condition LuLv = LuvL1, L∗uL∗v = L∗uvL
∗
1 and for an M -pair. For

Gu of the example D1 and for G∗u defined by G∗uf(x) =

∫ x

0

t(log u/2) ×

×Jlog u(2
√
t)f(t− x)dt we have, apart from GuGv = Guv, also G∗uG∗v =

= G∗uvG
∗
1 and G∗uGv = G∗uv which follows from the formulae

ls

(
xα−1

Γ(α)

)
= s−α and ls(xα/2Jα(2

√
x)) = s−α−1e−(1/s).

For Hu defined by

Huf(x) =

∫ x

log u

J0(

√
t2 − log2 u)f(x− t)dt

for x = log u and Huf(x) ≡ 0 for x < log u we have HaHb = HabH1. We
shall use further the notion of the M -sequence of linear transformations
L1, L2, L3, . . ., satisfying the conditions LiLk = Lik for each pair i, k
of positive integers and L1 = E. It is evident that if L1, L2, . . . form an
M -sequence the same is true of L′1, L′2, . . . where L′n = χ(n)Ln if χ(n)
denotes Dirichlet’s character modulo κ.
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В моей работе [65] я доказываю, между прочим, следующее тож-
дество:

ζ(s)

∞∑
n=1

anbn =

∞∑
n=1

AnBn
ϕs(n)

, (1)

где

s > 1,

∞∑
n=1

|an|2 <∞,
∞∑
n=1

|bn|2 <∞, ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
,

ϕs(n) =
∑
d/n

µ(nd )ds = ns
∏
p/n

(1− 1
ps ) — функция Лиувилля,

An =
∑
d/n

µ
(n
d

)
a∗d, Bn =

∑
d/n

µ
(n
d

)
b∗d,

причем

a∗d = n
s
2

∞∑
k=1

akn
k
s
2
, b∗d = n

s
2

∞∑
k=1

bkn
k
s
2
.

Использование частных случаев указанного тождества приводит,
как мне удалось показать, к выводу асимптотических теорем теории
чисел.

Изложению одного из этих результатов и посвящена настоящая
статья.

Здесь будут приняты следующие обозначения: µ(n) — функция
Мёбиуса;

∑
d/n

означает, что сумма распространена по всем делителям

n;
∏
p/n

означает, что произведение распространено по всем простым

делителям n;
∑
ρ(n)

показывает, что суммирование распространено по

всем ϕ(n) первообразным корням n-й степени из единицы;

Pn(x) =
∏
d/n

(1− xd)µ(nd ) =
∏
ρ(n)

(1− ρx)



17. К вопросу о распределении простых чисел 259

— полином деления окружности;

Qn(x) = −µ(n)x− P ′n(x)

Pn(x)
x = −µ(n)x+

∑
d/n

µ
(n
d

) dxd

1− xd
=

= −
∑
ρ(n)

(
x

x− ρ
+ ρ̄x

)
=
∑
ρ(n)

ρ2x2

1− ρx
;

ϕ(n) = ϕ1(n) = n
∏
p/n

(
1− 1

p

)
; f(x) =

∞∑
n=1

ϕ(n)

n
Λ(n)xn; Hn =

n∑
k=1

1

k
;

Fm(u) — число бесквадратных чисел, не превосходящих u и взаимно
простых с m; ν(m) — число простых делителей m;

Rm(u) =
∑
k≤u

(k,m)=1

µ(k)2

ϕ(k)
; Tm(u) =

∑
k≤u

(k,m)=1

µ(k)2

k
;

x — комплексное число, по модулю не превосходящее единицы.
Дальнейшее изложение основано на применении следующей тео-

ремы Харди – Литтлвуда:
Из соотношения

lim
r→1

(1− r)
∞∑
n=1

cnrn = A,

где cn ≥ 0, следует, что

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

cn = A,

на изучении тождества

f(x) =

∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

∑
ρ(n)

ρ2x2

1− ρx

(2)

и на некоторых элементарных арифметических оценках.
Докажем тождество (2). Сначала докажем сходимость ряда

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) (|x| < 1).
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Рассмотрим его частную сумму

SN (x) =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

{∑
d/n

µ
(n
d

) dxd

1− xd
− µ(n)x

}
=

=

∞∑
m=1

cNmx
m.

Очевидно, cN1 = 0. Для cNm имеем при m > 1

cNm =
∑
d/m

µ(d)
∑
n≤Nd

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)
=
∑
d/m

µ(d)Rm

(N
d

)
.

(3)

В самом деле, коэффициент при xm в dxd

1−xd равен dεdm, где

εik =

{
1, если i/k,
0, если i - k. Поэтому

cNm =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
dεdm =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/(m,n)

µ
(n
d

)
d =

=
∑
D/m

∑
n≤ND

(n,mD )=1

µ(nD)

ϕ(nD)

∑
d/D

µ
(
n
D

d

)
d =

=
∑
D/m

∑
n=1

(n,D)=1
(n,mD )=1

µ(n)2

ϕ(n)

µ(D)

ϕ(D)

∑
d/D

µ
(D
d

)
d =

=
∑
D/m

µ(D)

N
D∑
n=1

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)
=
∑
D/m

µ(D)Rm

(
N

D

)
.

Здесь использовано следующее соотношение:

µ(kl)

ϕ(kl)
=

{
0, если (k, l) > 1,
µ(k)
ϕ(k) ·

µ(l)
ϕ(l) , если (k, l) = 1
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и очевидное равенство

N∑
n=1

an =
∑
D/m

N
D∑
n=1

(n,mD )=1

anD,

справедливое для любых m,N, a.
Преобразуем теперь выражение для Rm(N) :

Rm(N) =

N∑
n=1

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)
=

N∑
n=1

(n,m)=1

µ(n)2

n

∏
p/n

(
1 +

1

p− 1

)
=

=

N∑
n=1

(n,m)=1

µ(n)2

n

∑
d/n

µ(d)2

ϕ(d)
=

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

ϕ(l)

∑
n≤N

(n,m)=1
n≡0 ( mod l)

µ(n)2

n
=

=

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

ϕ(l)

∑
n≤Nl

(n,m)=1

µ(nl)2

nl
=

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∑
n≤Nl

(n,ml)=1

µ(n)2

n

и окончательно получим

Rm(N) =

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)
Tml

(
N

l

)
(4)

(ср. преобразование в статье Ландау [17]). Далее имеем

Tm(N) =

N∑
n=1

1

n
(Fm(n)− Fm(n− 1)) =

N∑
n=1

Fm(n)

n(n+ 1)
+
Fm(N)

N + 1
(5)

и (ср. [14, с. 633])

Fm(n) =

n∑
k=1

(k,m)=1

µ(k)2 =
∑
k≤n

(k,m)=1

∑
d/k

µ(
√
d) =
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=

n∑
l=1

(l,m)=1

µ(
√
l)

k≤n∑
(k,m)=1

k≡0 ( mod l)

1 =

l≤n∑
(l,m)=1

µ(
√
l)

∑
(k,m)=1
k≤nl

1 =

=

n∑
l=1

(l,m)=1

µ(
√
l)ϕ

(
n

l
,m

)
=

∑
l≤
√
n

(l,m)=1

µ(l)ϕ

(
n

l2
,m

)
,

где µ(u) определена при целом u, как обычно, а при нецелом u мы
полагаем µ(u) = 0, ϕ(x,m) =

∑
d/m

µ(d)[xd ] — число чисел, не превос-

ходящих x и взаимно простых с m. Очевидно,

ϕ(x,m) =
∑
d/m

µ(d)
[x
d

]
= −

∑
d/m

µ(d)

(
x

d
−
[x
d

])
+
x

m

∑
d/m

µ(d)
m

d
=

=
ϕ(m)

m
x−

∑
d/m

µ(d)

(
x

d
−
[x
d

])
=
ϕ(m)

m
x+ Ψm(x),

Ψm(x) = −
∑
d/m

µ(d)

(
x

d
−
[x
d

])
.

Далее, полагая

anm = −ϕ(m)

m
n

∞∑
l=[
√
n]+1

(l,m)=1

µ(l)

l2
+

∑
l≤
√
n

(l,m)=1

µ(l)Ψm

(
n

l2

)
, (6)

получим

Fm(n) =
∑
l≤
√
n

(l,m)=1

ϕ(m)

m
n
µ(l)

l2
+

∑
l≤
√
n

(l,m)=1

µ(l)Ψm

(
n

l2

)
=

=
ϕ(m)

m
n

∞∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)

l2
− ϕ(m)

m
n

∞∑
l=[
√
n]+1

(l,m)=1

µ(l)

l2
+

+
∑
l≤
√
n

(l,m)=1

µ(l)Ψm

(
n

l2

)
,
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Fm(n) =
6n

π2

∏
p/n

(
1 +

1

p

)−1

+anm =
6n

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

+O(
√
n2ν(m)),

(7)

или, учитывая равенства (5) и (7),

Tm(N) =

N∑
n=1

Fm(n)

n(n+ 1)
+
Fm(N)

N + 1
=

6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1 N∑
n=1

1

n+ 1
+

+

N∑
n=1

anm
n(n+ 1)

+
Fm(N)

N + 1
=

6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

lgN +

∞∑
n=1

anm
n(n+ 1)

+

+
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

E − 6

π2

1

N + 1

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

+

+
aNm

N + 1
−

∞∑
n=N+1

anm
n(n+ 1)

+
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

{HN+1 − E − lgN},

Tm(N) =
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

lgN +Bm +O

(
2ν(m)

√
N

)
, (8)

где

Bm =

∞∑
n=1

anm
n(n+ 1)

+
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

E, Bm = O(2ν(m)).

Из (4) и (8) имеем

Rm(N) =

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)
Tml

(
N

l

)
=

=
6

π2

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∏
p/ml

(
1 +

1

p

)−1

lg
N

l
+

+

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2Bml
lϕ(l)

+O

( N∑
l=1

µ(l)22ν(ml)

√
lNϕ(l)

)
=
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=
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

lgN

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

−

− 6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1 N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2 lg l

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

+

+

N∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)
Bml +O

(
2ν(m)

√
N

)
=

=
6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1

lgN

∞∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

+

+ Lm +O

(
2ν(m)

√
N

)
;

Lm =

∞∑
l=1

(l,m)=1

Bml
lϕ(l)

µ(l)2−

− 6

π2

∏
p/m

(
1 +

1

p

)−1 ∞∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2 lg l

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

;

Rm(N) =
∏
p/m

(
1− 1

p

)
lgN + Lm +O

(
2ν(m)

√
N

)
. (9)

При этом использованы следующие соотношения:

|Ψm(x)| =
∣∣∣∣∑
d/m

µ(d)

(
x

d
−
[x
d

])∣∣∣∣≤∑
d/m

∣∣∣∣µ(nd)
∣∣∣∣= 2ν(m),

∞∑
l=N+1
(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)
Bml = O

(
2ν(m) lgN

N

)
= O

(
2ν(m)

√
N

)
,

lgN

∞∑
l=N+1
(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

= O

(
lgN

N

)
= O

(
2ν(m)

√
N

)
,
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∞∑
l=N+1
(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)
lg l
∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

= O

(
lgN

N

)
= O

(
2ν(m)

√
N

)
,

∞∑
l=1

(l,m)=1

µ(l)2

lϕ(l)

∏
p/l

(
1 +

1

p

)−1

=
∏
p-m

(
1 +

1

pϕ(p)

(
1 +

1

p

)−1)
=

=
∏
p-m

(
1− 1

p2

)−1

=
∏
p/m

(
1− 1

p2

)∏
p

(
1− 1

p2

)
=
π2

6

∏
p/m

(
1− 1

p2

)
.

Далее из равенств (3) и (9) имеем

cNm =
∑
d/m

µ(d)Rm

(
N

d

)
=
ϕ(m)

m

∑
d/m

µ(d) lg
N

d
+

+ Lm
∑
d/m

µ(d) +O

(
2ν(m)

√
N

∑
d/m

µ(d)2
√
d

)
,

cNm =
ϕ(m)

m
Λ(m) +O

(
4ν(m)

√
m

N

)
, (10)

где ∑
d/m

µ(d) lg
N

d
= Λ(m),

∑
d/m

µ(d) = 0,

∑
d/m

µ(d)2
√
d <
√
m
∑
d/m

µ(d)2 =
√
m2ν(m).

Отсюда получим

SN (x) =

∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm +O

(
1√
N

∞∑
m=1

4ν(m)
√
m|x|m

)
. (11)
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Кроме того, так как

σM =

M∑
m=1

4ν(m)
√
m =

M∑
m=1

√
m
∑
d/m

µ(d)23ν(d) =

=

M∑
l=1

µ(l)23ν(l)
∑
m≤M

m≡0 ( mod l)

√
m ≤

≤
M∑
l=1

3ν(l)
√
l

M
l∑

m=1

√
m = O

(
M

3
2

M∑
l=1

1

l
3ν(l)

)
,

M∑
l=1

3ν(l)

l
=

M∑
l=1

1

l

∑
d/l

2ν(d)µ(d)2 ≤
M∑
k=1

2ν(k)
∑
l≤M

l≡0 ( mod k)

1

l
=

=

M∑
k=1

2ν(k)

k

M
k∑
l=1

1

l
= O

(
lgM

M∑
k=1

2ν(k)

k

)
,

M∑
k=1

2ν(k)

k
=

M∑
k=1

1

k

∑
d/k

µ(d)2 =

M∑
l=1

µ(l)2 1

l

M
l∑

k=1

1

k
= O(lg2M),

то
σM = O(M

3
2 lg3M)

и
∞∑
m=1

4ν(m)
√
m|x|m = O

(
− lg3(1− |x|)

(1− |x|) 3
2

)
. (12)

Теперь из (11) и (12) следует, что
∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) +O

(
− lg3(1− |x|)√
N(1− |x|)3

)
, (13)

откуда тождество (2) становится очевидным.
Оценка (13) недостаточна для получения теоремы, эквивалент-

ной теореме о распределении простых чисел в прогрессиях:

lim
x→exp(2πi lk )

(1− |x|)
∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm = lim

r→1
(1− r)f(re2πi lk ) =

µ(k)

ϕ(k)
.

(14)
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Достаточной была бы следующая оценка:

∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm =

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) +O

(
− lg3(1− |x|)

lg3N lg lgN
√
N(1− |x|)3

)
.

(15)

В самом деле, как нетрудно доказать, вдоль луча x = re2πi lk , 0 ≤ r ≤
≤ 1, (k, l) = 1, справедлива оценка, равномерная относительно r :

N∑′

n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) = O(N), (16)

где штрих при
∑

означает, что слагаемое, соответствующее n = k,
пропущено. Тогда, на основании соотношений (15) и (16) имеем(

x = r exp

(
2πi

l

k

)
, (l, k) = 1, f(x) =

∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm

)
:

(1− |x|)f(x) =
µ(k)

ϕ(k)
(1− |x|)Qk(x) +O(N(1− |x|))+

+O

(
− lg3(1− |x|)

lg3N lg lgN
√
N(1− |x|)

) (17)

и, полагая N =

[
1

(1−|x|) lg lg(1−|x|)−1

]
, получаем

(1− |x|)
∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm =

µ(k)

ϕ(k)
(1− |x|)Qk(x)+

+O

({
lg lg

1

1− |x|

}− 1
2

)
.

(18)

Далее, замечая, что lim
x→exp(2πi lk )

(1 − |x|)Qk(x) = 1, выводим следую-

щее соотношение ((k, l) = 1) :

lim
x→exp(2πi lk )

(1− |x|)
∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm =

µ(k)

ϕ(k)
. (19)
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Отсюда уже легко получить теорему Адамара — Валле Пуссена.
В самом деле, при выводе соотношения (19) предполагалось, что

(k, l) = 1. Для любых k, l имеем

lim
r→1

(1− r)f(re2πi lk ) =
µ
(

k
(k,l)

)
ϕ
(

k
(k,l)

) . (20)

Далее ((a,m) = 1),

lim
r→1

(1− r)
∑

n≡a ( mod m)

Λ(n)
ϕ(n)

n
rn =

=
1

m
lim
r→1

(1− r)
m∑
g=1

f(re2πi gm )e−2πi agm =

=
1

m

m∑
g=1

e−2πi agm Ψ

(
m

(g,m)

)
=

1

m

∑
d/m

∑
g≤m

(g,m)=d

e−2πi agm Ψ

(
m

d

)
=

=
1

m

∑
d/m

Ψ

(
m

d

) m′∑
g′=1

(g′,m′)=1

e−2πi ag
′

m′ =
1

m

∑
d/m

Ψ

(
m

d

)
µ

(
m

d

)
=

=
1

m

∑
d/m

µ(d)Ψ(d) =
1

m

∏
p/m

(1−Ψ(p)) =
1

m

∏
p/m

(
1 +

1

p− 1

)
=

1

ϕ(m)
,

где для сокращения положено Ψ(u) = µ(u)
ϕ(u) , m

′ = m
(m,g) , g

′ = g
(m,g) .

Из только что полученной формулы

lim
r→1

(1− r)
∑

n≡a ( mod m)

ϕ(n)

n
Λ(n)rn =

1

ϕ(m)
, (a,m) = 1, (21)

очевидным образом следует

lim
r→1

(1− r)
∑

n≡a ( mod m)

Λ(n)rn =
1

ϕ(m)
, (a,m) = 1, (22)

а отсюда, на основании теоремы Харди — Литтлвуда выводим, что

lim
N→∞

1

N

n≤N∑
n≡a ( mod m)

Λ(n) =
1

ϕ(m)
. (23)
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Докажем оценку (16). Мы имеем
N∑
n=1
n 6=k

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x) =

N∑
n=1
n 6=k

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd
− x

N∑
n=1
n 6=k

µ(n)2

ϕ(n)
.

Отсюда видно, что достаточно установить следующую оценку:
N∑
n=1
n6=k

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd
= O(N)

(
0 ≤ |x| ≤ 1, arg x = 2π

l

k
, (k, l) = 1

)
.

Далее
N∑
n=1
n 6=k

µ(n)

ϕ(n)
Vn(x) =

n≤N∑
n 6≡0 ( mod k)

µ(n)

ϕ(n)
Vn(x)+

+

n≤N∑
n≡0 ( mod k)

n 6=k

µ(n)

ϕ(n)

{ ∑
d/n

d≡0 ( mod k)

µ

(
n

d

)
drd

1− rd
+

+
∑
d/n

d6≡0 ( mod k)

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

}
=

=

N∑
n=1

n6≡0 ( mod k)

µ(n)

ϕ(n)
Vn(x) + k

n≤N∑
n≡0 ( mod k)

n 6=k

µ(n)

ϕ(n)
Vn
k

(rk)+

+

n≤N∑
n≡0 ( mod k)

n 6=k

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

d 6≡0 ( mod k)

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd
,

где для сокращения положено Vn(x) =
∑
d/n

µ(nd ) dxd

1−xd . Очевидно,xh =

= rh, если k/h, и∑
d/n

d≡0 ( mod k)

µ

(
n

d

)
drd

1− rd
=
∑
d′/n′

µ

(
n′

d′

)
d′krd

′k

1− rd′k
= kVn′(r

k),
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где n′ = n
k , d

′ = d
k . Из простых геометрических соображений оче-

видно, что min |1− xd| ≥ 1
sin π

k
, если d 6≡ 0 (mod k). Отсюда имеем∣∣∣∣∣ ∑

d/n
d6≡0 ( mod k)

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin π
k

∑
d/n

d =
1

sin π
k

σ(n),

∣∣∣∣∣∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin π
k

σ(n) при n 6≡ 0 ( mod k).

Далее (n > 1)

Vn(r) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
drd

1− rd
=
∑
d/n

µ

(
n

d

)(
drd

1− rd
− r

1− r

)
=

= −
∑
d/n

µ

(
n

d

)
1 + 2r + · · ·+ (d− 1)rd−1

1 + r + · · ·+ rd−1

или, так как 1+2r+···+(d−1)rd−1

1+r+···+rd−1 ≤ d,

Vn(r) ≤ σ(n).

Здесь всюду σ(n) =
∑
d/n

d. Теперь очевидно, что

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Vn(x) = O

(
N∑
n=1

µ(n)2

ϕ(n)
σ(n)

)
= O(N),

так как
N∑
n=1

µ(n)2 σ(n)

ϕ(n)
=

N∑
n=1

µ(n)2
∏
p/n

1 + 1
p

1− 1
p

=

=

N∑
n=1

µ(n)2
∏
p/n

(
1 +

2

p

)∏
p/n

(
1 +

2

p2 + p− 2

)
<

< c

N∑
n=1

µ(n)2
∑
d/n

2ν(d)

d
≤ c

N∑
n=1

∑
d/n

2ν(d)

d
=

= c

N∑
l=1

2ν(l)

l

[
N

l

]
< cN

∞∑
l=1

2ν(l)

l2
= CN.
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Таким образом, остается необоснованной только оценка (15), где,
конечно, вместо lg lgN достаточно иметь любую функцию от N, рас-
тущую до бесконечности при N →∞.

Следовательно, незначительное усиление оценок (13) или (16) да-
ет теорему о распределении простых чисел в прогрессиях. Мне уда-
лось доказать оценки, достаточные для обоснования предельного пе-
рехода в формуле (14), но при помощи более сложных соображений,
чем те, которые были приведены выше.

Таким образом, можно элементарно доказать, что

f(x) =

∞∑
m=1

ϕ(m)

m
Λ(m)xm

выражается как сумма главных частей, характеризующих поведение
f(x) при приближении x к точкам exp(2πiR), где R — любое раци-
ональное число; но доказательство того, что слагаемые этой суммы
действительно дают эти особенности, затруднительно, ввиду отсут-
ствия равномерной сходимости ряда

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
(1− |x|)Qn(x)

вдоль луча arg x = 2πR, и вызывает необходимость в использовании
предложений не менее тонких, чем те, которые обычно применяются
в доказательстве теоремы о распределении простых чисел. Иначе
обстоит дело во многих других случаях.

Так, конкретизируя в (1) константы a1, a2, a3, ..., b1, b2, b3, ..., мне
удалось получить тождества типа

∞∑
m=1

cmx
m =

∞∑
m=1

dmQm(x),

где dm настолько быстро стремится к нулю, что равномерная сходи-

мость ряда
∞∑
n=1

dn(1 − |x|)Qn(x) в круге |x| ≤ 1 становится очевид-

ной, и поэтому непосредственно видна законность почленного пре-
дельного перехода при x → exp

(
2πi lk

)
. Так, достаточно положить
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dn = O( 1
n1+ε ), так как

(1− |x|)
∣∣∣∣∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

∣∣∣∣≤ (1− |x|)
∑
d/n

µ

(
n

d

)2
d|x|d

1− |x|d
=

=
∑
d/n

µ

(
n

d

)2
d|x|d

1 + |x|+ · · ·+ |x|d−1
≤
∑
d/n

µ

(
n

d

)2

= 2ν(n),

а ряд C
∞∑
n=1

2ν(n)

n1+ε , мажорантный для
∞∑
n=1

dn(1 − |x|)Qn(x), сходится.

Далее, как и выше, находим
(

(a,m) = 1, F (x) =
∞∑
n=1

cnx
n

)

lim
x→exp(2πi lk )

(1− |x|)
∞∑
n=1

cnx
n = d k

(k,l)
,

lim
r→1

(1− r)
∑

n≡a ( mod m)

cnr
n = lim

r→1
(1− r) 1

m

m∑
g=1

e−2πi agm (Fre2πi gm ) =

=
1

m

m∑
g=1

e−2πi agm d m
(g,m)

=
1

m

∑
δ/m

µ(δ)dδ.

Например, легко получить, что

ζ(s)

∞∑
n=2

ϕs−1(n)

ns−1
xn =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)
Qn(x), (24)

откуда, полагая λ(1, s) = 0, λ(n, s) = ζ(s)
∏
p/n

(1 − 1
ps−1 ) при n > 1,

имеем

lim
N→∞

1

N

n≤N∑
n≡l ( mod k)

λ(n, s) =
ks−1

ϕs(k)

∏
p/(k,l)

(
1− 1

ps−1

)
. (25)

Интересно отметить, что λ(n, s) → Λ(n) при s → 1. Мы видим,
что теорема Адамара — Валле Пуссена получается из этой элемен-
тарно доказанной формулы, если только установить, что

lim
s→1

lim
N→∞

1

N

n≤N∑
n≡l ( mod k)

λ(n, s) = lim
N→∞

lim
s→1

1

N

n≤N∑
n≡l ( mod k)

λ(n, s). (26)
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Это последнее равенство уже не удается доказать элементарными
средствами.

Полагая в соотношении (24) s = 2 и дифференцируя по x, полу-
чим

∞∑
n=1

ϕ(n)xn =
6

π2

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ2(n)

∑
ρ(n)

ρx

(1− ρx)2
, (27)

откуда легко выводим

lim
x→exp(2πi lk )

(1− |x|)2
∞∑
n=1

ϕ(n)xn =
6

π2

µ(k)

ϕ2(k)
, (28)

а из (28) уже легко следует

lim
N→∞

1

N2

n≤N∑
n≡l ( mod k)

ϕ(n) =
3

π2

k

ϕ2(k)

∏
p/(k,l)

(
1− 1

p

)
. (29)

Так просто и элементарно удается доказать многие асимптотиче-
ские формулы без использования ряда Дирихле и характеров Дири-
хле, которые, казалось бы, необходимы в этих вопросах. Достаточно
указать, что обычный простой и элементарный вывод формулы

lim
N→∞

1

N2

N∑
n=1

ϕ(n) =
3

π2

не проще, чем указанный здесь вывод более общего результата. Ин-

тересно, что во многих случаях функции типа
∞∑
m=1

cmx
m с ариф-

метически заданными коэффициентами выражаются в виде суммы
«главных частей» характеризующих поведение функции на грани-
це в точках x = exp(2πiR), причем в большинстве случаев такие
результаты получаются просто и элементарно. Так, равенство (27)

показывает не только то, что функция
N∑
n=1

ϕ(n)xn удовлетворяет со-

отношению (28), но и то, что она является простейшей из функций,
удовлетворяющих (28), подобно тому как ctg πz является простейшей
из функций, имеющих целые числа простыми полюсами с вычетами,
равными единице.

Функция λ(n, s), выведенная выше, во многих отношениях подоб-
на функции Мангольдта, в которую она переходит при s→ 1.
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Легко доказать, что

∞∑
n=1

χ(n)λ(n, s)

nz
= −ζ(s)

L(z + s− 1, χ)− L(z, χ)

L(z + s− 1, χ)
. (30)

Если в тождестве (2) заменить xn на 1
nz , гдеR(z) > 1, то мы получим

∞∑
n=1

ϕ(n)

n

Λ(n)

nz
=

∞∑
n=1

{
ζ(z)

ϕ1−z(n)

ϕ(n)
− µ(n)2

ϕ(n)

}
. (31)

Подставляя χ(n)
nz вместо xn, где χ(n), как и выше, — характер Дири-

хле по некоторому данному модулю k, выводим

∞∑
n=1

ϕ(n)

n

Λ(n)

nz
χ(n) =

∞∑
n=1

{
µ(n)L(z, χ)

ϕ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
χ(d)d1−z − µ(n)2

ϕ(n)

}
.

(32)
Равенства (31) и (32) доказываются аналогично тождеству (2), и из
них можно вывести (2) путем трансформации Меллина.

Следует отметить еще такие формулы:

∞∑
n=1

µ(n)ϕ1−z(n)

ϕ(n)ns
= ζ(z)

ζ(s+ 1)

ζ(2s+ 2)

∏
p

(
1− p2−z − 1

(p− 1)(ps+1 + 1)

)
=

= ζ(z)ζ(s+ 1)A(s, z),
∞∑
n=1

µ(n)2

ϕ(n)ns
=

ζ(s+ 1)

ζ(2s+ 2)

∏
p

(
1 +

1

(ps+1 + 1)(p− 1)

)
= ζ(s+ 1)B(s).


(33)

Легко доказать, что

lim
z→1

ζ(z)ζ(s+ 1)A(s, z) = 1, lim
s→0

ζ(z)A(s, z) = 1,

lim
s→0

B(s) = 1,

lim
s→0

ζ(s+ 1)(ζ(z)A(s, z)−B(s)) =

=
d

ds
(ζ(z)A(s, z)−B(s))

∣∣∣∣
s=0

=
∞∑
n=1

ϕ(n)

n

Λ(n)

nz
.


(34)
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Формула

∞∑
n=1

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)ns
=

ζ(s+ 1)

ζ(2s+ 2)

∏
p

(
1 +

1

(ps+1 + 1)(p− 1)

)
×

×
∏
p/m

(p− 1)ps

ps+1 − ps + 1
= ζ(s+ 1)B(s)θm(s),

(35)

θm(s) =
∏
p/m

(p− 1)ps

ps+1 − ps + 1
,

которая легко доказывается, может быть использована для получе-
ния предыдущих оценок.

Согласно обычным приемам аналитической теории чисел, имеем:

∑
n≤Nd

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)
lg
N

dn
=

1

2πi

2+∞i∫
2−∞i

ζ(s+ 1)B(s)θm(s)
Ns

ds
ds

s2
,

∑
d/m

µ(d)
∑
n≤Nd

(n,m)=1

µ(n)2

ϕ(n)
lg
N

dn
=

=
1

2πi

2+∞i∫
2−∞i

ζ(s+ 1)B(s)θm(s)
ϕs(m)

ms
Ns ds

s2
=

=
ϕ(m)

m
Λ(m) +

1

2πi

− 1
2 +∞i∫

− 1
2−∞i

ζ(s+ 1)B(s)θm(s)
ϕs(m)

ms
Ns ds

s2
=

=
ϕ(m)

m
Λ(m) +

1

2πi

− 1
2 +∞i∫

− 1
2−∞i

ζ(s+ 1)B(s)ψm(s)Ns ds

s2
, (36)

ψm(s) = θm(s)
ϕs(m)

ms
=
∏
p/m

(
1− p

ps+1 − ps + 1

)
.
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Для дальнейшего необходима оценка суммы
m≤M∑

m≡l (mod k)

ψm(s) при

R(s) = − 1
2 , которая может быть осуществлена путем рассмотрения

ряда Дирихле:

∞∑
m=1

χ(m)ψm(s)

mz
=
∏
p

(
1 +

χ(p)ψp(s)

pz
+
χ(p2)ψp2(s)

p2z
+ · · ·

)
=

=
∏
p

(
1 +

χ(p)

pz − χ(p)

ps+1 − ps + 1− p
ps+1 − ps + 1

)
,

откуда легко получить обычными методами:

m≤M∑
m≡l ( mod k)

ψm(s) = O(M1−σe−
√

lgM ), (37)

где σ = R(s) < 0, а из (36) и (37) легко следует

m≤M∑
m≡l ( mod k)

cNm =

m≤M∑
m≡l ( mod k)

ϕ(m)

m
Λ(m) +O

(
M

3
2

N
1
2

e−
√

lgM

)
,

а отсюда оценка (15) становится очевидной.
Предыдущие соображения допускают существенное обобщение.
Если дана некоторая произвольная числовая последовательность

E : n1, n2, n3, ... и если {F (x)}E означает выбрасывание из ряда

F (x) =
∞∑
n=1

anx
n всех членов с индексами, не входящими в E, то

тогда мы имеем

{f(x)}E =

∞∑
i=1

ϕ(ni)

ni
Λ(ni)x

ni =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
{Qn(x)}E , (38)

∞∑
i=1

λ(ni, s)x
ni =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)
{Qn(x)}E (s > 1). (39)

В тех случаях когда
∞∑
i=1

ni≡l (mod k)

rni ∼ α
k

1
1−r и

∞∑
i=1

xni голоморфна в

круге |x| ≤ 1 всюду, кроме x = 1, формулы (38) и (39) могут быть
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использованы с целью получения асимптотических теорем для сумм

ni≤N∑
ni≡l ( mod k)

Λ(ni) и
ni≤N∑

ni≡l ( mod k)

λ(ni, s).

Ввиду неабсолютной сходимости
∞∑
n=1

µ(n)
ϕ(n)Qn(x) равенство (38)

нуждается в доказательстве, которое аналогично доказательству
тождества (2); равенство (39) очевидно.

Дальнейшее изложение зависит от оценок

ni≤M∑
ni≡l ( mod k)

ψni(s),

N∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
{Qn(x)}E ,

которые проводятся индивидуально для каждой специальной после-
довательности. Лучше обстоит дело в случае использования равен-

ства (39), так как ряд
∞∑
n=1

µ(n)
ϕs(n){Qn(x)}E(1− |x|) сходится, как легко

видеть, всегда равномерно.
Если ni = ik + l, (i, k) = 1, то из (38) получим

∑
n≡l ( mod k)

Λ(n)
ϕ(n)

n
xn =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

(d,k)=1

µ

(
n

d

)
dxρk,l,d

1− x[k,d]
=

=

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)

∑
d/n

(d,k)=1

µ

(
n

d

)
dxρk,l,d

1− xkd
,

(40)

где [k, d] = kd
(k,d) — общее наименьшее кратное k и d, ρk,l,d — наи-

меньшее положительное значение m, удовлетворяющее сравнениям
m ≡ l (mod k) и m ≡ 0 (mod d).

Также очевидно,

∑
n≡l ( mod k)

ϕs−1(n)

ns−1
ζ(s)xn =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

∑
d/n

(d,k)=1

µ

(
n

d

)
xρk,l,d

1− x[k,d]
. (41)
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Легко видеть, что

lim
x→1

(1− x)
∑
d/n

(d,k)=1

µ

(
n

d

)
dxρk,l,d

1− xkd
=

=
1

k

∑
d/n

(d,k)=1

µ

(
n

d

)
=

{
0, если n - k,

µ(n), если n/k,

откуда

lim
x→1

(1− x)
∑

n≡l ( mod k)

ϕs−1(n)

ns−1
ζ(s)xn =

1

k

∑
n/k

µ(n)2

ϕs(n)
=

ks−1

ϕs(k)
. (42)

Из (40) следует формально аналогично формула (21), но почлен-
ный предельный переход при r → 1 нуждается в специальном обос-
новании, подобном указанному выше.

Относительно формул (2) и (24) можно заметить следующее. Пре-
дельным случаем (24) при s→ 1 является не формула

∞∑
n=1

Λ(n)xn =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x),

как можно было бы предположить, а (2).
Можно показать, что

lim
s→1

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)
Qn(x) 6=

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ(n)
Qn(x),

но

lim
s→1

∞∑
n=1

λ(n, s)xn =

∞∑
n=1

Λ(n)xn.

Теорема Адамара — Валле Пуссена может быть также получена
как следствие оценки

Fs(x)− F (x) = O

(
(s− 1)

1

1− |x|

)
, (43)

где

Fs(x) =

∞∑
n=1

λ(n, s)xn, F (x) =

∞∑
n=1

Λ(n)xn.
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Эту оценку мне удалось доказать вдоль каждого луча arg x = 2π lk и
тем самым дать еще одно доказательство теоремы о распределении
простых чисел в прогрессиях.

В самом деле, тогда

lim sup
x→exp(2πi lk )

(1− |x|)|Fs(x)− F (x)| ≤ A(s− 1), (44)

откуда

lim sup
x→exp(2πi lk )

∣∣∣∣(1− |x|)F (x)− µ(k)

ϕs(k)

∣∣∣∣≤ A(s− 1),

lim
r→1

(1− r)F
(
re2πi lk

)
=
µ(k)

ϕ(k)
.

Для обоснования соотношения (44) достаточно было бы показать,
что

n≤N∑
n≡l ( mod k)

(λ(n, s)− Λ(n)) = (s− 1)

n≤N∑
n≡l ( mod k)

λ′(n, s1) = O(s− 1)N

(45)
равномерно относительно s, где 1 ≤ s ≤ 2, 1 ≤ s1 ≤ s. Очевидно,
достаточно доказать, что

n≤N∑
n≡l ( mod k)

d

ds
λ(n, s) = O(N) (46)

равномерно в 1 ≤ s ≤ 2 при любых взаимно простых k и l.
Укажем схему доказательства соотношения (46) при k = 1. Оче-

видно,

λ(n, s) = ζ(s)
ϕs−1(n)

ns−1
= ζ(s)

∑
d/n

µ(d)

ds−1
=

∞∑
m=1

1

ms

∑
d/n

dµ(d)

ds
=

=

∞∑
m=1

cn,m
ms

,

cn,m =
∑

d/(n,m)

µ(d)d, σn(u) =
∑
m≤u

cn,m =
∑
d/n

µ(d)d

[
u

d

]
,
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где n > 1. Формула

λ(n, s) =

∞∑
m=1

cn,m
ms

справедлива и в предельном случае s = 1, т.е.

Λ(n) =

∞∑
m=1

∑
d/(n,m)

dµ(d)

m
.

Далее

λ(n, s) =

∞∑
m=1

1

ms
(σn(m)− σn(m− 1)) =

=

∞∑
m=1

σn(m)

(
1

ms
− 1

(m+ 1)s

)
= s

∞∫
1

σn(u)

us+1
du,

N∑
n=1

λ(n, s) =

N∑
n=2

λ(n, s) = s

∞∫
1

SN (u)

us+1
du,

SN (u) =

N∑
n=1

σn(u) = −
N∑
n=1

∑
d/n

µ(d)d

(
u

d
−
[
u

d

])
=

= −
N∑
k=1

[
N

k

]
µ(k)k

(
u

k
−
[
u

k

])
.

Очевидно, что SN (u) ограничена, как функция от u. Кроме того,
(1 ≤ s ≤ 2),

N∑
n=1

λ(n, s) ≤ 2

∞∫
1

|SN (u)|
u2

du,

∣∣∣∣ N∑
n=1

λ′s(n, s)

∣∣∣∣≤ 2

∞∫
1

1 + lg u

u2
|SN (u)|du.

(47)
Оценка (46) отсюда может быть получена, правда, путем гро-

моздких преобразований, основанных на многократном применении
формулы Дирихле:

N∑
k=1

[
N

k

]
f(k) = −[

√
N ]F (

√
N) +

√
N∑

k=1

[
N

k

]
f(k) +

√
N∑

k=1

F

(
N

k

)
,
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где F (υ) =
∑
k≤υ

f(k).

В заключение отметим формулу
∞∑
n=1

Λ(n)xn = ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

(
ζ ′

ζ
(s)+

∑
p/n

lg p

1− p−s

)∑
d/n

µ

(
n

d

)
dsxd

1− xd
,

(48)
которая делает вероятным отношение (44) и из которого (23) может
быть строго получено путем рассмотрения дополнительных сообра-
жений.

Из общего тождества (1) можно получить также
∞∑
n=1

n2−sfs−1(xn) = ζ(s)−1
∞∑
n=1

1

ϕs(n)

(∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

)2

, (49)

где

fs−1(x) =

∞∑
n=1

ϕs−1(n)

ns−1
xn,

откуда, по принципу обращения Мёбиуса,

fs−1(x)2 = ζ(s)−1
∞∑
n=1

∞∑
m=1

µ(m)
m2−s

ϕs(n)
Vn(xm) =

∞∑
n=1

1

ϕs(n)
Wn(x),

(50)
где

Vn(x) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd
, Wn(x) = ζ(s)−1

∞∑
m=1

µ(m)m2−sVn(xm).

Далее
(
ρ = exp

(
2πi lk

))

lim
x→ρ

(1− |x|)2Wn(x) = ζ(s)−1 lim
x→ρ

(1− |x|)2
∞∑
m=1

µ(m)m2−sVn(xm)2 =

= ζ(s)−1 lim
x→ρ

∞∑
m=1

µ(m)m2−s
(

1− |x|
1− |x|m

)2

{(1− |x|)mVn(xm)}2 =

=

∞∑
m=1
k

(m,k)
=n

µ(m)

ms
ζ(s),
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откуда имеем

lim
x→ρ

(1− |x|)2Wn(x) = 0, если n - x,

lim
x→ρ

(1− |x|)2Wn(x) =
∑

(m,k)= k
n

µ(m)m−sζ(s)−1 = µ

(
k

n

)
ns

ϕs(k)
ζ(s)−2,

если n/k. Следовательно,

Wn(x) ∼ ζ(s)−2
∑

k≡0 ( mod n)

µ

(
k

n

)
ns

ϕs(k)
Vk(x)2 =

= ζ(s)−2
∞∑
k=1

µ(k)
ns

ϕs(kn)
Vkn(x)2 (x→ exp(2πiR)),

R — любое рациональное число.
Эти соображения приводят к рассмотрению ряда

∞∑
n=1

µ(n)2

ϕ(n)2

(
x
d

dx

)
Vn(x)

и более общих рядов

1

(k − 1)!

∞∑
n=1

µ(n)k

ϕ(n)k

(
x
d

dx

)k−1

Vn(x) = Φk(x)

или
∞∑
n=1

µ(n)k

ϕ(n)k
Vn(x)k = Ψk(x)

и их разложений в степенные ряды, так как асимптотика, например
Φk(x) при приближении x к точкам exp(2πiR) (R — рационально),

такая же, как у (
∞∑
n=1

Λ(n)xn)k.

Естественно возникает вопрос о связи указанных рядов с пробле-
мой Гольдбаха. Если мы сделаем допущение, что в данном случае из

одинаковой асимптотики ряда во всех точках x = exp

(
2πi lk

)
следу-

ет одинаковая асимптотика коэффициентов ряда, то получим

Ak(n) ∼ ck
nk−1

lgk n

∏
p/n

(
1 +

1

(p− 1)k

)−1∏
p/n

(
1− 1

(p− 1)k−2

)
,
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если k ≡ 1 ( mod 2),

Ak(n) ∼ c′k
nk−1

lgk n

∏
p/n

(
1− 1

(p− 1)k

)−1∏
p/n

(
1 +

1

(p− 1)k−1

)
,

если k ≡ 0 ( mod 2), n ≡ 0 ( mod 2),

где Ak(n) — число представлений числа n в виде суммы k простых
слагаемых.

В самом деле:

1

(k − 1)!

∞∑
n=1

µ(n)k

ϕ(n)k

(
x
d

dx

)k−1

Vn(x) =

∞∑
n=1

bknx
n,

где

bkn = ckn
k−1

∏
p/n

(
1 +

1

(p− 1)k

)−1∏
p/n

(
1− 1

(p− 1)k−1

)
,

если k ≡ 1 ( mod 2);

bkn = c′kn
k−1

∏
p/n
p>2

(
1− 1

(p− 1)k

)−1∏
p/n

(
1 +

1

(p− 1)k−1

)
,

если k ≡ 0 ( mod 2), n ≡ 0 ( mod 2);

bkn = 0, если k ≡ 0 ( mod 2), n ≡ 1 ( mod 2);

ck =
1

(k − 1)!

∏
p

(
1 +

µ(p)k+1

(p− 1)k

)
, c′k =

1

(k − 1)!

∏
p>2

(
1 +

µ(p)k+1

(p− 1)k

)
.

Интересны случаи k = 2, k = 3;

b2n = γn
∏
p/n
p>2

(
1 +

1

p− 2

)
, если n ≡ 0 ( mod 2),

b2n = 0, если n ≡ 1 ( mod 2)

и
b3n = δn2

∏
p/n

(
1− 1

p2 − 3p+ 3

)
, если n ≡ 1 ( mod 2),

b3n = 0, если n ≡ 0 ( mod 2),
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где

γ =
∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

)
, δ =

1

2

∏
p

(
1 +

1

(p− 1)3

)
.

Предположение, что

b3n ∼ lg3 nA3(n) при n→∞,

совпадает с формулой, предложенной Харди — Литтльвудом и до-
казанной И. М. Виноградовым в его знаменитой работе [28].

Предположение, что

b2n ∼ lg2 nA2(n) при n→∞,

дает формулу

A2(n) = γ
n

lg2 n

∏
p/n
p>2

(
1 +

1

p− 2

)
,

совпадающую с формулой, не строго полученной В. И. Романовским.



18. Ряды Фурье по одной специальной
ортогональной системе

(Представлено действ. членом АН УзССР В. И. Романовским)

В моей работе [65] доказывается, что если α1, α2, α3, . . . образуют
полную ортонормированную систему Гильбертова пространства H,
то и ψ1, ψ2, ψ3, . . ., где

ψn =
1√

σΩ(n)

∞∑
d/n

µ
(n
d

)
fd, ω(a, b) = ω(a)ω(b), σ =

∞∑
k=1

∣∣∣ω(k)
∣∣∣2 <∞,

Ω(n) =

∞∑
d/n

µ
(n
d

)∣∣∣ω(d)
∣∣∣−2

=
∣∣∣ω(n)

∣∣∣−2∏
p/n

(
1−

∣∣∣ω(p)
∣∣∣2),

fn = ω(n)−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn

также образует полную ортонормированную систему H.
Возьмем в качестве полной ортонормированной системы L2 (0,∞)

систему αn(x) = e−
x
2 Ln−1(x), где

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xn e−x) =

∞∑
k=0

(−1)k Ckn n(n− 1) . . . (n− k + 1)xk

— полином Лагерра. Известно, что (см. пример: Гильберт — Курант
«Методы математической физики», с. 81)

∞∑
k=1

αk(x) tk =
t

1− t
e−

x
2

1+t
1−t , (1)

где |t| < 1.
Очевидно, что полагая t = reiϕ и отделяя вещественную часть от

мнимой, имеем
∞∑
k=1

rk sin k ϕ αk(x) = I
( t

1− t
e−

x
2

1+t
1−t

)
.

Далее, как известно,
∞∑
k=1

sin kϕ

k
= −π

( ϕ
2π
−
[ ϕ

2π

]
− 1

2

)
.
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Отсюда, полагая ϕ = 2πΘ,

∞∑
k=1

rk

k
αkn(x) = −2π

1∫
0

(
nΘ−

[
nΘ
]
− 1

2

)
×

×I
( re2πiΘ

1− re2πiΘ
e
− x2

1+re2πiΘ

1−re2πiΘ
)
dΘ. (2)

Здесь можно обосновать предельный переход при r → 1.
Полагая в (2) r = 1, получим после несложных преобразований

∞∑
k=1

αkn(x)

k
= − π

1∫
0

(
nΘ−

[
nΘ
]
− 1

2

)cos
(
x
2 ctg πΘ − πΘ

)
sinπΘ

dΘ. (3)

Далее
(
ω(n) = 1

n

)

fn(x) = − πn
1∫

0

(
nΘ−

[
nΘ
]
− 1

2

)cos
(
x
2 ctg πΘ − πΘ

)
sinπΘ

dΘ. (4)

Для соответствующей ортонормированной системы ψn(x) полу-
чаем

ψn(x) = − π√
ζ(2)ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd(x) =

= −
√

6

π

1∫
0

cos
(
x
2 ctg πΘ − πΘ

)
sinπΘ

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(
dΘ−

[
dΘ
]
− 1

2

)
dΘ,

(5)

где

ϕ2(n) = Ω(n) = n2
∏
p/n

(
1− 1

p2

)
, ζ(2) = σ =

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

На основании указанной выше общей теоремы функции, опреде-
ляемые равенством (5), образуют полную ортонормированную си-
стему пространства L2 (0,∞).
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Вводя обозначения K(x,Θ) = − 1√
2

cos
(
x
2 ctg πΘ − πΘ

)
sinπΘ

,

βn(Θ) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(
dΘ−

[
dΘ
]
− 1

2

)
,

имеем

ψn(x) =

1∫
0

K(x,Θ)βn(Θ)dΘ. (6)

В работе [64] и «Докладах Академии наук СССР» [61–63] мною
было показано, что βn(Θ) образуют ортонормированную систему
L2 (0, 1). Таким образом, преобразование (6) с ядром K (x,Θ) пере-
водит ортогональную систему βn(Θ) пространства L2 (0, 1) в ортого-
нальную систему ψn(x) пространства L2 (0,∞).

Очевидно, что интеграл в (6) не является абсолютно сходящимся.
Для коэффициентов Фурье любой функции F (x) ∈ L2 (0,∞) имеем

(F,ψn) =

∞∫
0

F (x)ψn(x)dx =

∞∫
0

1∫
0

F (x)K(x,Θ)βn(Θ)dΘdx. (7)

В случае, если можно переставить порядок интегрирования в (7),
имеем

(F,ψn) =

1∫
0

F ∗(Θ)βn(Θ)dΘ, (8)

где

F ∗(Θ) =

∞∫
0

F (x)K(x,Θ)dx.

Иными словами, коэффициенты Фурье по системе ψn(x)
функции F (x) совпадают с коэффициентами Фурье функции

F ∗(Θ) =

∞∫
0

K(x,Θ)F (x)dx по системе βn(Θ). Конечно, здесь необ-

ходимо строгое обоснование равенства (3), прежде всего для обыч-
ного для теории рядов Фурье толкования суммы ряда как «суммы в
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среднем». Это строгое обоснование можно дать, используя аппарат
теории аналитических функций. Рассмотрим случай F 3(x) = e−ax.
Тогда

F ∗(Θ) = − 1√
2

∞∫
0

e−ax cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

)
cosecπΘ dx =

= − 1√
2

ctg πΘ

∞∫
0

e−axωs
(x

2
ctg πΘ

)
dx−

− 1√
2

∞∫
0

e−ax sin
(x

2
ctg πΘ

)
dx = −

√
2(2a+ 1)

4a2 + ctg2 πΘ
ctg πΘ;

(F,ψn) = −
√

24
(2a+ 1)√
ϕ2(n)

×

×
1∫

0

ctg πΘ

4a2 + ctg2 πΘ

∞∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(
dΘ−

[
dΘ
]
− 1

2

)
dΘ.

(9)

Равенство Парсеваля здесь имеет вид

1

a(2a+ 1)2
= 48

∞∑
n=1

1

ϕ2(n)
×

×


1∫

0

ctg πΘ

4a2 + ctg2 πΘ

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(
dΘ−

[
dΘ
]
− 1

2

)
dΘ


2

. (10)

Учитывая (см. l. c.)∑
d/n

µ
(n
d

)(
dΘ−

[
dΘ
]
− 1

2

)
=
∑
d/n

ϕ
(n
d

)
d
(

Θϕ(d)− ϕ(dΘ, d)− 1

2
δ
′

d

)
,

где ϕ(m,n) означает число чисел, взаимно простых и не превосходя-
щих m, ϕ(n) = ϕ(n, n),

δ
′

d =

{
1, если d = 1,

0, если d > 1.
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√
ϕ2(n) (F,ψn) = −

√
24 (2a+ 1)×

×
1∫

0

ctg πΘ

4a2 + ctg2 πΘ

∑
d/n

ϕ
(n
d

)
d
(

Θϕ(d)− ϕ(dΘ, d)− 1

2
δ
′

d

)
dΘ,

(11)

откуда
∞∑
n=1

(F,ψn)
√
ϕ2(n)

ns
= −
√

24 (2a+ 1)

∞∑
m=1

ϕ(m)

ms

∞∑
m=1

1

ms−1
×

×
1∫

0

ctg πΘ

4a2 + ctg2 πΘ

(
Θϕ(m)− ϕ(mΘ,m)− 1

2
δ
′

d

)
dΘ.

(12)

Учитывая
1∫

0

cos
(
x
2 ctgπΘ− πΘ

)
sinπΘ

dΘ = 0, имеем

fn(x) = − πn
1∫

0

(nΘ− [nΘ])
cos
(
x
2 ctg πΘ− πΘ

)
sinπΘ

dΘ,

откуда легко видеть, что

fn(x) = O(n2).

В самом деле:

1∫
0

(nΘ− [nΘ])
cos
(
x
2 ctg πΘ − πΘ

)
sinπΘ

dΘ =

1/n∫
0

+

1∫
n−1
n

+

n−1
n∫

1
n

=

= n

1/n∫
0

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) Θ

sinπΘ
dΘ−

−
1∫

n−1
n

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

)nΘ− (n− 1)

sin(πΘ− π)
dΘ +

n−1
n∫

1/n

=

= n

1
n∫

0

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) Θ

sinπΘ
dΘ−
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− n
1∫

n−1
n

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) Θ− 1

sinπ(Θ− 1)
dΘ+

+

1∫
n−1
n

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) dΘ

sinπΘ
+

+

n−1
n∫

1/n

(nΘ− [nΘ]) cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) dΘ

sinπΘ
.

Первые два интеграла ограничены ввиду
∣∣∣ Θ

sinπΘ

∣∣∣ < 4 при
∣∣∣Θ∣∣∣ < π

2
.

Что касается третьего, то

1∫
n−1
n

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) dΘ

sinπΘ
=

1∫
n−1
n

ctgπΘ cos
(x

2
ctg πΘ

)
dΘ+

+

1∫
n−1
n

sin
(x

2
ctg πΘ

)
dΘ.

Производя подстановку y = ctgπΘ и интегрирование по частям, по-
лучим

π

1∫
n−1
n

cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) dΘ

sinπΘ
=

ctgπ n−1
n∫

−∞

cos
(xy

2

) ydy

1 + y2
+

+

ctgπ n−1
n∫

−∞

sin
(xy

2

) dy

1 + y2
= − 2

x

ctgπ n−1
n∫

−∞

y

1 + y2
d sin

xy

2
+

+

ctgπ n−1
n∫

−∞

sin
xy

2

dy

1 + y2
= − 2

x
sin
(x

2
ctg π

n− 1

n

)
sin
(

2π
n− 1

n

)
+
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+
2

x

ctgπ n−1
n∫

−∞

( 1

1 + y2
− 2y2

(1 + y2)2

)
sin

xy

2
dy+

+

ctgπ n−1
n∫

−∞

sin
xy

2

dy

1 + y2
= O

( 1

n

)
.

Что касается интеграла

n−1
n∫

1/n

, то очевидно, что

n−1
n∫

1/n

= O (n2).

Так как далее∑
d/n

µ
(n
d

)
fd(x) = O

(∑
d/n

µ
(n
d

)2

d2
)

= O (n2),
1√
ϕ2(n)

= O
( 1

n

)
,

то ψn(x) = O (n) равномерно по отношению x в (ε,∞).
Таким образом, имеем следующий итог: функции

fn(x) = − πn
1∫

0

(
nΘ−

[
nΘ
]
− 1

2

)
cos
(x

2
ctg πΘ − πΘ

) dΘ

sinπΘ
=

= − n
+∞∫
−∞

(n
π
arcctg y −

[n
π
arcctg y

]
− 1

2

)y cos xy2 + sin xy
2

1 + y2
dy (13)

обладают арифметическим свойством, состоящим в том, что их ор-
тонормирование, по Шмидту, совершается по формуле

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
fd(x).

Здесь

∞∫
0

ψn(x)ψm(x)dx =

{
1, если n = m,

0, если n 6= m, ψn(x) = O(n).
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Легко преобразовать предыдущее равенство к виду

fn(x) = − n
+∞∫
−∞

(n
π
arcctg y −

[n
π
arcctg y

]
− 1

2

) e ixy2
y + i

dy

или

fn(x) = n

+∞∫
−∞

(n
π
arcctg 2y −

[n
π
arcctg 2y

]
− 1

2

) e−xyi
y − i

2

dy, (14)

откуда

n
(n
π
arcctg 2y −

[n
π
arcctg 2y

]
− 1

2

)
=

1

2π

+∞∫
−∞

fn(x) exyidx. (15)

Отсюда видно, что системы функций βn

(n
π
arcctg 2y

) 1

y − i
2

и

ψn(x) образуют ортонормированные системы пространства
L2 (0,∞), переходящие одна в другую при помощи трансформации
Фурье.



19. Числа Фарея
и распределение простых чисел

В моей работе [61] доказывается, что функции ψn(x), определен-
ные в интервале (0, 1) равенствами

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
d
(
dx− [dx]− 1

2

)
=

=

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

ϕ
(n
d

)
d

(
xϕ(d)− ϕ(dx, d)− 1

2
δ1
n

)
, (1)

образуют в (0, 1) ортонормированную систему. Здесь [x] означает це-
лую часть x, µ(n) — известная функция Мёбиуса, ϕ(m, n) — число
чисел, не превосходящих m и взаимно простых с n, ϕ(n) = ϕ(n, n)
— функция Эйлера,

ϕ2(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
d2 = n2

∏
p/n

(
1− 1

p2

)
, δ1

n =

{
1, если n = 1,

0, если n > 1.

Очевидно, что

1√
12

∞∑
n=1

√
ϕ2(n)ψn(x)

ns
=

∞∑
n=1

ϕ(n)

ns

∞∑
n=1

xϕ(n)− ϕ(nx, n)− 1
2 δ

1
n

ns−1(
Re(s) > 2

)
.

Или, так как
∞∑
n=1

ϕ(n)

ns
=
ζ(s− 1)

ζ(s)
,

1√
12

ζ(s− 1)

ζ(s)

∞∑
n=1

√
ϕ2(n)ψn(x)

ns
=

∞∑
n=1

xϕ(n)− ϕ(nx, n)− 1
2 δ

1
n

ns−1
, (2)

где Re(s) > 2. Область обычной сходимости ряда
∞∑
n=1

√
ϕ2(n)ψn(x)

ns

будет Re(s) > 2, так как ϕ2(n) = O(n2), ψn(x) = O(log log n), но об-
ласть сильной сходимости в смысле метрики Гильбертова простран-

ства L2(0, 1) будет Re(s) >
3

2
. Поэтому, умножая обе части равенства
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(2) на f(x), где f(x) — любая определенная в (0, 1) функция с сумми-
руемым квадратом, и интегрируя по x от 0 до 1, мы получим слева

ряд
∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns
, сходящийся в области Re(s) >

3

2
+ ε абсо-

лютно и равномерно. Применяя неравенства Шварца, неравенство
Бесселя и очевидное неравенство ϕ2(n) 6 n2, имеем

∣∣∣ ∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns

∣∣∣2 6
∞∑
n=1

ϕ2(n)

|ns|2
∞∑
n=1

∣∣∣(f, ψn)
∣∣∣2 6

6 ζ(2σ − 2)

1∫
0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2dx 6 ζ(1 + 2ε)‖f‖2 6

3

2
‖f‖2

(здесьσ > Re(s) >
3

2
+ ε). (3)

Вводя обозначения an(x) = xϕ(n)− ϕ(nx, n)− 1
2 δ

1
n,

Au(x) =
∑
n6u

an(x), A0(x) = 0, получим

1√
12

ζ(s)

ζ(s− 1)

∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns
=
∑
n=1

(f, an)

ns−1
=

=
∑ (f, An)− (f, An−1)

ns−1
=

∞∑
n=1

(f, An)
( 1

ns−2
− 1

(n+ 1)s−1

)
=

= (s− 1)

∞∑
n=1

(f, An)

n+1∫
n

u−sdu = (s− 1)

∞∫
1

(f, An)

us
du. (4)

Согласно известному результату теории рядов Дирихле

(f, Au) =
1

2πt

∫
(D)

1√
12

ζ(s)

ζ(s− 1)

∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns
us−1

s− 1
ds. (5)

Обе формулы выведены в предположении Re(s) > 2.
Если мы примем гипотезу Римана, то из (3), (5) обычным образом
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следует

∣∣∣(f, Au)
∣∣∣ < C u

1
2 +ε

√√√√√ 1∫
0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2dx = C

∥∥∥f∥∥∥u 1
2 +ε, (6)

где C зависит только от ε. Трудности, связанные с переносом пути

интегрирования в (5) влево до линии Re(s) =
3

2
+ ε, можно обой-

ти обычным образом. Наоборот, если неравенство
∣∣∣(f, Au)

∣∣∣ < C u
1
2 +ε

справедливо хотя бы для одной квадратинтегрируемой f(x), для ко-

торой ряд
∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns
, сходящийся в области Re(s) > 3

2 , не

имеет корней, являющихся корнями ζ(s−1), то тогда гипотеза Рима-
на верна, так как правая часть (4), в силу

∣∣∣(f, Au)
∣∣∣ < C u

1
2 +ε, регу-

лярна в области Re(s) >
3

2
и поэтому ζ(s−1) не может иметь корней,

которые могли бы нарушить регулярность левой части равенства.

Функций, для которых
∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns
не имеет корней, можно

указать сколько угодно; достаточно взять, например, f(x) = ψm(x)
(m = 1, 2, 3, . . .).

Таким образом, имеем теорему 1: гипотеза Римана верна тогда
и только тогда, когда для любой f(x) ∈ L2(0, 1) верно неравенство

∣∣∣(f, Au)
∣∣∣ < C(ε)

√√√√√ 1∫
0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2dx u 1

2 +ε

при любом ε > 0, где C(ε) зависит только от ε.
Нетрудно видеть, что в приведенных сейчас рассуждениях содер-

жится теорема: гипотеза Римана верна тогда и только тогда, когда
для некоторой f(x) ∈ L2(0, 1), для которой∣∣∣ ∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns+1

∣∣∣+ |ζ(s)| не имеет корней в области Re(s) >
1

2
,

справедлива оценка
∣∣∣(f, Au)

∣∣∣ < C u
1
2 +ε.

Очевидно, что неравенство
∣∣∣(f, Au)

∣∣∣ 6 C
∥∥∥f∥∥∥u 1

2 +ε справедливо
для всех f(x) ∈ L2(0, 1) тогда и только тогда, когда оно справедливо
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для f(x) = Au(x), так как тогда (Au, Au) = ‖Au‖2 6 C(ε)‖Au‖u
1
2 +ε,

‖Au‖ 6 C(ε)u
1
2 +ε и, в силу неравенства Шварца,

∣∣∣(f, Au)
∣∣∣ 6 ‖f‖ ×

× ‖Au‖ 6 C(ε)‖f‖u 1
2 +ε. Таким образом, получаем теорему 2: гипо-

теза Римана эквивалентна утверждению
1∫

0

An(x)2dx = O(n1+ε) (ε > 0). Но An(x) =

∞∑
k=1

ak(x) = xN−

−N(x)− 1

2
, где N =

∞∑
k=1

ϕ(k), N(x) = N(n, x) =

∞∑
k=1

ϕ(kx, k) и где,

следовательно, N(x) означает число несократимых дробей интерва-
ла (0, x) со знаменателями, не превосходящими n, а N = N(1) —
число всех таких дробей в интервале (0, 1). Повторяя несложные вы-
кладки, приведенные у Ландау [15, vol. 2, p. 173], легко получим

‖An‖2 =

1∫
0

(
xN −N(x)− 1

2

)2

dx =
1

12
+N

N∑
ν=1

δ2
ν , где δν = rν −

ν

N

и где r1, r2, . . . , rn — все несократимые дроби интервала (0, 1) со
знаменателями, не превосходящими n, расположенные в возрастаю-

щем порядке (числа Фарея). Учитывая N ∼ 3

πs
n2, легко получаем

результат Франеля: оценка
N∑
ν=1

δ2
ν = O (n−1+ε) есть эквивалент гипо-

тезы Римана. Оценка
1∫

0

f(x)An(x)dx = O (n
1
2−η) (η > 0) возможна,

очевидно, только для f(x) ∈ L2(0, 1), для которой
∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns

имеет все корни ζ(s) своими корнями (делится на ζ(s)). Только для
таких f угол между f и An может достаточно быстро стремиться к

прямому, точнее
(f, An)

‖f‖‖An‖
= O (n−ϑ), где ϑ > 0.
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Легко вычислить (f ′, An) =

1∫
0

An(x)f ′(x)dx следующим образом:

1∫
0

f ′(x)
(
xN −N(x)− 1

2

)
dx = −N

1∫
0

f(x)dx+

N∑
ν=1

f(rν),

где f(0) = 0 и где последний член суммы
N∑
ν=1

f(rν) умножен на
1

2
.

Отсюда указанная выше теорема 1 дает: гипотеза Римана верна
тогда и только тогда, когда

1∫
0

f(x)dx− 1

N

N∑
ν=1

f(rν) = O (N−
3
4 +ε) (7)

для любой f(x) с суммируемым квадратом модуля производной
или хотя бы для некоторой f(x), такой, что f ′(x) ∈ L2(0, 1),∣∣∣ ∞∑
n=1

√
ϕ2(n)(f, ψn)

ns+1

∣∣∣+
∣∣∣ζ(s)

∣∣∣ > 0 в области Re(s) >
1

2
. В частности,

для f(x) = x2 − x, для которой f ′(x) = 2(x− 1

2
) = 2ψ1(x), получим:

1∫
0

(x2 − x)dx− 1

N

N∑
ν=1

(r2
ν − rν) = O (N−

3
4 +ε),

есть эквивалент гипотезы Римана.

Так же точно
1

3
− 1

N

N∑
ν=1

r2
ν = O (N−

3
4 +ε) есть эквивалент гипоте-

зы Римана. Обозначая через a′ произведение различных простых чи-

сел, входящих в a, и учитывая
a−1∑
k=1

(k, a)=1

k2 =
(a2

3
+
µ(a′) a′

6

)
ϕ(a), име-

ем

1

N

N∑
ν=1

r2
ν =

1

N

n∑
a=1

(1

3
+
µ(a′) a′

6 a2

)
ϕ(a) =

1

3
+

1

N

n∑
a=1

µ(a′) a′

6 a2
ϕ(a).
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Поэтому

n∑
a=1

µ(a′) a′

a2
ϕ(a) = O (N

1
4 +ε) = O (n

1
2 +ε)

есть эквивалент гипотезы Римана. Если обозначить буквой
Θ верхнюю грань вещественных частей корней ζ(s), то лег-
ко видеть, что для любой f(x), где f ′(x) ∈ L2(0, 1), име-

ем
1∫

0

f(x)dx− 1

N

N∑
ν=1

f(rν) = O (N−1+ Θ
2 +ε), что эквивалентно с

1∫
0

An(x)2dx = O (NΘ+ε),
N∑
ν=1

δ2
ν = O (N−1+Θ+ε) = O (n−2+2Θ+ε).

Тривиальный факт Θ > 1 дает
N∑
ν=1

δ2
ν = O (nε).

Теорема Адамара дает
N∑
ν=1

δ2
ν → 0, теорема де Ла Валле Пуссе-

на —
N∑
ν=1

δ2
ν = O (e−α

√
logn).

Легко видеть также, что, если верно

∣∣∣ 1∫
0

f(x)Au(x)dx
∣∣∣ 6 Cf u

Θ+ε (8)

для всех f(x) ∈ L2(0, 1), то верно также

∣∣∣ 1∫
0

f(x)Au(x)dx
∣∣∣ 6 C(ε)

√√√√√ 1∫
0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2dx uΘ+ε, (9)

где C(ε) зависит только от ε > 0, так как из неравенства (8) следу-
ет, что верхняя грань вещественных частей корней ζ(s) не больше

Θ, что видно уже, если взять f(x) = ψ2(x) = x− 1

2
, а из последнего

обстоятельства легко вывести неравенство (9).
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Подставляя в равенство (2) s = s1 и s = s2, перемножая образу-
ющиеся равенства, интегрируя по x от 0 до 1, учитывая ортонорми-

рованность ψn(x) и равенство
∞∑
n=1

ϕ2(n)

ns
=
ζ(s− 2)

ζ(s)
, получим

1

12

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 2)

ζ(s1 − 1) ζ(s2 − 1) ζ(s1 + s2)
=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(an, am)

ns1−1ms2−1
, (10)

откуда следует

1

12

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 2)

ζ(s1 − 1) ζ(s2 − 1) ζ(s1 + s2)
=

= (s1 − 1)(s2 − 1)

∞∫
1

∞∫
1

(Au, Av)

us1 vs2
dudv, (11)

а также
(
Au(x) =

∑
n6u

an(x)
)
,

(Au, Av) = − 1

24π2

∫
(s)

∫
(s)

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 2)

ζ(s1 − 1) ζ(s2 − 1) ζ(s1 + s2)
×

× u
s1−1

s1 − 1

vs2−1

s2 − 1
ds1ds2, (12)

предполагая, что u, v — не целые. В формулах (11), (12) теорема
Франеля, так сказать, записана в явном виде. Скалярное произведе-
ние (Au, Av) может быть также вычислено на основании равенства

Парсеваля (Au, Av) =

∞∑
n=1

(Au, ψn)(Av, ψn). На этой основе легко по-

лучим предложение:

u∑
n=1

( ∑
k6 u

n

ϕ−1(k)
)2

= O (u1+ε), (13)

есть эквивалент гипотезы Римана.
Здесь ϕ−1(n) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
d−1 = µ(n′)

ϕ(n)

n2
n′, где n′ — произведе-

ние всех различных простых делителей n.
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Все предыдущие соображения могут быть значительно обоб-
щены, если рассмотреть ортонормированную систему ψn; k(x)
(n = 1, 2, 3, . . .), полученную мною в указанной работе, где

ψn; k(x) =
1

γk
√
ϕ2k(n)

∑
d/n

µ
(n
d

)
dk Bk(dx− [dx]),

где

γk =
{ k!2

(2k)!

∣∣∣B2k

∣∣∣} 1
2

, ϕ2k(n) = n2k
∏
p/n

(
1− 1

p2k

)
=
∑
d/n

µ
(n
d

)
d 2k,

Bk(t) — k-й полином Бернулли, B2k — число Бернулли.
Согласно известным свойствам полиномов Бернулли Bk(t+ h) =

= Bk(t) + C1
k Bk−1(t)h+ . . .+ Ckk h

k.
Подставляя t = −[dx], h = dx, получим

∑
d/n

µ
(n
d

)
dk Bk(dx− [dx]) =

k∑
p=0

Cpk x
p
∑
d/n

µ
(n
d

)
dk+pBk−p(−[dx])

(B0(t) ≡ 1).

Сумма Fp(t) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
dk+pBk−p(−[dt]) может испытывать

приращение только при прохождении t через рациональное число
a

q
, где (a, q) = 1, n ≡ O (mod q).

Учитывая известную формулу Bν(t + 1) − Bν(t) = ν tν−1, легко
видеть, что это приращение равно

(−1)k−p
∑
d/n

µ
(n
d

)
dk+p (k − p)

(ad
q

)k−p−1

= (−1)k−p(k − p) ak−p−1×

×qk+p
∑
d/n′

µ
(n′
d′

)
d′ 2k−1 = (−1)k−p (k − p) ak−p−1 qk+p ϕ2k−1

(n
q

)

(n′ =
n

q
, ϕr(n) =

∑
d/n

µ
(n
d

)
d r = nr

∏
p/n

(
1− 1

p2

)
, k > p > 0).
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Суммируя по всевозможным (a, q) = 1, a 6 qx, а затем по всем
q/n, получим в качестве полного приращения суммы Fp(t) в интер-
вале (0, x):

(−1)k−p(k − p)
∑
q/k

ϕ2k−1

(n
q

)
qk+p σk−p−1(qx, q),

где σµ(m, n) означает сумму µ-х степеней всех чисел, взаимно про-

стых с n и не превосходящих m. Вводя обозначения tν(x, q) =

=
σν(qx, q)

qν
, заменяя q на d и учитывая Fp(0) = Bk−p ϕk+p(n), полу-

чим

Fp(x) = (−1)k−p(k − p)
∑
d/n

ϕ2k−1

(n
d

)
d2k−1 tk−p−1(x, d)+

+Bk−p ϕk+p(n), (0 6 p < k).

Окончательно получим, учитывая (k − p)Cpk = k Cpk−1 (p 6 k − 1),

∑
d/n

µ
(n
d

)
dk Bk(dx− [dx]) = k

k−1∑
p=0

Cpk−1(−1)k−p xp
∑
d/n

ϕ2k−1×

×
(n
d

)2k−1

tk−p−1(x, d) +

k∑
p=0

Cpk Bk−p ϕk+p(n)xp =
∑
d/n

ϕ2k−1×

×
(n
d

)2k−1

(xk ϕ(d)− k C0
k−1 x

k−1 t0(x, d) + . . .± k Ck−1
k−1 tk−1(x, d))+

+

k−1∑
p=0

Cpk Bk−p ϕk+p(n)xp.

Аналогично предыдущему, учитывая также
∞∑
n=1

ϕs(n)

ns
=
ζ(s− r)
ζ(s)

,
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получим

γk

∞∑
n=1

√
ϕ2k(n)ψn; k(x)

ns
=
ζ(s− 2k + 1)

ζ(s)

∞∑
n=1

xkϕ(n)− k C0
k−1 x

k−1×
ns−2k+1

×t0(x, n) + . . .± k Ck−1
k−1 tk−1(x, n)− k

2 δ
′

n x
k−1

ns−2k+1
+

+

k−2∑
p=0

Cpk Bk−p
ζ(s− k − p)

ζ(s)
xp

или, обозначая

bn(x) = xk ϕ(n)− k C0
k−1 x

k−1t0(x, n) + k C1
k−1 x

k−1t1(x, n)−

− . . .± k Ck−1
k−1 tk−1(x, n)− k

2
δ1
n x

k−1,

an, k(x) =
∑
d/n

ϕk−1

(n
d

)
dk−1 bd(x) +

k−1∑
p=0

Cpk Bk−pϕp(n)xp,

γk
ζ(s)

ζ(s− 2k + 1)

∞∑
n=1

√
ϕ2k(n)ψn; k(x)

ns
=
∞∑
n=1

bn(x)

ns−2k+1
+

+

k−1∑
p=0

Cpk Bk−p
ζ(s− k − p)
ζ(s− 2k + 1)

xp, (14)

γk
ζ(s)

ζ(s− k)

∞∑
n=1

√
ϕ2k(n)ψn; k(x)

ns
=

∞∑
n=1

an(x)

ns−k
. (15)

Область сходимости ряда
∞∑
n=1

bn(x)

ns−2k+1
содержит Re(s) > 2k, так

как ψn; k(x) = O (1), ϕ2k = O (n2k).

Очевидно, что t0(x, n) = ϕ(nx, n) и что tν(x, n) означает сумму

ν-х степеней всех несократимых дробей интервала (0, x) со знамена-
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телем, равным n, и поэтому

Bu; k(x) =

[u]∑
l=1

Bl; k(x) = Nxk − k C0
k−1N0(x)xk−1 + . . .±

± k Ck−1
k−1Nk−1(x)− k

2
xk−1,

Au; k(x) =

[u]∑
l=1

al; k(x) = Mk(u)xk − k C0
k−1 x

k−1
∑
rν6x

Mk−1

( u

q(rν)

)
×

× q(rν)k−1 + k C1
k−1 x

k−1
∑
rν6x

Mk−1

( u

q(rν)

)
q(rν)k−1rν − . . .±

± k Ck−1
k−1

∑
rν6x

Mk−1

( u

q(rν)

)
q(rν)k−1rk−1

ν +

k−1∑
p=0

Cpk Bk−pMp(u)xp

(
Mµ(u) =

∑
k6u

ϕµ(k)
)
,

где N0(x) означает число чисел Фарея rν , со знаменателями q(rν),

не превосходящими n, содержащихся в (0, x), Nν(x) означает сумму

ν-х степеней этих чисел; N = N0(1). Из формул (14), (15) вытекают

аналогичные предыдущим соотношения и связи с той разницей, что

‖Au; k‖2, ‖Bu; k‖2 не имеют при k > 1 столь простого толкования, как

‖Au‖2 = ‖Au; 1‖2 = ‖Bu; 1‖2 = 1
12 +N

N∑
ν=1

δ2
ν .

При k = 2 имеем

1√
180

ζ(s)

ζ(s− 2)

∞∑
n=1

√
ϕ4(n)ψkn(x)

ns
=

∞∑
n=1

a∗n(x)

ns−2
, (16)

1√
180

ζ(s)

ζ(s− 3)

∞∑
n=1

√
ϕ4(n)ψ∗n(x)

ns
− 1

6

ζ(s− 2)

ζ(s− 3)
=

∞∑
n=1

b∗n(x)

ns−3
s−3

, (17)

где a∗n(x) = an; 2(x), b∗n(x) = bn; 2(x), ψ∗n(x) = ψn; 2(x).
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Умножая обе части равенства на f(x) ∈ L2(0, 1) и интегрируя в

(0, 1), получим

1√
180

ζ(s)

ζ(s− 3)

∞∑
n=1

√
ϕ4(n) (f, ψ∗n)

ns
− 1

6

ζ(s− 2)

ζ(s− 3)
(f, 1) =

∞∑
n=1

(f, b∗n)

ns−3
=

= (s− 3)

∞∫
1

(f, B∗u)

us−2
du, (18)

1√
180

ζ(s)

ζ(s− 2)

∞∑
n=1

√
ϕ4(n) (f, ψ∗n)

ns
=

∞∑
n=1

(f, a∗n)

ns−2
=

= (s− 2)

∞∫
1

(f, A∗u)

us−1
du, (19)

где A∗u(x) =
∑
k6u

a∗k(x) =
∑
k6u

ak; 2(x), B∗u(x) =
∑
k6u

b∗k(x) =
∑
k6u

bk; 2(x).

А также

B∗u(x) =
1

2πi

∫
(s)

{ 1√
180

∞∑
n=1

√
ϕ4(n)ψ∗n(x)

ns
−

− 1

6

ζ(s− 2)

ζ(s)

} ζ(s)

ζ(s− 3)

us−3

s− 3
ds,

(20)

(f, B∗u) =
1

2πi

∫
(s)

{ 1√
180

∞∑
n=1

√
ϕ4(n)(f, ψ∗n)

ns
−

− 1

6

ζ(s− 2)

ζ(s)
(f, 1)

} ζ(s)

ζ(s− 3)

us−3

s− 3
ds,

(21)

(f, A∗u) =
1

2πi

∫
(s)

{ 1√
180

ζ(s)

ζ(s− 2)

∞∑
n=1

√
ϕ4(n) (f, ψ∗n)

ns

} us−2

s− 2
ds. (22)

Из формул (17) — (19) видно, что из любой из оценок∣∣∣(f, B∗u)
∣∣∣ < Cε, f u

1
2 +ε;

∣∣∣(f, A∗u)
∣∣∣ < Cε, f u

1
2 +ε;

(
f(x) ∈ L2(0, 1)

)
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следует гипотеза Римана и из гипотезы Римана следует∣∣∣B∗u(x)
∣∣∣ < Cε u

1
2 +ε,

∣∣∣(f, B∗u)
∣∣∣ < Cε

∥∥∥f∥∥∥u 1
2 +ε,

∣∣∣(f, A∗u)
∣∣∣ < Cε

∥∥∥f∥∥∥u 1
2 +ε.

Так же, как и выше,
∥∥∥A∗u∥∥∥ = O (u

1
2 +ε),

∥∥∥B∗u∥∥∥ = O (u
1
2 +ε) есть эк-

вивалент гипотезы Римана.

Вычисление
∥∥∥B∗u∥∥∥2

=

1∫
0

B∗u(x)2dx =

1∫
0

{
x2
∑
rν61

1− 2x
∑
rν6x

1 +

+ 2
∑
rν6x

rν − x
}2

dx,
∥∥∥A∗u∥∥∥2

=

1∫
0

A∗u(x)2dx =

1∫
0

{
x2
∑
rν61

M1

( u
qν

)
qν −

− 2x
∑
rν6x

M1

( u
qν

)
qν + 2

∑
rν6x

M1

( u
qν

)
qνrν +

1

6
−M1(u)x

}2

dx, где

rν =
pν
qν

— ν-е число Фарея, соответствующее u, совершается так же,

как в случае Франеля, путем разбиения интервала интегрирования

на интервалы (0, r1), (r1, r2), . . . , (rn−1, rn).

Выражение
∥∥∥B∗u∥∥∥2

получится в виде довольно сложного много-

члена четвертой степени от δ1, δ2, . . . , δk.

При k растущих получаются все более и более сложные много-

члены от δi, оценка которых связана с гипотезой Римана. Таким

образом, теорема Франеля есть только простейший случай из беско-

нечной серии аналогичных предложений. Так как в случае k > 1

область Re(s) > k + 1 содержится в Re(s) > 2k − 1

2
, то из ги-

потезы Римана вытекает не только
∥∥∥Bu; k

∥∥∥ = O (u
1
2 +ε), но даже

max
06x61

∣∣∣Bu; k(x)
∣∣∣ = O (u

1
2 +ε).

Так как из max
06x61

∣∣∣Bu; k(x)
∣∣∣ = O (u

1
2 +ε) следует

∥∥∥Bu; k

∥∥∥ = O (u
1
2 +ε),

то max
06x61

∣∣∣Bu; k(x)
∣∣∣ = O (u

1
2 +ε) при k > 1 есть также эквивалент ги-
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потезы Римана. В частности,

x2N − 2xN0(x) + 2N1(x)− x = x2
∑
rν61

1−

−2x
∑
rν6x

1 + 2
∑
rν6x

rν − x = O (n
1
2 +ε),

где оценка равномерна относительно x, есть эквивалент гипотезы

Римана.

Перемножая равенства (15), (14) со значениями s = s1, s = s2,

интегрируя по x от 0 до 1 и учитывая

(ψn; k, ψm; k) = δmn , (ψn; r, 1) = 0,

∞∑
n=1

ϕr(n)

ns
=
ζ(s− r)
ζ(s)

,

получим

γ2
k

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 2k)

ζ(s1 − k) ζ(s2 − k) ζ(s1 + s2)
=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(an; k, am; k)

ns1−kms2−k
=

= (s1 − k)(s2 − k)

∞∫
0

∞∫
0

(Au; k, Av; k)

us1−k+1 vs2−k+1
dudv, (23)

1

180

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 4)

ζ(s1 − 3) ζ(s2 − 3) ζ(s1 + s2)
+

1

36

ζ(s1 − 2) ζ(s2 − 2)

ζ(s1 − 3) ζ(s2 − 3)
=

= (s1 − 3)(s2 − 3)

∞∫
0

∞∫
0

(B∗u, B
∗
v)

us1−2 vs2−2
dudv, (24)

(B∗u, B
∗
v) = − 1

4π2

∫
(s)

∫
(s)

{ 1

180

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 4)

ζ(s1 − 3) ζ(s2 − 3) ζ(s1 + s2)
+

+
1

36

ζ(s1 − 2) ζ(s2 − 2)

ζ(s1 − 3) ζ(s2 − 3)

} us1−3 vs2−3

(s1 − 3)(s2 − 3)
ds1ds2

(25)
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и также

(Au; k,Av; k
) = −γ2

k

1

4π2

∫
(2k)

∫
(2k)

ζ(s1) ζ(s2) ζ(s1 + s2 − 2k)

ζ(s1 − k) ζ(s2 − k) ζ(s1 + s2)
×

× us1−k vs2−k

(s1 − k)(s2 − k)
ds1ds2.

(26)

Вычисляя

1

2
(f ′′, A∗n) =

1

2

1∫
0

A∗n(x)f ′′(x)dx =
1

2

1∫
0

{
x2M2(n)−

−2x
∑
rν6x

M1

( n
qν

)
qν + 2

∑
rν6x

M1

( n
qν

)
qνrν − xM1(n) +

1

6

}
f ′(x)dx

путем интегрирования по частям, получим

1

2
(f ′′, A∗n) = M2(n)

{ 1∫
0

f(x)dx−
N∑
ν=1

M1

(
n
qν

)
qν

M2(n)
f(rν)+

+
1

2
f(0)

M1(n)

M2(n)
− 1

12

f ′(0)

M2(n)

}
,

где N = M1(n) =

n∑
k=1

ϕ(k), M2(n) =

n∑
k=1

ϕ2(k), f ′′(x) — любая функ-

ция из L2(0, 1)
(
f(1) = f ′(1) = 0

)
. Таким образом, получаем: гипо-

теза Римана верна тогда и только тогда, когда

1∫
0

f(x)dx−
N∑
ν=1

M1

(
n
qν

)
qν

M2(n)
f(rν) +

1

2
f(0)

M1(n)

M2(n)
−

− 1

12

f ′(0)

M2(n)
= O (N−

s
4 +ε)

для всякой f(x), для которой
1∫

0

∣∣∣f ′(x)
∣∣∣2dx существует. Так как

d

dx
B∗n(x) = 2

(
xN − (ν +

1

2
)
)

сохраняет свой знак в (rν , rν+1), если
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ν + 1
2

N
не принадлежит интервалу (rν , rν+1) и меняет свой знак с

– на + в точке
ν + 1

2

N
, если rν <

ν + 1
2

N
< rν+1, то в первом случае

B∗n(rν) 6 B∗n(x) 6 B∗n(rν+1) или B∗n(rν) > B∗n(x) > B∗n(rν+1)

(x ∈ (rν , rν+1)), а во втором случае B∗n(rν) > B∗n(x) > B∗n

(ν + 1
2

N

)
,

если x ∈
(
rν ,

ν + 1
2

N

)
; B∗n

(ν + 1
2

N
6 B∗n(x) 6 B∗n(rν+1)

)
, если

x ∈
(ν + 1

2

N
, rν+1

)
, так как

B∗n(rν) = r2
ν N − 2rν N(rν) + 2

ν∑
k=1

rk − rν =

= r2
ν N − 2 ν rν + 2

ν∑
k=1

rk − rν = 2

ν∑
k=1

δν +N
(
δν −

1

2N

)2

− 1

4N
=

= 2δν −
1

4N
+N

(
δν −

1

2N

)2

всегда, и

B∗n

(ν + 1
2

N

)
=

(ν + 1
2 )

N
− 2ν

ν + 1
2

N
+ 2

ν∑
k=1

rk −
ν + 1

2

N
=

= 2

ν∑
k=1

δk −
1

4N
= 2σν −

1

4N

в случае, если rν 6
ν + 1

2

N
< rν+1. Таким образом, всегда B∗n(x) ле-

жит между

max
(

2σν −
1

4N
, 2σν +N

(
δν −

1

2N

)2

− 1

4N
, 2σν+1+

+N
(
δν+1 −

1

2N

)2

− 1

4N
, 2σν+1 −

1

4N

)
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и

min
(

2σν −
1

4N
, 2σν +N

(
δν −

1

2N

)2

− 1

4N
, 2σν+1+

+N
(
δν+1 −

1

2N

)2

− 1

4N
, 2σν+1 −

1

4N

)
,

где ν — номер того интервала (rν , rν+1), в который попадает x, и

где σν =

ν∑
k=1

δk =

ν∑
k=1

(
rk −

k

N

)
. Отсюда, на основании предыдущего,

следует предложение, аналогичное теореме Ландау1: гипотеза Ри-

мана верна тогда и только тогда, когда
∣∣∣ ν∑
k=1

δk +
N δ2

ν

2

∣∣∣ < C(ε)n
1
2 +ε

для всякого ν и
∣∣∣ ν∑
k=1

δk

∣∣∣ < C(ε)n
1
2 +ε, если rν 6

ν + 1
2

N
< rν+1, где

δν = rν −
ν

N
, r1, r2, r3, . . . , rN — числа Фарея со знаменателями, не

превышающими n. Очевидно, что подобных теорем можно, варьируя

k в An, k, Bn, k, увеличивать неограниченно.

1Из B∗n(rν)−B∗n
(ν + 1

2

N

)
= N

(
δν −

1

2N

)2
следует, что необходимым

условием справедливости гипотезы Римана является N δ2
ν = O (n

1
2

+ε) или

δν = O (n−
s
4

+ε) для случая rν 6
ν + 1

2

N
< rν+1.
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теории чисел

В моей работе [65] я доказываю одно общее тождество

ζ(s)

∞∑
n=1

ak bk =

∞∑
n=1

1

ϕs(n)
AnBn, (1)

где

s > 1, An =
∑
d/n

µ
(n
d

)
Sd, Bn =

∑
d/n

µ
(n
d

)
S
′

d ,

Sn = ns/2
∞∑
k=1

akn
ks/2

, S
′

n = ns/2
∞∑
k=1

bkn
ks/2

.

Здесь всюду µ(n) функция Мёбиуса

ϕs(n) =
∑
d/n

µ
(n
d

)
ds = ns

∏
p/n

(
1− 1

ps

)
,

обобщённая по Лиувиллю функция Эйлера, a1, a2, a3, . . . и

b1, b2, b3, . . . — любые последовательности комплексных чисел со

сходящейся суммой квадратов модулей. В настоящей заметке я выво-

жу различные предельные теоремы теории простых чисел. Рабочим

аппаратом являются частные типы тождества (1), получающиеся пу-

тем конкретизации a1, a2, a3, . . . и b1, b2, b3, . . ., и теорема Гарди —

Литтльвуда: из соотношения f(x) =

∞∑
n=0

cn x
n ∼ A

1− x
(x→ 1− 0)

вытекает
∞∑
k=1

ck ∼ An (n→∞), если все cn > 0.
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Полагая в (1) an =
Λ(n)

ns/2
, bn = ns/2xn, получаем

∞∑
n=1

Λ(n)xn = − ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

(ζ ′
ζ

(s)+

+
∑
p/n

log p

1− p−s
)∑
d/n

µ
(n
d

) ds xd

1− xd

(|x| < 1, R(s) > 1).

(2)

Полагая

bn = n−s/2+1Fs−1(xn), Fz(x) =

∞∑
n=1

ϕz(n)

nz
xn, |x| < 1, s > 1,

получаем

Sn = ns/2
∞∑
k=1

bkn
ks/2

= n

∞∑
k=1

k1−sFs−1(xkn) =

= n

∞∑
k=1

k1−s
∞∑
m=1

ϕs−1(m)

ms−1
xmnk =

= n

∞∑
l=1

∑
d/l

ϕs−1(d)

ls−1
xln =

nxn

1− xn
,

Bn =
∑
d/n

µ
(n
d

) dxd

1− xd
= − xP

′

n(x)

Pn(x)
, где Pn(x) =

∏
d/n

(xd − 1)
µ

(
n
d

)

полином деления окружности. Далее для an =
Λ(n)

ns/2
,

An = − ζ ′

ζ
(s)−

∑
p/n

log p

1− p−s
,

для an = δ 2
n , An = µ(n), где δ1

1 = 1, δ1
n = 0 при n > 1.
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Подставляя эти данные в формулу (1), имеем
∞∑
n=1

Λ(n)

ns−1
Fs−1(xn) = − ζ(s)−1

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

(ζ ′
ζ

(s)+

+
∑
p/n

log p

1− p−s
)∑
d/n

µ
(n
d

) dxd

1− xd
,

(3)

|x| < 1, s > 1 или
∞∑
n=1

Λ(n, s)xn =

= ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

(ζ ′
ζ

(s) +
∑
p/n

log p

1− p−s
)xP ′n(x)

Pn(x)
=

= ζ(s)−1
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

(
− log n+

L
′

n

Ln
(s)
) ϕ(n)∑
i=1

x

x− ρ(n)
i

,

(3′)

где ρ
(n)
i — все первообразные корни n-й степени из единицы,

Ln(s) =
∏
p/n

(
1− 1

ps

)
ζ(s) — ряд Дирихле, соответствующий главно-

му характеру по модулю n, и где

Λ(n, s) =
1

ns−1

∑
d/n

Λ
(n
d

)
ϕs−1(d) =

d

ds

ϕs−1(n)

ns−1
.

Далее

ζ(s)

∞∑
n=1

ϕs−1(n)

ns−1
xn =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

∑
d/n

µ
(n
d

) dxd

1− xd
=

= −
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

ϕ(n)∑
i=1

x

x− ρ(n)
i

или
∞∑
n=1

λ(n, s) = − ζ(s)x−
∞∑
n=1

µ(n)

ϕs(n)

ϕ(n)∑
i=1

x

x− ρ(n)
i

, (4)
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где λ(n, s) = ζ(s)
ϕs−1(n)

ns−1
при n > 1; λ(1, s) = 0. Вытекающие из (3)

и (4) соотношения:

lim

x→exp
(

2πi lk

)(1− |x|)
∞∑
n=1

Λ(n, s)xn =

= − µ(k)

ϕs(k)
ζ(s)−1

(ζ ′
ζ

(s) +
∑
p/k

log p

1− p−s
)
,

(5)

exp
(

2πi
l

k

)
= e2πi lk , (k, l) = 1,

и

lim

x→exp
(

2πi lk

)(1− |x|)
∞∑
n=1

λ(n, s)xn =
µ(k)

ϕs(k)
, ((k, l) = 1) (6)

интересны тем, что они являются аналогами известного предложе-

ния

lim

x→exp
(

2πi lk

)(1− |x|)
∞∑
n=1

Λ(n)xn =
µ(k)

ϕ(k)
, ((k, l) = 1) , (7)

которое является, как легко показать, эквивалентом теоремы Адама-

ра — Валле Пуссена. Легко видеть, что lim
s→1

Λ(n, s) = Λ(n),

lim
s→1

λ(n, s) = Λ(n). Таким образом, теорема Валле Пуссена сводится

к обоснованию перестановки пределов в выражении (1− |x|)×

×
∞∑
n=1

Λ(n, s)xn при s→ 1, x→ e2πi lk . Легко видеть, что на основании

(6)

(1− r)
∑

n≡l (mod k)

λ(n, s)rn =
1

k
(1− r)

k∑
m=1

e−2πimlk

∞∑
n=1

λ(n, s)
(
re2πimk

)n
→
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→ 1

k

∞∑
m=1

e−2πimlk
µ
(

k
(m, k)

)
ϕs

(
k

(m, k)

) =
1

k

∑
d/k

∑
m6k(m, k)=d

e−2πimlk
µ
(

k
(m, k)

)
ϕs(

k
(m, k) )

=

=
1

k

∑
d/k

µ(d)

ϕs(d)
Sd(l) =

1

k

∏
p/k

(
1− 1

ϕs(p)
Sp(l)

)
=

=
ks−1

ϕs(k)

∏
p/(k, l)

(
1− 1

ps−1

)
при s → 1, где Sd(l) сумма Рамануджана — сумма l-х степеней пер-

вообразных корней порядка d. Так как все λ(n, s) неотрицательны,

имеем согласно указанной выше теореме

lim
N→∞

1

N

∑
n≤N

n≡l (mod k)

λ(n, s) =
ks−1

ϕs(k)

∏
p/(k, l)

(
1− 1

ps−1

)
, (8)

где

s > 1, λ(l, s) = 0, λ(n, s) = ζ(s)
∏
p/n

(
1− 1

ps−1

)
(n > 1).

Так же точно имеем

lim
N→∞

1

N

∑
n≤N

n≡l (mod k)

Λ(n, s) =
d

ds

1

ζ(s)

ks−1

ϕs(k)

∏
p/(k, l)

(
1− 1

ps−1

)
, (9)

где

s > 1, Λ(n, s) =
d

ds

ϕs−1(n)

ns−1
.

Очевидно, что теорема Валле Пуссена о распределении простых

чисел в прогрессии является предельным случаем как формулы (8),

так и формулы (9) при s → 1 и сводится, таким образом, к обосно-

ванию перестановки пределов в выражениях

lim
s→1

lim
N→∞

1

N

∑
n≡l (mod k)

n6N

Λ(n, s), lim
s→1

lim
N→∞

1

N

∑
N≡l (mod k)

n6N

λ(n, s).
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Легко видеть также, что теорема Валле Пуссена равносильна со-

отношениям:

lim
N→∞

1

N

∑
n≡l (mod k)

n6N

{ϕs−1(k)

ks−1
λ(n, s)− ϕ(k)Λ(n)

}
= 0 (10)

((k, l) = 1, s < 1),

lim
s→1

lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

n≡l (mod k)
n6N

λ(n, s)− Λ(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

N
= 0, (11)

lim
s→1

lim
N→∞

1

N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

n≡l (mod k)
n6N

Λ(n, s)− Λ(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (12)

Достаточно доказать, что

lim
s→1

lim
N→∞

1

N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

n≡l (mod k)
n6N

{ϕs(k)

ks−1
λ(n, s)− ϕ(k) Λ(k)

} ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (13)

так как тогда

1−O (s− 1)

ϕs(k)
6 lim
N→∞

1

N

∑
n≡l (mod k)

n6N

Λ(n) 6

6 lim
N→∞

1

N

∑
n≡l (mod k)

n6N

Λ(n) 6
1 + O (s− 1)

ϕs(k)
,

где O (s − 1) → 0, если s → 1, откуда теорема о распределении про-

стых чисел в прогрессиях становится очевидной. Что касается до-

казательства (10) и (13), то оно не представляет затруднения, если
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ввести производящий ряд Дирихле

∞∑
n=2

χ(n)

n2

{
λ(n, s)

ϕs(k)

ks−1
− ϕ(k) Λ(n)

}
= Φ(z, s, χ) =

=
ϕs(k)

ks−1

( L(z, χ)

L(z + s− 1, χ)
− 1
)
− ϕ(k)

L
′

L
(z, χ),

где χ — характер Дирихле по модулю k. Легко убедиться, что все

Φ(z, s, χ) голоморфны в точке z = 1, а следовательно, во всей по-

луплоскости R(z) > 1. Вывод формулы (13) тогда обычным образом

сводится к оценке интеграла

1

ϕ(k)

∫
(a)

∑
χ

Φ(z, s, χ)χ(l)−1N
z

z2
dz =

=
∑

n≡l (mod k)
n6N

{
λ(n, s)

ϕs(k)

ks−1
− ϕk Λ(n)

}
log

N

k
,

но интересно, что только для доказательства (10) нужно брать a = 1,

а для (13) достаточно положить a = 1 +
1

logN
. Таким образом, для

доказательства теоремы Валле Пуссена нужно знать только оцен-

ки роста L(z, χ), L
′
(z, χ), L

′′
(z, χ), L−1(z, χ) в области R(z) > 1 и

совсем не требуется L(1 + iy) 6= 0, y ≶ 0. Интересно, что для дока-

зательства (8) и (9) совсем не нужно теории характеров Дирихле,

так как доказательство основного тождества (1) не требует теории

характеров.

Полагая в (4) s = 2, дифференцируя по x, имеем

∞∑
n=1

ϕ(n)xn = ζ(2)−1
∑ µ(n)

ϕ2(n)

ϕ(n)∑
i=1

χρ
(n)
i

(1− χρ(n)
i )2

, (14)

где ρ(n)
i — как и всюду, первообразные корни n-й степени из единицы.
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Отсюда легко следует

lim
x→e2πi

l
k

(1− |x|)2
∞∑
n=1

(k, l)=1

ϕ(n)xn =
6

π2

µ(k)

ϕ2(k)
(15)

и далее

lim
x→e2πi

l
k

(1− r)2
∑

n≡l (mod k)

ϕ(n)rn =
6

π2

k

ϕ2(k)

∏
p/(k, l)

(
1− 1

p

)
, (16)

откуда, на основании известного обобщения теоремы Харди —

Литтлвуда, следует:

∑
n≡l (mod k)

n6N

ϕ(n) ∼ N2 3

π2

k

ϕ2(k)

∏
p/(k, l)

(
1− 1

p

)
. (17)

Так же точно можно получить:

∑
n≡l (mod k)

n6N

c(n) ∼ N ζ(6)

ζ(2)ζ(3)

∏
p/k

1 + 1
p3

1− 1
p2

∏
p/(k, l)

(
1− 1

p

)1− 1
p2

1 + 1
p3

, (18)

где c(n) =
∏
p/n

1− 1
p

1− 1
p + 1

p2

. Последнее соотношение интересно тем, что

его не удается получить обычными методами, ввиду того, что ряды
∞∑
n=1

c(n)

nz
χ(n) не удается выразить через L(z, χ).



21. Аналитические функции

целого аргумента

Всякую функцию от двух целых аргументов можно мыслить как

функцию от целого комплексного аргумента x + yi = z, где x, y —

целые рациональные числа.

Настоящая работа посвящена исследованию класса функций,

имеющих то же отношение к дискретным процессам суммирования

и взятия конечных разностей, какое имеют аналитические функции

к процессам интегрирования и дифференцирования.

Введем следующие определения. Два целых комплексных чис-

ла z1 и z2 назовем соседними, если z1 − z2 равно одному из чисел

1, −1, i, −i. Иными словами, числа называются соседними, если

они отвечают вершинам одного и того же элементарного квадрата

основной решетки, образованной точками с целочисленными коор-

динатами.

Последовательность целых гауссовых чисел z1, z2, . . . , zn назо-

вем контуром, если z1, z2; z2, z3; . . . ; zn−1, zn образуют пары сосед-

них точек. Если, кроме того, zn, z1 являются также соседними точ-

ками, то контур назовем замкнутым. Сумму

n−1∑
k=1

1

2
(f(zk) + f(zk+1))(zk+1 − zk)

назовем S-интегралом от f(z) и обозначим
∫
Γ

f(z)∆z, где Γ — рас-

сматриваемый контур.

Совокупность всех точек, находящихся внутри и на границе за-

мкнутого контура, назовем областью, ограниченной контуром.
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Функцию f(z) назовем аналитической в области D, если S-интеграл

по любому замкнутому контуру, лежащему в области D, равен нулю.

Для этого достаточно, чтобы S-интеграл, взятый по любому элемен-

тарному квадрату решетки, был равен нулю. Вычислим S-интеграл

на границе элементарного квадрата, причем для упрощения обозна-

чений возьмем квадрат Q с вершинами (0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0) и

введем обозначения f(0) = f00, f(1) = f10, f(i) = f01, f(1 + i) = f11,

тогда∫
Q

f(z)4z =
f00 + f10

2
+
f10 + f11

2
i− f11 + f01

2
− f01 + f00

2
i =

=
i− 1

2

[
(f11 − f00)− i(f10 − f01)

]
.

(1)

Условие аналитичности на элементарном квадрате Q выразится

в виде f11 − f00 = i(f10 − f01) или в общем виде

fx+1,y+1 − fx,y = i(fx+1;y − fx,y+1), (2)

или, умножая обе части этого соотношения на 1− i,

fx+1,y+1−fx+1,y+fx,y+1−fx,y = i(fx+1,y+1−fx,y+1+fx+1,y−fx,y), (3)

где fx,y = f(x + iy). Задание аналитической функции равносильно

заданию последовательности с двумя индексами x, y, удовлетворяю-

щей рекуррентному соотношению (2).

Вводя обозначения:

Dxg(x, y) =
1

2
(g(x+ 1, y + 1)− g(x, y + 1) + g(x+ 1, y)− g(x, y)),

Dyg(x, y) =
1

2i
(g(x+ 1, y + 1)− g(x+ 1, y) + g(x, y + 1)− g(x, y)),
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Dξg(x, y) =
1

1 + i
(g(x+ 1, y + 1)− g(x, y)),

Dηg(x, y) =
1

i− 1
(g(x, y + 1)− g(x+ 1, y)),

сможем соотношения (2) и (3) записать следующим образом:

Dξf = Dηf, Dxf = Dyf. (4)

Далее легко показать, что

Dξf = Dηf = Dxf = Dyf. (5)

Здесь операции Dx и Dy аналогичны дифференцированию по на-

правлению оси x и оси y соответственно, Dξ, Dη аналогичны диффе-

ренцированию по направлению биссектрисы первого и второго ко-

ординатного угла. Равенства (4) и (5) показывают, что отображе-

ние w = f(z) обладает следующим свойством конформности: диа-

гонали основного квадрата сети переходят на плоскости w в рав-

ные по длине и перпендикулярные отрезки, и геометрические сум-

мы образов сторон квадрата, параллельных оси x и оси y, являют-

ся равными по длине и перпендикулярными отрезками. Сеть еди-

ничных квадратов переходит, таким образом, в совокупность четы-

рехугольников с равными и перпендикулярными диагоналями, точ-

нее, вершины сети основных квадратов переходят в вершины сети

указанных четырехугольников. Геометрические полусуммы проти-

воположных сторон этих четырехугольников, отвечающие числам

Dxf, iDyf, также равны по длине и перпендикулярны, и отноше-

ние длин этих полусумм к длине диагонали равно 1 :
√

2, как у

их прообразов — элементарных квадратов сети. Вводя обозначения:
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δxf = Dxf, δyf = iDyf, δξf = (1 + i)Dξf, δηf = (i− 1)Dηf,

p(x, y) = R(f(z)), q(x, y) = J(f(z)), получим

δxp = δyq, δyp = −δxq, (6)

а также

δξp = δηq, δηp = −δξq. (7)

Таковы аналоги конформности отображения и условий Коши —

Римана для изучаемых здесь функций.

Аналогично тому, что делается в теории обычных аналитических

функций, мы расширяем определение аналитических функций, до-

пуская существование отдельных элементарных квадратов, на вер-

шинах которых не выполнены соотношения (2). Такие элементар-

ные квадраты назовем особыми. Они будут аналогами особых то-

чек в теории обычных аналитических функций. Очевидно, что S-

интеграл, взятый по любому замкнутому контуру, будет равен сумме

всех S-интегралов, взятых по границе особых квадратов, находящих-

ся внутри контура.

Квадрат с вершинами в точках z, z+ 1, z+ i, z+ 1 + i обозначим

Qz, а значение S-интеграла от f(z) по границе Qz назовем вычетом

f(z) на квадрате Qz.

Этот вычет обозначим символом Res(f,Qz). Очевидно, что ин-

теграл по замкнутому контуру равен сумме вычетов на всех особых

элементарных квадратах, находящихся в области, ограниченной кон-
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туром. Очевидно, что

Res(f(z), Qz0) =

∫
Qz0

f(z)∆z =

=
i− 1

2
(f(z0 + 1 + i)− f(z0) + if(z0 + i)− if(z0 + 1)).

(8)

Если в некоторой области D аналитическая функция f(z) не имеет

особых квадратов, то f(z) назовем голоморфной в области D. Если

f(z) голоморфна в области D, то S-интеграл от f(z) не зависит от

пути интегрирования, а только от начала и конца интегрирования,

пока путь интегрирования лежит в области D. Очевидно, что в этом

случае достаточно указывать начальную и конечную точку пути S-

интегрирования.

Очевидно также, что F (z) =
z∫
z0

f(z)∆z есть однозначная функ-

ция от переменной z в области D. Можно показать, что F (z) будет

также голоморфной в области D функцией. Достаточно проверить

соотношение (2) для F (z), которое имеет вид

F (z + 1 + i)− F (z) = i(F (z + 1)− F (z + i)).

Но

F (z + 1 + i)− F (z) =

z+1+i∫
z

f(z)∆z =
1

2
(f(z) + f(z + 1))+

+
i

2
(f(z + 1) + f(z + 1 + i)),

F (z + 1) = F (z) +

z+1∫
z

f(z)∆z = F (z) +
1

2
(f(z) + f(z + 1)),

F (z + i) = F (z) +

z+i∫
z

f(z)∆z = F (z) +
i

2
(f(z) + f(z + i)),
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F (z + 1)− F (z + i) =
1

2
(f(z) + f(z + 1)− if(z)− if(z + i)),

поэтому F (z + 1 + i)− F (z)− i F (z + 1) + i F (z + i) =

=
i

2
(f(z + 1 + i)− f(z)− if(z + 1) + if(z + i)).

Таким образом, получаем предложение: S-интеграл от анали-

тической функции есть функция аналитическая. Это предложение

позволяет из одного примера аналитической, в установленном здесь

смысле слова, функции получать все новые примеры путем после-

довательных S-интегрирований.

Очевидно, что

z∫
0

f(z)∆z =

x∑
k=0

f(k) + i

y∑
r=1

f(x+ ir)− 1

2
f(0)− 1 + i

2
f(x)−

− i

2
f(x+ yi).

(9)

Далее легко убедиться, что f(z) = z будет аналитической, в на-

шем смысле слова, функцией целого комплексного аргумента.

Но
z∫
z0

z∆z =
N−1∑
k=0

zk+zk+1

2 (zk+1 − zk) =
z2
N

2 = z2

2 , (z0 = 0, zN = z),

поэтому z2 будет также аналитической. Далее согласно (9)

z∫
0

z2∆z =

x∑
k=0

k2 + i

y∑
l=1

(x+ il)2 − 1 + i

2
x2 − i

2
(x+ iy)2 =

z3

3
+
z̄

6
.

Таким образом, следующей простейшей аналитической функцией

будет не z3, а z3 + z̄
2 . Легко показать, что

z∫
0

(z3 + z̄
2 )∆z = 1

4 (z4 + 2zz̄)

и т.д. Последовательность степеней z, играющая фундаментальную

роль в теории аналитических функций непрерывного аргумента, не

годится для изучения аналитических функций целого аргумента, так
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как только первая и вторая степень z будут аналитическими в уста-

новленном выше смысле. Вместо них появляются «символические

степени z» z(n), где z(1) = z, а последующие определяются по фор-

муле
z∫
0

z(n)∆z = z(n+1)

n+1 , причем z(2) = z2, z(3) = z3+ z̄
2 , z

(4) = z4+2zz̄

и т.д.

Вместо рядов типа Тейлора появляются ряды вида a0 + a1z +

+ a2z
2 + a3(z3 + z̄

2 ) + . . . , которые в случае сходимости всегда да-

ют аналитическую функцию. Легко убедиться, что сумма любого

просто сходящегося ряда аналитических функций целого аргумента

есть функция аналитическая. Можно указать пока следующие опе-

рации, дающие аналитические функции из аналитических функций:

умножение на константу, сдвиг аргумента, суммирование и интегри-

рование.

Произведение и отношение аналитических функций дают, как

правило, функцию неаналитическую, точно так же, как взятие ана-

литической функции от любой (целочисленной) аналитической

функции. Эти операции должны быть заменены для построения пол-

ной теории другими близкими к ним аналитическими операциями.

Можно развить теорию аналитических функций, заданных в точках

z = ξ (a + bi), где a, b — целые рациональные числа. При ξ → 0

мы получим в пределе обычные аналитические функции. Разумеет-

ся, не всегда этот переход можно осуществить и не всегда можно

обосновать. Кроме того, не все аналитические функции дискретного

переменного имеют предел и не все имеют аналоги в теории анали-

тических функций непрерывного переменного. В известном смысле

слова можно сказать, что мир аналитических функций целого ар-
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гумента богаче, чем мир аналитических функций непрерывного ар-

гумента. Развиваемая теория может быть приложена к вычислению

сумм, подобно тому, как обычная теория аналитических функций

прилагается к вычислению интегралов.

Общее согласно (4) и (5) значениеDxf, Dyf, Dξf, Dηf обозначим

Df и назовем, естественно, производной. Легко, после несложных

элементарных выкладок, доказать формулу

D

z∫
a

f(z)∆z =
1

4
{f(z) + f(z + 1) + f(z + i) + f(z + 1 + i)}, (10)

являющуюся аналогом известного правила дифференцирования

определенного интеграла по верхнему пределу.

Аналитическое продолжение состоит в последовательном опре-

делении fa+1,y+1 по fx,y, fx+1,y, fx,y+1 на основании (2). Допустим,

что f(z) задана во всех целых точках, лежащих на сторонах первого

координатного угла, и определим ее как аналитическую функцию во

всех целых точках этого угла. Для этого нужно решить разностное

уравнение [см. (2)]

fm+1,n+1 − fm,n + ifm,n+1 − ifm+1,n = 0 (11)

при граничных условиях fm,0 = am (m = 0, 1, 2, ...) и f0,n = bn

(n = 0, 1, 2, ...) a0 = b0 = a, где am, bn — заданные числа. Естественно

воспользоваться здесь классическим методом производящих функ-

ций. Умножая (11) на umvn, суммируя по m,n от нуля до бесконеч-

ности и вводя обозначения:

Φ(u, v) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

fm,nu
mvn, g(u) =

∞∑
m=0

amu
m = Φ(u, 0),
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h(v) =

∞∑
n=0

bnv
n = Φ(0, v),

получим
Φ(u, v)− g(u)− h(v) + a

uv
− Φ(u, v)+

+i
Φ(u, v)− g(u)

v
− iΦ(u, v)− h(v)

u
= 0

или

Φ(u, v) =
g(u)(1 + iu) + h(v)(1− iv)− a

1 + i(u− v)− uv
, (12)

откуда получаем

fm,n = f(m+ ni) = −aKmn +
∑

µ+µ1=m

Kµn(aµ1
+ iaµ1−1)+

+
∑

ν+ν1=n

Knν(bν1 − ibν1−1),
(13)

где константы Kmn определяются формулой

(1 + i(u− v)− uv)−1 =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Kmnu
mvn (14)

и где a−1 = 0, b−1 = 0.

Вводя обозначение K(m+ ni) = Kmn, получим формулу

f(z) = −f(0)K(z) +

Re(z)∑
ν=0

K(z − ν)(f(ν) + if(ν − 1))+

+

J(z)∑
ν=0

K(z − νi)(f(iν) + if(νi− i)),

(15)

выражающую значения функции, голоморфной в области Re(z) ≥ 0,

J(z) ≥ 0, через значения ее на границе этой области и через специ-

альную функцию K(z), определяемую соотношением K(m+ ni) =

= Kmn, где Kmn — коэффициент при umvn в разложении
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(1 + i(u− v)−uv)−1 по степеням u, v, откуда видна особая роль этой

функции в изучаемом здесь вопросе. В дальнейшем мы дополни-

тельно полагаем K(m + ni) = 0, если n < 0 или m < 0, и тогда (15)

перепишется в виде

f(z) = −f(0)K(z) +

∞∑
ν=0

K(z − ν)(f(ν) + if(ν − 1))+

+

∞∑
ν=0

K(z − νi)(f(νi)− if(νi− i)).
(16)

Для случая функции, неголоморфной в области R(z) ≥ 0, J(z) ≥

≥ 0, формула (16) должна быть видоизменена. Например, если

Qx0+y0i
является единственным особым квадратом f(z), имеем

fm+1,n+1 − fm,n + ifm,n+1 − ifm+1,n = Cδmx0
δny0
, (17)

где δki =

 0, если i 6= k,

1, если i = k
(символ Кронекера). Аналогично пре-

дыдущему получим

f(z) = −f(0)K(z) +

∞∑
ν=0

K(z − ν)(f(ν) + if(ν − 1))+

+

∞∑
ν=0

K(z − νi)(f(νi)− if(νi− i)) + CK(z − z0 − 1− i)
(18)

для функции, имеющей Qz0 единственным особым квадратом с вы-

четом 1−i
2 c. В частности, функция F (z) = (1 + i) k (z − 1 − i) бу-

дет простейшим примером функции, обращающейся в нуль на сто-

ронах первого координатного угла и имеющей квадрат с вершинами

0, 1, i, 1 + i, единственным особым квадратом с вычетом, равным

единице.
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Очевидно {1− (vi− ui+ uv)}−1 =
∞∑
r=1

(−iu+ iv + uv)r, откуда

K(x+ iy) = iy−x
∑
r=0

 r

2r − x− y

 2r − x− y

r − y

 (19)

или

K(x+ iy) = iy−x
x+y∑

r=max(x,y)

r!

(x+ y − r)!(r − x)!(r − y)!
. (19′)

Формула (18), естественно, может быть обобщена на случай, когда

f(z) имеет в области R(z) ≥ 0, J(z) ≥ 0 n ocoбых элементарных

квадратов Qz1 , Qz2 , ..., Qzn с вычетами C1, C2, ..., Cn следующим об-

разом:

f(z) = −f(0)K(z) +

∞∑
ν=0

K(z − ν)(f(ν) + if(ν − 1))+

+

∞∑
ν=0

K(z − νi)(f(νi)− if(νi− i)) + (1 + i)

n∑
k=1

CkK(z − zk − 1− i),

(20)

где f(−1), f(−i) должны быть заменены нулём.

Формула (16) может быть легко преобразована к форме

f(z) = −f(0)K(z) +

∞∑
ν=0

(K(z − ν) + iK(z − ν − 1))f(ν)+

+

∞∑
ν=0

(K(z − iν)− iK(z − νi− i))f(νi) =

∞∫
0

(K(z − ζ)+

+ iK(z − ζ − 1))f(ζ)∆ζ −
∞i∫
0

(iK(z − ζ)+

+K(z − ζ − i))f(ζ)∆ζ +
i

2
f(0)(K(z − 1)−K(z − i)),

(21)
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где интеграл от 0 до ∞ взят по оси x, интеграл от 0 до ∞i — по

оси y. Очевидно, что для всех z, принадлежащих четырехугольнику

0 ≤ R(z) ≤ m, 0 ≤ J(z) ≤ n, формула (21) может быть записана

следующим образом:

f(z) =
i

2
f(0)(K(z − 1)−K(z − i)) +

1

2
f(m)(K(z −m)+

+ iK(z −m− 1))− i

2
f(ni)(iK(z − ni)−K(z − ni− i))+

+

m∫
0

(K(z − ζ) + iK(z − ζ − 1))f(ζ)∆ζ−

−
ni∫

0

(iK(z − ζ) +K(z − ζ − i))f(ζ)∆ζ,

(22)

где первый S-интеграл взят по горизонтали, второй — по вертикали.

Вообще, применяя предыдущую формулу к f(a + z) и заменяя

затем z на z − a, получим

f(z) =
i

2
f(c)(K(z − c− 1)−K(z − c− i))+

+
1

2
f(c+m)(K(z − c−m) + iK(z − c−m− i))−

− i

2
f(c+ ni)(iK(z − c− ni)−K(z − c− ni− i))+

+

c+m∫
c

(K(z − ζ) + iK(z − ζ − 1))f(ζ)∆ζ+

+

c+ni∫
c

(iK(z − ζ) +K(z − ζ − i))f(ζ)∆ζ,

(23)

где R(c) ≤ R(z) ≤ R(c) + m, J(c) ≤ J(z) ≤ J(c) + n. Первая часть

равенства (23) при R(z) < R(c) или J(z) < J(c) равна нулю, так как

K(u) = 0 при R(u) < 0 и при J(u) < 0 по определению.
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Формулы (21), (22), (23) являются некоторыми аналогами инте-

гральной формулы Коши и могут служить основой для построения

других формул, которые более аналогичны формуле Коши. Анало-

гия нарушается здесь наличием безынтегрального члена и тем, что

интеграл берется не по замкнутому контуру.

Показательная функция

Уравнение (2) в конечных разностях можно решать также мето-

дом подстановки. Если мы будем искать решение в форме f(z) =

= axby, то получим b = 1+ai
a+i . Отсюда очевидно, что f(z) = ( 2+c

2−c )
x ×

× ( 2+ci
2−ci )

y является аналитической функцией целого аргумента, не

имеющей особых квадратов, если c 6= ±2, c 6= ±2i. Обозначим ее

через E(c, z) и вычислим S-интеграл
z∫
0

E(c, z)∆z, воспользовавшись

формулой (9).

После соответствующих выкладок получим
z∫

0

E(c, z)∆z =
E(c, z)− 1

c
. (24)

Легко доказать формулу

E(c, z) = 1+c

z∫
0

∆z+c2
z∫

0

z1∫
0

∆z∆z1+c3
z∫

0

z1∫
0

z2∫
0

∆z∆z1∆z2+..., (25)

показывающую большую аналогию между рассматриваемой здесь

функцией целого аргумента и показательной функцией непрерывно-

го аргумента.

Если воспользоваться ранее введёнными здесь символическими

степенями z(n), определяемыми соотношениями z(0) = 1,
z∫
0

z(n)∆z =
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= zn+1

n+1 , то формулу (25) можно переписать в следующем виде:

E(c, z) =

∞∑
n=0

cn

n!
z(n). (26)

Теперь легко найти z(n), разлагая E(c, z) в ряд по степеням c,

используя биномиальный ряд. Вводя обозначения:

Π0(x) = 1, Πk(x) = x(x− 1)...(x− k + 1) (k > 0),

Π∗0(x) = 1, Π∗k(x) = x(x+ 1)...(x+ k − 1) (k > 0),

Pn(x) =

n∑
k=0

CknΠk(x)Π∗n−k(x), C0
n = 1, Ckn =

n!

k!(n− k)!
,

получаем

z(n) =
1

2n

n∑
k=0

CknPk(x)Pn−k(y)in−k, (27)

откуда получим, в частности, z(3) = z3 + z̄
2 , z

(4) = z4 + 2zz̄.

Ряд (26), в отличие от обычного показательного ряда, сходится

лишь при |c| < 2, что указывает на быстрый рост z(n) при возраста-

нии n. Таким образом, E(c, z) при |c| > 2 является примером голо-

морфной во всей плоскости функции, не разлагающейся в степенной

ряд. Дифференцируя формулу (24) и учитывая (10), получим

DE(c, z) =
c

4
(E(c, z) +E(c, z + 1) +E(c, z + i) +E(c, z + 1 + i)) (28)

или

DE(c, z) =
4c

(2− c)(2− ci)
E(c, z). (29)

Вводя обозначения E∗(c, z) = (−1)x+yE(c, z̄), c∗ = 4
c , легко убеж-

даемся в справедливости соотношения

E(c, z) = E∗(c∗, z), (30)
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откуда при |c| > 2

E(c, z) + 1 =

∞∑
n=0

c−n

n!
z∗(n), (31)

где z∗(0) = (−1)x+y − 1, z∗(n) = (−1)x+y4nz̄(n), (n > 0). Из (24) и

(31) вытекает следующее соотношение:

z∫
0

z∗(n)∆z = nz∗(n−1) (n > 0), (32)

z∫
0

z∗(0)∆z = −z. (33)

Таким образом, E(c, z) при |c| < 2 разлагается в ряд по z(n), а

при |c| > 2 — в ряд по z∗(n).

Очевидно, что ряд вида
∞∑
n=0

(anz
(n) + bnz

∗(n)) всегда дает анали-

тическую функцию в области этого ряда.

Из формул (10), (26), (29), (31) вытекают следующие правила

дифференцирования:

Dz(n) =
n

4
{z(n−1) + (z+ 1)(n−1) + (z+ i)(n−1) + (z+ 1 + i)(n−1)}, (34)

Dz∗(n) =
1

4(n+ 1)
{z∗(n+1) + (z + 1)∗(n+1)+

+ (z + i)∗(n+1) + (z + 1 + i)∗(n+1)},
(35)

Dz(n) = na0z
(n−1) + n(n− 1)a1z

(n−2) + ...+ n!an−1z
(0) =

= nz(n−1) + (1 + i)
n(n− 1)

2
z(n−2) + ...,

(36)

где ak определяется формулой (1− c
2 )−1(1− ci

2 )−1 =
∞∑
k=0

akc
k,

ak = 1+i
2 ( 1

2 )k + 1−i
2 ( i2 )k.
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Легко убедиться в том, что если f(z) есть аналитическая функ-

ция целого аргумента, то f( zε ), определенная в точках сети ε(a+ bi),

где a, b — целые рациональные числа, будет аналитической на этой

сети, в том смысле, что интегральная сумма
N∑
k=1

f1(zk)∆zk, взятая

но замкнутому контуру, равна нулю.

При ε → 0 многие выражения вида h(ε)f( zε ) переходят в обыч-

ные аналитические функции непрерывного аргумента, причем, ин-

тегральные суммы переходят в интегралы, условия (5) переходят

в обычные условия Коши — Римана. В частности, εn( zε )(n) → zn,

E(cε, zε )→ ecz, т.е. символические степени переходят в обычные, «по-

казательная функция» E(c, z) переходит в обычную показательную

функцию. Функции z∗(n), введенные выше, очевидно, ни к какому

пределу стремиться не могут и не имеют аналогов в теории обыч-

ных аналитических функций. Легко показать, что если f(z) есть ана-

литическая функция целого аргумента, то (−1)x+yf(z̄) будет также

аналитической. Можно показать, что если f(z) разлагается в ряд

по z(n), то (−1)x+yf(z̄) разлагается в ряд по z∗(n). Функции z∗(n)

являются некоторым необходимым дополнением к символическим

степеням z(n).

Одним из препятствий к развитию полной аналогии развивае-

мой здесь теории с теорией аналитических функций является неана-

литичность произведения аналитических, функций и, следователь-

но, зависимость S-интеграла
∫
f(z)g(z)∆z от пути интегрирования.

Этот недостаток до некоторой степени восполняется существованием

следующей теоремы:

Интеграл
∫
Γ

f(z)∆g(z) равен нулю, если Γ — замкнутый контур,
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внутри которого f(z) и g(z) голоморфны, и где «интеграл Стилть-

еса»
∫
f(z)∆g(z) понимается как сумма

n∑
k=1

f(zk−1) + f(zk)

2
(g(zk)− g(zk−1)).

Здесь z0, z1, ..., zn — последовательные точки, образующие контур

Γ. Очевидно, достаточно доказать предложение для элементарного

контура γ, состоящего из точек z, z + 1, z + i, z + 1 + i. Но тогда∫
γ

f(z)∆g(z) =
1

2
{(f(z + 1)− f(z + i))(g(z + 1 + i)− g(z))−

− (f(z + 1 + i)− f(z))(g(z + 1)− g(z + i))}.

(37)

Очевидно,
∫
γ

f(z)∆g(z) = 0, так как условия аналитичности (2)

могут быть записаны в виде f(z+1+i)−f(z) = i(f(z+1)−f(z+i))×

× g(z + 1 + i)− g(z) = i(g(z + 1)− g(z + i)).

Если на γ аналитична только f(x), то∫
γ

f(z)∆g(z) =
1

2i
(f(z + 1 + i)− f(z))(g(z + 1 + i)−

− g(z) + ig(z + i)− ig(z + 1))

(38)

или ∫
γ

f(z)∆g(z) =
i− 1

2
(f(z + 1 + i)− f(z)) Res(g(z), Qz). (39)

Очевидно, что интеграл
z∫
z0

f(z)∆g(z) есть однозначная функция

z, если путь интеграции проходит всегда в односвязной области го-

ломорфности функций f(z), g(z). Легко найти значение интеграла
z∫
0

f(z)∆g(z), интегрируя по оси x от нуля до x, а затем по вертикали

от x до x+ iy.
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Очевидно,
z∫

0

f(z)∆g(z) =
1

2
(f(z)g(z)− f(0)g(0)) +

1

2

x∑
k=1

f(k − 1)g(k)−

− 1

2

x∑
k=1

f(k)g(k − 1) +
1

2

y∑
k=1

f(x+ ki− i)g(x+ ki)−

− 1

2

y∑
k=1

f(x+ ki)g(x+ ki− i).

(40)

Если f(z) голоморфна в области D, z ∈ D, функция g(u) голо-

морфна всюду, кроме квадрата (0, 1, i, 1 + i), и имеет на нем вы-

чет, равный единице, то на основании (39) имеем

f(z + 1 + i)− f(z) =
2

i− 1

∫
Qz

f(ζ)∆g(ζ − z). (41)

Вследствие доказанной выше теоремы элементарный контур Qz

может быть заменен любым замкнутым контуром Γ, содержащим

точку z и содержащимся в D. Тогда получим формулу

f(z + 1 + i)− f(z) =
2

i− 1

∫
Γ

f(ζ)∆g(ζ − z)

или

Df(z) = −
∫
Γ

f(ζ)∆g(ζ − z), (42)

где Γ — любой замкнутый контур, внутри которого f(z) голоморфна,

g(z) — любая функция, голоморфная на всех элементарных квадра-

тах, кроме Q0, для которой Res(g(z), Q0) = 1. В качестве g(z) можно

взять, например, функцию K(z)
i−1 , входящую в формулу (21). Фор-

мула (41) является аналогом интегральной формулы Коши: f ′(z) =
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= 1
2πi

∫ f(ζ)
(ζ−z)2 dζ и имеет тесную связь с формулой (21). Легко вычис-

лить «S-интеграл Стилтьеса»
z∫
0

E(c1, z)∆E(c2, z), пользуясь форму-

лой (40):
z∫

0

E(c1, z)∆E(c2, z) =
c2

c1 + c2
(E(c1, z)E(c2, z)− 1). (43)

Последнее соотношение вполне аналогично элементарной форму-

ле
z∫
0

ec1zdec2z = c2
c1+c2

(ec1zec2z − 1).

Разлагая обе части равенства (43) по степеням c2, на основании

формул ∆E(c2, z) =
∞∑
n=0

c2n
n! ∆z(n), c2

c1+c2
=

∞∑
m=0

(−1)m( c2c1 )m+1, при-

равнивая коэффициенты при одинаковых степенях c2 и заменяя c1

на c, получим
z∫

0

E(c, z)∆z(m) = E(c, z)×

×
(
c−1z(m−1)

(m− 1)!
− c−2z(m−2)

(m− 2)!
+ ...± c−mz(0)

0!

)
m! + c−mm!(−1)m.

(44)

Аналогично, разлагая обе части (44) по степеням, получим
z∫

0

z(n)∆z(m) =

m∑
k=1

(−1)k−1 m!n!

(n+ k)!(m− k)!
z(n+k)z(m−k). (45)

Пользуясь (30) и (43), получим
z∫

0

E(c1, z)∆E
∗(c2, z) =

4

c1c2 + 4
(E(c1, z)E

∗(c2, z)− 1), (46)

где E∗(c, z) = (−1)x+yE(c, z̄) = E( 4
c , z), и также

z∫
0

E∗(c1, z)∆E
∗(c2, z) =

c1
c1 + c2

(E∗(c1, z)E
∗(c2, z)− 1). (47)
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Разлагая в (43) E(c2, z) по степеням 1
c2

по формуле (31) (|c| > 4),

получим

z∫
0

E(c, z)∆z∗(m) = m!E(c, z)

(
z∗(m)

m!
− cz∗(m−1)

(m− 1)!
+ ...± cmz∗(0)

0!

)
−

− (−1)mcmm!.

(48)

Разлагая обе части этого соотношения в ряд по степеням c, легко

получим формулу

z∫
0

z(n)∆z∗(n) = m!n!

(
z(n)z∗(m)

n!m!
− z(n−1)z∗(m−1)

(n− 1)!(m− 1)!
+ ...

)
−(−1)mm!δnm,

(49)

из формулы (43) следует
z∫
0

E(c1, z)∆E(c2, z) +
z∫
0

E(c2, z)∆E(c1, z) =

= E(c1, z)E(c2, z)− 1, откуда получаем

z∫
0

z(n)∆z(m) +

z∫
0

z(m)∆z(n) = z(m)z(n) − δ0
nδ

0
m

(δ0
0 = 1, δ0

n = 0 при n > 0).

Впрочем, последние два соотношения являются следствием из об-

щей формулы
z∫
0

f(z)∆g(z) +
z∫
0

g(z)∆f(z) = f(z)g(z)− f(0)g(0), кото-

рая легко может быть получена из (40).

Рассмотрим здесь еще один способ построения аналитических

функций целого аргумента. Вводя обозначения x+y
2 = u, y−x

2 = v,

выразим f(z) = f(x, y) как функцию новых аргументов u, v : f(z) =

= ϕ(u, v). Условия аналитичности (2) приобретают следующий вид:

ϕ(u+1, v)−ϕ(u, v)+i

(
ϕ

(
u+

1

2
, v+

1

2

)
−ϕ
(
u+

1

2
, v− 1

2

))
= 0. (50)
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Вводя операторы TuF (u, v) = F (u+ 1
2 , v)−F (u− 1

2 , v), TvF (u, v) =

= F (u, v + 1
2 )− F (u, v − 1

2 ), запишем (50) в форме

Tuϕ(u, v) = −iTvϕ(u, v). (51)

Введем последовательность функций a0(u), a1(u), a2(u), ...,

b1(u), b2(u), ... : an(u) =
n−1∏
k=0

(u + n−1
2 − k), bn(u) = 1

an(u) . Очевидно,

что

Tuan(u) = nan−1(u), Tubn(u) = −n bn+1(u). (52)

Так как соотношение (51) подобно соотношению Коши — Рима-

на для ϕ(u, v), а an(u) и bn(u) ведут себя по отношению к операции

Tu, как и un, u−n по отношению к дифференцированию по u, то мы

вводим следующий прием: берем любую аналитическую в обычном

смысле слова функцию от u+iv, разлагаем ее в ряд по степеням u, v

и всюду заменяем неотрицательные степени un, vm на an(u), am(v),

а отрицательные степени u−n, v−m на bn(u), bm(v). Очевидно, что

an(u), bn(u) очень близки к символическим степеням u из теории ко-

нечных разностей. Этот прием позволяет найти последовательность

аналитических полиномов

cn(z) = (1 + i)n
n∑
k=0

cknak(u)an−k(v)in−k =

= (1 + i)n
n∑
k=0

cknak

(
x+ y

2

)
an−k

(
y − x

2

)
in−k. (53)

Очевидно c0(z) = 1, c1(z), c2(z) = z2, c3(z) = z3 + z̄
2 . Полиномы

cn(z) тесно связаны с введёнными выше символическими степенями

z(n) и могут быть выражены через них.
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Вводя обозначения e(t, z) =
∞∑
n=0

tncn(z)
n! , F (t, u) =

∞∑
n=0

tnan(u)
n! = 1+

+ tu
1! +

t2(u− 1
2 )(u+ 1

2 )

2! + ..., получим из (53)

e(t, z) = F

(
(1 + i)t,

x+ y

2

)
F

(
(i− 1)t,

y − x
2

)
. (54)

Пользуясь (52), получим

tF (t, u) = TuF (t, u) = F

(
t, u+

1

2

)
−F
(
t, u− 1

2

)
. (55)

Решение разностного уравнения (55) обычным методом подста-

новки дает F (t, u) = C1A
2u + C2B

2u, где A, B — корни уравнения

A2 −At− 1 = 0, откуда, так как c1 = 1√
1+ t2

4

, c2 = 0,

F (t, u) =
1√

1 + t2

4

(
t

2
+

√
1 +

t2

4

)2u

,

e(t, z) =
1√

1 + t4

4

(
1 + i

2
t+

√
1 +

it2

2

)x+y(
i− 1

2
t+

√
1− it2

2

)y−x
.

(56)

Легко вывести следующие правила дифференцирования:

Dcn(z) = ncn−1

(
z +

1 + i

2

)
, (57)

De(t, z) = t

(
1 + i

2
t+

√
1 +

t2

2
i

)
e(t, z), (58)

De(t, z) = te

(
t, z +

1 + i

2

)
, (59)

Dcn(z) = ncn−1(z) + n(n− 1)b1cn−2(z) + ...+ n!bn−1c0(z), (60)

где bk — коэффициенты ряда

1 +

∞∑
k=1

bkt
k = t

1 + i

2
+

√
1 +

t2i

2
.
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Легко установить также равенство√
1 +

t4

4
e(t, z) = E(c, z), (61)

если

t

(
1 + i

2
t+

√
1 +

t2i

2

)
=

4c

(2− c)(2− ci)
. (62)

Функции cn(z) подобно z(n) являются аналогами степеней z в теории

аналитических функций непрерывного аргумента.

Другой аналог степеней получим, разлагая E1(t, z) = E(c(t), z),

где c(t) определяется из соотношения

4c(t)

(2− c(t))(2− ic(t))
= t, (63)

в ряд по степеням t.

В результате формулы (29) получим

DE1(t, z) = tE1(t, z). (64)

Определяя c∗n(z) по формуле: E1(t, z) =
∞∑
n=0

c∗n(z)
n! tn для c∗n(z), полу-

чим следующее правило дифференцирования:

Dc∗n(z) = nc∗n−1(z). (65)

Функции c∗n(z) имеют наиболее простое правило дифференциро-

вания, но наиболее сложное выражение.

Решая уравнение (63), получим

E1(t, z) =

(
1− i

2
t+

√
1 + (1 + i)t− t2i

2

)x
×

×

(
i− 1

2
t+

√
1 + (1 + i)t− t2i

2

)y
.

(66)
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Из (24) и (63) вытекает следующее соотношение:

z∫
0

E1(t, z)∆z =
1

2t

(
1 +

1 + i

2
t+

√
1 + (1 + i)t− t2i

2

)
(E1(t, z)− 1).

(67)

Используя соотношения:√
1 +

t4

4
e(t, z) = axby, a =

t(1 + i) +
√

4 + 2t2i

t(1− i) +
√

4− 2t2i
,

1 + c
2

1− c
2

= a, e(t, z) = E(c, z)
1√

1 + t4

4

, получим

z∫
0

e(t, z)∆z =

√
1 + t2i

2 +
√

1− t2i
2

2t
(e(t, z)− e(t, 0)). (68)

Пользуясь обозначениями:
√

1+ t2i
2 +

√
1− t2i2

2 = k0 + k1t+ k2t
2 + ...,

k0 = 1, k2m+1 = 0, k2m =

 1
2

m

 im+(−1)m

2m+1 , получим из (68) на

основании e(t, z) =
∞∑
n=0

tn

n! cn(z), следующее правило интегрирования:

z∫
0

cn(z)∆z =
cn+1(z)− cn+1(0)

n+ 1
+ k1(cn(z)− cn(0)) + nk2(cn−1(z)−

− cn−1(0)) + ...+ n!kn+1(c0(z)− c0(0)).

(69)

Пользуясь рядом 1
u+iv =

∞∑
n=0

vn

un+1 (−i)n, получим пример функ-

ции, удовлетворяющей соотношению A(z+ 1 + i)−A(z) + iA(z+ i)−

− iA(z + 1) = 0, заменяя в этом ряде vn, u−n−1 на введенные выше

an(v),
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bn+1(u). Так как 1
u+iv удовлетворяет обычным уравнениям Коши —

Римана, то A(z) =
∞∑
n=0

an(v)bn+1(u)(−i)n удовлетворяет соотношени-

ям (51), являющимся их конечно-разностными аналогами. Очевидно,

A(z+α), где α — вещественное иррациональное число, a z принима-

ет только целые значения, будет примером аналитической функции

целого аргумента.

Сама

A(z) =

∞∑
n=0

n−1∏
k=0

(
y − x+ n− 1

2
− k
) n∏
k=0

(
x+ y + n

2
− k
)−1

(−1)n

при целых x и y теряет смысл ввиду обращения в нуль x+y+n−2k

при соответствующих значениях x, y, n, k.

Для выяснения вопроса о сходимости ряда произведем следую-

щие оценки:

a2m(v)b2m+1(u) =

=
(v2 − ( 1

2 )2)(v2 − ( 3
2 )2) · · · (v2 − ( 2m−1

2 )2)

u(u2 − 12)(u2 − 22) . . . (u2 −m2)
=

= ±
(1− (2v)2

12 )(1− (2v)2

32 ) · · · (1− (2v)2

(2m−1)2 )

u(1− u2

12 ) · · · (1− u2

m2 )
×

×
(

1− 1

2

)2(
1− 1

4

)2

· · ·
(

1− 1

2m

)2

=

= O

( m∏
k=1

(
1− 1

2k

)2)
= O

(
exp−

m∑
k=1

1

k

)
= O

(
1

m

)
→ O;

( 2m−1
2 )2 − v2

m2 − u2
< 1

(
m > v2 − u2 − 1

4

)
.

Аналогично a2m−1(v)b2m(u) = O( 1
m ) → 0, a2m1−1(v)b2m1

(u) <

< a2m2−1(v)b2m2(u) (m1 > m2 > m0(u, v)), откуда сходимость ря-
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да становится очевидной. Очевидно, что

A(z) =

∞∑
m=0

(−i)m
Γ(u+ m+1

2 )Γ(v − m
2 )

Γ(u− m−1
2 )Γ(v + m+2

2 )
.

Также, пользуясь аналитичностью log(u+iv) = log u−
∞∑
n=1

(−i)n
n −

− vn

un (u = x+y
2 , v = y−x

2 ), получим функцию B(x + iy) = F (u) −

−
∞∑
n=1

(−i)n
n an(v)bn(u), удовлетворяющую условиям (3), если

TuF (u) = 1
u , т.е. если F (u+ 1

2 )− F (u− 1
2 ) = 1

u .

В качестве F (u) можно взять F (u) = Γ′

Γ (u + 1
2 ). Тогда получим

следующий результат:

B(z) =
Γ′

Γ

(
x+ y + 1

2

)
−
∞∑
n=1

(−i)n

n

n−1∏
k=0

(
y − x+ n− 1− 2k

x+ y + n− 1− 2k

)
,

который удовлетворяет соотношению (3) и, следовательно, B(z+α),

где α — иррационально, a z принимает лишь целые комплексные

значения, будет примером аналитической функции целого аргумен-

та, являющейся естественным аналогом логарифмической функции.



22. Об одном новом подходе к проблеме

распределения простых чисел

В этой работе рассматривается новый подход к проблеме распре-

деления простых чисел, основанный на известной теореме Вильсона:

если p простое число, то (p−1)!+1
p есть число целое.

Для дальнейшего нужна также следующая

Теорема 1. Число (n−1)!
n есть целое число, если n — составное,

не равное 4.

Объединяя теорему 1 с теоремой Вильсона, получим

Теорема 2.

(n− 1)!

n
≡ − 1

n
( mod 1), если n — простое,

(n− 1)!

n
≡ 0 ( mod 1), если n — составное, не равное 4,

(n− 1)!

n
≡ 1

2
( mod 1), если n = 4.

Теорема 1 для случая n = pα1
1 pα2

2 . . . pαkk , k > 1, очевидна, так как

pα1
1 < n, pα2

2 < n, . . . , pαkk < n; откуда (n− 1)! ≡ 0 (mod pα1
1 ),

(n− 1)! ≡ 0 (mod pα2
2 ), . . . , (n− 1)! ≡ 0 (mod pαkk ),

(n − 1)! ≡ 0 (mod n). В случае n = pα воспользуемся известной тео-

ремой: простое число p входит в m! в степени
∞∑
k=1

[m
pk

]. Поэтому, где

(pα − 1)! ≡ 0 (mod pω),

ω =

α−1∑
k=1

[
pα − 1

pk

]
=

α−1∑
k=1

(pα−k − 1) =
pα − 1

p− 1
− α.

Теорема 1 теперь вытекает из очевидного неравенства
α∑
k=1

(pα−k−1) ≥

≥ α, если p > 2, α ≥ 2 или p = 2, α > 2.
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Для дальнейшего нужны следующие известные теоремы:

Теорема 3. Из соотношения

∞∫
0

f(x)xs−1dx = g(s) (s = a+ ti) (1)

вытекает
1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

g(s)x−sds = f(x), (2)

и наоборот, если
∞∫
0

|f(x)|xa−1dx <∞,
∞∫
−∞
|g(a+ ti)|dt <∞, f(x),

g(a+ ti) измеримы (теорема Меллина).

Вводя обозначения L(f(x)) =
∞∫
−∞

f(x)xs−1dx и

L−1(g(s)) =
1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

g(s)x−sds,

очевидно, можем сформулировать теорему 3 следующим образом:

операторы L и L−1 обратны друг другу.

Введем также операцию

f1(x)© f2(x) =

∞∫
0

f1

(
x

t

)
f2(t)

dt

t
,

которую будем называть логарифмическим свертыванием, а резуль-

тат ее применения — логарифмической сверткой.

Известна также

Теорема 4.

L(f1(x)© f2(x)) = L(f1(x))L(f2(x)) (3)

(см., например, [47]).
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Нетрудно доказать следующее утверждение

Теорема 5. Аналитическая функция

F (s) = π cscπs sin 2π
Γ(s)

s

имеет в полуплоскости R(s) > 0 особые точки только в нечетных

простых числах, причем каждое простое число p > 2 является по-

люсом первого порядка с вычетом sin 2π
p .

Эта теорема является очевидным следствием из теоремы 2. Всле-

дствие известной оценки Γ(s) = O(e−
π
2 |t||t|σ− 1

2 )

π cscπs sin 2π
Γ(s)

s
= O(e−

3π
2 |t||t|σ− 3

2 )

(σ = R(s) = const, t = J(s)→ ±∞).

Отметим дальше

Теорема 6. Если f(s) — любая голоморфная в полуплоскости

R(s) > 0 функция, удовлетворяющая условию

f(s) = O

(
e( 3π

2 −ε)|t|
)
, R(s) = const, t = J(s)→ ±∞,

то

1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

π cscπs sin 2π
Γ(s)

s
f(s)ds =

∑
p≤N

sin
2π

p
f(p)+

+
1

2i

N+ 1
2 +∞i∫

N+ 1
2−∞i

cscπs sin 2π
Γ(s)

s
f(s)ds, (4)

где 0 < a < 3, N > 0 — любое целое число.

Эту теорему легко доказать, применяя теорему Коши о вычетах

к четырехугольнику с вершинами в точках a+Ti, a−Ti, N+ 1
2−Ti,
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N+ 1
2 +Ti и устремляя T к бесконечности. Аналогично доказывается

формула

1

2ik

a+∞i∫
a−∞i

csc
π(s− l)

k
sin

2πΓ(s)

s
f(s)ds =

∑
p ≤ N

p ≡ l ( mod k)

sin
2π

p
f(p)+

+
1

2ik

N+ 1
2 +∞i∫

N+ 1
2−∞i

csc
π(s− l)

k
sin 2π

Γ(s)

s
f(s)ds. (5)

Здесь csc π(s−l)
k в правой полуплоскости имеет простые полюсы

только в точках прогрессии s = km + l (m = 0, 1, 2, ...), а осталь-

ные множители голоморфны, причем sin 2π Γ(s)
s уничтожает полюсы

в точках прогрессии, являющихся составными числами, в силу тео-

ремы 2.

Очевидно, что для формулы (5) оценка

f(s) = O

(
e( 3π

2 −t)|t|
)

должна быть заменена на

f(s) = O

(
exp

((
k + 2

2k
− ε
)
π|t|
))

.

Если f(s) = O(sε), 0 < ε < 1, при s > 0, s→∞, то очевидно, что

функции

π cscπs sin 2π
Γ(s)

s
f(s)−

∑
p

sin
2π

p
f(p)

1

s− p
,

π cscπ
s− l
k

sin 2π
Γ(s)

s
f(s)− k

∑
p≡l ( mod k)

sin
2π

p
f(p)

1

s− p
,
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где в первом выражении суммирование распространено по всем про-

стым числам, во втором — по всем простым числам прогрессии p ≡

≡ l(mod k) являются голоморфными в правой полуплоскости.

Очевидно следующее обобщение изложенных результатов: если

h(s) — любая целая периодическая функция с периодом, равным

единице, такая, что h(0) = 0, g(s) — функция, голоморфная в правой

полуплоскости, то функция

π cscπs h

(
Γ(s)

s

)
g(s)

имеет в правой полуплоскости простые полюсы только в простых

числах s = p с вычетами (−1)ph(− 1
p )g(p) и в точке s = 4 с вычетом

h( 1
2 )g(4). Так же точно функция π cscπ s−lk h(Γ(s)

s ) имеет в правой

полуплоскости простые полюсы только в точке s = p, где p— простое

число, содержащееся в прогрессии p ≡ l (mod k) и при s = 4, если 4

принадлежит этой прогрессии. Кроме того, если g(s) удовлетворяет

оценке g(s) = O(e( 3π
2 −ε)|t|) при R(s) = σ = const, J(s) = t→ ±∞, то

1

2i

1+∞i∫
1−∞i

cscπs h

(
Γ(s)

s

)
g(s)ds = h

(
1

2

)
g(4)+

+ h

(
1

2

)
g(2)−

∑
2<p≤N

h

(
−1

p

)
g(p)+

+
1

2i

N+ 1
2 +∞i∫

N+ 1
2−∞i

cscπs h

(
Γ(s)

s

)
g(s)ds,

(6)

а также, если

g(s) = O

(
exp

((
k + 2

2k
− ε
)
π|t|
))

(t = J(s) = t→ ±∞, R(s) =

= const); 2 6≡ l ( mod k), 4 6≡ l ( mod k),
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1

2i

1+∞i∫
1−∞i

cscπ
s− l
k

h

(
Γ(s)

s

)
g(s)ds = −k

∑
p ≡ l ( mod k)

2 < p ≤ l

h

(
−1

p

)
g(p)+

+
1

2i

N+ 1
2 +∞i∫

N+ 1
2−∞i

cscπ
s− l
k

h

(
Γ(s)

s

)
g(s)ds. (7)

Интересен был бы случай, когда интегралы
N+ 1

2 +∞i∫
N+ 1

2−∞i
в правых ча-

стях формул (6), (7) стремятся к нулю при N →∞, так как тогда по-

лучилось бы выражение для бесконечных рядов, распространенных

по простым числам в виде интеграла от аналитической функции.

Ввиду изложенного очевидна важность исследования функций

h
(

Γ(s)
s

)
для случая голоморфной периодической h(s), имеющей пе-

риодом единицу, например для случая h(s) = sin 2πs. Формула (5)

дает

L−1

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
· 1

sa

)
=

1

2i

1+∞i∫
1−∞i

cscπs sin 2π
Γ(s)

s
· x
−s

sa
ds =

=
∑

2<p≤N

x−p

pa
sin

2π

p
+

1

2i

N+ 1
2 +∞i∫

N+ 1
2−∞i

cscπs sin 2π
Γ(s)

s
· x
−s

sa
ds,

откуда

L−1
(x→∞)

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
· 1

sa

)
=

∑
2<p≤N

x−p

pa
sin

2π

p
+O(x−N−1). (8)

Таким образом, функция Ha(x), определяемая формулой

Ha(x) =
1

2i

1+∞i∫
1−∞i

cscπs sin 2π
Γ(s)

s
· x
−s

sa
ds,
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имеет следующее асимптотическое разложение:

Ha(x) ∼
∑
p>2

sin
2π

p

x−p

pa
, (9)

где суммирование распространено по всем нечетным простым чис-

лам.

Ряд, стоящий в правой части формулы (9), хотя и является схо-

дящимся при x > 1, является только асимптотическим рядом. Отно-

сительно разности Ha(x)−
∑
p>2

sin 2π
p x
−p можно утверждать только,

что она стремится к нулю при x→∞ быстрее любой отрицательной

степени x.

Если a — целое число, то Va(s) = π cscπs
sa sin 2π Γ(s)

s будет во всей

плоскости комплексного переменного s однозначной аналитической

функцией, имеющей только простые полюсы в простых числах и изо-

лированные существенно особые точки в s = 0, s = −1, s = −2, ... .

Применяя теорему Коши о вычетах к четырехугольнику (1 + Ti,

1− Ti, −N − 1
2 + Ti, −N − 1

2 − Ti) и устремляя T к бесконечности,

получим аналогично предыдущему

Ha(x) = L−1(Va(s)) =
1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

Va(s)x−sds =

=

N∑
k=0

pk(x) +
1

2πi

−N− 1
2 +∞i∫

−N− 1
2−∞i

Va(s)x−sds,

(10)

где p0(x), p1(x), p2(x), ..., pN (x) — вычеты Va(s) x−s в точках s = 0,

− 1,−2, ...,−N. Здесь, в отличие от предыдущего, интеграл в правой
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части равенства стремится к нулю при N →∞. В самом деле

Γ

(
−N − 1

2
+ ti

)
=

Γ( 1
2 + ti)

(− 1
2 + ti)(− 3

2 + ti) · · · (−N − 1
2 + ti)

=

= O

(
1

(N − 1)!
e−

3π
2 |t|
)
,

sin 2π
Γ(−N − 1

2 + ti)

−N − 1
2 + ti

= O

(
1

N !
e−

π
2 |t|
)
,

Va

(
−N − 1

2
+ ti

)
= O

(
1

N !Na
e−

3π
2 |t|
)
.

Очевидно, что

pn(x) =
1

2i

∮
|s+n|=ρ

cscπs sin 2π
Γ(s)

s
· x
−s

sa
ds =

=
(−1)n

2i

∮
|s|=ρ

cscπs sin 2π
Γ(s− n)

s− n
· x−s+n ds

(s− n)a
,

где путь интеграции в первом интеграле — окружность радиуса

ρ < 1
2 с центром в точке −n, во втором — окружность радиуса ρ < 1

2

с центром в начале координат. Устремляя в формуле (10) N к бес-

конечности, получим

Ha(x) = L−1(Va(s)) =

∞∑
n=0

pn(x) =

=
1

2i

∮
|s|=ρ

cscπs x−s
∞∑
n=0

(−x)n

(s− n)a
sin

(
2π

Γ(s− n)

s− n

)
ds =

=
1

2i

∮
|s|=ρ

cscπs x−s
∞∑
n=0

xn

(s− n)a
sin

(
2π2 cscπs

(s+ 1)Γ(1− s+ n)

)
ds =

=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Cm,n

(
log

1

x

)m
xn,

(11)
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где

Cm,n =
1

2im!

∮
|s|=ρ

xm cscπs sin

(
2π2 cscπs

(s− n)Γ(1− s+ n)

)
ds

(s− n)a
. (12)

Отсюда и из (9) получим формулу

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Cm,n

(
log

1

x

)m
xn ∼

∑
p>2

sin
2π

p

x−p

pa
, (13)

где справа суммирование распространено по всем нечетным простым

числам и где Cm,n определены формулой (12). Соотношение

F (x) ∼ u1(x) + u2(x) + ...

означает здесь серию соотношений

F (x) =

n∑
k=1

uk(x) +O(un+1(x)) (n = 1, 2, 3, ...)

при x→∞.

Для получения других выражений для Ha(x) найдем

L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
=

1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

s−a sin 2π
Γ(s)

s
x−sds.

Очевидно,

L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
= −i

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2

n!
(2π)n−1×

×
1+∞i∫

1−∞i

Γ(s)n

sn+a
x−sds,

(14)

где n ≡ 1 (mod 2) означает, что суммирование распространено по

всем нечетным положительным n.
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Законность почленного интегрирования ряда легко может быть

обоснована.

Вычислим теперь L−1(Γ(s)n), L−1( 1
sn+a ). Согласно теореме 4

L−1(Γ(s)n) =
1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

Γ(s)nx−sds =

= e−x© e−x(+)...© e−x︸ ︷︷ ︸
n раз

.

Очевидно,

en(x) = L−1(I(s)n) =
1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

Γ(s)nx−sds =

=

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn−1
− t1 − . . .− tn−1

)
dt1 . . . dtn−1

t1 . . . tn−1
(15)

при n > 1, e1(x) = e−x,

∞∫
0

en(x)xs−1dx = Γ(s)n. (16)

Легко показать, что e2(x) = 2K0(2
√
x), где K0(t) — известная

цилиндрическая функция, пользуясь формулой Вороного

1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

Γ(s)2x−sds = 2K0(2
√
x)

или эквивалентной ей формулой

2

∞∫
0

K0(2
√
x)xs−1dx = Γ(s)2,
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или известным интегральным представлением 2K0(2
√
x)

2K0(2
√
x) =

∞∫
0

e−
x
t−t

dt

t
.

Из формулы

en(x) =
1

2πi

1+∞i∫
1−∞i

Γ(s)nx−sds (17)

вытекает, что y = en(x) удовлетворяет дифференциальному уравне-

нию (
−x d

dx

)n
y = yx.

Как известно из теории бесселевых функций,

2K0(2
√
x) = e2(x) ∼

√
πe−2

√
xx−

1
4

(
1− 12

16
x−

1
2 +

12 · 32

2 · 162
x−1 − ...

)
или

e2(x) ∼
√
πe−2

√
x
∞∑
k=0

(−1)k
(2k)!2

26kk!3
x−

2k+1
4 . (18)

Аналогичные разложения можно получить для

e3(x) = 2

∞∫
0

e−
x
tK0(2

√
t)
dt

t
,

для

e4(x) = 4

∞∫
0

K0

(
2

√
x

t

)
K0(2

√
t)
dt

t
и др.

Известная формула
1∫
0

(log 1
x )p−1xs−1dx = Γ(p)

sp показывает, что для

функции Θn(x), определенной равенствами Θp(x) =
(log 1

x )p

Γ(p) при

0 < x < 1 и Θp(x) = 0 при x > 1,

L(Θp(x)) =
1

sp
. (19)
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Из (16) и (19) следует, на основании теорем 6 и 4

Γ(s)n

sn+a
=

∞∫
0

ψn(x)xs−1dx, где ψn(x) = en(x)©Θn+p(x) =

=

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn−1τ
−

− t1 − t2 − . . .− tn−1

)
(log 1

τ )n+a

Γ(n+ a)

dt1dt2 . . . dtn−1dτ

t1t2 . . . tn−1τ
,

где интегрирование по t1, t2, . . . , tn−1 происходит в пределах от 0 до

∞, а по τ — от 0 до 1. Отсюда

L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
=

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2

n!Γ(n+ a)
(2π)n×

×
∞∫

0

· · ·
∞∫

0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn−1τ
− t1 − t2 − . . .− tn−1

)
×

×
(

log
1

τ

)n+a
dt1dt2 . . . dtn−1dτ

t1t2 . . . tn−1τ
.

(20)

Известная формула
∞∫
0

xs−1

1+x dx = π cscπs показывает, что L( 1
1+x ) =

= π cscπs, откуда, на основании теоремы 4, следует

Ha(x) = L−1

(
s−aπ cscπs sin 2π

Γ(s)

s

)
=

=

∞∑
m=0

(−1)m(2π)2m+1

(2m+ 1)!Γ(2m+ 1 + a)

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . t2m+2
−

−t1 − t2 − . . .− t2m
) (log 1

t2m+2
)2m+1+a

t1 . . . t2m+2(1 + t2m+1)
dt1 . . . dt2m+2, (21)

где интегрирование по t2m+2 происходит от 0 до 1, а по всем осталь-

ным переменным — от нуля до бесконечности. Отсюда и из формулы
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(9) следует соотношение

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn+1
− t1 − t2−

− . . .− tn+1

) (log 1
tn+1

)n+a

t1t2 . . . tn+1(1 + tn)
dt1 . . . dtn+1 ∼

∑
p>2

sin
2π

p
· x
pa
. (22)

Соотношение (22), подобно тождеству Эйлера, связывает ряд по

всем целым числам с рядом по простым числам. Однако оно явля-

ется только асимптотическим соотношением, и относительно разно-

сти между левой и правой частью формулы (22) можно утверждать

только, что она при x → ∞ стремится к нулю быстрее любой отри-

цательной степени x. Так же точно, основываясь на легко доказыва-

емой формуле

k

∞∫
0

xk−l+s−1

1 + xk
dx = L

(
kxk−l

1 + xk

)
= −π cscπ

s− l
k

(0 < l < k, l − k < Re(s) < l),

получим [ср. (5)]∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n+1

2

n!Γ(n+ a)
(2π)n×

×
∞∫

0

. . .

∞∫
0

1∫
0

exp

(
−x

t1t2 . . . tnτ
− t1 − . . .− tn−1

)
×

×
(

log
1

τ

)n+a
tk−ln

1 + tkn

dt1 . . . dtndτ

t1 . . . tnτ
∼

∑
p ≡ l ( mod k)

sin
2π

p

x−p

pa
.

(23)

Очевидно, формулу (20) можно записать также следующим об-

разом:

L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
=
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=
∑

n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2

n!Γ(n+ a)
(2π)n

1∫
0

en

(
x

τ

)(
log

1

τ

)n+a−1
dτ

τ
,

откуда на основании L−1(π cscπ s−lk ) = −kx
k−l

1+xk
,

L−1

(
s−aπ cscπ

s− l
k

sin 2π
Γ(s)

s

)
= k

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n+1

2

n!Γ(n+ a)
×

×(2π)n
∞∫

0

1∫
0

en

(
x

tτ

)
(log 1

τ )n+a−1tk−l−1

(1 + tk)τ
dtdτ.

Вводя обозначения Φa(x, y) =
∑

n≡1 (mod 2)

(−1)
n−1

2

n!Γ(n+a)en(x)yn, полу-

чим
1

k
L−1

(
s−aπ cscπ

s− l
k

sin 2π
Γ(s)

s

)
=

=
−1

k

∞∫
0

1∫
0

Φa

(
x

tτ
, 2π log

1

τ

)
(log 1

τ )a−1tk−l−1

(1 + tk)τ
dtdτ. (24)

Очевидно, что выражение 1
sa(s−m) sin 2π Γ(s)

s , гдеm— целое число,

представляет функцию, голоморфную в правой полуплоскости, если

m — составное или m = 2, и имеет в точке s = m единственный

полюс с вычетом — 1
ma sin 2π

m , если m — нечётное простое число.

Отсюда аналогично предыдущему

L−1

(
1

sa(s−m)
sin 2π

Γ(s)

s

)
∼

∼

 −m−a sin 2π
m x
−m, если m — простое,

0, если m — составное,

если соотношение f(x) ∼ g(x) означает, что f(x)− g(x) стремится к

нулю быстрее любой отрицательной степени x.
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Легко показать, что

L−1

(
1

s−m

)
=

 x−m, при x ≥ I,

0, при 0 < x < I,

и поэтому, если положить

Wa(x) = L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
=

=
1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

sin 2π
Γ(s)

s

x−s

sa
ds,

то
∞∫

1

Wa

(
x

t

)
t−m−1dt ∼

∼

 − 1
ma sin 2π

m x
−m, если m— простое число,

0, если m— составное число.

Все предыдущие соображения допускают следующее очевидное

обобщение: если в формуле (4) в качестве f(s) возьмем f(s) =

= g(s)x−s, g(s) =
∞∫
0

F (t)ts−1dt, где F (t) — любая непрерывная функ-

ция, удовлетворяющая оценкам: F (t) = O(1) при t → 0, F (t) =

= O(t−k) при t→∞, где k — любое число, то

L−1

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
g(s)

)
=

=
∑

n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

∞∫
0

. . .

∞∫
0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn+2
− t1 − . . .−

−tn−1

) log( 1
tn+2

)n+a−1

1 + tn
F (tn+1)

dt1 . . . dtn+2

t1 . . . tn+2
∼
∑
p

sin
2π

p
g(p)x−p

и поэтому получаем следующую теорему:
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Для любой непрерывной функции F (x), стремящийся к нулю

быстрее любой отрицательной степени x, когда x → ∞, справед-

лива следующая формула:

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

∞∫
0

. . .

∞∫
0

1∫
0

exp

(
− x

t1t2 . . . tn+2
− t1 − . . .−

−tn−1

)
F (tn)

1 + tn+1

(
log

1

tn+2

)n+a−1
dt1 . . . dtn+2

t1 . . . tn+2
∼

∼
∑
p

sin
2π

p

∞∫
0

F (t)tp−1dt
x−p

pa
, (25)

где n пробегает все нечетные целые положительные числа, а p —

все простые числа.

Пользуясь ранее введёнными обозначениями, формулу (25) мож-

но написать следующим образом:

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n−1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

∞∫
0

∞∫
0

1∫
0

en

(
x

t1t2t3

)
F (t1)

1 + t2
×

×
(

log
1

t3

)n+a−1
dt1dt2dt3
t1t2t3

∼
∑
p

sin
2π

p

∞∫
0

F (t)tp−1dt
x−p

pa
. (26)

Здесь en(x) — «символические степени» функции e−x, определя-

емые формулами (16), (17).

Очевидно также, что

∑
n≡1 ( mod 2)

(−1)
n+1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

∞∫
0

∞∫
0

1∫
0

en

(
x

t1t2t3

)
F (t1)tk−l2

1 + tk2
×

×
(

log
1

t3

)n+a−1
dt1dt2dt3
t1t2t3

∼
∑

p≡l ( mod k)

sin
2π

p

∞∫
0

F (t)tp−1dt
x−p

pa
.

(27)
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Легко построить аналитическую функцию, имеющую в правой

полуплоскости простые полюсы только в точках s = p, где p и p+2 —

простые числа, и, таким образом, указать новый подход к «проблеме

двойников».

Такой функцией будет π cscπs sin 2π Γ(s)
s sin 2π Γ(s+2)

s+2 . Вычет ее в

точке s = p очевидно равен sin 2π
p sin 2π

p+2 .

Совершенно аналогично предыдущему получим

L−1

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2
· f(s)

sa(s+ 2)a

)
=

=
1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

π cscπs sin 2π
Γ(s)

s
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2
f(s)×

× x−s

sa(s+ 2)a
ds ∼ −

∑
p

′
sin

2π

p
sin

2π

p+ 2
f(p)

x−p

pa(p+ 2)a
,

(28)

где 0 < a < 1, f(s) — любая функция, голоморфная в полуплоскости

Re(s) > 0, удовлетворяющая оценке f(s) = O(e(2π−ε)|t|), p пробегает

все «двойники», т.е. простые числа, для которых p+2 также простое

число. Теорема о «свертывании» дает

L−1

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2
· 1

sa(s+ 2)a

)
=

= L−1(π cscπs)© L−1

(
sin 2π

Γ(s)

s

1

sa

)
©

©L−1

(
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2

1

(s+ 2)a

)
=

=
1

1 + x
©Wa(x)© x2Wa(x), (29)

где

Wa(x) = L−1

(
s−a sin 2π

Γ(s)

s

)
=
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=
∑

n≡l ( mod 2)

(−1)
n−1

2 (2π)n

n!Γ(n+ a)

1∫
0

en

(
x

t

)(
log

1

t

)n+a−1
dt

t
.

Из (28) и (29) следует

1

1 + x
©Wa(x)© x2Wa(x) ∼

∼ −
∑′

p

1

pa(p+ 2)a
sin

2π

p
sin

2π

p+ 2
x−p, (30)

где p пробегает все «двойники». Совершенно аналогично, рассмат-

ривая π cscπs sin 2π Γ(s)
s sin 2π Γ(s+d)

s+d , где d — данное целое положи-

тельное число, получим

1

1 + x
©Wa(x)© xdWa(x) ∼

∼
∑′

p

1

pa(p+ d)a
sin

2π

p
sin

2π

p+ d
x−p, (31)

где p пробегает все такие простые числа, для которых p + d также

простое число. Аналогично можно доказать формулу

xk−l

1 + xk
©Wa(x)© xdWa(x) ∼

∼
∑′

p≡l ( mod k)

1

pa(p+ d)a
sin

2π

p
sin

2π

p+ d
x−p, (32)

где p пробегает все такие простые числа, для которых p+ d простое

число и которые, кроме того, удовлетворяют сравнению

p ≡ l (mod k). Отсюда, в частности, следует xk−l

1+xk
©Wa(x)©

© xdWa(x) = O(x−q), где q — наименьшее простое число с указан-

ными свойствами. Если при данных k, l и d не существует простых

чисел p таких, что p ≡ l (mod k) и p+ d также простое, то

xk−l

1 + xk
©Wa(x)© xdWa(x) ∼ 0, т.е.
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xk−l

1 + xk
©Wa(x)© xdWa(x)

при x → ∞ стремится к нулю быстрее любой отрицательной степе-

ни x. Можно также доказать, аналогично тому, как была доказана

формула (25):

xk−l

1 + xk
©Wa(x)© xdWa(x)© F (x) ∼

∼
∑

p≡l ( mod k)

sin 2π
p sin 2π

p+d

pa(p+ d)a

∞∫
0

F (t)tp−1dtx−p (33)

для любой F (x), непрерывной в интервале (0,∞) и удовлетворяющей

условиям F (x) = O(1) при x → 0, F (x) = O(x−k) при x → ∞ и при

любом k. Другие выражения для

L−1

(
π cscπs sin 2π

Γ(s)

s
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2

)
можно получить, пользуясь тождеством

cos 2π

(
Γ(s+ 2)

s+ 2
− Γ(s)

s

)
− cos 2π

(
Γ(s+ 2)

s+ 2
+

Γ(s)

s

)
=

= 2 sin 2π
Γ(s)

s
sin 2π

Γ(s+ 2)

s+ 2
=

=
∑

k≡0 ( mod 2)

(2π)k(−1)
k
2

k!

{(
1

s+ 2
− 1

s2(s+ 1)

)k
−

−
(

1

s+ 2
+

1

s2(s+ 1)

)k}
Γ(s+ 2)k,

умножая его на π cscπs, применяя операцию L−1 почленно и учиты-

вая, что согласно теореме о свертывании

L−1(ak(s)Γ(s+ 2)k) = L−1(ak(s))© x2ek(x),
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где

ak(s) =

(
1

s+ 2
− 1

s2(s+ 1)

)k
−
(

1

s+ 2
+

1

s2(s+ 1)

)k
.

Значение L−1(ak(s)) = 1
2πi

1+∞i∫
1−∞i

ak(s)x−sds можно легко вычис-

лить, применяя теорему Коши о вычетах.

Вводя обозначение bk(x) = L−1(ak(s)), получим

∑
n≡0 ( mod 2)

(−1)
n
2 (2π)n

n!

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

en

(
x

t1t2t3

)
bn(t1)

1 + t2
F (t3)

dt1dt2dt3
t31t

3
2t

3
3

∼

∼ −
∑
p

sin
2π

p
sin

2π

p+ 2
x−p−2

∞∫
0

F (t)tp−1dt, (34)

где p пробегает все простые числа такие, что p + 2 также простое

число и где F (x) — любая функция со свойствами, указанными при

выводе (33).

∗ ∗ ∗

В заключение укажем некоторые свойства функций en(x), связь

которых с теорией простых чисел выяснена выше. Очевидно,

∞∫
0

en

(
x

t

)
em(t)

dt

t
= em+n(x). (35)

Далее, возводя обе части тождества Гаусса

Γ(s)Γ

(
s+

1

k

)
· · ·Γ

(
s+

k − 1

k

)
= (2π)

1
2 (k−1)k

1
2−ksΓ(ks)

в n-ю степень, применяя к обеим частям равенства операцию L−1 и

учитывая теорему о свертывании и формулы L−1(Γ(s)n) = en(x),

L−1

(
Γ

(
s+

1

k

)n)
= x

1
k en(x), . . . ,
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L−1

(
Γ

(
s+

k − 1

k

)n)
= x

k−1
k en(x),

L−1(k−knsΓ(ks)n) =
1

k
en(kn k

√
x),

получим

en(x)© x
1
k en(x)© . . .© x

k−1
k en(x) =

= (2π)
n
2 (k−1)en(Kn k

√
x). (36)

Аналогично, другие свойства гамма-функции приводят к выводу

соответствующих свойств функций en(x). Как было указано выше,

e2(x) = 2K0(2
√
x). Из формулы (8.19.6) [47, с. 316] следует

4

∞∫
0

K0(2
√
x)2xs−1dx =

Γ(s)4

Γ(2s)
,

откуда

L−1(Γ(s)4) = L−1

(
Γ(s)4

Γ(2s)
Γ(2s)

)
= L−1

(
Γ(s)4

Γ(2s)

)
©

©L−1(Γ(2s)) = 2K0(2
√
x)2© e−

√
x

или

en(x) = L−1(Γ(s)4) = 2

∞∫
0

K0

(
2

√
x

t

)2

e−
√
t dt

t
. (37)

Очевидно также, что

e3(x) = 2

∞∫
0

K0

(
2

√
x

t

)
e−t

dt

t
,

e4(x) = 4

∞∫
0

K0

(
2

√
x

t

)
K0(2

√
t)
dt

t
,
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e5(x) = 2

∞∫
0

∞∫
0

K0

(
2

√
x

t1t2

)2

e−
√
t1−t2 dt1dt2

t1t2
,

откуда вытекают асимптотические разложения для e3(x), e4(x),

e5(x), аналогичные (18).

Можно получить другое аналитическое выражение для en(x),

учитывая

en(x) = lim
α→0

∞∫
α

. . .

∞∫
α

e
− x
t1t2...tn−1 e−t1 . . . e−tn−1

dt1
t1
· · · dtn−1

tn−1

и разлагая в интеграле множитель e−
x

t1t2...tn−1 в бесконечный ряд:

en(x) = lim
α→0

∞∑
m=0

(−x)m

m!

( ∞∫
α

e−t
dt

tm+1

)n−1

. (38)



23. Пространство Гильберта

и теория чисел

Часть вторая

(Представлено академиком И. М. Виноградовым)

Здесь рассматриваются приложения общих построений, разви-

тых в первой части [65] этой работы, к конкретным вопросам теории

чисел и теории ортогональных систем.

В первой части этой работы доказывалось, что если последова-

тельность элементов пространства Гильберта обладает Dg-свойст-

вом, т.е. для нее (fn, fm) = g((n,m)), где (m,n) — общий наибольший

делитель m и n, a g(t) — данная функция от целого аргумента, то

последовательность γ1, γ2, γ3, ..., где γn =
∑
d/n

µ(nd )fd, будет ортого-

нальной.

Кроме того, если

(γn, γn) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
g(d) = G(n) > 0,

то ψn = 1√
G(n)

∑
d/n

µ(nd )fd образуют очевидно ортонормированную

последовательность.

Настоящий параграф посвящен построению примеров последова-

тельностей, обладающих D-свойством для случая, когда гильберто-

во пространство конкретизировано как пространство всех функций,

определенных в данной области ∆, с суммируемым по Лебегу квад-

ратом модуля.

Эти последовательности интересны как материал для построения

ортонормированных последовательностей. Все возникающие при
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этом ортонормированные последовательности являются новыми, об-

ладающими свойственным теоретико-числовым функциям «прыга-

ющим» характером поведения.

Укажем два метода построения систем, обладающих D-свойст-

вом.

а) Первый метод. Первый пример последовательности, обладаю-

щей, согласно принятой здесь терминологии, D-свойством, а также

первый пример приложения такой системы к теории чисел был дан

Франэлем в его теореме о числах Фарея [15, с. 170]. В указанном

месте доказывается, что
1∫

0

fn(x)fm(x)dx = (n,m)2,

если

fn(x) =
√

12n

(
nx− [nx]− 1

2

)
.

Эту формулу, а также вытекающие из нее арифметические след-

ствия можно существенно обобщить.

Рассмотрим любую вещественную функцию F (x), удовлетворяю-

щую функциональному уравнению

F (mx) = ms−1
m−1∑
k=0

F

(
x+

k

m

)
. (1)

Тогда, очевидно, тому же уравнению будет удовлетворять и

Φ(x) = F (x− [x]) :

Φ(mx) = ms−1
m−1∑
k=0

Φ

(
x+

k

m

)
. (2)

В самом деле (2) верно при 0 ≤ x < 1
m , так как тогда оно совпа-

дает с (1), но обе части равенства (2) имеют период, равный 1
m , и,
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следовательно, (2) верно при любом x. Предполагая, что Φ(x) есть

функция с суммируемым по Лебегу в интервале (0,1) квадратом мо-

дуля, вычислим
1∫
0

Φ(mx)Φ(nx)dx.

Рассмотрим сначала случай n = 1; тогда

1∫
0

Φ(mx)Φ(x)dx =

m−1∑
k=0

k+1
m∫
k
m

Φ(mx)Φ(x)dx.

Производя в каждом члене замену переменных x = k
m+t и учитывая

периодичность Φ(x) и (2), получаем

1∫
0

Φ(mx)Φ(x)dx =

1
m∫

0

Φ(mt)

m−1∑
k=0

Φ

(
t+

k

m

)
dt =

= m1−s

1
m∫

0

Φ(mt)2dt = m−s
1∫

0

Φ(t)2dt = Cm−s,

где

C =

1∫
0

Φ(t)2dt.

Рассмотрим случай (n,m) = 1. Аналогично предыдущему, здесь

1∫
0

Φ(mx)Φ(nx)dx =

1
m∫

0

Φ(mt)

m−1∑
k=0

Φ

(
nt+

nk

m

)
dt

или, учитывая, что вместе k nk также пробегает полную систему

вычетов по модулю m и поэтому, вследствие периодичности Φ(x),

m−1∑
k=0

Φ

(
nt+

nk

m

)
=

m−1∑
k=0

Φ

(
nt+

k

m

)
= m1−sΦ(mnt),
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имеем
1∫

0

Φ(mx)Φ(nx)dx = m1−s

1
m∫

0

Φ(mt)Φ(mnt)dt =

= m−s
1∫

0

Φ(t)Φ(nt)dt = C(mn)−s.

В случае любых m,n введем обозначения:

(m,n) = D, n = n′D, m = m′D.

Тогда

(m′, n′) = 1,

1∫
0

Φ(m′Dx)Φ(n′Dx)dx =

=

1∫
0

Φ(m′x)Φ(n′x)dx = C(m′n′)−s = C
D2s

msns
.

Отсюда получаем следующую теорему:

Если вещественная функция F (x) с суммируемым по Лебегу

квадратом удовлетворяет соотношению (1), то

fn(x) =
1√
C
nsF (nx− [nx]),

где C =
1∫
0

F (x)2dx обладают Dg-свойством со значением g(t) = t2s,

или, иными словами,

1∫
0

fn(x)fm(x)dx = (n,m)2s. (3)

Отсюда следует, что

ψn(x) =
1√
G(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
fd(x) =
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=
1√

Cϕ2s(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dsF (dx− [dx])

образуют в этом случае ортонормированную систему пространства

L2(0, 1).

Пример A1. Простейшим примером функции, удовлетворяющей

соотношению (1) со значением s = 1, является

F (x) = − log(2| sinπx|),

в чем можно убедиться, пользуясь тождеством

sinπmx = 2m−1
m−1∏
k=0

sin

(
πx+

πk

n

)
.

Здесь

C =

1∫
0

(log 2| sinπx|)2dx =
π2

12
,

поэтому

fn(x) =

√
12

π
n log(2| sinπnx|)

удовлетворяют соотношению

(fn, fm) = (n,m)2

и, следовательно,

ψn(x) =

√
12

π
√
ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d log(2| sinπdx|) (4)

образуют ортонормированную систему пространства L2(0, 1).

Пример A2. Известно [18, с. 21], что полиномы Бернулли удо-

влетворяют соотношению

Bk(mx) = mk−1
m−1∑
s=0

Bk

(
x+

s

m

)
. (5)
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Известно также (там же, с. 31), что
1∫

0

Bk(x)Bl(x)dx = (−1)l+1 k!l!

(k + l)!
Bk+l, (6)

откуда
1∫

0

Bk(x)2dx =
k!2

(2k)!
|B2k|.

Согласно предыдущему, отсюда следует, что

ψn;k(x) =
1√

k!2

(2k)! |B2k|ϕ2k(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dkBk(dx− [dx]) (7)

образуют ортонормированную систему пространства L2(0, 1). Эта си-

стема указана мною в работе [64]. Можно показать, что если

k 6≡ l (mod 2), то функции

1, ψ1;k, ψ2;k, . . . ,

ψ1;l, ψ2;l, ...
(8)

образуют полную ортонормированную систему L2(0, 1).

Из полноты этой системы следует для любых f(x) и g(x)

(f, g) = (f, 1)(g, 1) +

∞∑
n=1

(f, ψn;k)(g, ψn;k) +

∞∑
n=1

(f, ψn;l)(g, ψn;l), (9)

откуда можно получить много тождеств теоретико-числового харак-

тера. Пользуясь примером A1, легко доказать, что последователь-

ность f∗1 (x), f∗2 (x), f∗3 (x), . . . , где

f∗n(x) =

√
24n

π
3
2

log | sin(2n arctg x)|
1 + xi

,

удовлетворяет соотношению
∞∫

0

f∗m(x)f∗n(x)dx = (m,n)2.
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Легко видеть также, что

sin(2n arctg x) =
x√

1 + x2
Qn

(
x√

1 + x2

)
,

где Qn(t) — полином, определяемый соотношением

sin 2nϕ = sinϕQn(cosϕ),

откуда

f∗n(x) =

√
24

π
3
2

n
log |Qn( x√

1+x2
)|+ log 2x√

1+x2

1 + xi
.

Также легко видеть, что

Fn(x) =

√
24

π
3
2

n
log |Qn(x)|+ log 2

√
1− x2

4
√

1− x2

удовлетворяют соотношению

1∫
0

Fn(x)Fm(x)dx = (n,m)2.

Из теоремы 2 первой части этой работы следует, что

ψ∗n(x) =
1√
ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
f∗d (x)

и

Ψn(x) =
1√
ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
Fd(x)

образуют ортонормированные системы пространств L2(0,∞) и

L2(0, 1) соответственно.

б) Второй метод. Второй метод построения последовательно-

стей, обладающихD-свойством, отличается от первого большей общ-

ностью и обладает тем преимуществом, что каждый раз выясняется
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то подпространство, на котором система будет полной. Этот способ

дается непосредственно теоремой 3 первой части этой работы.

Смысл теоремы состоит в том, что если α1, α2, α3, ... образуют

ортонормированную систему некоторого функционального гильбер-

това пространства и ω(n) — мультипликативная функция со сходя-

щейся суммой квадратов модулей, то

fn(x) =
1√
σ
ω(n)

−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn(x)

образуют последовательность, обладающую Dg-свойством со значе-

нием g(t) = |ω(t)|−2, полную на линейной замкнутой оболочке после-

довательности αn(x). Здесь

σ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2.

Теоремы первой части работы показывают, что ψn(x), определя-

емые формулами

ψn(x) =
1√
G(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
fd(x),

где

G(n) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
|ω(d)|−2 = |ω(n)|−2

∏
p/n

(1− |ω(p)|−2),

образуют ортонормированную систему, эквивалентную системе

αn(x). Наша задача — выбрать αn(x) и ω(k) таким образом, что-

бы суммы
∞∑
k=1

ω(k)αkn можно было представить в наиболее простой

форме. Для случая L2(0, 1) легко указать пример такого выбора, так

как известно, что
∞∑
n=1

cos 2πnx
n2r и

∑
sin 2πnx
n2r+1 могут быть просто выра-

жены через полиномы Бернулли. Отсюда вновь легко можно полу-

чить пример A2, причем делается очевидным, на основании теорем
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4 и 5 первой части, что система ψn;k(x) при k четном эквивалентна

системе
√

2 cos 2πnx (n = 1, 2, 3, ...), а при k нечётном эквивалент-

на системе
√

2 sin 2πnx. Две функциональные системы мы называем

эквивалентными, если их линейные замкнутые оболочки совпадают.

Отсюда, учитывая теорему о полноте тригонометрической системы,

легко видеть, что система

ψ1;k, ψ2;k, ψ3;k, ...

1

ψ1;l, ψ2;l, ψ3;l, ...

есть полная система пространства L2(0, 1), если k ≡ l (mod 2). Слу-

чай

αn(x) =
√

2 cos 2πnx, ω(n) =
1

n

дает снова пример A1, причем становится очевидным, что ортонор-

мированная последовательность

ψn(x) =

√
12

π
√
ϕ2(n)

log

∣∣∣∣∏
d/n

(2 sinπdx)dµ(nd )

∣∣∣∣
эквивалентна последовательности cos 2πnx (n = 1, 2, 3, ...).

В случае, если те же последовательности косинусов или синусов

перенумеруем иначе, получим другие примеры. Например, полагая

ω(n) =
1

n
, αn(x) = −

√
2 sin 2π(n+ n0)x,
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получим

fn(x) = −n
√

12

π

∞∑
k=1

1

k
sin 2π(n0 + nk) =

=
n
√

12

π
sin 2πn0x log |2 sinπnx|+

+ n
√

12 cos(2πn0x)

(
nx− [nx]− 1

2

)
.

Отсюда следует, что

ψn(x) =

√
12

π
√
ϕ2(n)

sin 2πn0x
∑
d/n

µ

(
n

d

)
d log |2 sin 2πdx|+

+

√
12√

ϕ2(n)
cos 2πn0x

∑
µ

(
n

d

)
d

(
dx− [dx]− 1

2

) (10)

образуют ортонормированную систему, эквивалентную системе

sin 2π(n0 + 1)x, sin 2π(n0 + 2)x, ...,

все функции которой ортогональны к
√

2 sin 2πkx (k = 1, 2, 3, ..., n0)

и образуют вместе с последними ортонормированную систему, пол-

ную на пространстве всех синусов (всех функций f(x), удовлетворя-

ющих почти всюду условию f(x) = −f(1− x)).

Так же можно получить ортонормированную систему

ψn(x) =

√
12

π
√
ϕ2(n)

cos 2πn0x
∑
d/n

µ

(
n

d

)
d log |2 sin 2πdx|−

−
√

12√
ϕ2(n)

sin 2πn0x
∑
d/n

µ

(
n

d

)
d

(
dx− [dx]− 1

2

)
.

(11)

Ортонормированные системы формул (10) и (11) вместе с конечной

системой 1,
√

2 sin 2πkx,
√

2 cos 2πkx (k = 1, 2, 3, ..., n0) образуют пол-

ную ортонормированную систему L2(0, 1).
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Легко получить разложения в ряды Фурье для различных ор-

тонормированных систем, полученных выше. Пользуясь формулой

Куммера

∞∑
n=1

log n

πn
sin 2πnx = log Γ(x− [x]) +

(
x− [x]− 1

2

)
×

× (C + log 2 + log π)− 1

2
log π +

1

2
log | sinπx|,

(12)

легко получить разложение

γ(x) =
√

12 log Γ(x− [x]) +

(
C + log 2 + log π +

ζ ′

ζ
(2)

)
ψ1(x)−

−
√

3 log π +
√

3 log | sinπx| =
∞∑
n=1

Λ(n)√
ϕ2(n)

ψn(x),

(13)

где

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
µ

(
n

d

)
d

(
dx− [dx]− 1

2

)
,

Λ(n) — функция Мангольдта.

Вопрос о том, будет ли ряд Фурье (13), сходящийся к γ(x) в смыс-

ле метрики гильбертова пространства, сходиться в обычном смысле,

мною не решен.

В первой части работы доказывается, что последовательность

fn =
ω(n)

−1

√
σ

∞∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)αkn,

где

ω(ab) = ω(a)ω(b), σ =

∞∑
k=1

(k,N)=1

|ω(k)|2,

система α1, α2, α3, ... ортонормирована, обладает свойством

(fn, fm) = g(n,m), если (n,N) = 1, (m,N) = 1, причем g(t) =
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= |ω(t)|−2. Ввиду того, что соотношение (fn, fm) = g(n,m) выполня-

ется не всегда, а только для m и n, взаимно простых с данным N,

его можно назвать ограниченным Dg-свойством.

Легко показать, что

ψn = G(n)−
1
2

∑
d/n

µ

(
n

d

)
fd

(
G(n) =

∑
d/n

µ

(
n

d

)
g(d)

)
,

где n пробегает все числа, взаимно простые с N, образуют ортонор-

мированную систему, эквивалентную системе αn, где n пробегает все

значения, взаимно простые с N.

Доказательство этих положений совершенно аналогично доказа-

тельству теорем 4 и 5 первой части. Так как αn с номерами, не вза-

имно простыми с N, не участвуют в построении ψn, то можно взять

в качестве αn любую ортонормированную систему, снабдив все ее

элементы только индексами, взаимно простыми с N. Если даны αn

со всеми номерами, то, подразумевая под q любое число, не имеющее

ни одного простого делителя, не входящего в N, вводим обозначения:

f (q)
n =

ω(n)
−1

√
σ

∞∑
k=1

(k,N)=1

ω(k)αknq, ψ(q)
n = G(n)−

1
2

∑
d/n

µ

(
n

d

)
f

(q)
d ,

(n,N) = 1, σ =
∑

(k,N)=1

|ω(k)|2.

Тогда очевидно, ψ(q)
n , где n пробегает все значения, взаимно простые

с N, а q — все числа, простые делители которых входят в N, образу-

ют ортонормированную систему, эквивалентную α1, α2, α3, ... . Здесь

в качестве ω(n) можно взять χ(n)
nz , Re(z) > 1

2 , где χ — характер

Дирихле по модулю N.
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Легко найти конечное выражение для сумм

∞∑
n=1

χ(n)

n2p
cos 2πnx,

∞∑
n=1

χ(n)

n2p+1
sin 2πnx,

где χ — характер Дирихле по модулю N.

В самом деле, обозначая
∞∑
n=1

sin 2πnx
nk

через Fk(x) и учитывая со-

отношения

N∑
l=1

cos 2π
al

N
sin 2πn

(
x+

l

N

)
=

1

2
N sin 2πnx,

если n ≡ ± a (mod N), и

N∑
l=1

cos 2π
al

N
sin 2πn

(
x+

l

N

)
= 0,

если n ≡ ± a (mod N), имеем при N > 2, (a,N) = 1

2
χ(a)

N

N∑
l=1

cos 2π
al

N
Fk

(
x+

l

N

)
=

∑
n≡a ( mod N)

χ(n)

nk
sin 2πnx+

+
∑

n≡−a( mod N)

χ(−n)

nk
sin 2πnx.

В случае χ(−1) = 1 получим

2
χ(a)

N

N∑
l=1

cos 2π
al

N
Fk

(
x+

l

N

)
=

∑
n≡a ( mod N)

χ(n)

nk
sin 2πnx+

+
∑

n≡−a ( mod N)

χ(n)

nk
sin 2πnx.

Суммируя по всем a = 1, 2, ..., N, получаем

∞∑
n=1

χ(n)

nk
sin 2πnx =

1

N

N∑
a=1

N∑
l=1

χ(a) cos 2π
al

N
Fk

(
x+

l

N

)
. (14)
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В случае χ(−1) = −1 пользуемся соотношением

N∑
l=1

cos 2π
al

N
cos 2πn

(
x+

l

N

)
=

=


+ 1

2N cos 2πnx, если n ≡ a ( mod N),

+ 1
2N cos 2πnx, если n ≡ −a ( mod N),

0, если n 6≡ ±a ( mod N).

Если же

F ∗k (x) =

∞∑
n=1

cos 2πnx

nk
, χ(−1) = +1, N > 2,

то имеем аналогично

∞∑
n=1

χ(n)

nk
cos 2πnx =

1

N

N∑
l=1

N∑
a=1

χ(a) cos 2π
al

N
F ∗k

(
x+

l

N

)
. (15)

Вводя сокращенные обозначения:

C(N,χ, l) =
1

N

N∑
a=1

χ(a) cos 2π
al

N
,

S(N,χ, l) =
1

N

N∑
a=1

χ(a) sin 2π
al

N

и учитывая формулы (14) и (15) и то, что

σ =

∞∑
(n,N)=1

|ω(n)|2 =

∞∑
(n,N)=1

1

n2k
=
∏
p/N

(
1− 1

p2k

)
ζ(2k) =

= N−2kϕ2k(N)
(2π)2k

2(2k)!
|B2k|,

получим

fn(x) =
√

2
ω(n)

−1

√
σ

∑ χ(m)

mk
sin 2πmnx =
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=

(
k!2

2k
|B2k|

)− 1
2 Nknk√

ϕ2k(N)
χ(N)

N∑
l=1

C(N,χ, l)×

×Bk
(
nx+

l

N
−
[
nx+

l

N

])
,

если k ≡ 1 ( mod 2), χ(−1) = 1. В случае чётного k

F ∗k (x) =
∑ cos 2πmx

mk
= ± (2π)k

2k!
Bk(x− [x]),

fn(x) =
√

2
ω(n)

−1

√
σ

∞∑
m=1

χ(m)

mk
cos 2πmx =

=
√

2
nkχ(n)Nk√
σϕ2k(N)

N∑
l=1

C(N,χ, l)F ∗k

(
x+

l

N

)
.

Поэтому

fn(x) =

(
k!2

(2k)!
|B2k|ϕ2k(N)

)− 1
2

Nknkχ(n)×

×
N∑
l=1

C(N,χ, l)Bk

(
nx+

l

N
−
[
nx+

l

N

])
удовлетворяют соотношению (fm, fn) = g((m,n)) = (m,n)2k при

условии (n,N) = 1, (m,N) = 1, χ(−1) = 1 как при четном, так

и при нечётном k. Отсюда следует предложение: если χ(n) — харак-

тер Дирихле по модулю N, χ(−1) = 1, N > 2 и

C(N,χ, l) =
1

N

N∑
a=1

cos 2π
al

N
χ(l),

то

ψ
(q)
n;k(x) = Nk

(
k!2

(2k)!
|B2k|ϕ2k(Nn)

)− 1
2
N∑
l=1

C(N,χ, l)×

×
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dkB̃k

(
dqx+

l

N

)
χ(d),

(16)
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где n пробегает все числа, взаимно простые с N, a q пробегает

все числа, не содержащие простых чисел, не входящих в N, обра-

зуют ортонормированную систему пространства L2(0, 1), эквива-

лентную системе cos 2πmx, если k чётно, и системе sin 2πmx

(m = 1, 2, 3, ...), если k нечётно.

Здесь B̃k(x) означает Bk(x− [x]). Точно так же в случае χ(−1) =

= −1 имеем ортонормированную систему

ψ̃
(q)
n;k(x, χ) = Nk

(
k!2

(2k)!
|B2k|ϕ2k(Nn)

)− 1
2
N∑
l=1

S(N,χ, l)×

×
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dkB̃k

(
dqx+

l

N

)
χ(d),

(17)

где n и q пробегают указанные числовые множества, и

S(N,χ, l) =
1

N

N∑
a=1

sin 2π
al

N
χ(l).

Эта система будет эквивалентна системе синусов, если k чётно, и

системе косинусов, если k нечётно.

Доказательство этого предложения аналогично предыдущему и

легко следует из тригонометрических тождеств:

N∑
l=1

sin 2π
al

N
sin 2πn

(
x+

l

N

)
=

=


1
2N cos 2πnx, если n ≡ a ( mod N),

− 1
2N cos 2πnx, если n ≡ −a ( mod N),

0, если n 6≡ ±a ( mod N),

N∑
l=1

sin 2π
al

N
cos 2πn

(
x+

l

N

)
=
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=


− 1

2N sin 2πnx, если n ≡ a ( mod N),

1
2N sin 2πnx, если n ≡ −a ( mod N),

0, если n 6≡ ±a ( mod N).

В случае главного характера χ0 по модулю N выражение для

ψ
(q)
n;k(x, χ0) значительно упрощается.

Можно воспользоваться, например, формулой (6) статьи [65]:

f (q)
n = ω(n)−1

∑
d/n

µ(d)ω(d)Lnqdf
∗,

где f∗ =
∞∑
m=1

ω(m)αm, Lm — изометрический оператор гильбертова

пространства, определяемый равенством

Lm

∞∑
µ=1

aµαµ =

∞∑
µ=1

aµαmµ,

означающий в нашем случае умножение аргумента периодической

функции на m.

В нашем случае ω(n) = 1
nk
, αn(x) =

√
2 cos 2πnx, если k чётно,

αn(x) =
√

2 sin 2πnx, если k нечётно,

f∗ = f∗(x) = (−1)
k+1

2
(2π)k

k!
Bk(x− [x]),

откуда

f (q)
n (x) =

1√
σ
nk
∑
D/N

µ(D)D−kBk(Dqnx− [Dqnx]), σ =
∑

(n,N)=1

1

n2k

(в обозначениях для f (q)
n из первой части множитель 1√

σ
опущен).

Соответствующая ортонормированная система будет

ψ
(q)
n;k(χ0;x) =

(
(2k)!

k!
|B2k|ϕ2k(Nn)

)− 1
2

Nk×

×
∑
d/n

∑
D/N

µ(D)D−kµ

(
n

d

)
dkBk(Ddqx− [Ddqx]),

(18)
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где n пробегает все числа, взаимно простые с N, q — все числа, не

содержащие иных простых множителей, кроме тех, которые входят

в N. Очевидно, что

1, ψ
(q)
n;k(χ0;x), ψ

(q)
0;l (χ0;x),

где k 6≡ l (mod 2), n, q изменяются указанным образом, образуют

полную ортонормированную систему L2(1, 0). Кроме того, легко ви-

деть, что ψ(q)
n;k(χ0;x) выражаются через ортонормированные системы

примера A2 следующим образом:

ψ
(q)
n;k(χ0;x) =

Nk√
ϕ2k(N)

∑
D/N

µ(D)D−kψn;k(Dqx). (19)

Ясно, что

1, ψ
(q)
n;k(χ1;x), ψ

(q)
n;l (χ2;x),

если k 6≡ l (mod 2), χ1(−1) = χ2(−1) = 1, а также

1, ψ̃
(q)
n;k(χ1;x), ψ

(q)
n;l (χ2;x),

если χ1(−1) = −1, χ2(−1) = 1, k ≡ l (mod 2), и

1, ψ
(q)
n;k(χ1;x), ψ̃

(q)
n;l (χ2;x),

если χ1(−1) = χ2(−1) = −1, k 6≡ l (mod 2), образуют ортонормиро-

ванную полную систему пространства L2(0, 1), если χ1, χ2 — любые

характеры по модулю N,n и q изменяются указанным выше образом.

Другую группу примеров получим, интерпретируя гильбертово

пространство как совокупность всех комплексных функций двух ар-

гументов x, y с суммируемым квадратом модуля на единичном круге
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x2 + y2 ≤ 1. Это пространство обозначим через L2(K). В качестве

ортонормированной системы αn возьмем

αn(x, y) =

{
2π

1∫
0

|fn(r)|2r2n+1dr

}− 1
2

fn(r)zn, z = x+ iy, r = |z|,

где fn(r) — последовательность функций, определенных в интервале

(0,1). В самом деле, ортогональность fn(|z|)zn очевидна, так как∫
x2+

∫
y2≤1

fn(r)f̄m(r)znz̄mdxdy =

=

1∫
0

2π∫
0

fn(r)f̄m(r)rn+m+1ei(n−m)ϕdrdϕ = 0,

если n 6= m. Значение нормирующего множителя вычисляется непо-

средственно.

Пример A3. Полагая fn(r) = (− log r)s−
1
2 r−1, где Re(s) > 0,

имеем

αn(x, y) = {2πn2σΓ(2σ)}− 1
2

(
log

1

|z|

)s− 1
2 zn

|z|
, (20)

где σ = Re(s) > 0. Отсюда следует

fn(z) = nσ
∞∑
m=1

αnm(z)

mσ
= {2πΓ(2σ)}− 1

2n2σ
(log 1

|z| )
s− 1

2

|z|
· zn

1− zn
. (21)

Соответствующая ортонормированная система ψ1(z), ψ2(z), ψ3(z), ...

определяется формулой

ψn(z) = {2πΓ(2σ)ϕ2σ(n)}− 1
2 (− log |z|)s− 1

2 |z|−1
∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2σzd

1− zd
.

(22)
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Для случая ω(n) = n−σ−1 (пример A4)

fn(z) = −nσ+1
∞∑
m=1

αmn(z)

mσ+1
=

= {2πΓ(2σ)}− 1
2n2σ+2(− log |z|)s− 1

2 log(1− zn)|z|−1.

Соответствующая ортонормированная система будет

ψn(z) = {2πΓ(2σ)ϕ2σ+2(n)}− 1
2

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2σ+2×

× log(1− zd) (− log |z|)s− 1
2

|z|
.

(23)

Указанные два примера дают системы, для которых 1, ψn(z), ψn(z̄)

образуют полную ортонормированную систему. Из предыдущего сле-

дует: логарифмы многочленов

Qk(z) =
∏
d/n

(1− zd)µ(nd )dk

ортогональны на единичном круге |z| ≤ 1, если скалярное произве-

дение дано формулой

(f, g) =

∫
x2+

∫
y2≤1

f(z)g(z)|z|−2(− log |z|)k−3dxdy.

Из общих соображений первой части и из теоремы о полноте

системы 1, z, z2, ..., z̄, z̄2, z̄3, ... следует полнота системы 1, zn

1−zn ,
z̄n

1−zn

для пространства Гильберта, где (f, g) определено формулой

(f, g) =

∫
x2+

∫
y2≤1

f(z)g(z)|z|−2(− log |z|)2σ−1dxdy, σ > −1

2
.

Легко построить пример последовательности функций на единич-

ном круге с ограниченным D-свойством

(fn, fm) = g(m,n),
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если

(n,N) = 1, (m,N) = 1.

Для этого достаточно взять αn(x, y), как в примере A3, и ω(n) =

= χ(n)
ns , σ >

1
2 ; тогда получим

fn(z) =
Nσn2σ√

2πΓ(2σ)ζ(2σ)ϕ2σ(N)
· (− log |z|)s− 1

2

|z|

∞∑
m=1

χ(m)zmn =

=
Nσn2σ√

2πΓ(2σ)ζ(2σ)ϕ2σ(N)

(− log |z|)s− 1
2

(1− zNn)|z|

N−1∑
k=1

χ(k)zkn,

где χ(n) — характер Дирихле по модулю N. Легко найти f
(q)
n (z) и

соответствующую ортонормированную систему.

Пример A4. Для пространства функций, определенных на еди-

ничной окружности со скалярным умножением

(f, g) =

2π∫
0

f(eiD)g(eiD)dD,

простейшим примером ортонормированной последовательности бу-

дет αn(z) = zn√
2π
. Отсюда (ω(n) = 1

n ) получаем пример последова-

тельности

fn(z) =
n
√

3

π
3
2

log(1− zn),

обладающей D-свойством, и пример последовательности, ортонор-

мированной на единичной окружности:

ψn(z) =

√
3

π
3
2

√
ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d log(1− zd). (24)

Конечно, здесь z означает eiϕ, где 0 ≤ ϕ ≤ 2π, и рассматриваемое

пространство есть L2(0, 2π), но по многим причинам оказывается

целесообразным изучать функции ψn(z) при всех значениях z.
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Так, например, можно использовать теорию вычетов при вычис-

лении коэффициентов Фурье∮
f(z)ψn(z̄)

dz

iz
=

∮
f(z)ψn

(
1

z

)
dz

iz
,

где первоначальный путь интегрирования по единичной окружности

может быть заменен другим, если f(z) голоморфна внутри единич-

ного круга. Так как между кругами |z| ≤ 1 и |z| ≤ ρ < 1 ψn(z)

однозначны и голоморфны, то интеграл∮
|z|=1

f(z)ψn(z−1)
dz

iz

равен интегралу ∮
|z|=R

f(z)ψn(z−1)
dz

iz
,

если f(z) можно продолжить в кольцо 1 ≤ |z| ≤ R как однозначную

аналитическую функцию. Очевидно, (24) можно записать в форме

ψn(z) =

√
3√

π3ϕ2(n)
logQn =

√
3√

π3ϕ2(n)

∑
d/n

dϕ

(
n

d

)
logPd(z), (25)

где

Qn(z) =
∏
d/n

(1− zd)dµ(nd )

— полином порядка ϕ2(n).

Очевидно,

Qn(z) =
∏
d/n

Pd(z)
dϕ(nd ),

где Pm(z) — полином деления окружности.

Согласно принципу обращения Мёбиуса, из (24) следует

n log(1− zn) =
π

3
2

√
3

∑
d/n

√
ϕ2(d)ψd(z). (26)
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Пример. Интересный пример ортонормированной системы по-

лучим, взяв в качестве αn(x) в теореме 3 первой части ортонорми-

рованные в интервале (0,1) функции Лагерра

αn(x) =
1

(n− 1)!
e
x
2
dn−1

dxn−1
(xn−1e−x).

Известно (см., например, [41] и [46]), что

∞∑
k=1

αk(x)tk =
t

1− t
e−

x
2 ·

1+t
1−t , (27)

где |t| < 1. Отсюда

∞∑
k=1

αkn(x)tkn =
1

n

∑
ω(n)

ωt

1− ωt
e−

x
2 ·

1+t
1−t , (28)

где
∑
ω(n)

означает, что ω пробегает все корни n-й степени из единицы.

Известно, что
1∫

0

(− log t)s−1tn−1dt =
Γ(s)

ns
,

откуда

Fn(x) = n̄s
∑ αkn

ks
=
n2σ−1

Γ(s)

∑
ω(n)

1∫
0

ω

1− ωt
e−

x
2 ·

1+ωt
1−ωt (− log t)s−1dt,

(29)

Re(s) = σ >
1

2
.

Нетрудно доказать, что ряд n̄s
∞∑
k=1

αkn(x)
ks действительно сходится к

n2σ−1

Γ(s)

∑
ω(n)

∞∫
0

ω

1− ωt
e−

x
2 ·

1+ωt
1−ωt (− log t)s−1dt

по метрике гильбертова пространства L2(0,∞).
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Для этого, в силу полноты последовательности αn(x), достаточно

вычислить коэффициенты Фурье (Fn, αk) и показать, что они сов-

падают с коэффициентами ряда n̄s
∞∑
k=1

αkn
ks . Очевидно, что

fn(x) =
1√
ζ(2σ)

Fn(x)

удовлетворяют соотношению

∞∫
0

fn(x)fm(x)dx = (n,m)2σ

и поэтому

ψn(x) = Γ(s)−1{ζ(2σ)ϕ2σ(n)}− 1
2

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2σ−1×

×
∑
ω(d)

1∫
0

ω

1− ωt
e−

x
2 ·

1+ωt
1−ωt (− log t)s−1dt

(30)

образуют полную ортонормированную систему пространства

L2(0,∞), как следует из теорем 4 и 5 первой части и из теоремы

о полноте системы функций Лагерра.

Ввиду известных оценок αn(x) = O(n−
1
4 ) (см. [46], а также [26])

ряд
∑ αkn

ks , сходящийся по норме гильбертова пространства L2(0,∞)

при Re(s) > 1
2 , сходится и в обычном смысле слова при Re(s) > 3

4 .

Ортонормированная в интервале (–1, 1) последовательность√
2n+ 1

2
Pn(x),

где

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n
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— полином Лежандра, дает возможность построить последователь-

ность Φ1(x),Φ3(x),Φ5(x), ..., представляющую собой полную на

L2(−1, 1) систему функций, удовлетворяющую условиям

1∫
−1

Φn(x)Φm(x)dx = (n,m)2σ+1

при любых нечетных n,m (при четном n Φn(x) не определены).

В самом деле, вводя обозначения

α2k+1(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(x)

и учитывая известную формулу

∞∑
m=0

tmPm(x) =
1√

1− 2tx+ t2
,

имеем
∞∑
k=1

(k,2)=1

tk
αk(x)√

k
=

t√
2(1− t2x+ t4)

, (31)

а также

∞∑
k=1

(k,2)=1

αkn(x)√
k

tkn =
1√
2n

∑
ω(n)

tω√
1− t2xω2 + t4ω4

, (32)

откуда следует

∞∑
k=1

(k,2)=1

αkn(x)

(kn)s+
1
2

=
n−1

√
2Γ(s)

∑
ω(n)

1∫
0

ω(− log t)s−1

√
1− t2xω2 + t4ω4

dt

или

Φn(x) =
n2σ

√
2Γ(s)

∑
ω(n)

1∫
0

ω(− log t)s−1

√
1− t2xω2 + t4ω4

dt.
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Здесь всюду n — нечётное число, σ = Re(s) > 0. Легко полу-

чить выражение для соответствующей ортонормированной системы.

В частности, при s = 1 получим полную ортонормированную систе-

му пространства L2(−1, 1)

Ψn(x) =
1√

2ϕ3(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2
∑
ω(d)

ω∫
0

dt√
1− 2t2x+ t4

, (33)

где n принимает все нечетные значения, ω(d) означает, что ω пробе-

гает все корни d-й степени из единицы.

Легко дать примеры пар последовательностей, обладающих отно-

сительным D-свойством, и построить из них биортогональные пары

последовательностей, пользуясь теоремой 8 [65].

Так, легко видеть, что

θn(x) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dqBp(dx− [dx]),

θ∗n(x) =
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dpBq(dx− [dx])

образуют биортогональную пару

1∫
0

θn(x)θ∗m(x)dx = 0, если n 6= m,

1∫
0

θn(x)θ∗m(x)dx = 0, если n = m,

если p ≡ q (mod 2). Пользуясь теоремой 9 [65], можно построить

последовательность, биортогональную к

fn(x) =
√

12n

(
nx− [nx]− 1

2

)
.
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Эта последовательность будет

f̂n(x) =

∞∑
k=1

µ(k)√
ϕ2(nk)

ψnk(x) =

=

∞∑
k=1

µ(k)

ϕ2(nk)

∑
d/nk

ϕ

(
nk

d

)
d

(
xϕ(d)− ϕ(dx, d)− 1

2
δ1
α

)
.

Здесь ϕ(m,n) означает число чисел, не превосходящих m и вза-

имно простых с n :

δ1
α =

 1, если d = 1,

0, если d > 1.

Очевидно, что интеграл

1∫
0

(
nx− [nx]− 1

2

)
f(x)dx,

где f(x) = −f(1 − x), равен нулю тогда и только тогда, когда f(x)

принадлежит линейной замкнутой оболочке

f̂1(x), f̂2(x), ..., f̂n−1(x), f̂n+1(x), ... .

Полагая f(x) = Φ′(x), Φ(0) = 0, легко заметить, что

−
1∫

0

(
nx− [nx]− 1

2

)
Φ′(x)dx = n

1∫
0

Φ(t)dt−
n∑
k=1

Φ

(
k

n

)
+

1

2
Φ(1).

Отсюда следует, что

1∫
0

Φ(t)dt− 1

n

n∑
k=1

Φ

(
k

n

)
+

1

2n
Φ(1) = 0,
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если Φ′(x) = fm(x), m 6= n. Легко указать критерий для совпадения

интеграла с интегральной суммой при различных значениях n. Так,

например,
1∫

0

Φ(t)dt =
1

n

n∑
k=1

Φ

(
k

n

)
− 1

2n
Φ(1)

при n > N, если Φ(0) = 0,

Φ′(x) =

N∑
k=1

akf̂k(x) +

∞∑
k=0

bk cos 2πkx,

где a и b — любые константы,
∞∑
k=1

|bk|2 <∞. Система f̂n(x) представ-

ляет интерес в связи с соотношением [Λ(n) — функция Мангольдта,

µ(n) — функция Мёбиуса.]
∞∑
n=1

Λ(n)

n

(
nx− [nx]− 1

2

)
= − 1

π

∞∑
n=1

log n

n
sin 2πnx, (34)

где сходимость рядов понимается как сходимость по норме простран-

ства L2(0, 1). Очевидно,∥∥∥∥m+p∑
k=m

Λ(n)

n

(
nx− [nx]− 1

2

)∥∥∥∥2

=
1

12

m+p∑
k=m

m+p∑
l=m

Λ(k)

k2

Λ(l)

l2
(k, l)2,

откуда сходимость ряда, стоящего в левой части равенства, стано-

вится очевидной. Равенство (34) доказывается путем вычисления

коэффициентов Фурье для его обеих частей по системе синусов, на

основании формулы
1∫

0

(
nx−[nx]− 1

2

)
sin 2πnx dx =

 0, если m не делится на n,

− n
2πm , если n/m.

Аналогично доказывается, что

−
∞∑
n=1

µ(n)

n

(
nx− [nx]− 1

2

)
=

sin 2πx

π
. (35)
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На основании формулы Куммера равенство (34) перепишется сле-

дующим образом:
∞∑
n=1

Λ(n)

n

(
nx− [nx]− 1

2

)
= − log Γ(x)−

(
x− 1

2

)
(C + log 2π)+

+
1

2
log π − 1

2
log sinπx.

(36)

Умножая на Φ′(x) и интегрируя, получим соотношение

∞∑
n=1

Λ(n)

{ 1∫
0

Φ(x)dx− 1

n

n∑∗

k=1

Φ

(
k

n

)}
=

=

1∫
0

log
Γ(x)
√

sinπx√
π

Φ′(x)dx−A
1∫

0

Φ(x)dx+
A− log π

2
Φ(1), (37)

где A = log 2π+C, C — константа Эйлера — Маскерони, Φ′(x) — лю-

бая функция с суммируемым по Лебегу квадратом модуля производ-

ной,
∑∗ означает, что последний член суммы должен быть умножен

на 1
2 . Аналогично из (35) следует

πm

∞∑
n=1

µ(n)

{ 1∫
0

Φ(x)dx− 1

nm

nm∑∗

k=1

Φ

(
k

nm

)}
=

1∫
0

Φ′(x) sin 2πmx dx,

(38)

откуда для случая, когда почти всюду Φ′(x) = −Φ′(1− x), получим

2π2
∞∑
m=1

m2

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

{ 1∫
0

Φ(x)dx− 1

mn

mn∑∗

k=1

Φ

(
k

nm

)}
µ(n)

∣∣∣∣2=

1∫
0

|Φ′(x)|2dx.

(39)

Для

Φ∗(x) =
1

π

x∫
0

N∑
k=1

akk
2f̂k(x)dx
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левая часть (37) делается равной
N∑
k=1

akΛ(k). Представляют интерес

со стороны приложений к вопросам распределения простых чисел

частные случаи Φ(x) = xs и Φ(x) = eαx − 1.

Во втором случае
1∫

0

Φ(t)dt− 1

n

n∑∗

k=1

Φ

(
k

n

)
=
eα − 1

α
− e

α
n + 1

2n(e
α
n − 1)

(eα − 1).

Обозначая eα = x, получим из (37)
∞∑
n=1

Λ(n)

{
x− 1

log x
− x

1
n + 1

2n(x
1
n − 1)

(x− 1)

}
=

=
1

2

1∫
0

log
Γ(t)

Γ(1− t)
log xxtdt− A(x− 1)

log x
+
A− log π

2
(x− 1). (40)

Тождество (40) после вычисления интеграла может быть записано в

следующей форме:
∞∑
n=1

Λ(n)

{
1

log x
− x

1
n + 1

(x
1
n − 1)2n

}
(x− 1) =

=
1

2

∞∑
n=1

log n
(x− 1) log x

π2n2 + log2 x
.

Последнее соотношение, имеющее некоторое сходство с извест-

ным тождеством Ламберта, может быть существенно обобщено.

Некоторые вопросы, аналогичные и частично совпадающие с из-

ложенными здесь в связи с примером ω(n) = 1
n , αn =

√
2 sin 2πnx,

содержатся в работе [30]. [После написания этой работы я заметил

ряд работ, посвященных вопросам, аналогичным с рассмотренными

здесь, в частности, работу Ph. Hartman’a [7], рассматривающую во-

прос о полноте системы Φ(t),Φ(2t),Φ(3t), ..., где Φ(t) =
∞∑
n=1

an sinnt

и anm = anam при (n,m) = 1 ].
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Сделаю еще одно замечание, относящееся к случаю абстрактно

заданного пространства.

Изометрические операторы Ln, определяемые формулами

Ln

∞∑
k=1

ckαk =

∞∑
k=1

ckαkn,

где αk — заданная ортонормированная система, обладают свойством

мультипликативности: LmLn = Lmn. Оператор ζ(s, L), где

ζ(s, L)f =

∞∑
n=1

n−sLnf,

позволяет написать fn = ns
∞∑
k=1

αnk
ks в форме

fn = nsζ(s, L)Lnα1,

а ψn — в форме

ψn =
1√

ϕ2σ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dsLdζ(s, L)Lnα1.

Таким образом, операторы

An =
1√

ϕ2σ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
превращают αm в ортонормированную последовательность Anαm

(n = 1, 2, 3, ...), полную на подпространстве, порожденном αm, α2m,

α3m, ... . Далее

αm =

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ2σ(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dsLdζ(s, L)αm,

где справа стоит разложение αm в ряд Фурье по ортонормированной

системе Lmψn (n = 1, 2, 3, ...).
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Частный случай системы (7), соответствующий k = 1,

ψn(x) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d

(
dx− [dx]− 1

2

)
, (41)

подробно рассмотрен мною в [64].

Пользуясь очевидным соотношением

−
1∫

0

Φ′(x)

(
nx− [nx]− 1

2

)
dx = n

( 1∫
0

Φ(x)dx− 1

n

n∑∗

k=1

Φ

(
k

n

))
,

легко вычислить коэффициенты Фурье:

(Φ′, ψn) =

√
12√

ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2

( 1∫
0

Φ(x)dx− 1

d

d∑∗

k=1

Φ

(
k

d

))
.

Отсюда и на основании теоремы Фишера — Рисса получается ре-

шение следующей проблемы моментов: как должны быть заданы

константы an, чтобы существовала функция Φ(x) с суммируемым

по Лебегу квадратом модуля производной такая, что

1∫
0

Φ(x)dx− 1

n

n∑∗

k=1

Φ

(
k

n

)
= ak?

Условием, необходимым и достаточным для этого, является схо-

димость ряда
∞∑
n=1

1

n2

∣∣∣∣∑
d/n

µ

(
n

d

)
d2ad

∣∣∣∣2.
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границе круга сходимости и предельные

теоремы теории чисел

Обычным приемом определения асимптотики степенного ряда∑
anx

n с коэффициентами арифметической природы является рас-

смотрение соответствующего ряда Дирихле
∞∑
n=1

an
ns , изучение которо-

го упрощено тогда, когда an обладают свойством мультипликатив-

ности (anm = anam, (n,m) = 1), а также во многих других случаях,

когда задание последовательности an так или иначе связано с тео-

рией делимости (например, когда an = Λ(n)).

Во многих случаях такого рода удается найти аналитическое про-

должение функции f(s) =
∞∑
n=1

an
ns в область более широкую, чем об-

ласть сходимости ряда
∞∑
n=1

an
ns , и отсюда получить, пользуясь класси-

ческими приемами аналитической теории чисел, асимптотику ряда
∞∑
n=1

anx
n в точке x = 1. Для этого можно либо применить преоб-

разование Меллина к функции Ns

s2 f(s) путем переноса пути инте-

грации и применения теоремы Коши о вычетах, найти асимптотику

суммы
∑
n≤N

an и, следовательно, асимптотику ряда
∞∑
n=1

anx
n в точке

x = 1, либо применить преобразование Меллина к функции Γ(s)f(s),

что более непосредственным образом приведет к получению асимп-

тотики ряда
∞∑
n=1

anx
n, когда аналитическая природа функции f(s)

известна.

Если нужно найти асимптотику ряда
∞∑
n=1

anx
n во всех «рацио-

нальных» точках единичной окружности, т.е. в точках x = exp(2πir),
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где r — рационально, то изучают функции, полученные аналитиче-

ским продолжением всех рядов Дирихле
∑ anχ(n)

ns , где χ(n) — все

характеры Дирихле по всевозможным модулям.

При этом используется наличие двух свойств функции χ(n) —

свойство мультипликативности и свойство, выраженное формулой

1

ϕ(k)

∑
χ

χ(n)χ̄(l) =

 1, если n ≡ l ( mod k),

0, если n 6≡ l ( mod k),

позволяющее выделять из ряда те члены, номера которых принад-

лежат данной примитивной прогрессии. Случай непримитивной про-

грессии сводится к случаю примитивной путем рассмотрения
∞∑
n=1

anm
ns χ(n), где m — общий наибольший делитель начального члена

и модуля прогрессии.

Мне удалось показать, что во многих случаях можно найти

асимптотику степенного ряда
∞∑
n=1

anx
n в «рациональных» точках

единичной окружности, не прибегая к теории рядов Дирихле, пре-

образованию Меллина и аналитическому продолжению, пользуясь

только формальными тождествами вида
∞∑
n=1

anx
n = −

∞∑
n=1

bn
P ′n(x)

Pn(x)
=

∞∑
n=1

bn
∑
ρ(n)

ρx

1− ρx
=

=

∞∑
n=1

bn
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd

и другими аналогичными тождествами, правая часть которых явля-

ется, в известном смысле слова, разложением функции
∞∑
n=1

anx
n на

простейшие дроби. Здесь Pn(x) =
∏
d/n

(1−xd)µ(nd ) — полином деления

окружности, символ
∑
ρ(n)

означает, что суммирование распростране-

но по всем корням n-й степени из единицы. В случае bn = O( 1
n1+ε )
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ряд
∞∑
n=1

bn(1− |x|)
∑
d/n

µ(nd ) dxd

1−xd сходится равномерно в круге |x| ≤ 1,

как в этом нетрудно убедиться из оценки

(1− |x|)
∣∣∣∣∑
d/n

µ

(
d

n

)
dxd

1− xd

∣∣∣∣≤∑
d/n

µ

(
n

d

)2 |x|d(1− |x|)
1− |x|d

≤

≤
∑
d/n

µ(d)2 = 2ν(n),

где ν(n) — число простых делителей числа n.

Отсюда lim
x→ρ

(1− |x|)
∞∑
n=1

anx
n = bk, если

ρ = exp

(
2πi

l

k

)
, (l, k) = 1.

В случае, когда an ≥ 0 из соотношения
N∑
n=1

an ∼ AN следует
∞∑
n=1

anx
n ∼ A

1−x и наоборот (теорема Чезаро и теорема Харди —

Литтлвуда).

Легко также показать, что указанные взаимно обратные теоремы

можно несколько обобщить и показать эквивалентность соотноше-

ний ∑
n≡l ( mod k)

n≤N

an ∼ A(k, l)N (N →∞),

∞∑
n=1

anx
n ∼ B(k, l)

1− |x|

(
x→ exp

(
2πi

l

k

))
при соответственных связях между константами A(k, l) и B(k, l), ес-

ли an ≥ 0.

Так, легко усмотреть, что теорема Валле Пуссена — Адамара∑
n≡l (mod k)

n≤N

Λ(n) ∼ 1
ϕ(k)N эквивалентна соотношению f(x)

∞∑
n=1

Λ(n) ×
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×xn ∼ µ(k)
ϕ(k)

1
1−|x| (x стремится по радиусу к корню (точной) k-й

степени из единицы).

Однако этот факт эквивалентности двух указанных соотношений

остается бесполезным до тех пор, пока не найден прямой способ опре-

деления асимптотики степенного ряда. Такой способ, основанный на

рассмотрении тождества, мною найден для многих степенных рядов.

Так, например, легко доказать эквивалентность двух следующих

соотношений:

lim
x→∞

(1− |x|)2
∞∑
n=1

ϕ(n)xn =
6

π2

µ(k)

ϕ2(k)
, (1)

ρ = exp

(
2πi

l

k

)
, (l, k) = 1, ϕ2(k) = k2

∏
P/k

(
1− 1

P 2

)
,

lim
N→∞

1

N2

∑
n≡l ( mod k)

n≤N

ϕ(n) =
3

π2

k

ϕ2(k)

∏
p/(k,l)

(
1− 1

p

)
. (2)

Формула (1) легко может быть получена из тождества

∞∑
n=1

ϕ(n)xn =
6

π2

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ2(n)

∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

(1− xd)2
=

=
6

π2

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ2(n)

∑
ω(n)

ωx

(1− ωx)
.

Таким образом, функция
∞∑
n=1

ϕ(n)xn не только обладает асимп-

тотикой, выражающей предельное соотношение (2), но и является

простейшей из функций, обладающей этой асимптотикой, подобно

тому, как π ctg πz является простейшей из функций, имеющей про-

стые полюсы с вычетами, равными единице, во всех целых числах.
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Тождеств указанного типа можно получить очень много, поль-

зуясь общим тождеством (1) из моей работы [71], а также другими

приемами.

Аналогичную роль играют тождества вида

∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

bn
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dαxd

(1− xd)α
. (3)

Пользуясь этими тождествами, легко доказать предельные фор-

мулы

lim
x→ρ

(1− |x|)α
∞∑
n=1

anx
n = bk,

где ρ = exp(2πi lk ), (l, k) = 1, из которых легко получить значения

пределов lim
N→∞

1
Nα

∑
n≡l (mod k)

n≤N

an при любых l и k, если только an ≥ 0.

Неудобство тождества (3) состоит в том, что биномиальные ко-

эффициенты в разложении xd

(1−xd)α
не обладают свойством мульти-

пликативности, поэтому целесообразнее рассматривать тождества

∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

bn
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dαfα(xd), (4)

где fα(t) = 1
Γ(α)

∞∑
m=1

mα−1tm, так как последний ряд имеет мульти-

пликативные коэффициенты и функция fα(x) в отношении асимп-

тотики на границе единичного круга подобна x
(1−x)α .

Разложение (4) по функциям
∑
d/n

µ(nd )dαfα(xd), тесно связанным

с производными дробного порядка от логарифмической производ-

ной деления окружности, не может иметь сколь-нибудь общих клас-

сов рядов, так как предел lim
x→ρ

(1 − |x|)α
∞∑
n=1

anx
n, равный bk

(
ρ =
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= exp(2πi lk )

)
, зависит только от k. Более общие классы тождеств

можно получить, изучая разложения по функциям

Qn(x) =
∑
ρ(n)

ρxB(ρ)

1− ρx
,

где B(ρ) любым образом зависит от ρ. Очень просто вычисляется

сумма
∑
ρ(n)

ρx
1−ρxχ(l), где l = log ρ

2πi n и где χ — любой вещественный

характер Дирихле.

Функций, разлагающихся указанным образом на простейшие

дроби, характеризующие поведение их вблизи всех рациональных

точек единичной окружности, очень много. Сюда относятся многие

ряды с коэффициентами, связанными с теорией делимости, моду-

лярные функции Эйзенштейна первой ступени, степени Якобиевской

тэта-функции: ϑ(x)4, ϑ(x)6, ϑ(x)8, функции ϑ(x)3ϑ(x2), ϑ(x)3ϑ(x3) и

многие другие.

Во всех случаях такого разложения можно получить указанным

выше приемом соответствующие предельные теоремы о сумме коэф-

фициентов, а в некоторых случаях определить асимптотику коэф-

фициента и даже предугадать точное выражение коэффициента.
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некоторых предельных теорем

теории чисел

В настоящей статье будет дан элементарный вывод некоторых

асимптотических теорем теории чисел, основанный на рассмотрении

линейных операторов. Основой дальнейшего будет аналогия между

рядами Дирихле и операторами, состоящая в том, что ряду
∞∑
n=1

an
ns

ставится в соответствие оператор Lf(x) =
∑
n≤x

anf( xn ), причем пе-

ремножению рядов будет соответствовать перемножение операто-

ров. Легко убедиться, например, что операторы ζ, ζ−1, где ζf(x) =

=
∑
n≤x

f( xn ), ζ−1f(x) =
∑
n≤x

µ(n)f( xn ), будут обратными друг другу

(принцип обращения Мёбиуса). Основой дальнейшего будет также

ряд предложений о влиянии операторов ζ, ζ−1 на асимптотические

оценки.

Легко показать, что

ζO(x logk x) = O(x logk+1 x), ζ−1O(x logk x) = O(x logk+1 x). (1)

Известный, элементарно доказываемый факт ограниченности

суммы
∑
n≤x

µ(n)
n может быть записан в форме

ζ−1x = O(x). (2)

Нетрудно также доказать формулу

ζx logk x =
1

k + 1
x logk+1 x+α

(k)
1 x logk x+...+α

(k)
k+1x+O(logk+1 x) (3)

путем применения, например, формулы суммирования Эйлера —

Маклорена.
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Известная оценка
∑

logk x
n = O(x) приводит к формулам:

ζO(logk x) = O(x), ζ−1O(logk x) = O(x). (4)

Применяя к обеим частям (3) оператор ζ−1, вводя обозначения

Vk(x) = ζ−1x logk x и учитывая (2), (4), получим

(k + 1)x logk x = Vk+1(x) +

k∑
i=1

β
(k)
i Vi(x) +O(x), (5)

откуда путем последовательного разрешения относительно Vi(x) вы-

текает

ζ−1x logk+1 x = Vk+1(x) = (k + 1)x logk x+ xQk(log x) +O(x), (6)

где Qk(t) — многочлен k − 1 степени от t.

Из последней формулы следует (k > 1)

∑
n≤x

µ(n)

n
logk

x

n
= k logk−1 x+O(logk−2 x). (7)

Вводя обобщённую функцию Мангольдта Λk(n) =
∑
d/n

µ(d) logk nd

и обобщённую функцию Чебышева ψk(x) =
∑
n≤x

Λk(n) =
∑
n≤x

µ(n)×

× Fk( xn ), где

Fk(x) =
∑
n≤x

logk n = x logk x+ a
(k)
1 x logk−1 x+ ...+ a

(k)
k x+O(logk x),

(8)

легко получить на основании (4), (6) следующую формулу (k > 1) :

ψk(x) = ζ−1Fk(x) = ζ−1[x logk x+ a
(k)
1 x logk−1 x+ ...+ a

(k)
k x+

+O(logk x)] = kx logk−1 x+O(x logk−2 x),
(9)
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откуда (k > 1)

ψk(x) ∼ kx logk−1 x (10)

при x → ∞. Доказать формулу (9) при k = 1 (теорему Адамара)

так просто не удается. При k = 1, пользуясь (2), получим только

ψ(x) = O(x) (неравенство Чебышева). Легко убедиться в том, что

Λk(n) отлично от нуля только тогда, когда число различных делите-

лей n не превосходит k. Поэтому ψk(x) связано с распределением чи-

сел, имеющих ограниченное количество простых делителей, так же

как ψ(x) связано с распределением простых чисел. Из предыдущего

видно, что случай нескольких простых делителей элементарней, чем

случай одного простого делителя. Легко также на основании прин-

ципа обращения Мёбиуса вывести∑
d/n

Λk(d) = logk n, (11)

откуда путем суммирования по n∑
n≤x

[
x

n

]
Λk(n) =

∑
n≤x

ψk

(
x

n

)
=
∑
n≤x

logk n (12)

— обобщённое тождество Чебышева.

Из
∑
n≤x

Λk(n) = O(x logk−1 x) и из (8) легко получим

∑
n≤x

Λk(n)

n
= logk x+O(logk−1 x) (13)

на основании следующих выкладок:∑
n≤x

[
x

n

]
Λk(n) = x

∑
n≤x

Λk(n)

n
−
∑
n≤x

Λk(n)

(
x

n
−
[
x

n

])
=

= x
∑
n≤x

Λk(n)

n
+O(x logk−1 x) =

∑
n≤x

logk n = x logk x+O(x logk−1 x).
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Формула (13) является обобщением формулы Мертенса∑
n≤x

Λ(n)
n = log x + O(1), причем в предыдущем выводе содержится

и вывод формулы Мертенса.

Интересные соотношения получим, вводя операторы Af(x) =

= log xf(x) :

σkf(x) = logk xf(x) + C1
k

∑
n≤x

Λ(n) logk−1 x

n
f

(
x

n

)
+

+C2
k

∑
n≤x

Λ2(n) logk−2 x

n
f

(
x

n

)
+...+

∑
n≤x

Λk(n)f

(
x

n

)
и рассматривая произведение ζσk. Имеем

ζσkf(x) =
∑
n≤x

logk
x

n
f

(
x

n

)
+C1

k

∑
nm≤x

Λ(n) logk−1 x

nm
f

(
x

nm

)
+

+ ...+
∑
nm≤x

Λk(n)f

(
x

nm

)
=
∑
n≤x

logk
x

n
f

(
x

n

)
+

+ C1
k

∑
n≤x

log n logk−1 x

n
f

(
x

n

)
+...+

∑
n≤x

logk nf

(
x

n

)
=

= logk x
∑
n≤x

f

(
x

n

)
= Akζf(x).

Здесь использовано
∑
d/n

Λp(d) = logp n.

Полученное соотношение ζσk = Akζ может быть также записано

в форме

σk = ζ−1Akζ, (14)

откуда видно, что σk = σk1 , где

σ1f(x) = σf(x) = log xf(x) +
∑
n≤x

Λ(n)f

(
x

n

)
. (15)
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Точно так же легко доказать формулу

ζ−pAζpf(x) = log xf(x) + p
∑
n≤x

Λ(n)f

(
x

n

)
, (16)

где p — любое вещественное или даже любое комплексное число.

Смысл оператора ζp раскрывается в общем случае по формуле

ζpf(x) =
∑
n≤x

anf

(
x
n

)
, где an — коэффициенты ряда Дирихле для

ζ(s)p.

Естественно прилагать обе части формулы (14) к функциям, для

которых ζf(x) может быть просто выражено. Так как согласно из-

вестному тождеству Чебышева

ζψ(x) =
∑
n≤x

ψ

(
x

n

)
= log[x]! и log[x]! = x log x− x+O(log x)

(формула Стирлинга и оценка приращения x log x−x−{[x] log[x]−[x]}

по теореме Лагранжа о среднем значении), то

σψ(x) = ζ−1 log x log[x]! = ζ−1(x log2 x− x log x+O(log2 x)),

откуда σψ(x) = 2x log x+O(x) или

log xψ(x) +
∑
n≤x

Λ(n)ψ

(
x

n

)
= 2x log x+O(x) (17)

(формула Сельберга).

Применяя более общий оператор σk, после всех преобразований

и упрощений получим следующее обобщение формулы Сельберга:

ψ(x) logk x+ k
∑
n≤x

Λ(n) logk−1 x

n
ψ

(
x

n

)
= 2x logk x+O(x logk−1 x).

(18)
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Из этой формулы легко вывести

ψ(x) logk x+
∑
n≤x

Λ(n) logk−1 nψ

(
x

n

)
= 2x logk x+O(x logk−1 x). (19)

Исследования, здесь изложенные, имеют пункты соприкоснове-

ния с исследованиями А. Сельберга [20] и Г. Шапиро [22–24], но по-

лучены мною раньше и независимо от этих авторов.



26. Упрощение элементарного

доказательства А. Сельберга

асимптотического закона распределения

простых чисел

Асимптотический закон распределения простых чисел

lim
x→∞

π(x)
x

ln x

= 1

(где π(x) — число простых чисел на отрезке [1, x]) был впервые до-

казан в 1896 г. (одновременно Адамаром и де Ла Валле — Пуссе-

ном) аналитическим методом. Задача об элементарном доказатель-

стве этого факта оказалась трудной и только в 1949 г. А. Сельберг

[20] дал элементарное доказательство асимптотического закона. До-

казательство Сельберга является технически сложным. Усилия ряда

математиков были направлены к тому, чтобы упростить доказатель-

ство и тем самым лучше понять его идею. Г. Шапиро [22] вывел

соотношение
∑
p≤x

ln2 p +
∑

p,q≤x
ln p ln q = 2x lnx + O(x) (играющее ос-

новную роль в доказательстве Сельберга) проще, чем оно выводится

в оригинальной работе. Вывод же из этого соотношения асимптоти-

ческого закона оставался трудным.

Асимптотический закон распределения простых чисел имеет

несколько эквивалентных формулировок (в том смысле, что одно

утверждение выводится из другого путём элементарных рассужде-

ний), например:∑
n≤x

µ(n) = o(x),
∑
n≤x

µ(n)

n
= o(x),

∑
p≤x

ln p ∼ x
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(в последнем виде его доказывает Сельберг).

Мы заметили, что если проводить доказательство закона по тому

типу, как это делает Сельберг, но в форме
∑
n≤x

µ(n) = o(x), то тех-

ническая сторона доказательства сильно упрощается. Следует заме-

тить, что вывод из
∑
n≤x

µ(n) = o(x) более обычных форм асимптоти-

ческого закона не является простым (см. дополнения 7 и 8), однако

он давно известен и не в нём состоит трудность элементарного дока-

зательства закона.

Статья состоит из основного текста, где даётся доказательство

закона и ряда дополнений. В ходе доказательства используется со-

отношение
∑
p≤x

ln2 p+
∑

p,q≤x
ln p ln q = 2x lnx+O(x), которое выводится

по Г. Шапиро. Для чтения статьи необходимо знакомство с основа-

ми теории чисел. Вполне достаточно материала, содержащегося в

первых двух главах [33].

Обозначения обычные: p и q — простые числа, µ(n) — функция

Мёбиуса, Λ(n) — функция Мангольдта (Λ(n) = ln p для n = pl

и Λ(n) = 0 для других целых положительных n)
∑
p≤x

ln p = ϑ(x),∑
n≤x

µ(n) = M(x). В силу |µ(n)| ≤ 1 имеем −x ≤M(x) ≤ x.

Лемма 1. ∑
n≤x

µ(n)

n
= O(1). (1)

Доказательство. См. дополнение 1.

Лемма 2.

lnxM(x) +
∑
p≤x

ln pM

(
x

p

)
= O(x). (2)

Доказательство. Действительно, lnx
∑
n≤x

µ(n)−
∑
n≤x

µ(n) lnn =
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=
∑
n≤x

µ(n) ln x
n = O

(∑
n≤x

ln x
n

)
= O(x).

Далее

∑
n≤x

µ(n) lnn =
∑
p≤x

ln p
∑
ps≤x

µ(ps) = −
∑
p≤x

ln p
∑
s ≤ x

p

(s, p) = 1

µ(s) =

= −
∑
p≤x

ln p

(∑
s≤ xp

µ(s)+O

(
x

p2

))
= −

∑
p≤x

ln p
∑
s≤ xp

µ(s)+O

(
x

∞∑
2

ln p

p2

)
.

Но ряд
∞∑
p=2

ln p
p2 — сходящийся. Таким образом,

lnx
∑
n≤x

µ(n) +
∑
p≤x

ln p
∑
s≤ xp

µ(s) = O(x),

что и требовалось.

Меняя в двойной сумме порядок суммирования, лемме 2 прида-

дим форму

lnxM(x) +
∑
n≤x

µ(n)ϑ

(
x

n

)
= O(x). (3)

Нижеследующая лемма представляет обобщение классического

разрывного равенства

∑
d/n

µ(d) =

 1, при n = 1,

0, при n > 1.

Лемма 3. Имеют место равенства

∑
d/n

µ(d) ln
x

d
=

 lnx, при n = 1,

Λ(n), при n > 1;
(4)
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∑
d/n

µ(d) ln2 x

d
=



ln2 x, при n = 1,

ln p ln x2

p , при n = pα, где α ≥ 1,

2 ln p ln q, при n = pαqβ , где α ≥ 1 и β ≥ 1,

0, для остальных n.
(5)

Доказательство равенства (4). Если n = 1, то это очевидно;

если n = pα, то
∑
d/n

µ(d) ln2 x
d = lnx− ln x

p ; если n = pαn′, n′ > 1,

(n′, p) = 1, то

∑
d/n

µ(d) ln
x

d
=
∑
d/n′

µ(d) ln
x

d
+
∑
d/n′

µ(dp) ln
x

dp
= ln p

∑
d/n′

µ(d) = 0.

Доказательство равенства (5). Если n = 1, то это очевидно;

если n = pα, то

∑
d/n

µ(d) ln2 x

d
= ln2 x− ln2 x

p
= ln p ln

x2

p
;

если n = pαqβ , то

∑
d/n

µ(d) ln2 x

d
= ln2 x− ln2 x

p
− ln2 x

q
+ ln2 x

pq
=

= ln p ln
x2

p
− ln p ln

(xq )2

p
= 2 ln p ln q;
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если n = pαqβn′, где (n′, p) = 1, (n′, q) = 1, n′ > 1, то∑
d/n′

µ(d) ln2 x

d
=
∑
d/n′

µ(d) ln2 x

d
+

+
∑
d/n′

µ(dp) ln2 x

dp
+
∑
d/n′

µ(dq) ln2 x

dq
+
∑
d/n′

µ(dpq) ln2 x

dpq
=

=
∑
d/n′

µ(d)

(
ln2 x

d
− ln2 x

dp
− ln2 x

dq
+ ln2 x

dpq

)
=

= 2 ln p ln q
∑
d/n′

µ(d) = 0.

Лемма 4. ∑
n≤x

µ(n)

n
ln
x

n
= O(1). (6)

Как известно, lnx =
∑
v≤x

1
v +C+O( 1

x ), C — эйлерова постоянная

(см. дополнение 3). Поэтому

∑
n≤x

µ(n)

n
ln
x

n
=
∑
n≤x

µ(n)

n

(∑
v≤ xn

1

v
+ C +O

(
n

x

))
=

=
∑
m≤x

∑
d/m

µ(d)

m
+O(1) +O(1) = O(1).

Лемма 5. ∑
n≤x

Λ(n) = O(x). (7)

На основании леммы 3
∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) ln x
d = lnx +

∑
n≤x

Λ(n). С другой

стороны, ∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) ln
x

d
=
∑
d≤x

µ(d) ln
x

d

[
x

d

]
=

= x
∑
d≤x

µ(d)

d
ln
x

d
+O

(∑
d≤x

ln
x

d

)
= O(x).
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Лемма 6. ∑
n≤x

Λ(n)

n
= lnx+O(1). (8)

Доказательство. См. дополнение 5.

Лемма 7. ∑
n≤x

µ(n)

n
ln2 x

n
= 2 lnx+O(1). (9)

Доказательство.∑
n≤x

µ(n)

n
ln2 x

n
=
∑
n≤x

µ(n)

n
ln
x

n

(∑
v≤ xn

1

v
+ C +O

(
n

x

))
=

=
∑
n≤x

∑
v≤ xn

µ(n) ln x
n

nv
+O(1) +O

( ∑
n≤x

ln x
n

n

x

)
=

=
∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) ln x
d

n
+O(1) = lnx+

∑
n≤x

Λ(n)

n
+O(1) = 2 lnx+O(1).

Лемма 8. ∑
p≤x

ln2 p+
∑
pq≤x

ln p ln q = 2x lnx+O(x). (10)

Доказательство. Рассмотрим∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) ln2 x

d
=
∑
d≤x

µ(d) ln2 x

d

[
x

d

]
=

= x
∑
d≤x

µ(d)

d
ln2 x

d
+O

(∑
d≤x

ln2 x

d

)
= 2x lnx+O(x).

С другой стороны, на основании равенства (5)∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) ln2 x

d
= ln2 x+

∑
pα≤x

ln p ln
x2

p
+

∑
pαqβ≤x
p 6=q

ln p ln q.
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Но

∑
pα≤x

ln p ln
x2

p
=
∑
p≤x

ln p ln
x2

p
+

+O

(∑
p2≤x

ln2 p

)
+O

(∑
pα≤x
α≥2

ln p lnx2

)
=

=
∑
p≤x

ln p ln
x2

p
+O

(
lnx lnx

∑
p≤
√
x

ln p

)
=
∑
p≤x

ln p ln
x2

p
+O(

√
x ln2 x)

(сумма lnx
∑
pα≤x
α≥2

ln p разбивается на O(lnx) слагаемых сообразно

α = 2, 3, . . .).

∑
pαqβ≤x
p 6=q

ln p ln q =
∑
pq≤x

ln p ln q+

+O

(∑
p2≤x

ln2 p

)
+O

( ∑
pαqβ≤x
α≥2; β≥1

ln p ln q

)
=

=
∑
pq≤x

ln p ln q +O

(
lnx

∑
p≤
√
x

ln p

)
+O

(∑
pα≤x
α≥2

ln p ϑ

(
x

pα

))
=

=
∑
pq≤x

ln p ln q +O(
√
x lnx) +O

(
x
∑
pα≤x
α≥2

ln p

pα

)
=
∑
pq≤x

ln p ln q +O(x).

Итак
∑
p≤x

ln p ln x2

p +
∑
pq≤x

ln p ln q = 2x lnx+O(x). Далее
∑
p≤x

ln p ln x2

p =

= 2 lnx
∑
p≤x

ln p −
∑
p≤x

ln2 p. Доказательство леммы будет закончено,



26. Упрощение элементарного доказательства А. Сельберга 417

если доказать, что
∑
p≤x

ln2 p = lnx
∑
p≤x

ln p+O(x). Это так, ибо

∑
p≤x

ln2 p = lnx
∑
p≤x

ln p−
∑
p≤x

ln p

x∫
p

du

u
=

= lnx
∑
p≤x

ln p−
x∫

2

∑
p≤u

ln p

u
du = lnx

∑
p≤x

ln p+O(x)

(ибо
∑
p≤u

ln p = O(u)). Лемма доказана.

Отсюда следует также, что утверждение леммы 8 можно запи-

сать в виде

lnxϑ(x) +
∑
p≤x

ln p ϑ

(
x

p

)
= 2x lnx+O(x). (11)

Напрашивается аналогия между неравенством (2) и неравенст-

вом (11). Мы будем пользоваться следующим видом утверждения

леммы 8:

ϑ(x) +
∑
pq≤x

ln p ln q

ln pq
= 2x+O

(
x

ln 2x

)
. (12)

Чтобы это получить, рассмотрим

1

lnx

∑
pq≤x

ln p ln q −
∑
pq≤x

ln p ln q

ln pq
=
∑
pq≤x

ln p ln q

(
1

lnx
− 1

ln pq

)
=

= −
∑
pq≤x

ln p ln q

x∫
pq

du

u ln2 u
= −

x∫
6

∑
pq≤u

ln p ln q

u ln2 u
du = O

( x∫
6

du

lnu

)
=

= O

( √x∫
6

du

lnu

)
O

( x∫
√
x

du

lnu

)
= O(

√
x) +O

(
x

ln
√
x

)
= O

(
x

lnx

)
.

[Мы воспользовались соотношением
∑
pq≤u

ln p ln q = O(u lnu), которое

следует из (11)]. Таким образом, неравенство Сельберга (10) может
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быть записано в форме ϑ(x) +
∑
pq≤x

ln p ln q
ln pq = 2x + O( x

ln x ), а лучше в

форме (12).

Лемма 9.

lnxM(x) =
∑
pq≤x

ln p ln q

ln pq
M

(
x

pq

)
+O(x ln lnx). (13)

В равенстве (3) производим подстановку ϑ( xn ) = 2x
n −

∑
pq≤ xn

ln p ln q
ln pq +

+O( x
n ln 2 xn

), взятую из неравенства (12), и получаем

lnxM(x) + 2x
∑
n≤x

µ(n)

n
−
∑
n≤x

µ(n)
∑
pq≤ xn

ln p ln q

ln pq
+

+O

(
x
∑
n≤x

1

n ln 2 xn

)
= O(x).

Воспользовавшись неравенством (1) и легко устанавливающимся

фактом
∑
n≤x

1
n ln 2 xn

= O(ln lnx) (см. дополнение 6) и меняя в двойной

сумме порядок суммирования, доказываем лемму 9.

Лемма 10. Имеет место рекуррентное неравенство

|M(x)| ≤ 1

lnx

∑
n≤x

∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣+O(x ln lnx

lnx

)
. (14)

Доказательство. В равенствах (2) и (13) переходим к модулям

и складываем полученные выражения, получаем

2 lnx|M(x)| ≤
∑
p≤x

ln p

∣∣∣∣M(xp
)∣∣∣∣+ ∑

pq≤x

ln p ln q

ln pq

∣∣∣∣M( x

pq

)∣∣∣∣+O(x ln lnx).

Производя абелево преобразование в левой части последнего равен-
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ства, получаем

2 lnx|M(x)| ≤
∑

n≤x−1

(∑
p≤n

ln p+
∑
pq≤n

ln p ln q

ln pq

)
×

×
(∣∣∣∣M(xn

)∣∣∣∣−∣∣∣∣M( x

n+ 1

)∣∣∣∣)+

+

(∑
p≤x

ln p+
∑
pq≤x

ln p ln q

ln pq

)
+O(x ln lnx) =

=
∑

n≤x−1

2n

(∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣− ∣∣∣∣M( x

n+ 1

)∣∣∣∣)+O

( ∑
n≤x−1

n

ln 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣−

−
∣∣∣∣M( x

n+ 1

)∣∣∣∣∣∣∣∣)+O(x) +O(x ln lnx).

Из геометрически очевидного неравенства ||a| − |b|| ≤ |a− b| имеем∣∣∣∣∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣− ∣∣∣∣M( x

n+ 1

)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣M(xn
)
−M

(
x

n+ 1

)∣∣∣∣=
=

∣∣∣∣ ∑
x
n+1≤k<

x
n

µ(n)

∣∣∣∣≤ x

n
− x

n+ 1
= O

(
x

n2

)
.

Далее O
(
x
∑
n≤x

1
n ln 2n

)
= O(x ln lnx). Поэтому

2 lnx|M(x)| ≤ 2
∑
n≤x

∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣+O(x ln lnx),

что и требуется.

Если в формуле (14) в правой части произвести оценку|M( xn )| ≤

≤ α xn , где α — некоторая константа (очевидно, можно взять α = 1),

то получаем снова неравенство |M(x)| ≤ αx+O(x ln ln x
ln x ), т. е. сниже-

ния константы не происходит. Однако, как мы увидим, если неравен-

ство (14) сочетать с тем понижением, которое имеется в неравенстве

(1), то получается снижение постоянной и, таким образом, приходим

к доказательству закона.
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Из равенства (1) частным суммированием выводится неравенство∑
n≤x

M(n)

n2
= O(1).

Таким образом, существует такая постоянная k, что для любых x′ и

x′′ ∣∣∣∣ ∑
x′<n≤x′′

M(n)

n2

∣∣∣∣< k.

Лемма 11. Существуют такие постоянные k1 и c > 1, что

каково бы ни было 0 < δ < 1 и x > c, в любом интервале (x, xe
k1
δ )

найдётся такое y, что |M(y)| < δy.

Доказательство. Пусть на (x, x′) M(n) не меняет знака, скажем

M(n) ≥ 0. Берём M(y)
y , минимальное на этом участке:

k >
∑

x≤n≤x′

M(n)

n2
>
M(y)

y

∑
x≤n≤x′

1

n
≥ M(y)

y

(
ln
x′

x
− c1

)
;

поэтому (используя |M(y)| ≤ y) получаем k1 > M(y)
y ln x′

x . Если

x′ > xe
k1
δ , то M(y) < δy. Если на участке (x, xe

k1
δ ) M(n) меняет

знак, то так как M(n) — всегда целое число, а длина разрыва M(n)

равна единице, то есть такое y, что M(y) = 0, и, значит, |M(y)| < δy.

Лемма 12. Существуют такие постоянные c и k1, что при

любом 0 < δ < 1 и x ≥ c в интервале (x, xe
k1
δ ) содержится подын-

тервал (y1, y1e
δ
2 ) такой, что в нём |M(z)| < 3δz.

Доказательство. В интервале (x, xe
k1
δ ) содержится точка y, в

которой |M(y)| < δy. Далее, |M(a) −M(b)| = |
∑

a≤n≤b
µ(n)| ≤ b − a,

поэтому |M(b)| ≤ |M(a)|+ b− a. Возьмём интервал (ye−
δ
2 , ye

δ
2 ); для

y′ из этого интервала справедливо соотношение (при a = y, b = y′)∣∣∣∣M(y′)
y′

∣∣∣∣< δ yy′ + 1 − y
y′ < δe

δ
2 + 1 − e− δ2 < 2δ + δ = 3δ. Возьмём часть
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этого интервала, попавшую на (x, xe
k1
δ ), и пусть y1 — левый конец

этой части. Весь (y1, y1e
δ
2 ) принадлежит этой части: если y1 = ye−

δ
2 ,

то (ye−
δ
2 )e

δ
2 = y принадлежит к (x, xe

k1
δ ); если y1 = x, то, считая

k1 ≥ 1, получаем: xe
δ
2 < xe

k1
δ .

Теорема (асимптотический закон распределения простых

чисел) ∑
n≤x

µ(n) = o(x). (15)

Доказательство. Обозначим через α всякое такое число, что,

начиная с некоторого x ≥ x0(α), имеем |M(x)| ≤ αx. Очевидно, что

единица есть такое α, а также, что lim
x→∞

|M(x)|
x ≤ α. Если мы постро-

им последовательность таких α{αn}, что αn → 0, то теорема будет

доказана. Пусть доказано, что при x ≥ x0 |M(x)| ≤ αx. По неравен-

ству (14)

|M(x)| ≤ 1

lnx

∑
n≤x

∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣+O( x√

lnx

)
=

=
1

lnx

∑
n≤ x

x0

∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣+O

(
x

lnx

∑
x
x0
≤n≤x

1

n

)
+O

(
x√
lnx

)
=

=
1

lnx

∑
n≤ x

x0

∣∣∣∣M(xn
)∣∣∣∣+O( x√

lnx

)
.

Положим δ = α
6 , ρ = e

k1
δ и весь возможный интервал для x

n , т.е.

(x0, x), разобьём на интервалы точками деления x0, x0ρ, x0ρ
2, ... .

По лемме 12 в каждом таком интервале есть такая часть (yv, yve
δ
2 ),

где улучшается оценка для M( xn ). Если x
n попало на такую часть,

то оценим |M( xn )| ≤ 3α6
x
n = α xn −

α
2
x
n ; если x

n попало вне, то оценим



422 Теория чисел и функциональный анализ

|M( xn )| < α xn . Получаем

|M(x)| < αx

lnx

∑
n≤ x

x0

1

n
− αx

2 lnx

[
ln x
x0

ln ρ

]
∑
v=0

∑
yv≤ xn≤yve

δ
2

1

n
+O

(
x√
lnx

)
.

Мы будем пользоваться геометрически очевидными неравенствами

− 2

α
<

∑
α≤n≤β

1

n
− ln

β

α
<

1

α
,

∑
x
yv
e−

δ
2≤n≤ x

yv

1

n
>
δ

2
− 2yve

δ
2

x
>
δ

2
− 2x0ρ

v

x
,

|M(x)| ≤ αx

lnx

∑
n≤ x

x0

1

n
− αx

2 lnx

[
ln x
x0

ln ρ

]
∑
v=0

δ

2
+
αx0

lnx

[
ln x
x0

ln ρ

]
∑
v=0

ρv+

+O

(
x√
lnx

)
≤ αx− αxδ

4 lnx

([
ln x

x0

ln ρ

]
+1

)
+
αx0

lnx

x
x0
− 1

ρ− 1
+O

(
x√
lnx

)
≤

≤ αx− αxδ

4 lnx

lnx

ln ρ
+
αxδ lnx0

4 lnx ln ρ
+
αx0

lnx

x
x0
− 1

ρ− 1
+O

(
x√
lnx

)
=

= αx

(
1− δ2

4k1

)
+O

(
x√
lnx

)
= α

(
1− α2

4 · 36k1

)
x+O

(
x√
lnx

)
.

Таким образом, наряду с константой αn годится константа αn+1 =

= αn(1 − α2
n

200k1
). Выберем α1 = 1 и покажем, что αn ≤

√
200k1√
n+3

. Для

n = 1 это справедливо. Выражение αn(1 − α2
n

200k1
) возрастает при

αn ≤
√

200k1

3 . Промажорируем αn выражением
√

200k1√
n+3

(это можно

сделать уже при n = 1). Тогда αn+1 <
√

200k1√
n+3

(1− 1
n+3 ) <

√
200k1√
n+4

.

Теорема доказана.
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ДОПОЛНЕНИЯ

1) Как известно,
∑
d/n

µ(d) =

 1, при n = 1,

0, при n > 1;

∑
n≤x

∑
d/n

µ(d) = 1,
∑
n≤x

µ(n)

[
x

n

]
= 1,

x
∑
n≤x

µ(n)

n
+O(x) = 1,

∑
n≤x

µ(n)

n
= O(1).

2) Замечание к лемме 2. Обозначим A∗ = lim
x→∞

M(x)
x и a∗ =

= lim
x→∞

M(x)
x . Докажем, что из утверждения леммы 2 следует, что

A∗ + a∗ = 0. Неравенство можно переписать в виде

M(x)

x
+

1

lnx

∑
p≤x

ln p

p

M(xp )
x
p

= O

(
1

lnx

)
.

Выберем произвольно ε > 0. Существует такое x0(ε), что при x > x0

имеем M(x)
x > a∗ − ε. Далее

O

(
1

lnx

)
=
M(x)

x
+

1

lnx

∑
p≤ x

x0

ln p

p

M(xp )
x
p

+
1

lnx

∑
x
x0
<p≤x

ln p

p

M(xp )
x
p

>

>
M(x)

x
+

1

lnx

∑
p≤ x

x0

ln p

p
− 1

lnx

∑
x
x0
<p≤x

ln p

p
.

Используя формулу Чебышева
∑
p≤x

ln p
p = lnx+O(1) (см. дополнение

5), получаем O( 1
ln x ) = M(x)

x + (a∗ − ε) + O( 1
ln x ). Устремляем x к

бесконечности так, чтобы M(x)
x стремилось к A∗, тогда 0 ≥ A∗+a∗−ε.

Но ε сколь угодно мало, поэтому 0 ≥ A∗ + a∗. Аналогично получаем

A∗ + a∗ ≥ 0. Итак, A∗ + a∗ = 0.

3) Замечание к лемме 4. Простой вывод этого соотношения см. в

[34, с. 126].



424 Теория чисел и функциональный анализ

4) Замечание к лемме 5. Этот вывод классической теоремы име-

ется в [34, с. 240–241].

5) На основании определения Λ(n) :
∑
d/n

Λ(d) = lnn,
∑
n≤x

∑
d/n

Λ(d) =

= x lnx + O(x) (грубая форма формулы Стирлинга);
∑
d≤x

Λ(d)[xd ] =

= x lnx + O(x). На основании леммы 5 x
∑
d≤x

Λ(d)
d + O(x) = x lnx +

+O(x). Сокращая на x, получаем
∑
n≤x

Λ(n)
n = lnx+O(1). Очевидно,

∣∣∣∣∑
n≤x

Λ(n)

n
−
∑
p≤x

ln p

p

∣∣∣∣≤∑
p≤x

(
1

p2
+

1

p3
+ ...

)
ln p <

∑
p

ln p

p(p− 1)
= O(1).

Это доказывает другую форму этого факта:
∑
p≤x

ln p
p = lnx+O(1).

6)
∑
n≤x

1

n ln 2 xn
=

1

lnx

∑
n≤x

1

n
+
∑
n≤x

1

n

(
1

ln 2 xn
− 1

lnx

)
=

=
∑
n≤x

1

n

x∫
2 xn

du

u ln2 u
+O(1) =

x∫
2

∑
2x
n ≤u≤x

1
n

u ln2 a
du+O(1) =

= ln lnx+O(1).

7) Выведем известным способом из
∑
n≤x

µ(n) = o(x) асимптоти-

ческий закон в форме
∑
n≤x

Λ(n) ∼ x. Рассмотрим S(x) =
∑
n≤x

µ(n) ×

×
∑
m≤ xn

(lnm− τ(m) + 2C), где τ(m) — число делителей m, а C — эй-

лерова постоянная. S(x) =
∑
k≤x

∑
d/k

µ(d)(ln k
d −τ(kd )+2C) =

∑
k≤x

(Λ(k)−

−1) + 2C, так как
∑
d/k

µ(d) ln k
d = Λ(n) (выводится сразу из равенства

(4) и равенства
∑
d/k

µ(d)τ(kd ) = 1, которое получается, например, с

помощью индукции по числу простых множителей k : если k = k′pα,



26. Упрощение элементарного доказательства А. Сельберга 425

то

∑
d/k

µ(d)τ

(
k

d

)
=
∑
d/k′

µ(d)τ

(
pα
k′

d

)
+
∑
d/k′

µ(dp)τ

(
pα−1 k

′

d

)
=

= (τ(pα)− τ(pα−1))
∑
d/k′

µ(d)τ

(
k′

d

)
=
∑
d/k′

µ(d)τ

(
k′

d

))
.

Выберем 0 < δ < 1, тогда

S(x) = S(δx) +
∑

δx<n≤x

µ(n)
∑
m≤ xn

(lnm− τ(m) + 2C) =

= S(δx) +

[x]∑
n=[δx]+1

(M(n)−M(n− 1))
∑
m≤ xn

(lnm− τ(m) + 2C) =

= S(δx)−M(δx)

[ x
1+[δx]

]∑
n=1

(lnn− τ(n) + 2C) +M(x)(2C − 1)+

+

[x]−1∑
n=1+[δx]

M(n)
∑

x
n+1<k≤

x
n

(ln k − τ(k) + 2C).

По формуле Дирихле (см., например, [36, с. 247–248])∑
m≤x

τ(m) = x lnx+ (2C − 1)x+O(
√
x),

∑
k≤x

(ln k − τ(k) + 2C) = x lnx− x+O(lnx)− x lnx− (2C − 1)x+

+O(
√
x) + 2Cx = O(

√
x).

Непустых сумм
∑

x
n+1<k≤

x
n

(ln k − τ(k) + 2C), очевидно, меньше или

равно x
1+[δx] −

x
[x] + 1 < 1

δ + 1. Каждую такую сумму оцениваем:

O

(√
x

1+[δx]

)
= O

(√
1
δ

)
.
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Получаем

|S(x)| ≤ |S(δx)|+ |M(δx)|
√

x

1 + δx
+ |M(x)|(2C − 1)+

+ o(x)

(
1

δ
+ 1

)√
1

δ
≤ |S(δx)|+

+ o(x)

(√
1

δ
+ (2C − 1) +

(
1

δ
+ 1

)√
1

δ

)
.

Но

|S(δx)| ≤
∑
n≤δx

∣∣∣∣ ∑
m≤ xn

(lnm− τ(m) + 2C)

∣∣∣∣≤ k ∑
n≤δx

√
x

n
≤

≤ k′
√
x
√
δx = k′

√
δx.

Итак, |S(x)| ≤ k′
√
δx+ o(x)

(√
1
δ + (2C − 1) + ( 1

δ + 1)
√

1
δ

)
. 3ада-

дим ε > 0, тогда можно найти такое δ, что k′
√
δ < ε. Далее, при

x ≥ x0(δ) имеем o(x)

(√
1
δ + (2C − 1) + ( 1

δ + 1)
√

1
δ

)
< εx и, следо-

вательно, |S(x)| ≤ 2εx. Отсюда lim
x→∞

∣∣∣∣
∑
n≤x

(Λ(n)−1)

x

∣∣∣∣≤ 2ε, но ε сколь

угодно мало. Таким образом,
∑
n≤x

∆(n) ∼ x. Этому, очевидно, можно

придать такой вид:
∑
p≤x

ln p ∼ x (т.е. ϑ(x) ∼ x).

8) Получим из этого, наконец, π(x) ∼ x
ln x .

π(x) =
∑
p≤x

1 =
1

lnx

(∑
p≤x

ln p+
∑
p≤x

ln
x

p

)
=

= O

(
x

lnx

)
+

1

lnx

∑
p≤x

x∫
p

du

u
= O

(
x

lnx

)
+

1

lnx

x∫
2

O

(
u

u

)
du = O

(
x

lnx

)
.

Далее
∣∣∣∣π(x)− ϑ(x)

ln x

∣∣∣∣≤ 1
ln x

x∫
2

∑
p≤u

1

u du = 1
ln x

x∫
2

O( u
u lnu )du = O( x

ln2 x
). Так

как ϑ(x) ∼ x, то π(x) ∼ x
ln x .
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представлении дзета-функции Римана

В монографии Сельберга [21], посвященной теории L-функций

Дирихле, дано представление дзета-функции через интеграл
∞∫

0

∞∫
0

ω(x, y)x−s1−1y−s2−1dxdy,

где ω(x, y) = min(x(1− y), y(1− x)).

В настоящей работе выводятся различные обобщения формулы

Сельберга.

Как и при выводе необобщённой формулы Сельберга, я исхожу

из соотношения (см. [21, с. 7])
∞∫

0

(e2πinεx − 1)x−s−1dx = Γ(−s)|2πn|s exp

(
−πs

2
εi sgn n

)
,

где 0 < R(s) < 1, n — целое число, ε = ±1.

Из этого соотношения легко получим
∞∫

0

. . .

∞∫
0

∞∑′

m=−∞

1

np
(e2πix1ε1n − 1) · · ·

· · · (e2πixkεkn − 1)x−s1−1
1 x−s2−1

2 · · ·x−sk−1
k dx1dx2 · · · dxk =

= Γ(−s1) · · ·Γ(−sk)(2π)s1+...+sk(e−
πzi
2 + e

πzi
2 (−1)p)ζ(p− s1− . . .− sk),

(1)

где z = ε1s1 + . . . + εksk, εi = ±1, штрих при знаке суммирования

означает, что значение n = 0 при суммировании пропущено. Извест-

ные формулы
∞∑
n=1

cos 2πnx

np
= (−1)[ p2 ]+1 (2π)p

2 · p!
B̃p(x),
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∞∑
n=1

sin 2πnx

np
= (−1)[ p2 ]+1 (2π)p

2 · p!
B̃p(x),

из которых первая верна при p четном, вторая — при p нечётном и в

которых B̃p(x) — периодизированный многочлен Бернулли: B̃p(x) =

= Bp(x− [x]), приводят к формуле

∞∑′

n=−∞

1

np
e2πinx = ip2(−1)[ p2 ]+1 (2π)p

p!
B̃p(x), (2)

верной при любой чётности p.

Вводя обозначения

Hp(x1, x2, . . . , xk) = B̃p(x1+x2+. . .+xk)−B̃p(x1+x2+. . .+xk−1)−. . .±

±Bp(0) =

k∑
ν=0

(−1)ν
∑

i1<i2<...<iν

B̃p(u− xi1 − xi2 − . . .− xiν ),

u = x1 + x2 + . . .+ xk,

получим на основании (1), (2)

∞∫
0

∞∫
0

. . .

∞∫
0

Hp(ε1x1, ε2x2, . . . , εkxk)x−s1−1
1 · · ·x−sk−1

k dx1 · · · dxk =

= (−1)p−12 · p!(2π)sΓ(−s1)Γ(−s2) · · ·Γ(−sk) cos
πz − πp

2
ζ(p− s), (3)

(s = s1 + s2 + . . .+ sk, z = ε1s1 + ε2s2 + . . .+ εksk).

Особенно простой вид приобретает формула (3), если все ε равны

единице:

∞∫
0

∞∫
0

. . .

∞∫
0

Hp(x1, x2, . . . , xk)x−s1−1
1 · · ·x−sk−1

k dx1 · · · dxk =

= (−1)p−12 ·p!Γ(−s1)Γ(−s2) · · ·Γ(−sk)(2π)s−p cos
π

2
(s−p)ζ(p−s) (4)
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(s = s1 + s2 + . . .+ sp).

Или, если воспользоваться функциональным уравнением Римана

ζ(s) = 1
2Γ(s)−1(2π)s sec πs

2 ζ(1− s),

ζ(s− p+ 1) =

=
(−1)p−1Γ(p− s)

p!Γ(−s1)Γ(−s2) · · ·Γ(−sk)

∞∫
0

∞∫
0

. . .

∞∫
0

Hp(x1, x2, ..., xk)x−s1−1
1 · · ·

· · ·x−sk−1
k dx1 · · · dxk, (5)

(s = s1 + s2 + . . .+ sk).

В частности, при p = 2

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)− B̃p(y) +Bp)x
−s1−1y−s2−1dxdy =

= (−1)p−1p!
Γ(−s1)Γ(−s2)

Γ(p− s1 − s2)
ζ(s− p+ 1), (6)

где s = s1 + s2. Иначе формулу (6) можно записать следующим

образом:

ζ(s) =
(−1)p−1

p!

Γ(1− s)
Γ(−p+ 1− u)Γ(−s+ u)

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)−

−B̃p(y) +Bp)x
−p−uy−s+u−1dxdy. (7)

Формула (7) интересна тем, что в ее правую часть входит u, от

которого левая часть не зависит. Умножая обе части полученной

формулы на различные функции от u и интегрируя или дифферен-

цируя по u, без труда выведем из нее много других формул.
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В частности, умножая обе части (7) на exp(k
2u2

4 ) и интегрируя по

соответствующей вертикали, придем к соотношению

±p!Γ(1− p− s)ζ(s)

Γ(1− s)

∞∫
0

x−s−1

(1 + x)1−p−sF (x)dx =

=

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)− B̃p(y) +Bp)x
−py−s−1F

(
x

y

)
dxdy (8)

(
F (t) = exp

(
− 1

k2
log2 x

))
.

Умножая обе части (7) на Γ(−p+1−u) Γ(−s+u) и дифференцируя

по m раз, получим

ζ(s) =
(−1)p−1Γ(1− s)

p! d
m

dumΓ(1− p− u)Γ(u− s)

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)− B̃p(y)+

+Bp)x
−p−uy−s−1 logm

y

x
dxdy. (9)

Полагая в формулах (7), (9) u = s+1−p
2 , получим две следующие

формулы:

ζ(s) =
(−1)p−1

p!

Γ(1− s)
Γ( 1−p−s

2 )2

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)− B̃p(y)+

+Bp)(xy)−
s+p+1

2 dxdy, (10)

ζ(s) =
(−1)p−1

p!

Γ(1− s)
θm(s)

∞∫
0

∞∫
0

(B̃p(x+ y)− B̃p(x)− B̃p(y)+

+Bp)(xy)−
s+p+1

2 logm
y

x
dxdy, (11)

θm(s) =

[
∂m

∂um
Γ(1− p− u)Γ(u− s)

]
u= s−p+1

2

.

Очевидны дальнейшие обобщения полученных здесь формул.



28. Асимптотика степенных рядов на

границе круга сходимости и предельные

теоремы теории чисел

Обычным приёмом определения асимптотики степенного ряда с

коэффициентами арифметической природы является рассмотрение

соответствующего ряда Дирихле
∞∑
n=1

an
ns . Если нужно найти асимп-

тотику ряда
∞∑
n=1

anx
n во всех «рациональных» точках единичной

окружности, т.е. в точках x = exp(2πir), где r — рационально, то

изучают функции, полученные аналитическим продолжением рядов

Дирихле
∞∑
n=1

anmχ(n)
ns , где χ(n) — характер Дирихле.

Мне удалось показать, что во многих случаях можно определить

асимптотику степенного ряда в рациональных точках, пользуясь осо-

быми тождествами, представляющими собой в известном смысле

разложение
∞∑
n=1

anx
n на простейшие дроби. В этих случаях, если

an ≥ 0, на основании теоремы Харди и Литтлвуда получаются асимп-

тотические соотношения вида

∑
n≡l ( mod k)

n≤N

an ∼ A(k, l)Nα.

Один класс упомянутых тождеств имеет вид

∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

bn
∑
d/n

µ

(
n

d

)
dxd

1− xd
= −

∞∑
n=1

bn
xP ′n(x)

Pn(x)
=

=

∞∑
n=1

bn
∑
ω(n)

ωx

1− ωx
,
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где Pn(x) =
∏
d/n

(1 − xd)µ(nd ) — многочлен деления окружности и где

символ
∑
ω(n)

означает суммирование по всем примитивным корням

n-й степени из единицы.

В случае bn = O( 1
n1+ε ) легко показать, что

lim
x→ρ

(1− |x|)
∞∑
n=1

anx
n = bk,

где

ρ = exp

(
2πi

l

k

)
(l, k) = 1,

так как ряд
∞∑
n=1

bn(1 − |x|)xP
′
n(x)

Pn(x) при этом условии сходится равно-

мерно.

Легко доказать, что известные взаимно обратные теоремы — тео-

рема Чезаро и теорема Харди н Литтлвуда — можно несколько обоб-

щить и показать эквивалентность соотношений∑
n≡l ( mod k)

n≤N

an ∼ A(l, k)N,

∞∑
n=1

anx
n ∼ B(l, k)

1− |x|

(
τ → exp

(
2πi

l

k

))
(an ≥ 0),

где k, l — любые числа, при соответственных связях между посто-

янными A(l, k), B(l, k).

Так, легко усмотреть, что теорема Валле Пуссена — Адамара∑
n≡l ( mod k)

n≤N

Λ(n) ∼ 1

ϕ(k)
N

эквивалентна соотношению

f(x) =

∞∑
n=1

Λ(n)xn ∼ µ(k)

ϕ(k)

1

1− |x|
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(x стремится радиально к корню (точной) k-й степени из единицы).

Однако этот факт эквивалентности двух указанных соотношений

остаётся бесполезным до тех пор, пока нет прямого способа опреде-

ления асимптотики степенного ряда.

Такой способ, основанный на рассмотрении специальных тож-

деств, найден мною для многих степенных рядов.

Легко показать эквивалентность соотношений

∞∑
n=1

ϕ(n)xn ∼ 1

(1− |x|)2

6

π2

µ(k)

ϕ2(k)
(1)

(
x→ exp

(
2πi

l

k

)
, (l, k) = 1, ϕ2(k) = k2

∏
p/k

(
1− 1

p2

))
,

∑
n≡l ( mod k)

n≤N

ϕ(n) ∼ 3

π2

k

ϕ2(k)

∏
p/(l,k)

(
1− 1

p

)
.

Но формула (1) легко может быть получена из тождества

∞∑
n=1

ϕ(n)xn =
6

π2

∞∑
n=1

µ(n)

ϕ2(n)

∑
ω(n)

ωx

(1− ωx)2
.

Таким образом, функция
∞∑
n=1

ϕ(n)xn не только обладает асимп-

тотикой, выражающей арифметическое предельное соотношение (2),

но и является простейшей из функций, обладающих этой асимпто-

тикой, подобно тому, как π ctg πz является простейшей из функций,

имеющих простые полюсы с вычетами, равными единице, во всех

целых числах.

Указанным приёмом можно получить многие формулы вида∑
n≡l ( mod k)

n≤N

an ∼ A(l, k)nα, не пользуясь рядами Дирихле и характера-
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ми Дирихле, опираясь только на два факта — на наличие тождества

указанного типа и на теорему Харди — Литтлвуда.

Тождеств упомянутого вида можно получить очень много, поль-

зуясь общим тождеством (1) из моей работы [71], а также многими

другими приёмами.

Аналогичную роль играют тождества вида

∑
anx

n =

∞∑
n=1

bn
∑
ρ(n)

c(ρ)

(1− ρx)α
.

Функций, разлагающихся указанным образом на простейшие

дроби, характеризующие поведение их вблизи всех «рациональных»

точек единичной окружности, очень много.

Сюда относятся многие ряды с коэффициентами, связанными с

теорией делимости, модулярные функции Эйзенштейна первой сту-

пени, степени якобиевой тэта-функции ϑ(x)4, ϑ(x)6, ϑ(x)8, функции

ϑ(x)3ϑ(x2), ϑ(x)3ϑ(x3) и многие другие.

Во всех случаях такого разложения можно получить указанным

выше приёмом соответствующие предельные теоремы о сумме ко-

эффициентов, а в некоторых случаях определить асимптотику n-го

коэффициента и даже предугадать точное значение коэффициента.



29. Операторные методы в теории чисел

1. Операторный аналог теории рядов Дирихле на любом линей-

ном функциональном множестве строится на основе последователь-

ности линейных операторов Lm, обладающей по терминологии, вве-

денной мною, M -свойством (мультипликативным свойством):

LnLm = Lnm. Простейшие примеры таких операторов даются соот-

ношениями

Lnf(x) = f(nx), Lnf(x) = f(xn), Lnf(x) = nkf(x+ log n).

Более сложные примеры можно построить на основе теории однопа-

раметрических операторных групп (см., например, [48, 69]).

Далее, параллельно с данным рядом Дирихле
∞∑
n=1

an
ns = T (s),

рассматривается «операторный ряд Дирихле»
∞∑
n=1

an
nsLn = T (s, L),

где L — название последовательности L1, L2, ..., обладающей M -

свойством. Введённое таким образом соответствие между обычным

и операторными рядами Дирихле является изоморфизмом. В самом

деле, нетрудно убедиться в том, что если
∞∑
n=1

an
ns

∞∑
m=1

bm
ms

=

∞∑
k=1

ck
ks
,

то
∞∑
n=1

an
ns
Ln

∞∑
m=1

bm
ms

Lm =

∞∑
k=1

ck
ks
Lk.

За операторными рядами Дирихле целесообразно оставить те же

обозначения и то же наименование, которое имеют их обычные про-

образы. Так, ζ(s, L) =
∞∑
n=1

Ln
ns называется операторной дзета-функ-

цией, ряд ζ′

ζ (s, L) = −
∞∑
n=1

Λ(n) · Lnns — логарифмической производной



436 Теория чисел и функциональный анализ

операторной дзета-функции и т.д. Очевидно,

ζ(s, L)
ζ ′

ζ
(s, L)f =

ζ ′

ζ
(s, L)ζ(s, L)f = −

∞∑
n=1

log n
Ln
ns
f. (1)

Следует отметить, что сходимость понимается всюду в смысле обыч-

ной сходимости рядов
∑ an

nsLnf(x) при заданном выборе f при лю-

бом x. Можно показать, что указанная символика объединяет в еди-

ном плане многие казалось бы далеко лежащие друг от друга вопро-

сы теории чисел.

Варьируя в соотношении (1) выбор последовательности опера-

торов Ln функции f(x), числовые значения s и x, получим много

новых, а также и известных арифметических тождеств. Обозначая

Lnf(x) = f(xn),

∞∑
n=1

f(xn) = Φ(x),

получим из (1)

∞∑
n=1

Λ(n)Φ(xn) =

∞∑
n=1

log nf(xn). (2)

Это тождество интересно тем, что правая часть его есть сумма,

распространенная по всем натуральным числам, левая часть [бла-

годаря наличию факторов Мангольдта Λ(n)] — сумма по простым

числам.

Однако это соотношение, являющееся операторным аналогом

тождества Эйлера, может представлять интерес, когда известны

f(x) и Φ(x), т.е. когда сумма
∞∑
n=1

f(xn) может быть вычислена. Так

будет, если f(x) = x; тогда

Φ(x) =
xn

1− xn
.
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Отсюда следует тождество Ламберта
∞∑
n=1

Λ(n)
xn

1− xn
=

∞∑
m=1

logm · xm.

Большую группу новых соотношений можно получить, рассматри-

вая последовательность операторов Ln, определенную соотношением

Lnf(x) = f( xn ), на множестве функций от положительного x, кото-

рые все обращаются в нуль при x < 1. Здесь все операторные ряды

Дирихле являются конечными суммами вида
∑
n≤x

anf( xn ). В частно-

сти,

ζf(x) =
∑
n≤x

f

(
x

n

)
, ζ−1f(x) =

∑
n

µ(n)f

(
x

n

)
,

откуда немедленно следует принцип обращения Бахмана. Недавним

исследованиям Эрдеша и Атле Сельберга по элементарному доказа-

тельству теоремы Адамара можно придать новую интерпретацию и

обобщение (см. [83]).

2. Построение ортогональных последовательностей арифмети-

ческого характера. Доказывается, что если последовательность f1,

f2, ... элементов гильбертова пространства обладает HDg-свойством:

(fn, fm) = g((n,m)), то последовательность θn =
∑
d/n

µ(nd )fd ортого-

нальна. Здесь (n,m) — общий делитель чисел n иm, µ(n) — функции

Мёбиуса (см. [65, 80]).

В указанной работе развиты методы построения последователь-

ностей функций, обладающих D-свойством и имеющих простую

структуру. Так, например, функции fn(x) = nkBk(nx − [nx]) обла-

дают D-свойством в пространстве L2(0, 1), и, следовательно, после-

довательность ортогональна в интервале (0,1). Здесь µ(n) — функ-

ция Мёбиуса, Bk(t) — полином Бернулли. В этом и других случаях
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тождество Парсеваля и неравенство Бесселя приводят к новым тож-

дествам и новым неравенствам, приводящим, в частности, к новым

эквивалентам гипотезы Римана. Многие из этих эквивалентов могут

быть охарактеризованы как обобщение теоремы Франеля о распре-

делении чисел Фарея.



30. Об одном замечательном

степенном ряде

В последнее десятилетие встречалось исследование степенного

ряда f(z) =
∞∑
n=1

Z2n в связи с вопросами аддитивной теории чисел

(в работе М. А. Субханкулова), а также в связи с вопросами ста-

тистики. Этому ряду была посвящена статья Ф. Трикоми. Следует

отметить, что до недавнего времени этот ряд фигурировал только

как пример ряда, не продолжаемого за границу круга сходимости.

Настоящая статья посвящена изложению двух фактов — установ-

лению асимптотики функции f(z) при радиальном приближении z к

«рациональным» точкам единичной окружности, т.е. к точкам вида

z = exp(2πiR), где R — рационально, а также преобразованию этого

ряда к другой форме. Первый вопрос решается следующим образом:

полагая z = r exp(2πiak ) = rω, r = |x| (a, k — целые числа), получим

∞∑
n=1

Z2n =

∞∑
n=1

ω2nr2n = (1− r)
∞∑
m=1

Smr
m, (1)

Sm =
∑

2n≤m

ω2n

(преобразование Абеля). ω2n является в случае нечётного k перио-

дической функцией n с периодом, равным l(k), где l(k) — период,

который образуют степени двойки по модулю k (иными словами,

l(k) — показатель, к которому принадлежит 2 по модулю k). В слу-

чае k = 2λk′, (k′, 2) = 1 последовательность будет периодической,

только начиная с n = λ, причем период будет равен l(k′) = l( k
2λ

). Во
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всяком случае из изложенного следует

Sm ∼
logm

l(k′) log 2
Sk′ , (2)

а из этого и из (1) следует

f(z) ∼ − Sk′

l(k′) log 2
log(1− |z|), (3)

где

z = |z|ω, ω = exp

(
2πi

a

k

)
, Sk′ =

l(k′)∑
m=1

exp

(
2πi

a · 2m

k

)
.

Далее легко доказать, пользуясь формулой Меллина:

1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

Γ(s)y−sds = e−y,

следующее соотношение:

∞∑
n=1

e−y2n =
1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

Γ(s)

∞∑
n=1

1

2ns
y−sds =

1

2πi

a+∞i∫
a−∞i

Γ(s)

2s − 1
y−sds.

Так как
−N+ 1

2 +∞i∫
−N+ 1

2−∞i

Γ(s)
2s−1y

−sds → 0 при N целом и стремящемся к

бесконечности, то легко убедиться, используя обычный прием пере-

носа пути интеграции и использования теории вычетов, в том, что

значение суммы
∞∑
n=1

e−2ny равно сумме вычетов функции Γ(s)
2s−1y

−s в

полуплоскости Re(s) < 1.

На этом основании получим тождество
∞∑
n=1

e−y2n =
∑ (−1)n−1

n!(2n−1) ×

×(2y)n+
∞∑′

n=−∞
Γ( 2πni

log 2 )y−
2πin
log 2 +A log y+B log2 y, где A, B — константы,

штрих при знаке суммирования означает, что значение n = 0 при

суммировании пропущено.



31. Об одной ортогональной системе,

связанной с теорией чисел

В моих работах [65, 80] доказывается, что если α1, α2, α3, ... обра-

зуют ортонормированную систему гильбертова пространства H и ес-

ли ω(n) — мультипликативная функция со сходящейся суммой квад-

ратов модулей, то система ψ1, ψ2, ψ3, ..., определяемая равенствами

ψn = γn
∑
d/n

µ

(
n

d

)
fd, (1)

γn = |ω(n)|
∏
p/n

(1− |ω(p)|2)−
1
2 , (2)

fn =
1√
δ
ω(n)

−1
∞∑
k=1

ω(k)αkn, δ =

∞∑
k=1

|ω(k)|2, (3)

будет также ортонормированной системой H. Там же доказывается,

что из полноты системы αn вытекает полнота ψn. Из этой теоремы,

конкретизируя пространство H, можно получить много конкретных

ее реализаций (см. вышеупомянутые статьи, а также работу [39]).

Возьмем, в частности, в качестве H несепарабельное гильбертово

пространство обобщенных почти периодических функций со скаляр-

ным произведением, определяемым равенством

(f, g) = lim
T→∞

1
2T

T∫
−T

f(t)ḡ(t)dt. Подставляя в равенства (1) — (3):

αn = n−ti, ω(n) = n−s, получим: δ = ζ(2σ), σ = Re(s),

fn(t) = ζ(2σ)−
1
2ns̄−tiζ(s+ ti), ψn(t) = ζ(s+ti)ϕs̄−ti(n)√

ζ(2σ)ϕ2σ(n)
,

ϕz(n) =
∑
d/n

µ(nd )dz. Согласно предыдущему, функции ψn(t) ортонор-
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мированы, поэтому имеют место соотношения ортогональности:

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

|ζ(σ + ti)|2ϕσ−ti(n)ϕσ+ti(m)dt = ζ(2σ)ϕ2σ(n)δmn (σ > 1),

(4)

где δmn — символ Кронекера (δmn = 1, если n = m и δmn = 0, если

n 6= m). Причина этого соотношения состоит в том, что

|ζ(σ + ti)|2nσ−timσ+ti =

∞∑
k=1

∑
l=1

(
n

l

)σ(
m

k

)σ(
nk

ml

)−ti
,

T∫
−T

|ζ(σ + ti)|2nσ−timσ+tidt = 2T
∑
k, l

nk = ml

(
n

l

)σ(
m

k

)σ
+

+ 2
∑

nk 6=ml

∑(
n

l

)σ(
m

k

)σ sin(T log ml
nk )

log ml
nk

=

= 2T
∑

ω≡0 ( mod [n,m])

(
mn

ω

)2σ

+

+ 2
∑

nk 6=ml

∑(
n

l

)σ(
m

k

)σ sin(T log ml
nk )

log ml
nk

,

(5)

где [n,m] — общее наименьшее кратное чисел n и m. Из (5) вытекает

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

|ζ(σ + ti)|2nσ−timσ+tidt = (n,m)2σζ(2σ), (6)

а отсюда, на основании связи междуD-свойством и ортонормирован-

ностью, развитой в вышеуказанных работах, следует (4). Нетруд-

но также, пользуясь результатами тех же работ, построить систе-

му, биортогональную к системе функций n−ti, и получить, пользу-

ясь этой системой, интегральные представления для коэффициентов
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произвольного ряда Дирихле, отличные от рассматривавшихся до

сих пор.

Из предыдущего очевидно, что функции Fn(t, T ) = ζ(σ+ti)ϕσ+ti(n)√
2T

будут обладать «аппроксимативной ортогональностью» на интерва-

ле (−T, T ) :
T∫
−T

Fn(t, T )Fm(t, T )dt = ζ(2σ)ϕ2σ(n)δmn + ηn,m(T ), где δmn

символ Кронекера и ηn,m(T )→ 0 при T →∞.



32. Теорема Адамара как следствие одной

общей теоремы типа Таубера

(Представлено академиком АН УзССР Т. А. Сарымсаковым)

Мне удалось доказать приложимость метода работы А. Сельбер-

га [20] к получению одной общей теоремы анализа, т.е. достоверность

следующей теоремы типа Таубера:

Теорема 1. Из условий∑
n≤x

F

(
x

n

)
= O

(
x

lgη x

)
η > 2, (a)

|F (u)− F (v)| < L(|u− v|+ 1)

(условие медленного роста F (x))
(b)

следует F (x)
x → 0 при x→∞.

Заключение теоремы остается справедливым, если условие (b) за-

менить «ослабленным условием медленного роста».

Теорема 2. Из условий∑
n≤x

F

(
x

n

)
= O

(
x

lgη x

)
η > 2, (a)

|F (u)− F (v)| ≤ L
{

(|u− v|+ 1) + min

(
u

lg u ,
v

lg v

)}
(ослабленное условие медленного роста)

(b)′

an = max |F (n+ θ)− F (n)| = O(logp n), (c)∑
n≤x

an =
∑
n≤x

max
0≤θ≤1

|F (n+ θ)− F (n)| = O(x) (d)

вытекает F (x)
x → 0.
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Интересно отметить, что теорема Адамара как в форме ψ(x) ∼ x,

так и в формеM(x) = O(x), является легко проверяемым следствием

сформулированных теорем.



33. О приложении операторного

исчисления к выводу некоторых оценок

теории чисел

Определения и обозначения

Последовательность a1, a2, a3, ..., где an — любые вещественные

числа, будет называться последовательностью A, последователь-

ность b1, b2, b3, ... — последовательностью B и т.д.

Функции F (A/x), F (B/x), определены равенствами

F (A/x) =
∑
n≤x

an, F (B/x) =
∑
n≤x

bn

и т. д. Линейные операторы L(A), L(B) и т.д. определены на мно-

жестве функций любой природы следующим образом:

L(A)f(x) =
∑
n≤x

anf

(
x

n

)
, L(B)f(x) =

∑
n≤x

bnf

(
x

n

)
и т.д.

Для последовательностей a1, a2, ..., b1, b2, ... и т.д. введем также

операции мультипликативного свертывания и мёбиусовского обра-

щения по формулам an© bn =
∑
d/n

adb
d
n :

an© a∗n =

 1, если n = 1;

0, если n > 1.

Сокращенно эти действия над членами последовательности бу-

дут записываться как действия над самими последовательностями:

A © B, A∗, A © B = C будет означать cn = an © bn, A
∗ озна-

чает (a∗1, a
∗
2, ...) или A© A∗ = (1, 0, ...). Очевидно, что мультипли-

кативному свертыванию последовательностей A и B соответствует
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умножение соответствующих операторов L(A) и L(B) и соответству-

ет числовое перемножение рядов Дирихле

f(s,A) =

∞∑
n=1

an
ns
, f(s,B) =

∞∑
n=1

bn
ns
,

т.е. L(A©B) = L(A)L(B), f(s,A©B) = f(s,A)f(s,B).

Очевидно, что если первый элемент последовательностей брать

всегда неравным нулю, то все рассматриваемые здесь последова-

тельности образуют группу по отношению к операции свертывания,

а все L(A) операторы — группу преобразований, причем, соответ-

ствие L(A) ↔ A указывает на изоморфизм этих групп. Это соот-

ветствие дает изоморфизм также для соответствующих колец. Оче-

видно далее, что L(A∗) = L(A)−1. Очень важное значение имеет

штрих-операция, превращающая последовательность an в последо-

вательность −an log n, отвечающую в вышеуказанном изоморфизме

дифференцированию рядов Дирихле. Соответственно определяются

последовательности

A′ = (−a1 log 1,−a2 log 2,−a3 log 3, ...)

и операторы

ζ ′(A)f(x) = ζ(A′)f(x) = −
∑

an log nf

(
x

n

)
.

Большой интерес в данном плане представляет операция α, внося-

щая в описанную алгебру операторов некоммутативность — опера-

ция умножения любой функции на log x : αf(x) = f(x) log x. После-

довательность, элементы которой удовлетворяют неравенству |an| <

< C, назовем принадлежащей классуK(C), последовательность, эле-
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менты которой удовлетворяют неравенствам

|an| ≤ log n, |
n∑
k=1

ak| ≤ C1n,

назовём принадлежащей классу K∗(C).

Операторы, отвечающие рядам Дирихле ζ(s) =
∑

1
ns

ζ ′(s) = −
∞∑
n=1

log n

ns
,
ζ ′

ζ
(s) = −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
,

обозначим ζ, ζ ′, ζ′

ζ . Иными словами,

ζf(x) =
∑
n≤x

f

(
x

n

)
, ζ ′f(x) = −

∑
n≤x

log nf

(
x

n

)
,

ζ ′

ζ
f(x) = −

∑
n≤x

Λ(n)f

(
x

n

)
.

Легко видеть, что L(A)F (B|x) = L(A©B)1 = L(A)L(B)1 =

=
∑
n≤x

an© bn. Отсюда, в случае

A = (1, 1, 1, ...), β = (Λ(1),Λ(2), ...),

где Λ(n) — функция Мангольдта, получим F (B|x) = ψ(x),

ζψ(x) = L(A)ψ(x) =
∑
n≤x

ϕ

(
x

n

)
= log[x]!, (1)

где ψ(x) — функция Чебышева. Отсюда

ζψ(x) = x log x− x+O(log x).

Далее ζ(1) = [x], откуда ζ−1[x] = 1 или∑
x≤n

µ(n)

[
x

n

]
= 1,

∑
n≤x

µ(n)

n
= O(1).
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Легко показать, что если последовательность A принадлежит к клас-

су K(C), то из f(x) = O( x
(log x)l+ε ) следует L(A)f(x) = O(x), а из

f(x) = O(x(log x)m), m > 0, следует L(A)f(x) = O(x(log n)m+1).

Далее известная формула

x∫
1

∑
n≤y

an
dy

y
=
∑
n≤x

an log
x

n

может быть записана в форме

x∫
1

(L(A)1)
dx

x
= L(A) log x.

Далее

−L′(A)f(x) + L(A)f(x) log x = log xL(A)f(x). (2)

Это соотношение означает равенство∑
n≤x

an log nf

(
x

n

)
+
∑
n≤x

log
x

n
anf

(
x

n

)
= log x

∑
n≤x

anf

(
x

n

)
.

Умножая обе части (1) на L−1(A), получим

L−1αL = α− L′

L
, (3)

где α — оператор умножения на log x. В частности,

ζ−1αζ = α− ζ ′

ζ
, (4)

ζαζ−1 = α+
ζ ′

ζ
. (5)

Применяя (4) к функции Чебышева ψ(x) и учитывая (1), получим

log x ψ(x) +
∑
n≤x

Λ(n)ψ

(
x

n

)
= ζ−1 log x log[x]! =
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= ζ−1(x log2 x−xg lg x+O(l2x)) = ζ−1{ζ(2x lg x+ax)+O(log2 x)}. (6)

Применяя (5) к [x] и учитывая ζ−1[x] = 1, получим

[x]lyx−
∑

Λ(n)

[
x

n

]
= ζ log x = O(x). (7)

Легко видеть, что из (7) следует соотношение Мертенса, а из (6) —

соотношение Сельберга.



34. Классификация мультипликативных

функций и последовательностей линейных

мультипликативных операторов

Мультипликативной функцией называется функция целого ар-

гумента, удовлетворяющая равенству a(n)a(m) = a(nm) при «n» и

«m», взаимно простых.

Многие числовые функции удовлетворяют этому соотношению.

Например: d(n) — число делителей n, σ(n) — сумма делителей n,

ϕ(n) — функция Эйлера, µ(n) — функция Мёбиуса, τ(n) — функция

Рамануджана. Операция мультипликативного свертывания обычно

определяется следующим соотношением:

∑
d/n

a(d)b

(
n

d

)
.

Обозначим операцию свертывания символом ⊕. Тогда

a(n)⊕ b(n) =
∑
d/n

a(d)b

(
n

d

)
.

Известно, что операция мультипликативного свертывания обла-

дает коммутативным и ассоциативным законами.

Известно также, что мультипликативное свертывание двух муль-

типликативных функций — также мультипликативная функция.

Кроме того, известно, что умножению двух рядов Дирихле соответ-

ствует свертывание их коэффициентов.

Правило умножения рядов Дирихле можно записать в принятых



452 Теория чисел и функциональный анализ

обозначениях в следующем виде:

∞∑
n=1

a(n)

ns
·
∞∑
n=1

b(n)

ns
=

∞∑
n=1

a(n)⊕ b(n)

ns
. (2)

Каждой мультипликативной функции a(n) поставим в соответствие

ряд Дирихле T (s) =
∞∑
n=1

a(n)
ns , причем Re(s) выберем так, чтобы была

обеспечена абсолютная сходимость ряда T (s). Тогда согласно теоре-

ме Эйлера

T (s) =
∏
p

(
1 +

a(p)

ps
+
a(p2)

p2s
+ ...

)
, (3)

где p пробегает все простые числа.

Укажем одну из возможных классификаций мультипликативных

функций. Отнесём к нулевому классу функцию

a0(n) =

 1, если n = 1,

0, если n 6= 1.

К классу «K» отнесём те мультипликативные функции, которые удо-

влетворяют соотношению

ak(pα) = −
k∑

n=1

ak(pα−n)bk(pn), (4)

где bk(pn) = 0, если n < 0 и bk(pn) — произвольная функция, опре-

деленная только в точках p, p2, ..., pk. Предполагаем, что bk(pn) 6= 0,

если n = k. Доопределим функцию bk(n) во всех остальных точках

следующим образом: bk(1) = 1, bk(pn) = 0, если n > k и bk(n)bk(m) =

= bk(nm), если (m,n) = 1. Обозначим построенную таким образом

функцию через a−k(n). Соотношение (4) тогда примет вид

ak(pα) = −
α∑
n=1

ak(pα−n)a−k(pn). (5)
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Это равенство можно записать также в форме

∑
d/pα

ak

(
pα

d

)
a−k(d) = 0, если α > 0.

Это означает, что

Tk(s)T−k(s) = 1 (6)

или

∞∑
n=1

ak(n)

ns

∞∑
n=1

a−k(n)

ns
=

∞∑
n=1

ak(n)⊕ a−k(n)

ns
=

∞∑
n=1

a0(n)

ns
.

Равенство (6) означает, что

Tk(s) = T−1
−k (s) =

∏
p

(
1 +

a−k(p)

ps
+ ...+

a−k(pk)

pks

)−1

.

Решая уравнение xk + a−k(p)xk−1 + ...+ a−k(pk) = 0, получим неко-

торые решения x1,2,...,k = −a(1)(p),−a(2)(p), ...,−a(k)(p). То есть

Tk(s) =
∏
p

(
1 +

a(1)(p)

ps

)−1(
1 +

a(2)(p)

ps

)−1

·... ·
(

1 +
a(k)(p)

ps

)−1

,

где функции a(1), a(2), ..., a(k) определены в простых числах. Доопре-

делим их во всех остальных числах с помощью равенства

a(n)(m)a(n)(e) = a(n)(me), n = 1, ..., k.

Тогда функции a(n)(m) согласно определению (4) принадлежат к

первому классу.

Таким образом, мы получаем доказательство следующего утвер-

ждения: Каждая функция K-го класса может быть представлена в

виде свертывания «K» функций первого класса. То есть для каждой
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функции ak(n) можно найти такие функции a
(1)
1 (n), a

(2)
1 (n), ..., a

(k)
1 ,

что выполняется равенство

ak(n) = a
(1)
1 (n)⊕ a(2)

1 (n)⊕ ...⊕ a(k)
1 (n). (7)

Функции первого класса, как это следует из определения, удовлетво-

ряют теореме умножения

a1(n)a1(m) = a1(nm)

при любых m и n и называются широко мультипликативными в от-

личие от всех остальных мультипликативных функций, которые на-

зываются узко мультипликативными.

Докажем, что свертывание «K» функций первого класса являет-

ся функцией k-го класса.

Действительно, пусть a(n) = a
(1)
1 (n)⊕ a(2)

1 (n)⊕ ...⊕ a(k)
1 (n). Тогда

T (s) = T
(1)
1 (s)T

(2)
1 (s)...T

(k)
1 (s) =

=
∏
p

(
1 +

a
(1)
1 (p)

ps

)−1(
1 +

a
(2)
1 (p)

ps

)−1

·... ·
(

1 +
a

(k)
1 (p)

ps

)−1

=

=
∏
p

(
1 +

a
(1)
1 (p) + ...+ a

(k)
1 (p)

ps
+ ...+

a
(1)
1 (p) + ...+ a

(k)
1 (p)

ps

)−1

=

=
∏
p

(
1 +

a(p)

ps
+
a(p2)

p2s
+ ...

)−1

.

Отсюда видно, что a(p) есть функция класса «K». Таким образом,

доказана эквивалентность двух определений принадлежности функ-

ции к классу «K».
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Классификация, проведенная таким путем, страдает тем недо-

статком, что хотя каждая функция может принадлежать только од-

ному классу, но не всякая функция принадлежит какому-либо клас-

су. Для устранения этого недостатка введем понятие о классах, обо-

значенных отрицательными числами. Будем говорить, что функция

a(n) принадлежит классу «−K», и обозначать ее a−k(n), если эта

функция удовлетворяет равенству

a−k(pα) = −
∞∑
n=1

a−k(pα−n)ak(pn), (8)

где ak(n) — функция класса K и a−k(pn) = 0, если n < 0. Совер-

шенно аналогично устанавливается, что определение (8) равносиль-

но равенству

a−k(n) = a
(1)
−1(n)⊕ a(2)

−1(n)⊕ ...⊕ a(k)
−1(n).

Все остальные функции, не попавшие ни в один из классов, отнесём

к бесконечному классу.

Из предыдущего видно, что классы не пересекаются. Очевидно

также, что если k, b ≥ 0, то

ak(n)⊕ ab(n) = ak+b(n),

и если k, b ≤ 0, то

ak(n)⊕ ab(n) = ak+b(n).

Относительно свертывания функций ak(n) и a−b(n), очевидно, мож-

но утверждать, что

ak(n)⊕ a−b(n) = ak−b(n) или a∞,
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если k, b ≥ 0 или k, b ≤ 0.

Рассмотрим несколько примеров мультипликативных функций.

1. Функция σ(n) =
∑
d/n

dk относится ко второму классу, так как

она может быть получена свертыванием двух широко мультиплика-

тивных функций a(1)
1 (n) = 1 и a(2)

1 (n) = nk.

2. Функция ρk(n) =
∑
d/n

χ(d)dk также относится ко второму клас-

су.

3. Функция ψ(n) =
∏
pα/n

rα×
∑

cosϕ(d− 2m) при произвольных r

и ϕ также является функцией второго класса.

4. Функция dk(n), определенная равенством ζk(s) =
∞∑
n=1

dk(n)
ns , от-

носится к K-му классу. Здесь ζ(s) — дзета-функция Римана.

Особенно интересно рассмотреть второй класс. Принадлежность

функции второму классу определяется с помощью равенства

a(pα)a(p) = a(pα+1)− ε(p) a(pα−1).

Это непосредственное следствие равенства (4) при k = 2. Если до-

определить функцию ε, определенную только в простых числах, до

функции широко мультипликативной, то этот закон умножения

можно переписать в виде

a(n)a(m) =
∑

d/(m,n)

a

(
mn

d2

)
ε(d). (9)

Известно, что многие функции, производящими рядами для которых

являются модулярные функции, удовлетворяют такому закону умно-

жения. Такой закон умножения выполняется, например, для τ(n) —

Рамануджана, для остаточных членов — в формулах Булыгина, для

остаточного члена — в формуле для числа представлений целого по-
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ложительного «n» квадратичными формами x2 +y2 +5z2 +5t2, x2 +

+y2 +7z2 +7t2, x2 +y2 +13z2 +13t2, x2 +y2 +17z2 +17t2 и так далее.

Из предыдущего следует, что закон умножения (9) означает, то и

только то, что функция a(n) может быть получена путем свертыва-

ния двух широко мультипликативных функций. Эффективное отыс-

кание функций, свертыванием которых получена данная функция,

решало бы гипотезы типа гипотезы Рамануджана. Классификацию,

подобную той, которая была дана для мультипликативных функций,

с некоторыми ограничениями можно перенести и на последователь-

ности линейных мультипликативных операторов.

Последовательность линейных операторов {Ln}(n = 1, 2, ...) на-

зывается мультипликативной, если для всех целых n определены

операторы L1, L2, ..., Ln, ..., обладающие свойством

LnLm = Lnm, при (m,n) = 1. (10)

Очевидно, что в силу определения LnLm = LmLn. Определим опе-

рацию свертывания двух последовательностей линейных операторов

равенством

{L′′n} = {Ln} ⊕ {L′n},

где

L′′n =
∑
d/n

LdL
′
n/d,

иными словами,

{Ln} ⊕ {L′n} =

{∑
d/n

LdL
′
n/d

}
. (11)

Здесь операция свертывания ассоциативна, но, вообще говоря, не

коммутативна. Докажем следующую теорему: Свертывание двух
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линейных мультипликативных операторов тогда и только тогда

является мультипликативным оператором, когда свертывающие-

ся операторы коммутируют друг с другом при взаимно простых

индексах.

Достаточность. Пусть операторы Ln и L′m удовлетворяют ра-

венству (10) и LnL
′
m = L′mLn при (m,n) = 1. Покажем, что тогда

L′′n = Ln ⊕ L′n также удовлетворяет соотношению (10).

L′′nL
′′
m = (Ln ⊕ L′n)(Lm ⊕ L′m) =

∑
d/n

LdL
′
n
d

∑
δ/m

LδL
′
m
δ

=

=
∑
d/n

∑
δ/n

LdL
′
n
d
LδL

′
m
δ

в силу линейности операторов Ln и L′n. Далее, L′′nL′′m =
∑
d/n

∑
δ/n

LdLδ×

× L′n
d
L′m

δ
в силу того, что (nd , δ) = 1 и операторы L′n и Lm комму-

тируют при (m,n) = 1. Наконец, так как (d, δ) = 1 и (nd ,
m
δ ) = 1,

то LdLδ = Ldδ и L′n
d
L′m

δ
= L′mn

dδ
по предположению. Следовательно,

L′′nL
′′
m =

∑
d/mn

LdL
′
mn
d
.

Необходимость. Пусть последовательности операторов {Ln} и

{L′n} удовлетворяют равенствам (10). Пусть этим свойством облада-

ет также последовательность операторов (11). Покажем, что тогда

LnL
′
m = L′mLn при (m,n) = 1. Для простоты предположим, что

n = p и m = q — простые числа. Тогда

Lp ⊕ L′p = Lp + L′p, Lq ⊕ L′q = Lq + L′q,

Lpq ⊕ L′pq = Lpq + LpL
′
q + LqL

′
p + L′pq (12)

по определению операции свертывания. Lpq⊕L′pq = (Lp+L′p)(Lq+L
′
q)
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по предположению. Отсюда

Lpq ⊕ L′pq = Lpq + LpL
′
q + L′pLq + L′pq. (13)

Сравнивая (12) и (13), получим

LqL
′
p = L′pLq. (14)

Совершенно аналогично можно провести доказательство для лю-

бых взаимно простых m и n. В силу этой теоремы нам придется

ограничиться классификацией линейных мультипликативных опера-

торов только на множестве коммутирующих друг с другом операто-

ров при (m,n) = 1. Так как понятие коммутируемости операторов

не транзитивно, то на этой основе нельзя провести исчерпывающую

классификацию мультипликативных линейных операторов.

Однако такую классификацию можно провести на множестве

всех последовательностей мультипликативных операторов, каждая

из которых коммутирует с любой другой при (m,n) = 1. Дословно

повторяя рассуждения для мультипликативных функций, мы полу-

чим, что если оператор Ln, k удовлетворяет равенству

Lpα, k =

k∑
n=1

(−1)n−1
k∑

m1=1

...

k∑
mi=mi−1+1

L
(m,n)
p11 ...L

(m1)
p11 Lpα−n, k, (15)

то Ln, k является свертыванием «K» линейных мультипликативных

операторов первого класса, т.е.

Ln, k = L
(1)
n, 1 ⊕ L

(2)
n, 1 ⊕ ...⊕ L

(k)
n, 1 (16)

и наоборот.

При выводе этих фактов вместо свойств рядов Дирихле исполь-

зуются свойства операторной дзета-функции.
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В качестве примера рассмотрим оператор Гекке, играющий важ-

ную роль в теории модулярных функций. Оператор Гекке определя-

ется следующим образом:

T tnf(x) = nk−1
∑
d/n

ε

(
n

d

)
d−k

∑
b mod d

f

( n
dx+ bt

d

)
.

Здесь b mod d означает, что «b» пробегает полную систему вычетов

по mod d, ε(d) — широко мультипликативная функция, t — период

функции f(x).

Замечательным свойством оператора Гекке является теорема

умножения

T tnT
t
m =

∑
d/(m,n)

T tmn
d2
ε(d)dk−1.

Из этого равенства видно, что оператор Гекке принадлежит ко вто-

рому классу. Докажем эту теорему умножения, воспользовавшись

другим определением принадлежности ко второму классу.

Для этого рассмотрим две последовательности линейных муль-

типликативных операторов:

{Ltn} и {L′n}, где Ltnf(x) = n−1
∑

b mod n

f

(
k + bt

n

)
,

и

L′nf(x) = nk−1ε(n)f(nx).

Здесь ε(n) —широко мультипликативная функция. Покажем, что
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операторы Ltn и L′n широко мультипликативные. Действительно,

L′nL
′
mf(x) = (mn)k−1ε(mn)f(mnx) = L′mnf(x),

LtnL
t
m = (mn)−1

∑
b mod n

∑
c mod n

f

(
x+ bt

mn
+
ct

n

)
=

= (mn)−1
∑

b mod n

∑
c mod n

f

(
x+ (b+ cm)t

mn

)
=

= (mn)−1
∑

b mod mn

f

(
x+ bt

mn

)
= Ltmn.

Кроме того, если (m,n) = 1, то Ltn и L′′m коммутируют друг с другом:

LtnL
′
mf(x) = mk−1ε(m) n−1

∑
b mod n

f

(
mx+ bt

n

)
и

L′mL
t
nf(x) = mk−1ε(m) n−1

∑
b mod n

f

(
mx+ bmt

n

)
=

= mk−1ε(m) n−1
∑

b mod n

f

(
mx+ bt

n

)
.

Таким образом, если

T tn = Ltn ⊕ L′n, то

T tnT
t
mf(x) =

∑
d/(m,n)

T tmn
d2
L′dL

t
df(x) =

=
∑

d/(m,n)

T tmn
d2
dk−2ε(d)

∑
b mod d

f(x+ bt).

Если функция f(x) периодична с периодом t, то оператор T tn совпа-

дает с оператором Гекке над этой функцией.

Очевидно, что если оператор L′n — обратный слева к оператору

Ln при любых целых n и операторы Ln, L
′
m широко мультиплика-

тивны и коммутируют друг с другом при (m,n) = 1, то Tn = a(n)Ln⊕

⊕b(n)L′n, где a(n) и b(n) — широко мультипликативные функции,
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удовлетворяет теореме умножения

TkTm =
∑

d/(m,n)

Tmn
d2
a(d)b(d). (17)

Легко доказать и обратное утверждение.

Так как оператор L′nf(x) = f(nx) — обратный слева для операто-

ра Ltnf(x) = n−1
∑

b mod n

f(mx+bt
n ) на классе функций с периодом t, то

на этом классе выполняется теорема умножения (17) для оператора

Гекке. В силу этого обстоятельства легко доказывается также, что

оператор

Tnf(x)
∑
d/n

f

(
x
n

d2

)
a(d) b

(
n

d

)
удовлетворяет равенству (17).

Рассмотрим оператор

Luf(x) =

∞∑
k=0

logk u

k!
f(x+ kh).

Оператор L′n, определенный как тождественный при n = 1 и сов-

падающий с Lu при n > 1, широко мультипликативен. Обратным

к нему слева будет оператор L′′n, являющийся тождественным при

n = 1 и при n > 1 заданный равенством

L′′nf(x) =

∞∑
k=0

logk 1
n

k!
f(x+ kh).

В силу этого оператор

Tnf(x) =

∞∑
k=0

an,k
k!

f(x+ kh), где an,k =
∑
d/n

logk
n

d

n

d2
,

удовлетворяет теореме умножения (17) с a(n) = b(n) = 1.
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связанные с оператором Лиувилля

(Представлено академиком АН УзССР Т. А. Сарымсаковым)

В работе [69] даны различные способы нахождения семейств опе-

раторов Lu, удовлетворяющих определенной системе аксиом. Эти се-

мейства операторов обладают M -свойством

LnLm = Lnm.

В связи с этим ставился вопрос относительно «операторных рядов

Дирихле»
∞∑
n=1

Ln
ns
f(x) = ζ(S,L)f(x).

Во всех рядах подобного типа сходимость везде понимается в

смысле обычной сходимости рядов при заданном f и любом x.

Известное тождество Эйлера в операторной форме пишется

ζ(S,L)
ζ ′

ζ
(S,L)f =

ζ ′

ζ
(S,L) ζ(S,L)f = −

∞∑
n=1

log n
Ln
ns
f.

Определенный выбор последовательности операторов Lu и семей-

ства функций f и числовых значений S и x приводит обычно к из-

вестным, а также к новым арифметическим тождествам [52, 83].

Достаточно напомнить, что норвежский математик Атле Сель-

берг получил известные результаты, исходя из семейства операторов

Ln, где Lnf(x) = f( xn ), что фактически привело его к элементарному

доказательству теоремы Адамара.
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Мы будем рассматривать семейство функциональных операторов

Lu, определенных для всех u ≥ 1 формулами L1f(x) = f(x),

Luf(x) =
1

Γ(log u)

x∫
0

(x− t)log u−1f(t)dt, u > 1, (1)

а также операторы

Guf(x) = 1
Γ(1+i log u)

x∫
0

(x− t)−i log uf ′(t)dt,

G∗uf(x) = G−1
u f(x) = 1

Γ(1−i log u)

x∫
0

(x− t)−i log uf ′(t)dt,

 (2)

заданные в пространстве F, состоящие из всех дифференцируемых

функций на (0,1) с |f ′(t)|, удовлетворяющие условию f(0) = f ′(0) =

= 0. Из них (1) — оператор дробного интегрирования порядка log u

и (2) — порядка i log u; (1) и (2) — операторы Римана — Лиувилля.

Групповые свойства этих операторов проверяются непосредст-

венно. Например, легко показать, что LnLm = Lnm и GuGv = Guv

G∗uG
∗
v = G−1

u G−1
v = G−1

uv = G∗uv.

Инфинитезимальный оператор (2) имеет вид

λ =

[
∂Gu
∂u

]
u=1

= (log x+ c)f(x) +

x∫
0

log

(
1− t

x

)
f ′(t)dt,

где c = Γ′(1) — константа Эйлера — Маклорена.

Оператор λ, в известном смысле слова, есть логарифм операции

интегрирования.

Этот случай — пример полугруппы операторов, так как Gu

неопределено для 0 < u < 1 . Gu = uλ здесь означает только на-

личие соотношений GuGv = Guv,

u ≥ 1, v ≥ 1 и
d

du
Gu = λGu.
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На основании правила интегрирования по частям оператор λ

можно записать в более удобной форме

λf(x) = (log x+ c)f(x) +

x∫
0

f(t)− f(x)

t− x
dt.

Операторные ряды, составленные из (1), вследствие быстрого ро-

ста Γ(log u) всюду сходятся и потому нельзя ставить вопрос об ана-

литическом продолжении. Однако легко показать, что операторные

ряды, составленные из (2), сходятся только правее прямой σ = π
2 +1,

где σ = Re(s), и, следовательно, можно ставить вопрос об их анали-

тическом продолжении.

Приложение оператора (2) к функциям двух переменных дает

Tuf(x, y) = GuG
∗
uf(x, y) =

=
1

Γ(1 + i log u)

1

Γ(1− i log u)

x∫
0

y∫
0

(x− t1)i log u(y − t2)−i log u×

×f ′′(t1, t2)dt1dt2 =
uπ − u−π

π log u

x∫
0

y∫
0

(
x− t1
x− t2

)i log u

f ′′(t1, t2)dt1dt2.

Если приложить этот оператор (2) в случае 2p переменных

x1, ..., xp и y1, ..., yp, то получим

(
uπ − u−π

π log u

)p x1∫
0

...

xp∫
0

y1∫
0

...

yp∫
0

[
(x1 − t1)...(xp − tp)
(y1 − τ1)...(yp − τp)

]i log u

×

× f2p

(
t1, ..., tp
τ1, ..., τp

)
dt1...dtpdτ1...dτp = F

(
x1, ..., xp
y1, ..., yp

∣∣∣∣u).
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