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и 

97,24572,078,74500403,016,73 25,00645,0  eP . 

Таким образом, с целью страхования фондового портфеля можно 

покупать не сами акции, а опционы на них. Если наши ожидания оправды-

ваются, то мы реализуем наше право на покупку акций, если же нет, то 

наши потери ограничатся суммой уплаченной премии. 
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ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ РЫНКА ОДНОГО ТОВАРА  

С ОПТИМАЛЬНОЙ ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ СТРАТЕГИЕЙ  

ПОСТАВКИ ТОВАРА В УСЛОВИЯХ СТОХАСТИЧНОСТИ СПРОСА 

В.В. Поддубный, О.В. Романович 

Томский государственный университет 
 

1. Постановка задачи 

В работе [1] инерционный рынок одного товара рассматривался как 

самоуправляемая динамическая система при сбалансированной стратегии 

поставки товара на рынок. В работе [2] получено точное решение задачи 

оптимального управления поставкой товара на рынок одного товара при 

детерминированном спросе на товар в условиях запаздывания поставки. 

Было показано, что оптимальная стратегия поставки товара на рынок мо-

жет быть реализована с помощью детерминированной математической мо-

дели, позволяющей точно прогнозировать состояние рынка вперѐд на вре-

мя запаздывания. В настоящей работе исследуется влияние флуктуаций 

покупательского спроса на переменные, описывающие функционирование 

рынка в условиях запаздывания поставки товара на рынок при той же де-

терминированной (но уже не оптимальной) стратегии поставки товара.  

Рассмотрим модель рынка одного товара, функционирующую в 

дискретном времени t ∈  N = {0,1,2,...}. Пусть P(t) – цена товара в момент 

времени t; Q
O
(t) – остаток товара на рынке; Q

Z
(t – τ) – объѐм товара, зака-

зываемого в момент времени t – τ для поставки на рынок в момент t (стра-

тегия поставок). Пусть в момент t дискретного времени спрос Q
D
(t) на то-

вар при цене P(t) имеет вид простейшей линейной зависимости с аддитив-

ным членом ξ(t), характеризующим случайные флуктуации спроса: 

     ttaPQtQ m

D  ,    (1) 

где Qm > 0 и a > 0 – заданные константы.  

В простейшем случае ξ(t) – стационарный некоррелированный слу-

чайный процесс с нулевым средним значением и стандартным отклонени-

ем σ. Распределение флуктуаций спроса ξ(t) должно быть усечѐнным, что-

бы обеспечивалась неотрицательность спроса. Неотрицательность спроса 
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обеспечивает также нелинейная рестриктивная зависимость спроса от це-

ны при любом значении σ путѐм усечения спроса: 

 
       

   








.ttaPQ,

,ttaPQ,ttaPQ
tQ

m

mmD

0если0

0если
  (2) 

Ограничимся простейшим случаем, когда ξ(t) – стационарный не-

коррелированный нормальный случайный процесс с нулевым средним 

значением и малым стандартным отклонением (σ << Qm), обеспечивающим 

пренебрежимо малую вероятность отрицательных значений спроса.  

Пусть Q(t) – объѐм товара, предлагаемого к продаже в момент вре-

мени t. Представим Q(t) в виде суммы остатка товара в объеме Q
O
(t) от 

продаж на предыдущем интервале дискретного времени (перешедшего на 

рынок в момент t) и товара в объеме Q
Z
(t – τ), заказанного продавцом в 

момент времени t – τ (с учѐтом запаздывания поставки) для поставки его 

на рынок к моменту времени t: 

      tQtQtQ ZO .  

Объѐм продаж Q
S
(t) на интервале t дискретного времени равен, очевидно, 

         tQtQ,tQtQ ZODS min .   (3) 

Остатки товара удовлетворяют рекуррентному соотношению 

       tQtQtQtQ SZOO 1 .   (4) 

Естественно считать целевой функцией J(t) рынка в каждый момент 

(на каждом дискретном интервале) времени t прибыль продавца, равную 

разности между выручкой от продажи товара и затратами на его приобре-

тение и хранение. Если P1 – цена закупки товара (на оптовом рынке или у 

производителя), P2 – цена хранения единицы товара, не проданного на 

предыдущем интервале дискретного времени, то прибыль продавца в мо-

мент времени t составит величину 

              221 1
2

 tPtP
R

PtQPtQtPtQtJ OZS . (5) 

Последнее слагаемое (с коэффициентом R > 0) выражает «штраф-

ные санкции» за изменение цены товара и определяет инерционность рын-

ка – за резкое повышение цены могут последовать санкции законодатель-

ного характера, за резкое снижение цены – «санкции» конкурентов, выра-

жающиеся в нанесении ущерба продавцу в размере, эквивалентном этой 

штрафной функции.  

Возникают два вопроса:  

1) какое значение примет цена товара P(t) в момент времени t, если 

на предыдущем шаге t – 1 она равнялась P(t – 1), и  

2) какую величину Q
Z
(t – τ) дополнительной поставки товара на ры-

нок должен произвести продавец, чтобы прибыль продавца при заданной 

линии спроса на t-м интервале дискретного времени была максимальной: 

 
   


tQ,tP Z

tJ sup .     (6) 
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При решении этой задачи должны выполняться ограничения на величину 

возможной цены товара P(t): 

P1 < Pmin < P(t) < Pmax(t) = (Qm + ξ(t)) / a 

и на величину дополнительного заказа товара Q
Z
(t – τ) ≥ 0. 

 

2. Стохастическая и детерминированная модели.  

Оптимальная цена товара и «оптимальная» поставка товара 

Поставленная задача (6) в отсутствие флуктуаций спроса ξ(t) была 

решена в работе [2]. При наличии флуктуаций спроса ξ(t) схема решения 

остаѐтся той же: сначала находится оптимальная (обеспечивающая макси-

мум прибыли продавца (5)) цена P(t) товара при фиксированном значении 

объѐма предложения Q(t) (следовательно, при фиксированном объѐме за-

каза Q
Z
(t – τ)): 

 
   tQ|tP

tJ max , 

а затем – оптимальное значение объѐма товара на рынке Q(t) и заказа 

Q
Z
(t – τ) товара в зависимости от его остатка Q

O
(t) на рынке.  

Здесь, однако, имеется важное различие между стохастической и 

детерминированной задачами оптимизации. В детерминированной задаче в 

каждый момент дискретного времени t на рынок поступает оптимальный 

объѐм Q
Z
(t – τ) товара, заказанного за τ шагов до этого момента времени в 

условиях полной предсказуемости поведения рынка в течение этих шагов. 

В стохастической задаче рынок идѐт по стохастической траектории, и 

предсказать точно будущий спрос на товар и найти точное значение опти-

мального объѐма Q
Z
(t – τ) поставки товара на рынок в момент t – τ невоз-

можно (будущие значения флуктуаций спроса ξ(t) ещѐ не известны). По-

этому решать стохастическую задачу приходится с использованием двух 

моделей. Одна модель (стохастическая) является имитационной. Она мо-

делирует стохастическую динамику рынка при известном на каждом шаге t 

объѐме поставки Q
Z
(t – τ). Другая модель (детерминированная) запускается 

на каждом текущем шаге t на τ шагов вперѐд с начальными условиями, вы-

ражающими состояние стохастической модели в этот момент времени, для 

предсказания оптимальной детерминированной поставки товара Q
Z
(t – τ), 

которая и принимается к реализации в имитационной модели (или на на-

стоящем рынке). 

При решении как стохастической, так и детерминированной задачи 

(с учѐтом еѐ рестриктивности в силу соотношения (3)) следует выделить 

области, соответствующие дефициту товара на рынке (область 1, в которой 

Q(t) < Q
D
(t)), затовариванию рынка (область 2, в которой Q(t) > Q

D
(t)) и 

балансу спроса и предложения (область 3, область динамического равнове-

сия, в которой Q(t) = Q
D
(t)). Рассмотрим соотношения для стохастической 

модели (в детерминированной модели во всех формулах следует положить 

ξ(t) = 0). 

1) В области товарного дефицита Q(t) < Q
D
(t), и в соответствии с 

соотношением (3) имеем Q
S
(t) = Q(t), так что 
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   tQ|tP

O tPtP
R

PPtQPtQtPtQtJ sup1
2

2

211  . (7) 

Это вогнутая квадратичная функция переменной P(t), достигающая услов-

ного максимума при 

   
    tP
R

tQ
tPtP 11  .     (8) 

Как видим, P
(1)

(t) растет с ростом Q(t) по линейному закону. Выра-

жение (8) справедливо не при любом Q(t), а лишь при Q(t), удовлетворяю-

щем условию Q(t) < Q
D
(t) принадлежности к области 1. Это условие с уче-

том (1) и (8) имеет вид 

            tQ
R

a
taPtQtaPtQtQ mm  11 , 

откуда 

 
       tQ

Ra

taPtQR
tQ m 11





 .   (9) 

Таким образом, в области 1  P(t)  линейно растѐт с ростом Q(t) от значения 
      10

1  tP|tP tQ  

до значения 

  
     

       tP
Ra

tRPtQ
|tP m

tQtQ

1

max

1 1
1 







, 

причем условие принадлежности Q(t) к области 1 выражается неравенст-

вом (9), то есть 0 < Q(t) < Q
(1)

(t). После подстановки P(t) = P
(1)

(t) в выраже-

ние (7) для J(t) имеем: 

 
 

          tJPPtQtQPtP
R

tQ
tJ O 1

211

2

1
2

 . 

Дальнейшая оптимизация J
(1)

(t) по Q(t) производится только в де-

терминированной модели, не содержащей в течение τ предыдущих шагов 

флуктуации спроса ξ(t), и нужна для определения оптимального объѐма 

поставки Q
Z
(t – τ). 

Как видим, J
(1)

(t) монотонно растет с ростом Q(t) по линейно-

квадратичному закону, достигая максимального значения на границе об-

ласти при Q(t) = Q
(1)

(t): 
      

     tQtQ
|tJtJ 1

11

max 
 . 

Если остаток товара Q
O
(t) от продаж предыдущего интервала дис-

кретного времени не превышает величину Q
(1)

(t), то дополнительный заказ 

и поставка товара на рынок в объеме Q
Z
(t – τ) = Q

(1)
(t) – Q

O
(t) (в частности, 

Q
Z
(t – τ) = 0 при Q

O
(t) = Q

(1)
(t)) обеспечивает максимум прибыли. Иначе, 

при Q
O
(t) > Q

(1)
(t), следует искать решение задачи оптимизации прибыли в 

областях 2 или 3. 

2) В области затоваривания рынка Q(t) > Q
D
(t), и в соответствии 

с выражением (3) имеем Q
S
(t) = Q

D
(t), так что с учетом (1): 

              211 PPtQPtQtPtaPtQtJ O

m  
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   tQ|tP

tPtP
R

sup1
2

2
 .   (10) 

Это вогнутая квадратичная функция переменной P(t) с точкой максимума 

 
      tP

Ra

tRPtQ
tP m 2

2

1





 .    (11) 

Как видим, P
(2)

(t) не зависит от Q(t) (остаѐтся постоянной при любом Q(t) в 

этой области). Выражение (11) справедливо лишь при условии, что 

Q(t) > Q
D
(t), то есть при условии  

      
      

Ra

taRPtQRa
taPtQtQ m

m





2

12 , 

откуда 

 
         tQ

Ra

taQtaPtQR
tQ mm 2

2

1





 .  (12) 

Последнее неравенство определяет условие принадлежности Q(t) к 

области 2. Нетрудно показать, что Q
(2)

(t) > Q
(1)

(t). В области 2 Q(t) > Q
(2)

(t). 

После подстановки в J(t) P(t) = P
(2)

(t), не зависящего от Q(t), имеем 

                211

22 PPtQPtQtPtaPtQtJ o

m  

        tJtPtP
R 222 1
2

 . 

Дальнейшая оптимизация J
(2)

(t) по Q(t) производится только в де-

терминированной модели, не содержащей в течение τ предыдущих шагов 

флуктуации спроса ξ(t), и нужна для определения оптимального объѐма 

поставки Q
Z
(t – τ).  

Как видим, J
(2)

(t) монотонно убывает с ростом Q(t) по линейному 

закону, так что достигает в этой области наибольшего значения при 

Q(t) = Q
(2)

(t): 
      

     tQtQmax |tJtJ 2

22


 . 

Если Q
O
(t) < Q

(2)
(t), то дополнительный заказ и поставка товара на рынок в 

объеме Q
Z
(t – τ) = Q

(2)
(t) – Q

O
(t) обеспечивают получение этого максимума 

прибыли. Если же Q
O
(t) > Q

(2)
(t), то Q

Z
(t – τ) = 0, и достигается лишь зна-

чение прибыли   
   

   tJ|tJ maxtQtQ O

22 


. 

3) В области баланса спроса и предложения (то есть в области 

динамического равновесия рынка) Q(t) = Q
D
(t), и в соответствии с выра-

жением (3) имеем, как и в области 2, объѐм продаж, равный спросу, то есть 

Q
S
(t) = Q

D
(t), и прибыль J(t) в виде (10). Но Q(t) = Qm + ξ(t) – aP(t), откуда  

 
      tP
a

tQtQ
tP m 3


 . (13) 

Границами области 3 по Q(t) являются точки Q
(1)

(t) и Q
(2)

(t):  
       tQtQtQ 21  . 

Как видим из (13), в этой области P
(3)

(t) линейно убывает с ростом Q(t) от  

  
     

     tP
Ra

tRPQ
|tP max

m

tQtQ

13 1
1 







 



 52 

до 

  
     

      tP
Ra

tRPtQ
|tP m

tQtQ

23

2

1
2 







. 

После подстановки P(t) = P
(3)

(t) в J(t) для этой области, имеем: 

   
   

    


 211 PPtQPtQ
a

tQtQ
tQtJ om  

   
    tJtP

a

tQtQR m 3

2

1
2












 . 

Дальнейшая оптимизация J
(3)

(t) по Q(t) производится только в де-

терминированной модели, не содержащей в течение τ предыдущих шагов 

флуктуации спроса ξ(t), и нужна для определения оптимального объѐма 

поставки Q
Z
(t – τ). J

(3)
(t) – вогнутая линейно-квадратичная функция пере-

менной Q(t). В точке 

 
          tQ

Ra

aPtQataPtQR
tQ mm 31

2

1





  

прибыль J
(3)

(t) достигает максимального значения. Нетрудно показать [2], 

что Q
(1)

(t) < Q
(3)

(t) < Q
(2)

(t), то есть точка максимума Q
(3)

(t) лежит в области 

3. Максимальное значение прибыли в области 3 (при Q
O
(t) < Q

(3)
(t)) равно: 

      
     tQtQmax |tJtJ 3

33


 . 

Это значение является и глобально максимальным, потенциально 

возможным при Q
O
(t) ≤ Q

(3)
(t). Если же Q

(3)
(t) < Q

O
(t) ≤ Q

(2)
(t), то глобально 

максимальное значение прибыли не может быть достигнуто, и достигается 

только условно-максимальное значение (при фиксированном Q
O
(t)) внутри 

области 3, лежащее между    tJ 3

max  и J
(2)

(t). 
 

3. Пример моделирования стохастической динамики рынка  

В качестве примера приведѐм результат моделирования ситуации, 

когда сначала рынок находится в состоянии равновесия, а в некоторый 

момент времени t = 0 выводится из равновесия (цена на товар резко увели-

чивается). Расчѐты проводились при R = 50, Qm = 4, a = 0.4, T = 300, P0 = 7, 

P1 = 3, P2 = 0.1, Pmin = P1 + P2, Pmax = Qm / a, P
*
 = 6.5, Q0 = 0, τ = 10, σ = 0,01. 

Стохастическая динамика цены и заказа изображена на рис. 1–2. 
 

  
Рис. 1. Динамика цены товара Рис. 2. Стратегия заказа товара  
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ДИСКРЕТНОЕ ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ  

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО УПРАВЛЕНИЮ  

И НЕИЗВЕСТНЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 

М. Ю. Приступа, В. И. Смагин 

Томский государственный университет 
 

Для решения задачи управления с запаздыванием по управлению 

используется метод, который позволяет осуществить синтез управлений 

без расширения пространства состояний [1]. В настоящей работе 

рассмотрен объект, в который включено аддитивное неизвестное 

возмущение с постоянной составляющей:  

thttt wIrBuAxx  1 , 00 xxt  ,                     (1) 

ttt vHx  ,                                              (2) 

tt Gxy  ,                                                  (3) 

где n

t Rx   − состояние объекта, m

t Ru   − управление, p

t Ry   − выход, 
l

t R  − наблюдения, sRr  − неизвестная постоянная составляющая, h – 

величина запаздывания,  A, B, I, H, D – матрицы соответствующих размер-

ностей. 

Предполагается, что случайные возмущения wt и шумы измерения 

vt не коррелированы между собой и подчиняются гауссовскому 

распределению с нулевым средним и с соответствующими ковариациями 

ktkt WwwM ,}{ 

, ktkt VvvM ,}{ 

 (здесь kt ,  – символ Кронекера). 

Считается, что объект функционирует в условиях ограничений на 

векторы состояния и управления, заданных в виде  

211 axSa t  , )()( 221 ttt xuSx  ,
                          (4) 

где S1 и S2 – структурные матрицы, состоящие из нулей и единиц, опреде-

ляющие компоненты векторов xt и ut, на которые накладываются ограни-

чения; a1, a2, υ1(xt) и υ2(xt) – заданные постоянные векторы и вектор-

функции. 

Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям ψt определить 

стратегию управления, при которой вектор выхода системы yt будет близок 

к заданному вектору 
t

y  с учетом ограничений (4). 

Оценки неизвестного вектора r определяются с помощью фильтра 

Калмана.  


