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ОДНОЛИНЕЙНАЯ СМО С ГИСТЕРЕЗИОНОЙ СТРАТЕГИЙ! СЖСЛУЖ^ШИЯ,

ФОРМИРУЕМО»! Ш РАЗНОСТИ ДЛИН ОЧЕРЕДЕЙ.

А.М. Вайнгауз, М.Л. Прегер

Среди систем массового обслуживания (СМО) важное меото занимают 
управляемые СЮ, где воаможно ущ>авлеияе извне некоторыми фактора
ми в зависикооти от ооотояния оиотемы. Сейчао хорошо изучены лишь 
приоритетные диоцишшны оболужившйы, когда заявкам различного ти
па присваиваются различные приоритеты и на обслуживание берется 
заявка с наибольшим приоритетом [ 1 ,2 ] .  Но, очевидно, важное зна
чение имеет и изучение СМО, гдз выбор очередной заявки на обслужи
вание производится в зависимости от числа заявок в очередях, вре
мён ожидания заявок и т .д .  В данной работе изучена одна СМО о 
управлением по разности длин очередей заявок р пличного типа.

Рассмотрим однолинейную СМО о ожиданием, на вход которой посту
пают два простейших потока заявок с интенсивностями А, и .
Заявки первого и второго типа образуют отдельные очереди» Обслужи
вание заявок экспоненциальное о параметрами j L t и .

Обозначим через * и j  число заявок в первой и второй очередях, 
1 -  тип обслуживаемой заявки (1 -  -tTz) • Если i 'm  , то после 

окончания обслуживания этой зая 'ч и  на обслуживание берется заявка 
первого типа, если j  - i * j , ,  ж второго типа, если 
Если v -  а  , то после окончания обслуживания этой заявки на 
обслуживание беретоя ваявка второго типа,воли i  - j  -  i t  , и 
первого типа, воли L - j  *■ .

Шввдение системы опвоываетоя марковским процессом [ i , j ,  **] ■
Л  ЛСчитаем, что загрузка р « + * рассмотрим поведение

системы в отапионарном режиме. Введем обозначения для финальных 
вероятностей

а ' ,
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>

P(4,9, й !«51

где в *  О  I воли при 1 * 1  И Ь - j + i »  при

£• i ,  e O J O l j ' i b 'C ,  ЩШ 1*1 И i ' i + i u ”* при f - i ,

i**-, в о л ц р и  f»1 И п р и * .* ,

воли o < j - i * j e т и  j e _# при *»**.

Введем обозначения для щюязводялщх функций

* % . * ; • .  М л * 4**-
.Раоомотрим случай / » #  . Цри / « #  справедливы соотношения

(о учетом выбора областей)

А »1L 

s* (u , и?* i  * ■ * & * / .
K‘i ,

Чгде k » v

* j . *  V « , j  '

Обратные уравнения Колмогорова иыепт вид

^ " U i  ■ (4 ' 4 v , * ' fl4  .

л  С , >  Ч  ' 4 *  * • *  * А  ^  •

Из этих уравнений следуют ооотнооення ('если обозначать i - J ° K  

и провести ооответствдгацев аудирование')

и' ) * ^ Л  F* 4  *J*t) К  ( “>)> * * * • ,  (*)



=  ( J ,  *yt2 * / K f )  ( и в ,  К * -  i a - i  .

Решение уравнения ( I )  записывается в виде

fk (и* 3 (и>)

где j o СиУ) -  корень уравнения 
£

меньший единицы ('такой корень существует).

Решение неоднороадого конечноразностного уравнения (2 )  будет 

вица

у , (и»  -  корень уравнения

( J 3lu*-*j U4)jcs' - ( /l t * jh ) x  * ^ , * 0 ,

меньший единицы.

Следовательно, производящие функции R ‘ ( и , v )  ■ $ * ( u , v )  будут

следующего вида;

где с ,  (*> ) ж

в л (  и> ) ? / (  ̂  * С0 (U>)  J *  (U> ),  X * L 0 -1

Л . .» .
J * < (T .t* » -О */*L '

Рассмотрим случай £*< . Гфи опранедлявы соотношения
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b 4(u.t i» = iL

S*(u.,v)* т .  v  Ft ( I f ) ,  
«‘i t  -

где (к а .  ж в  случае i^ o )  и> = и ,Ц  2  Р.* • **>\  * * Л ;
i* t t/***

F* < " )  = % * ' ■ <1*0

Обратные уравнения Колмогорова имеют внд

V - ' . W ^ .  * Л < „ -  Ч ^ * А ^ „ * Л  С —
втшс уравнений следуют еоотноаекхя для f *  г  и »  ‘ ж F j  (и>).

(Аг

Из втшс уравнений аледуэт еоотноаекхя для f *  (и »  -  v

Теки хе методами, что и для случая /«<? , получаем оледупяже

соотношения;

<*«(•*>) (и>), * * 4 » ,

где ¥<(*>) -  корень уравнения

А < и > х * (  А,*Мх +^л<)х + Аг * 0 ,

меньвжй единхш ;

F* (и*) * Л * ( ( l<*)+bt (•**)/,*(*>), 1t

J, (t**J - корень уравнения

('Л  *р V * * ) * Л~ (^1 ^

меньший вднняци.

Тогда К.1 (и., if)  ж S fC * , tV  аашппутоя в виде
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i . - l  Л . М Г ^  ' с * )  ,
о С t -  i - e - * 0 » i ~ ~

Раоомотрим теперь области £*£  и е*3,

В этих областях после окончания обсяужхвдовя очередной ваявкж 

выбяраетоя на обсдухгоанне заявка того же тала , что к  оболужива- 

лась ранее ,  если соответствующая очередь непуста .  Пуоть, 

например, г » * .

Обратные уравнения Колмогорова ш та т  вад 

( А, »УЛ v “ ,) Pq  -  Л, *s 1, t ■ i  *

‘ A  a ' " ' '  S

U ,  4  ' Л >  <?y .  A , < £ .  4 < £ ,  .  » ;

U , * A ■

Откуда, обозначив

* j* »  *

F*(u>)* E  <?.* . >
j<4> i**,I  *

получаем соотноаенвя:
(и » - (А <  + G<(*>)+ Af  (н > ) «

о »  г-»;

-  ^ b r - G * f,o  > (< )
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Решая полученные неоднородные конечноразноотныв уравнешя 

методом, аналогичным методу Коши для дифференциальных ураминий 

найдем, что решения уравнений (3 ) и (4) будут следующего эида 
Gf(ur)  ,  6я (иг)у«(и>)  -

*  н у  *~s -  Ь *'* *
 1 г —— ^ — JG , oskal-z,Аг ь*~^*ч s»o f»~k,o s*fj°

где / „  (u>), -  корни уравнения
(Аг r j* ,)* *  ~(А,+АЯ =0.

F * ( u A  = At  ( • + ) * / ( * #  *

М г  < Г * ’ * - * / ' *  г
*■ ~~j— T 2----- *  I  ■* » ■■' - Г  J Q  ’ * * « * < - ,4 ,

s * i  Tt ~ 1 s - 1.0

где -  корни уравнения

A z  u f j c  * -  ( A f  * А г  + (A <  *■ О*

Для производящих функций R 3'( tL, if)  и S 2 ( u t v-) справед

ливы соотношения
R г ( и ,  i»  = * £ * и , * < r * ( и » ,  

**o

s 2 v * ,  = j r  1 u , «
*«/

В o d iiao n  £  • i  обратные уравнения Колмогорова имею? вид

(А< •*. с.-, **• &  * • *  &  ■ « '• *

V * . )  ^  •  Л  p ‘r ,  ~ J * <  f ‘;  ;

u °;

( . > , ' * 1  * J * t )  -  ' ' а ' ’ , ; . ,  V » .  f ! , i  > ' •



Откуда получаем уравнения для (•*) и

(которые вводятся так же, как в  при € * г )

&  G Д ,  (ь>) * ( А г  * £ - )  ( и в  -

(At t**+j>*z) F*ti (u>)-(At +J* Z ) F* (U.*) *  Аг F*' fttf) «
_ j

- - /Му '  Q f ( £ l  -2 .
'  '  *,K*1 • "

Решения этих неоднородных уравнений будут следующего вида
*-t . K-t

-  II -

G« (“»  -  Вз М / ,* С * ) * С ,  (и»Ь*(и»+  j - r - f  , ,
1 S*1 /if "7  у J* *

i £ K £ ' i t -1;

f ‘  < «>  ■ Л ,  r - W j . V ;  . j ,  £

где Y f t k f  -  корни уравнения

/ 1, / t i j r  - ( A i * A 2 ^ t ) x * ( A e *

Га>̂ ,  -  корни уравнении 

(Л , f  Л, +A2 +jU,)je * J t  .a .

Производящие функции &3(* ,i> )  ■ S ( u t t?) имеют вид

/ t s(  и , » )  = £~*4* *6 * С и» , S % ,  » > • ' r V
K*f * K»0

Дея того, чт 1ч  определить неизвестные { у н т ом  А*(и>), ( “*),

в 0 (•*»> ** (и >>, *г ( “>К $ш <“», К  (*>\ Сг  (м>\ <, (н>), J>2 си», J ,  (» » , 

необходимо ислолЯзовать условия сшивания. Эти условия сшивания 

подучаются пз уравнений цпя F* (и*) и. & *("*)  при 

на границах мезду областями € ‘ 0  и / « 2  , меадт области-
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ми С*г и / » з  и между областями е-з  и

Т .э . получается система из 12 уравнений с 12 неизвестными. Решив

эту систему, получим, что, например, А» Си» записывается в

В 7 ^  cs)
Лв( f(H>)

где d0O*>), <*■« (u » t К-О, i t - i I £  ( tJ \

имеют довольно громоздкий вил и здесь нэ приводятся.

Методика нахождения финальных вероятностей ST Q* , i , - i
%   *'0

j , следующая.
При \и*\ s  1 все функции 6 -"(и »  и FK (и »  ограничены.

П оэтов, если уравнение { (и »  * о  имеет корни по модулю меньше

I ,  то при этих корнях должен обращаться в нуль и числитель С5).

Получил систему уравнений, откуда выразим

К.*> К *°' <■•-< и ?/, ***, '»,-<? через
Свели загрузка системы меньше I ,  сиотема обратных уравнений Кол

могорова определит финальные вероятности с точностью до мно

жителя 9Г) . Финаль :ая вероятность ЗГ определится из условия норми
ровки.
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АДАПТИВНАЯ МОДЕЛЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАЯВОК ПО ОЧЕРЕДЯМ 
В ДВУХЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

АВТОМАТОМ-АДАПТЕРОМ

Т.П.Василевская, А.М.Горцев

1 . Введение. В последние годы в связи с созданием многомашин
ных вычислительных систем (ВС) и многопроцессорных ЭВМ появилась 
необходимость в рассмотрении вопросов, связанных с построением 
оптимальных алгоритмов диспетчеризации поступавших в ВС задач, 
на что указывается в работах 11,2] . Представление ВС в виде 
марковских сетей, где узлами является отдельные ЭВМ, позволяет 
решать задачи оптимизации диспетчеризации в ВС методами теории 
кассового обслуживания. Однако в реальных ситуациях, как правило, 
информация о различных характеристиках ВС и з_;онах распределе
ния случайных величин является неполной (либо вообще отсутствуем, 
в особенности это относится к входящим потокам задач, интенсив
ности которых обычно неизвестны и, кроме того , могут изменяться 
со временем. Для выяснения статистчки этих изменений требуется 
проведение большого объема экспериментальных негодований. 
Вследствие этого в подобных ситуациях естественным является при
менение адаптивных методов исследования многомашинных ВС [ 3 ] .  
Можно предложить достаточно много принципов построения адаптив
ных ВС. В [ч -  ?3 рассматриваются принципы построения адаптивных 
ВС, основанные на статистической теории оценок и теории проверки 
статистических гипотез. В [7 J , кроме того , для построения адап
тивной ВС используется автоматный подход. Данная работа посвящена 
дальнейшему развитию применения методов адаптации в ВС. При ниже- 
следувцем рассмотрении вычислительную систему будем называть 

«управляемой системой массового обслуживания.
2 . Постановка задачи. Рассмотрим УСМО, состоящую из двух ЗВ'1 

(обслуживающих приборов) разного класса: интенсивность обслужива
ния аданий (заявок) первой иэ них больше, чем второй. Будем
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предполагать, что время обслуживания первым и вторым приборами 
распределено по экспоненциальному закону с параметрами *ч и 
соответственно На вход УСМО поступают два простейших
потока заявок разной интенсивности. Заявки поступают в бункера 
(накопители) к обслуживающих! приборам. Предположим сначала, что 
интенсивности потоков известны и со временем не изменяются.Пусть 
интенсивность первого потока есть , второго -  ^  ( ^ Л -*-*). 
Рассмотрим две возможные стратегии направления заявок в бункеры:
I )  поток с большей интенсивностью поступления заявок направляется 
в накопитель к прибору с большей интенсивностью обслуживания; 
поток с меньшей интенсивностью поступления заявок -  в накопитель 
к прибору с меньшей интенсивностью обслуживания; 2) наоборот, 
поток с меньшей интенсивностью поступления заявок направляется в 
бункер к прибору с большей инт дсивностью обслуживания; поток с 
большей интенсивностью поступления заявок -  в накопитель к при
бору с меньшей интенсивностью обслуживания. Чтойы решить вопрос 
о том -  какая из двух стратегий лучше, выберем в качестве критерш 
оптимальности среднее число заявок в системе и потребуем миними
зации критерия по применяемым стратегиям. Здесь и далее будем 
рассыатривать стационарный режим работы системы. Обозначим через 
Г А * I t  ( u; , I =1 , 2)  среднее число заявок в системе, если 

применяется первая стратегия, через -Г* * X, ( ,^</. , г “1 , 2) -
среднее число заявок d системе, если применяется вторая стратегия 
Тогда, как нетрудно показать,

I  -  — +  Ь*—  , Т = ----------------+  L --,
1 s'4* ' Ч  ^

где , , , последнее оиеячдно необходимо
для существования стационарного режима работы СМО. Рассмотрим 
разность

I  - J  ^
* 1 ( > * -  i-OC J ^ i - ) t As К , ' 1- -  )

В сглу перечисленных выше условий очевидно, что 1 г -  1а 4 0.
Таким образом, в смысле минимума среднего числа заявок в 

системе наилучшей стратегией направления, заявок в бункеры будет 
следующая стратегия: пс~ок с большей интенсивностью поступления 
заявок направлять в накопитель к прибору с большей интенсивнос
тью обслуживания; поток с меньшей интенсивностью поступления
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эаявок -  в накопитель к прибору с меньшей интенсивностью обслужи
вания.

Предположим теперь, что возможны два состояния "природы":
1) интенсивность первого потока заявок -  -*>± , второго -  А, .
2)  интенсивность первого потока эаявок -  X  ̂ , второго -  ^ „
( Чг)» Величины X, , X. известны. Таким образом, np;i первом 
состоянии природы интенсивность первого потока заявок больпе.чем 
второго, при в-ором состоянии природы наоборот. Относительно тогч 
какое состояние природы имеет место на самом деле, известны апри
орные вероятности Р А первого и Р*, второго состояний природы 
Р, ■* Я, -  J . Таким образом, в соответствии с введении.' критерием 

(среднее число заявок в УСМО) при первом состоянии природы наилуч
шим является правило направления заявок из первого потока в нако
питель к первому прибору, из второго потока в накопитель ко вто
рому прибору (будем называть это правило первой стратегией); 
наоборот, при втором состоянии природы наилучпим является правило 
направления заявок из первого потока в накопитель ко второму 
прибору, ис второго потока в накопитель к первому прлборуСбуден 
называть это правило второй стратегией). Однако для правильного 
применения первой либо второй стратегий необходимо идентифици
ровать состояние природа, имеющее место на входе УСМО, другими 
словами, адаптироваться к условиям входа УСМО. С этой целью 
используем в качестве устройства, реализующего идентификацию 
состояний природы, автомат-адаптер (или просто адаптер) 18], 
который, реагируя каким-либо образом ьа изменения окружающей 
среды (в данном случае на приход заявок), тем или иным образом 
изменяет стратегии направления зглвок в накопители, с течением 
времени приближаясь к наилучпЛ стратегии.

3 .  Описание автомата-адаг.тгра. Данный адаптер имеет свои 
собственные состояния с номерами 1 ,2 , . , . , п  . Переход из состоя
ния в состояние осуьествляется следующим образом: I )  если на 
вход УСКО поступает заявка из первого потока, то адаптер пере
ходит в соседнее состояние с большим номером, 2) если на вход 
УСМО поступает заявка из второго потока, то адаптер переходит в 
соседнее состоя, is с меньшим номером, 3) если адаптер находится 
в первом состоянии, то он в этом же состоянии и остаётся, если 
на вход УСМО поступает заявка из второго потока, 4) р с л и  адаптер 
находится в « -ом состоянии, то он в этом же состоянии и оста
ется , если на вхоз: УС‘10 поступает заявка чз первого потока.



-  16 -

Таким ооразом, если на в^оде УСМО теализуе-ся первое состоя
ние приводы, то адаптг р будет преимущественно находитьсяв состоя
ниях с больпиии номерами и в этом случае необходимо „применять 
первую стратегию; наоборот, если на входе УСМО реализуется второе 
состояние природы, то адаптер будет преимущественно находиться в 
состояниях с меньшими номерами и в этом случае необходимо приме
нять вторую стратегии. 3 силу этого состояния адаптера делятся на 
две части: I )  если адаптер находится в состояниях с номерами I , . . .

а ,  то применяется вторая стратегия, 2) если адаптер находится 
в состояниях с номерами ™ , то применяется первая стра
тегия. Смена состояний адаптгра представляет собой М аркове.:ий 
процесс 1 Сt  ) (в силу того, что входящие потоки заявок простей- 
пие), принимающий значения 1 , . . . , л  . На рис. I  приведён стохас
тический граф переходов, описывающий поведение автомата-адаптера 
ъ стационарном режиме, когда на входе УС’Ю имеет место первое 
состояние природы, где каядой дуге графа поставлены в соответствие 
интенсивности переходов (петли во всех состояниях, кроме гранич
ных, опущены). На рис. 2 приведён аналогичный стохастический граф, 
описывающий поведение автомата-адаптера в стационарном режиме, 
когда на входе УСМО имеет место второе состояние природы.

ж- i  л- л- i

Puc.Z

Если пропесс *■’ ( О  находится в состоянияхт  , . . . ,  п  , то 
адаптер приписывает применение первой стратегии; при этом, если 
имеет 1'есто второе оостояние природы, будет совероаться ошибка: 
заявки из первого потока, интенсивность поступления заявок кото-



рого л .  меньше, чем интенсивность поступления заявок вто
рого потока, будут направляться в бункер к первому прибору, а 
заявки из второго потока -  в бункер ко второму прибору. Анало
гично, если процесс г ( .t ) находится в состояниях I  i ,  то
адапт( р приписывает прмненение второй стратегии; при эг^м, если 
имеет место первое состояние природы, будет такяе совершаться 
ошибка: заявки из первого потока, интенсивность которого X*. 
больше, чем интенсивность второго потока, будут направляться 
в бункер ко второму прибору, а  заявки из второго поуока -  в бункер 
к, первому прибору.

Обозначил через Г* ( i  , 1) стационарные вероятности состояний 
процесса ! ) ,  когда имеет место первое состояние природы,через

Р  ( г ,2 )  -  стационарные вероятности состояний процесса 1 ( ^ ) ,  
когда имеет место второе состояние природы С 1 =Т,'! ) .  Тогда 
вероятность ошибки адаптации очезидно запишется в виде

t J?t  Р (  *. О + £ .  *><*,*> (J )

Ясно, что вероятность Q  ( л  есть функция параметров автомата- 
адаптера л  и m  , поэтому стоит задача параметрической оптими
зации адаптивного управления: определить параг^-ры адаптера л  
и пг , доставляющие минимум вероятности ошибки адаптации ( I ) .

4 .  Оптимизация параметров автомата-адаптера. Очевидно, что 
явные формулы для стационарных вероятностей Р  ( , 1) , Р  С1 , 2)
имеют вид

к , > , )  - Т Г ^ г

где *  •  (  ^ / Ч )  > I .
Рассмотрим сначала случай, когда первое и второе состояния 

природы равновероятны, т . е .  Я  ■ Р5* - 1/ 2 .  Подставляя ( 2 ) в C l) • 
получим

/ ч , ,  . i. /  .  Л -1 /к - т, + х \ _( , - »  - *  ) ,  0 )
/  т » /, п -i .

Случай /7t  « I соответствует ситуации, когда при всех состояниях 
адаптера от первого до л  -го применяется толька одна первая 
стратегия; случай -  л- +1 -  ситуации, когда при всех состоя
ниях ■иалтора применяется вторая стратегия, причём Q (  л  , л<- к1)
« GJ ( «  , ^  -  л  +1) -  1/ 2 .
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Зафиксируем n  и, считая т, непрерывной переменной, опре
делим значение т *  , доставляющее глобальный минимум функции (3) .  
Беря производную от (3) по п  , получаем уравнение

;V* /  _ /п. - у п - tn_ * I \
■ - —  / ае _ JC ) = О ,

откуда находим
* п / \ т = - <■ i ( п - а , л )

(4)

Отметим, во-первых, что в точке (4) действительно достигается 
глобальный минимум Функции (3) по ль при фиксированном *  , 
так как Q ( я , " О  > 0 для всех п. и /«■ , т . е .  функция 
выпукла по пь . Во-вторых, из "ормулы (4) следует, что при 
чётном ю состояния адаптера делятся пополам (в состояниях 
1 , . . . Л п  / 2) применяется вторая стратегия, в состояниях ( л / 2)+ 
- • I , . . . ,  л  -  первая стратегия), при этом оптимальнее - ”<* *
■ ( /1 / 2)+1 ; если /£ -  нечётное, то для определения оптимального 
/я* необходимо сравнить вероятность ошибки (3 ) в цвух точках 
n l a [ / п * ]  и т^ш [ л * ]  +j ( Где символ С- ]  означает целуя 
часть числа т ? }  и за  оптимальное т °  принимается то из двух 
зчачений гп± и , для которого вероятность ошибки меньше, т .е .  
т °  удовлетворяет уравнению Q  ( л  , т")= т'/1 ( Q ( л  
Q ( л , тг ) ) ,  тогда количес.во состояний автомата-адалтгра, пли 

которых применяется первая стратегия, будет отличаться в боль
шую либо в меньшую сторону от количества состояний авто ''тга- 
адаптера, при которых применяется вторая стратегия, на единицу.

Приступим к г'птг лзации по . Подставим (4) з О ) , тогда 
получим 1.. нкцию одной переменной л  :

Q ( я )  » й /  (  1 * з с ^ )  , « .  2 , а , .  . (5)

Очевидно, что функция (5) монотонно убывает от 1 /(1+  эе-) до нуля 
с ростом п. от 2 до бесконечности. Т а к т1 образом, для случал 
равных вероятностей и £*. получаем следующий результат: чем 
больше л- и т * , определяемое формулой ( 4 ) ,  тем меньше вероят
ность ошибки адаптации.

Рассмотрим случай, когда Н  /  Р, .  !Гогда подставляя (2 ) в ( I )  
получаем
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Г\/ » 1 * /  -ч т х л т + 1\
 -----------~ ( i - p  jc -li л

1 ~ х  '  /и  - /, /г / j  .
(6)

Фиксируя л и, считая т  непрерывной переменной, определи/ 
значение т * , доставляющее глобальный минимум Функции (б ) .  Беря 
производную от (6) по tn , получаем уравнение

-  Рх ^ 0 ,j A  зг 
а,-

откуда находки

т *  ~ + 1 -  ' - Л 1  ( п  г, з ,  . )  . (7)
•* а. Cn.dc

Отметим, что точка (7) действительно является точкой глобального 
минимума, Tai: как <2 Ч ^  , "О > С для всех fi и /л  , т . е .  функ
ция (.6) выпукла по т  .  При •  P s получаем Формулу (А).
Оптимальное ° п 'ч  фиксированном л  . находится аналогично рас
смотренному случав ^  .

Приступим к минимизации функции (б) по я  .  Подставляя (7) в 
( 6) ,  обозначая с  « -Сл ( i? / ^ ) /2  t* *  * /  в ’ ,
^  * (Р». / 2) *  С+ С^в/2) *  е ■ , получаем функцив одной

переменной п  :
’ * о\

- de* ,) '1 (  / - j?<f <* А Л - ,  s6'

где 0 ^  ^  = < j / ' ’ . Случай ^  =1/2 соответствует ухе
рассмотренной ситуации, когда ^  Q  , Исследуем функцию ( 6) ,  
как функцию непрерывной персионноГ: п * 0 . Имеем 6™ Q ( '* -)“
* -  при п — * +0 , t""‘' Q ( л  )=0 при п  -■* *■ -о  , <? ( /г' ) “0
в точке "х -  -  (2 £*- ■** ) ( *  )- 1 . Имеем далее

Ъ$(«) х ’ J _ „ » . / { (9)

* *  ~ ( ' / - * ' * /  С J

Очевидно, что е производной (9) определяется вырахеиием в 
фигурных скобках. Обозначим f  ( л . )* 6 эе -  х  * 6 . Функпил 

/  (я  ) является монотонно возрастающей Функцией и, кроме того, 
проходящей через ноль, так как / ^ 0 ) =  2 ^ - 1  < 0 .  Вследствие 
:;того производная (.9) при изменении ^  от нуля до бесконечности



ииеет единственную точку (обозначим её через 't* ) ,  в которой она
обращается в воль, причём Q ( /£) > О для О < л- < а *  и
Q ( / i )  <. О для я  > ft"  . Таким образом, поведение 
функции Q ( ' О  при изменении л- от нуля до бесконечности выг
лядит следующим образом: сначала функция ( 8) возрастает от- 
до своего максимального значения в точке а* ( проходя при этом 
через ноль в точке л А < п* ) ,  затем убывает до нуля. Определим 
точку п*  , в которой функция ( 8) достигает своего глобального 
ыаксимуга и которая является реиением" уравнения / ( *  )= < 0  -■*•'+
* о 0 .  Положим ■ с/  • тогда получаем уравнение
1-6 о , которое дает дга дейстсительных корня y t  -  у ,  ( t )  ш
* ( I  - (2 ^  ) 1 . Исследуем поведение корней (<* )

как функций I  (О < 6  < 1 /2 ) .  Имеем / '," L У Л 6  У
- I ,  <£/«. .£.(<0 * 1  при ■€ — (1/ 2) ;  У, (<0 “ + ,

(<f )■= 0 при £  —■ + 0 ;

* : Л

Таким образом, функция ( ^  ) при изменении 6  от 0 до 1/2 
убывает от + ° °  до I ,  функция при этом возрастает от О
до I .  Из равенства <* * * J ' -*' имеем -  ( 2 <^}v )  (<£■* )* \
Учитывая ограничение л  > 0, получаем

п *  -  ( л  & / .  ) (  (Ю)

Функция <9 ( 'О  для рассматриваемой задачи имеет смысл вероят
ности, поэтому необходимо учесть ограничения на ( I  « л? **
^ ^  Кэ неравенства I ,  учитывая ( 7 ) ,  ааходш

К R ^  ) ,  аналогично из неравенства т *  ^  п +  i  получаем г '1!
> C P j /  -Pj. ) ,  что даёт двойное неравенство

ж - ~ * ( Р , / Р л ) < ( п )

Очевидно, что знак равенства в левой и право! частях неравенства
( I I )  возможен лииь для случая равных вероятностей ( -Р, -  Р«. ml / Z ,  
который рассмотрен в ш е .

Рассмотрим случай Р4 > Я, .  Тогда неравенство ( Я /  P t )
выполняется для любого л > 0 , неравенство же <*л' > ( Р4 / Р к ) 
выполняется только для п. > п х . г д е  Ъ  { Я .  / Р ^ ) /  Ь х . .
Тогда для meeMi во-первых, Q  ( /1) > 0,  во-вторых, с
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учётом (Ю ) получаем
л* п, - ik ( / »  /  Рл )  /  U  х  . (12)

Таким образом, для случая Р»* Q  функция - Q ( * )  икеет 
смысл вероятности оиибки адаптации, начиная с я*  .определяемого 
формулой (12 ) ,  прччём в точке^* < ?(«•) принимает максимальное 
значение, убывая затем до нуля.

Рассмотрим случай • Тогда правая часть неравенства ( I I )
выполняется для любого п > 0 , левая же часть неравенства ( I I )
выполняется только для я >nt , где п з. в ( - ^  /  /?  ) /  ^  ^  .
Тогда для л  г  имеем, во-первых, Q  ( /г- ) > 0, во-вторых, с
с учётом (10) получаем

/(*- /-£*, ) / (п. . (13)

Таким образом, для случая Р> > Р, функция ( /г- ) имеет смысл 
вероятности ошибки адаптации, начиная с , определяемого фор
мулой (1 3 ) ,  причём в точке п ’ Q (/» ) принимает максимальное 
значение, убывая затем до нуля.

В итоге получаем следующий результат. Для заданных -Р4 и -Rl 
определяется / г '  ( либо по формуле (1 2 ) ,  либ" по формуле (1 3 ) ) .  
Количество состояний автомата-адаптера п* должно быть больше, 
чем { я ' ]  +1. Вероятность ошибки адаптации (б) при этом тем
кеньпе, чем больше п- и т *  , определяемое выражением (7 ) .

5 . Численные расчеты. Так как в технической реализации число 
состояний автомата-адаптера конечно, то оптимальные « " к  т ° 
определим следующим образом. Положим О  , « )  ^  , тогда за 
оптимальные п ’ к т °  приниме~тся те значения параметров авто
мата-адаптера, которые доставляют заданный уровень J. во поят-  
вости ошибки адаптации. Вследствие этого численный алгоритм 
расчета оптимальных а® , т °  выглядит следующим образом: шаг I :  
для заданных Р, , Н  , х  определяется п  * (  по одной из формул
(12) либо (1 3 ) ) ;  шаг 2: по формуле ( 8) ,  изменяя п- с шагом еди
ница либо от +2 (  для 0  * * '  < I ) ,  либо от [ * * ]  +1
(  для я*  > I ) ,  вычисляется вероятность оиибки адаптации Q  t ^ )  
до тех пор, пока для векоторого rL- не выполнится неравенство 

ct ; данное л- принимается за  оценку ( * " )  оптималь
ного п* |  шаг 3: по формуле (7 ) ,  где & •  Я ’ , определяется 
п *  и за  оценку (  /я*-) оптимального принимается то из двух 

значений m t я [ ' « ‘J и m t, ■ , для которого зиаччн'/е
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функции Q определяемой выражением ( 6) ,  меньше; шаг 4:
значение Функции Q  ( Л t"1) в точхе ,,п°) сравнивается с «*• ; 
если Q  (я* ,/» ')  < •=£ , то п ° ш л " , т " = т ° ; если ( Л* ,™')>«£, 
то значение увеличивается на елгкицу, после чего перехода
к шагу 3 . В табл. I - б  приведены значения оптимальных пара
метров автомата-адаптера л ” , т *  и вероятности ошибки адаптации 
Q Сп<>, т *) для уровня “0 ,0 5 , найденные для различных значении 

интенсивности А* и вероятностей P t  , Р *  при ч'нкскросанном
х г =1 ,1  С табл. I  для Я  =0 ,1 , в .  =0,9; 
Я  “0 ,7 ;  табл. 3 Для РА =0,4 , £* .= 0 , 6 ; 

Я  = 0 ,5 ;  табл. 5 для Р 4 =0,7 ,
Pi = 0 ,9 , Р* = 0 ,1 ) .

Табл . 1 С -  о, /, £  - <*9) Табл. 2 (f?= 0, з,

табл. 2 для Pj. =0 , 3 , 
тябл. 4 для P t = 

=0,3; i a u i .  б для

T artn .3 (p -o ,^ if . о, б)

К я* т.” QQ?,Mm) П° \т° < ? ( « ) н с Q («;//!")

1 .2 54 41 0,046 1.2 66 39 0,049 1 .2 68 37 0,048
1 .3 29 ' 2? 0,046 1 .3 36 22 0,043 1 .3 36 20 0,046
1 .4 21 16 0,041 1.4 25 15 0,043 1 .4 25 14 0,046
1 .5 16 13 0,044 1 .5 19 12 0,046 1 .5 20 12 0,042
1 .6 13 Ю 0,046 1 .6 16 Ю 0,043 1 .6 17 Ю 0,039
1 .7 12 Ю 0,040 1.7 14 9 0,041 1 .7 14 г -'0,045
1 .8 Ю 8 0,044 1 .8 12 8 0,045 1 .8 13 8 О.СЗР
1 .9 Ю 8 0,035 1 .9 I I 7 0,044 1 .9 I I 7 0,046
2 ,0 а 7 0,037 2 Л I I 7 0,033 2 .0 I I 7 С,035
М Р ? 0.04Q 2,1 10 7 , 0.036 2 ,1 I I б о . о з р

Табл.4 (1 ^  ря с>5) _Табл.5(P,*o,?,Q -0 ,0 Т э б л . б С ^ ^ . ф е , / )

V л 0 т” V •t /я * / 1 ' т " <♦(*.''* у

1.2 68 35 0,049 1.2 66 29 0,049 1 .2 54 15 0,042
1 .3 36 П 0,047 1 .3 36 16 0,043 1 .3 29 9 0,046
1 .4 25 14 0,047 1 .4 л ̂с ) 12 0,043 1 .4 21 7 0,042
1 .5 19 I I 0,050 1 .5 19 9 0,046 1 .5 16 5 0,044
1 . 6 16 9 0,048 1 .6 16 8 0,С 3 1 . 6 13 5 0,046
1 .7 14 8 0,045 1 .7 14 7 0,041 1 .7 12 4 0,040
I .C 12 7 0,050 1 .8 12 6 0,045 1 .8 10 4 0,046
1 .9 I I 7‘ 0,049 1 .9 I I 6 0,044 1 .9 10 4 0,035
2 .0 Ю 6 0,048 2 .0 I I 6 0,033 2 .0 9 4 0,037
2.1 1C

• б!
с .о з г 2.1 Ю 5 0,03611 2 ,1 1 3 0,041
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Из анализа таблиц видно, что с увеличение» ж. « x j  , как
и следовало ожидать, оптимальное и* ( а  также и '* * )  уменьшается,
кроме того , с уменьшением отношения ( Я  )  т ° увеличивается.

Рассмотрим граничные случаи. Первый случай: Pt Pt  .  Тогда
за  уровень oL можно принять вероятность Рг , т . е .  Q ( Л ,/71)*
* ^  = Н. .  Подставив в ( 6) ^  “I ,  находим ^  ( «  ,т  *1)= Р х 
для любых п. .  Последнее означает, что в данной ситуации вообце 
не нужно приме л ь  автомат-адаптер, а  просто для распределения 
заявок по очередям использовать первую стратегию. Во втором 
случае ( Р * 5® ^  )» наоборот, в качестве cL можно принять вероят
ность Р х , т . е .  Q ( Л , " 0 “ ^  * Я  . Подставляя в (С) w  = « +1, 
находим С? ( л  t ль м / i  +1 ) -  Р 4 для любых л- .  Это означает, 
что в данной ситуации для распределения заявох по очередях нуж
но просто применить вторую стратегию (без использования автомата- 
адаптера).

6 . Статистический эксперимент. Рассмотрим численный пример 
управления распрсдоением эаявок по очередлм в УСМО, реализован
ный путём цифрового моделирования на ЭВМ» Эксперимепт организован 
следующим образом: I )  задается параметры , ^м. входящих по
токов эаявок и априорные вероятности , Р* первого и второго 
состояний природа; 2) для данных значений параметров находятся 
оптимальные параметры автомата-адаптера л в , я '  и вероятность 
ошибки адаптации Q ( /г*,Л7*) с использованием численного алгорг~ма 
их определения, описанного в предыдуще).' пункте; 3) задаётся 
время работы модели 'Г' ; *0 задаётся начальное состояние ^ 
автомата-адаптера и случайным образом (.в соответствии с задан
ными вероятностями Р, , £*.) оперируется состояние природы, 
имеющее место на входе УС:Ю; 5) по окончании работы ( в момент Т )  
модели процесса распределения заявок по очередям определяются 
величины (Т  ) (время, в течение которого применялась первая 
стратегия, хотя верна вторая), ( ' О  (  время, в течение кото
рого применялась вторая стратегия, хотя верна первая) и вычисля
ется оценка вероятности ошибки адаптации ( л *»,» ') в.{ [
+ t j ( r ) ] / T ^ .  t полученная в данном ( ’ -ом) цикле эксперимента 
( I' - I , V ) ;  6) следующий цикл-эксперимента (с  целью получения 
выборочного среднего ф ( л ' , /**)* ( l / - v ) Qi<n . ”* ))  начина
ется с шага 4 , причём начальное состояние * автомата-адаптера 
но ггзисняется; 7) после того как получено выборочное среднее, 
огспгримент продол"с.стся с сага  3 , при этом время Т  увеличива



ется(с цельо установления сходимости выборочного среднего оииб
ки адаптация (л* ,'* ')  к полученному на шаге 2 истинному значе
нию вероятности ошибки адаптации Q ( /7‘’. '* °)) .

Сксперименты проведены для “1 , 8 , ^ ^ “1 ,2 , Р». “0 , 6 , ^ - 0 , 4  
(что соответствует л ‘ KI5,  т °=8, Q ( Л*,Л '0“О,О45), ^ “8 , ^  “
•  1 0 , 2 0 , . . . , ICO. Результаты экспериментов приведены в виде гра- 
ч'иков (см .рис.3) ,  где пунктиром обозначено истинное значение 
вероятности ошибки О  ( Л . кружками обозначены значения 
выборочких средних ф  ( л " ,л *) для различных т .  Из анализа гра
фика видно, что при увеличении Т  выборочное среднее сходится к 
истинному значения вероятности ошибки адаптации.
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Рис. 3

7 . Заключение. Отметим, что при рассмотрении данной модели 
предполагалась неизменность состояния природы во времени, неопре
деленность проявлялась только в незнании того, какое состояние



природи имеет место на самом деле ка входе УС” 0. Очевидно, что, 
если ci/ена состояний природы образует некоторый временной процесс, 
то для правильного применения первой либо второй стратегий не
обходимо "непрерывно" идентифицировать состояние природа, имеющее 
место на входе УСТ.'О, другими словами, адаптироваться к изменяющим
ся условиям входа УСМО. Предложенный з настоящей работе автомат 
может быть также использован в качестве адаптера и в этой более 
сл о ен о й  ситуации. Однако в данном случае оптимальные параметры 
адаптера ч °  и т °  очевидно будут отличаться от оптимальных па
раметров, полученных в настоящей статье.
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ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЙ В СИСТЕМАХ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

А.М. Горцев

Любую систему кассового обслуживания (СМО) ыохно представить 
в виде некоторой формальной математической модели, основное 
содержание которой составляют связи и взаимодействия четырех 
основных компонент: I )  входяпир1, потоков требованиГ ) ,  2) ме
ханизмов и длительностей обслуживания (уи ) ,  3) структуры систе
мы О ) .  *) дисциплины обслуживания (J  ) .  То есть СКО -  это не
который математический объект 3 = 5  ( з. , и , j , J  ) ,  зависящий 
от перечисленных выше компонент. В свою очередь, каждая компо
нента \  ,^u , у , с также задается вполне определенной мате
матической моделью, зависящей от ряда параметров. Тогда можно 
определить управляемую систему массового обслуживания (УСМО) как 
некоторую математическую модель £  ■ 6  ( д f j  , , . ' ) ,  если 
какой-либо из параметров, определяющий ту или иную компоненту , 

u , j  , с , допускает пр^енение управляющих воздействий.
В дальнейшем рассмотрим более узкий класс УСМО -  класс УСМО с 

переменной структурой, т . е .  класс таких систем, которые в зависи
мости от возникшей ситуации тем или иным способом перестраивают 
свою структуру. Форг \льяо УСМО переменной структурой можно 
описать некотооь** случайным п^цессом  5  С О '  <" £ ( О .  j С ^ ) ) ,
где * 4 - 0 4 ^  С * ) .........  ^ О О ) .  Н О - С / Д О  ) Л П ) :

i-l ( 1 )  -  длина очереди заявок i. - г о  типа, г‘ ( * ) “0 , 1 . . .  
(предполагается, что заявки С -го  типа выстраиваются в отдель
ные очереди, т . е .  п, -  количество очередей); f j  ( t  )*0 , I , . . . , п>.
здесь числа I   & означают номер бункьра, к которому подключен

J  -  й обслуживающий прибор ( /и- -  количество обслуживающих при
боров), число 0 обозначает фиктивный бункер, т . е .  если ( 0 *0 . 
то это означает, что J - Л  обслуживающий прибор находится в ре
зерве. Отметим особую роль фиктивного бункера, последний гак раз 
и обеспечивает переменность во времени структуры СЧО: если оАслу-
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живающий прибор подключается к фиктивному бункеру, то количество 
обслуживающих приборов уменьшается, наоборот при отключении 
обслуживашгего прибора от фиктивного бункера количество обслужи
вающих приборов увеличивается. В дальнейшей будем предполагать, 
что процесс С ^ ) -  иарковский процесс, и под состоянием систе
мы в момент i  будем понимать совокупность чисел (  ^  ) . . . . .

t  ) ,  ^ ) ......... С ~t ) ) .  Особенностью управляемых CII0
является то, ' о управляющие воздействия, как правило, совпадает 
с моментами перехода системы из одного состояния в другое. Б 
рассматриваемом случае изменения состояния возыожнп либо за  счет 
поступления в систему заявки того или иного типа (предполагается, 
что потоки эаявок ординарные), либо за счет взятия на обслужива
нием тем или иным прибором следующей заявки того или иного типа, 
либо, наконец, за счет подключения (или отключения) обслузиваю- 
щего прибора к фиктивному бункеру. Управляючими воздействиями 
при этом являются: подключение обслужизавпего прибора к фиктивно
му бункеру (перехс ' в резерв),отключение обслуживание/о прибора 
от фиктивного бункера (выход из резерва), взятие на обслуживание 
тем или иным прибором заявки того или иного типа. Таким образом, 
для того, чтобы определить дисциплину обслуживания,необходимо рас
смотреть вопрос о том, какие управляющие воздействия возможны 
в моменты изменения состояния системы. Будем предполагать, что 
прерывание обслуживания в данной системе не имеет места. Тогд 
в момент прихода заявки £ -го  типа возмогны два управлявших воз
действия: I )  выход некоторого обслуживавшего прибора из резерва 
(только одного, относительно которого выносится решекге) и его 
подключение к обслуживанию требования того или иного типа (под
ключение прибора г 4. -ну бункеру, t  =1 , я  ) ,  2) не подключе
ние рассматриваемого ресерзного прииора к I  -му бункеру, Ч =*1 ,
~п ( т . е .  данный прибор остается подключенным к фиктивному бунке

ру). В момент окончания обслуживания j  -ыи прибором также воз
можны два уптэавляюпих воздействия: I )  подключение обслуживание го 
прибора к (фиктивному бункеру (переход в резерв), 2) не подключе
ние обслухиваюиего прибора к Фиктивг'чу бункеру и взятие на обслу
живание заявки £ -го типа (подключение обслуживающего прибора 
к I  -му бункеру, I  =1 , и  ) .

Таким образом, под дисциплиной обслуживания будем понимать 
закон, в соответствии с которга тот или иной обслуживающий прибор 
в момент прихода оГ.явки того или иного типа или в момент оконча-
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ния обслуя! зания берёт на обслуживание заявку из того или иного 
бункера, включая и фиктивный бункер.

введём в расснотрение величину <£f С »' , /  ) -  условная вероят
ность того, что в моиент изменения состояния системы j  -  ■й 
обслуливавгий прибор С j  -ГТ'* ) берет на обслуживание заявку из 

t  -то бункера С * “67^  ) ,  при условии, что система находится 
в состоянии S ■( t ) .

Отмстим, что момент изменения состояния связан здесь либо с 
приходом в систему заявки того или иного типа, либо с окончанием 
обслуживания тем или иным прибором. В силу этого , если система 
находилась в состоянии /5 »( г , ^  ) и перешла в состояние 
^  “С г , J" ) ,  то состояние £  отличается от состояния ^  значе

нием только одной компоненты: в первом случае значением компонен
ты вектора i  ( в  систему поступила, скажем заявка к  -го  типа, 
при этом компонента г£ приняла значение +1) , . в о  втором 
случае значением компоненты вектора J  С J  -  й прибор окончил 
обслуживание, т . е .  стал свободен, при этом компонента jfj приняла 
значение, равное нулю). После этого происходит дальнейшее измене
ние состояния системы из S ■( i , $  ) в S  *( ь , /  ) в соот
ветствии с введенными условными вероятностями <?t ( 1 , Jr)
С j  “I ,  Л  , k  =0 , п, ) .  Судем предполагать, что данные изме
нения состояния системы происходят мгновенно, в итоге система 
мгновенно переходят из состояния S  *( 1 , ^  ) в состояние 
3*“ ( 1 , }  ) .  Подчеркнем, что при этом состояние S может 

отличатьс» от состояния $>“ значениями либо одной, либо трех 
компонент, если изменение состояния системы связано с приходом в 
систему заявки -& -го  типа. Изменение на одну компоненту гаеет 
место в двух случаях: I )  если принимается решение о неподключе- 
нии рассматриваемого X -го  резервного прибора к одному из а  
бункеров (имеет место изменение в £  -•& компоненте вектора i  : 
в состоянии 3  значение есть , в состоянии % -  г£ +1 ) .
2) если принимается рвение о подключении рассматриваемого г  -го  
резервного прибора именно к £  -му бун::еру (имеет место измене
ние в * - 'й  компоненте вектора /  : в состоянии S её значе
ние есть О, в состоянии S "  -  & ) .  Изменение на три компоненты 
имеет место, если принимается решение о подключении рассматривае
мого *i> -го  резервного прибора к бункеру с номером f  (^  фк ) ,  
тогда имеют место изменения: I )  в ~k -  й компоненте вектора г 
(в состоянии 5 * её значение есть , в состоянии К" -  +1) ;



<!) в г  - й компоненте вектора /  ( в состоянии jr* жО, в 
состоянии £>* Д  “ У ) ;  3) в -  й компоненте вектора 
(в состоянии 5 её значение есть ^  , в состоянии $
ее значение есть - 1 ) .  Если изменение состояния системы
связано с окончанием обслуживания j  -  м прибором, то пои этом 
состояние $ '  может отличаться от состояния значениями 
либо одной, либо двух компонент. Изменение на одну компоненту 
имеет место в двух случаях: I )  если принимается решение о под
ключении j  -го  обслуживающего прибора к фиктивному бункеру, 
тогда имеет место изменение в j  -  й компоненте вектора j f  : 
в состоянии её Значение fa  , скажем разно ъ  (обслужива
лась заявка X -го  типа, X " I ,  л  ) ,  в состоянии £  fa  “О;
2) если принимается решение о подключении j  тго прибора,осво
бодившегося от обслуживания заявки X -го типа, именно к бункеру 
с номером г , тогда имеет место изменение в X -  й компоненте
вектора t  : в состоянии её значение равно i t  , в состоя
нии £  её значение есть *’* - I .  Изменение на две компоненты 
имеет место, если принимается решение о подключении /  -го  при
бора (подключенного в состоянии $ к х  -  му бункеру) к бун
керу с номером у, (  $ + '* '), тогда осуществляются изменения:
I )  в ^  -  й компоненте вектора *- (  в состояни.. £  её значение 
есть , в состоянии S -  i f ,  - I ) ,  2)  в /  -  й компоненте вектора

^ (  в состоянии $ j j  -  г  , в состоянии j j m f y ) .
Таким образом, дисциплина обслуживания в УСМО о переменной 

структурой определяется матрицей условных вероятностей & ( ^ ) “
-  ^ (  1 ,<Г ) •  I <*•*( *■' , ^ ) |  (  J  -Г ,* -  . £ “О, Л \  причем

21,*  ) - I .  j  Ч ,  *  , О < (  i , ^  ) *  I  для всех J  ,
{  и всех состояний ■*( «■', ^ ) .  В дальнейшем будем рассматри

вать стационарные режимы работы УСМО. Как известно, поведение 
процесса £  ( ‘О "  ( г’ ( 0 , ^ ( 0 )  определяется динамической 
матрицей процесса Q  * где -  инфинитезимальные
характеристики (интенсивности переходов из состояния £  в состоя
ние £  ) .  Как будет видно из рассмотрения конкретных систем,ве
личины % t>  можно представить в виде % ы ,я  '
»(У ( 3  , 5 ' ) ,  где c j * ’ , -  некоторые коэффициенты, ( S  , 1 )  -
рандомизированные управления, имеющие смысл вероятностей ( 2 ^ J' 
( £ , & '  )*1 , О * «*4 $ , S ' )  *  I ) ,  причем рандомизированные управле
ния О ( £ ,< * )  определённым образом зависят, от введённых 
выие условных вероятн остей ^  ( * , / ) •  Ha6o p ( f  ( ^ , s ) образует м&тржу 
управлений <Г .
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В качестве первого примера УСМО с переменной структурой рас
смотрим однолинейную СМО о несимметричным резервным каналом 
[ 1 ,2 ] .  Для дайной системы А *1, Л  -2 ,  $  ■( ' i t  , ^  ) ,

> 0 , ^  - I ,  “0 ,1 ,  т . е .  первый обслуживающий прибор не может
подключаться к фиктивному бункеру (не может переходить в резерв). 
В оиду этого состояние системы описмвается двухмерным вектором 
2  “ (  \  , Д  ) .  Дисциплина обслуживания определяется матрицами

^ (1 ^ 0 )1 1 =  ||< {{ tA,0 )  i -  <£ (1А,0 ) | | ,

< f o , 0 - К ,  £**.«)

где ( i t ,0)  -  условная вероя-ность того , что второй (резервны^ 
прибор не подключается к обслуживание в момент прихода заявки, 
а  остаетоя в резерве, о ^ С ^ Д )  -  условная вероятность того, что 
второй прибор после окончания обслуживания отключается, т . е .  
переходит в резерв. Рассмотрим состояние ( ^ , 0 ) ,  при котором 
второй прибор находится в резерве. Ив состояния ( * i ,0 )  возможны 
переходы в оостояния (£ А + 1,0).- ( li  Д ) ,  (  *А - 1 ,0 ) .  Переход из
состояния 5  « ( i j  ,0 )  в состояние “ (* 1 + 1 .0 )  осуществляется 
в момент прихода заявки с интенсивностью s  <£( i ± + 1 ,0 ), 
здесь X -  параметр входящего потока заявок. В данном случае 
а 4»'и0 , 4 » '“ \  , 0  ( S . C4)  * <?х С l t  + 1 .0 ) . Переход из сос
тояния & ■( ,0 )  в оостоявие $ ' « (  t \  д )  осуществляется
также в момент прихода заявки с интенсивностью ^  [ i -  
( + 1 ,0 )]“ с \  (  + 1 ,0 ) .  В данном случае \  ,

.  <*' С * .  ) “ «4 С i 'i + 1 ,0 ) . Переход из состояния 
$  - ( ^ , 0 ?  в состояние • (  *д - 1 ,0 )  осуществля гея в момент 

окончания обслуживания первым прибором е интенсивностью •
“ / * i  , здесо j u L -  иятеясивнооть обслуживания первым прибором.
В данном случае л й4»•  ut  ,  6Л%< - 0 .  Рассмотрим состояние ( i \  , 1 ) ,  
при котором второй прибор подаслючен к бункеру. Из оостояния. 
( i ^ . I )  возможны переходы я оостояния ( ^ , 0 ) ,  ( - 1 , 1 ) , (  + I,£ l
Переход из состояния £  ■( Д )  ж состояние &' “ ( 1А,0 )  осуществ
ляется р момент окончания обохуживавия вторым прибором с интен
сивностью •  ия < ^ ( i t , l ) ,  здесь интенсивность обслужи
вания вторым прибором, ч данном случае -О, 4 УЛ> т >д. ,

(4»,  )■ с£ ( t t , l ) .  Переход из ооотояняя £ «( Д )  в состоя
ние S' «( i t - 1 Д )  осуществляется двумя путями:!) в момент огсок-
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чан'ля обслуживания первым прибором с интенсивностью , 2) в
момент окончания обслуживания вторим прибором с интенсивностью

<)] .  Таким образом, интенсивность перехода из состоя
ния $  - (  гх , 1) в состояние »( г \  _ х д )  есть % %< - (  +
+ / 1. cjj C ^ . I ) .  В данном случае

* а ' я -„и х. > v  ( & ) *  (t* , 1) .  Наконец, переход из состояния
$  “ С Ч  . 1 ) в состояние ■( г\ +1 , 1) осуществляется в момент

прихода заявк с интенсивностью ^  . В данном случае
f t&b' “ ^  “О,

В качестве второго примера рассмотрим одноканальную систему 
с динамическими приоритетами [Э1. Для данной системы «• -2 ,
/я  - I ,  £  -С * . ) * > (  Ч ,  Ч  , J i ) .  г* »  0 , 0 , д  - 1 , 2 ,
т . е ,  обслуживающий прибор не мозет подклпчаться к фиктивному 
бункеру (не может переходить в резерв). Дисциплина обслуживания 
определяется матрицами

Л л ч Н Ц ^ Ч . с , , ! )  <£4( ч Л , 01Ь  11< ^ ( ч А , 0  

сС<. i)  = IIe\L < <„ i , ,  a) (  ч , i „  J )#- t t (»*,<*, *) l  -  £  ( 1 » 
где o \  ( ч  , ij, , Jrj.)  -  условная вероятность того, что в 
момент окончания обслуживания очередная заявка берется на обслу
живание из первого буф ера при условии, что прибор был подключен 
к бункеру с номером / t  .  Рассмотрим состояние (  i t , ** ,1 ) ,  при 
котором обслуживавший прибор подклачек к п ер во е  бункеру. Из 
состояния £ ■*( 1» , 1’д. , 1) возможны переходи в'состояния ( г\  +1 , 
г, .1 ) ,  ( ^  , ; i x + 1 Д ) .  С - I ,  .1 ) ,  ( , <х - 1 ,2 ) .  Переход

в состояике £>' =(г441 , , 1)  осуществляется в момент прихода
заявки 1  - го  типа с интенсивностью Ч«,'■ , где -параметр
входящего потока заявок перь.го типа ( в данном случае -
“ • ^S 4' “0 ) .  Аналогично переход в состояние £  ■( h  , li + I ,C
происходит с интенсивностью в момент прихода
заявки 2-го  типа, где -параметр входящего потока заявок
2-го  типа (  здесь «0). Переход в состояние

& - (  - I ,  ** ,1) осуществляется с интенсивностью ■
» .  ** »1 ) в момент окончания обслуживания прибором очеред
ной заявки 1 - г г типа (здесь а-»*' я0 , ^  ( s . ^ ) * 0*

(  Л , 1* , 1 ) ) .  Наконец, переход из состояния £  ■ ( ^ , ‘д, ,1 )  в 
состояние ■( ^  , h - l , 2 )  осуществляется также *  момент оконча
ния обслуживания nprCopoi.: заясги первого типа с интенсивность!)

7 “ i  4 . ( г, ,гА,1) (в  данной случае , £ » '  ■
= V й*-, * / \  *» ,*>' )= cilv. ^  , i ) ) .  СДесь -  интенсивность
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обслуживания прибором заявок первого типа. Аналогично рассматри
ваются переходы из состояния £  •ч , i t l  «!;, т . е .  состояния, 
в которой прибор подключен ко второму бункеру, в состояния
С h +1. 4 . 2 ) .  С t* . 4 + 1 ,2 ) ,  ( Ч  , 4 - 1 , 2 ) ,  ( - I ,  4 , 1 ) .

£ля нахояден::я оптимальных управлений (оптимальной дисциплины 
обслукивания) необходимо задаться некоторым критерием оптималь
ности. Д,;я задания этого критерия необходимо точно представить, 
где и какие потери несёт УСМО. Все потери моано разбить на три 
типа: I )  потери, возникающие в обслуживающих устройствах, 2) по
тери, возникающие от находящихся в CU0 требований, 3) потери на 
управление. В свою очередь, потери, возникающие в обслуживающих 
устройствах, можно такие разбить яа несколько типов потерь:

1) Потери от включепия и’ выключения обслуживаппего прибора.
При включении регорвпого и вакяючении обслузивапцего прибора в 
УСМО возникает (могут возникнуть) некоторые потери, связанные с 
изменением состояния резервного и обслугивапщего приборов. Вели
чина этих потерь, кап правило, пропорциональна частотам включе
ния и виклгчения обслуживапвих приборов.

2) Потери на переориентацию, Так кок обслуживающее устройство 
может осблухивать заявки различите типов» то переход от обслужива
ния 9дного типа требований к другому вызывает необходимость в 
переналадке (переориентации, перестройке) обслуживающего прибора, 
что влечёт за  собой определённые потеря. Величина этих потерь, 
как правило, пропорциональна частоте переналадок. Кроме того, 
подчеркнём, что учёт потерь на переориентацию обычно приводит к 
возникновению в УСИО гястерезяонюс явлений.

3) Потери в связи е амортизацией обслуживающего прибора, 
функционирование обслуживающего устройства связано с его износом, 
с потерями на его обслуживание и т .д .  Эти потери объединяются 
под термином потерь в связи < амортизацией. Данные П1лери обычно 
пропорционьльпы вреиепи функционирования обслуживающего устройст
ва, а  их математическое ожидание пропорционально вероятности рабо
ты обслуживающего прибора.

Второй тип потерь -  потери, возникающие от находящихся в УСМО 
требований, таххе могут иметь несколько видов. Самая главная 
причина этих потерь -  потери от простоя требований в очередях, 
поэтому величина этих потерь зависит от времени ожидания или от 
времени пребывания требования в УСИО. Подчеркнём, что в реальных 
системах величина этих потерь не всегда пропорциональна времени
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ожидания. В частности, если требованиями являются контейнеры со 
скоропортящимися продуктами, то очевидно, что при малых временах 
ожидания величина этих потерь пропорциональна времени ожидания, 

однако, если время ожидания велико, то продукт в контейнере 
испортится весь и потери, достигнув некоторой иаксимагы оя вели
чины, перестанут д-чее увеличиваться. Вследствие этого потери эа 
ожидание естественно брать в виде некоторой нелинейной функции 
от в репе ни ожидания. Однако анализ и опт ш ло  ал яя управ lei'rii в 
УСУО при этог становится чрезвычайно затруднительными. Вследствие 
этого делается некоторая аппроксимация потерь от ожидания, т . е .  
потери представляются не в виде Функции от времени ожидания, а  
в виде некоторой функции от длин очередей. Оправданием этому 
служит тот Факт, что при больших очередях длина очереди почти 
однозначно определяет время ожидания, поэтому уункцию потерь от 
времени можно заменить функцией от длин очередей.

Наконец, последний тип потерь -  потери иа управление. Данные 
потери связаны с моментами изменения состояния системы, и УС” 0 
несет при этом потери от применяемого управления, если в эти 
моменты осуществляются управляющие воздействия. Подчеркнем, что 
рассмотренные выпе потери от включения я внклпчения обслуживаю
щего устройства, потери на переориентацию прибора можно отнести 
я к потерям на управление,

Ооаоем не обявательао, чтобы в научав мой УСМО присутствовали 
•се перечисленные веды потерь, некоторые из потерь могут быть 
настолько малы, что п т  можно будет пренебречь я исключить иа 
раоомотрвнм. В качеотве критерия оптшальностн естественно 
выбран математическое ожидание *)уккцжи потерь. Сана же вадача 
онтммнваяии уяуавяоЩ в УСМО оудет тогда заключаться в отыска
ния минимума критерия оптимальности по набору управлений <Р . 
Подчеркнем, что прм малом временя работы УСМО существенную роль 
пря её анализе и синтезе играют переходные процессы и начальное 
состояние УСМО. Жояя же УСМО функционирует хостах очно долго 
(ядеальяы* случай -  бесконечно долго), то при определенных 
уоловиях в ней устанавливается отаянонарный режим работы,поэтому 
пережодяымн процессами, играющими роль лишь на начальном этапе 
функционирования УСМО, можно пренебречь. Вследствие этого кри
терий оптимальности определяется как математическое ожидание 
функции потерь по стационарному (^инальногу) распромлению ве
роятностей оостояний УС1.Ю, котороо устанавливается в ’ стадгэнпр-



ном режиме работы снсте™.
Зункцип потерь запишех{ в виде

где

< ? « > .  2 1  u >
АТ S V  S

^ д > )  = I i , <  -  ^
t О, t  , ^  i  у л i  ,

если переход из $> -го  состояния в ,-i -е  произошел к i  ^
^ ^  )=0 в противном случае; £ ( 4 )  -  потери за  пробгвани"
систе’п? в $> -сн состояп"к в одчницу вреипш', вклпчаяцио г себя 
norepv от ожидания эаявог п оч ер р ^ у  и потерч в сплзт* с ачорт"- 
залчек; *»»• -  потери :га ^ы.гегге, связаниие с треходо’» с с те
мы ЯЭ СОСТОЯНИЯ £  В СОСТОЯ!!"'' Л  ; -  ?’0"0ГТЫ ТЙГИХ "про
ходов, т . е .  второе слагаемое в 1.1 ) готь потоп" па управление в 
единицу времени; -  достаточно галиГ. гптервал времени; t  - т е 
кущее время, функция Д ) не зависит от t  , таг: кап рассмат- 
ривагтея сгациопарннП perm ' работы. Тогда ]ч терпй оптимальности 
запгаетоя в виде

l (h~H{Qi£>J= Z L p j J )  Г .  (2)

= Z - Pio b  Л « Г ) а „ '

где )  -  финальные вероятности состояний УСМО.
Иэлохш методы решения поставленной задачи об оптимизации 

управлении
I*  Прямой метод. Сущность ппямого метода заключается в решен"", 

системы'уравнений для стационарного распределения вероятностей 
состояний (  S  ) 1 4^:

^ s . K cdj- Ы ' - Р ь . с ^ * '  “ * С -  # * ,* * > ] -  сз)

-  P s ' ^ l A v  * 6<%> Л  *'У} = О, V 2 1  рл ( < ? ) - 1 .
Если решение системы (Э) найдено, то приыи:пмальш;х трудностей 
при решении задачи оптимизации управлений но вознгчаот, та”, 
как знание ф и н а л ы т  вероятностей Р а С<^) позволя"-: (..-у'Ч'ть 
явпыи вид критерия оптимальлости (2 )  в зависимости от cf ( s  , s. ) .  
Трудность в применении такого подхода заключается в том, что 
лзнаЕ ш:д етшг'окарнпх вероятностей удается пайгк далеко не 
всегда, однако, если это удается, то с а д ^ 'а  о ^а^огт^;,^:1
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мального управления часто решается аналитически.
2 . Метод линейного программирования. Метод линейного прог

раммирования при оптимизация управлений предлагается в работах 
[ 5 , б ) . Сущность метода заключается в следующем. Вводятся новые 
переменные •*»*> * Р * ( < ? )  <? ( ^  , Тогда критерий оптимальности 
(2 )  и система уравнений (3 )  примут вид

*** &  3es t a »v ° iу.' =-^ п с п '  • (*0

1Г ***• tt» ' " * ‘'4 Лs'‘' * £ v  xVs' = ^
v s ' ;  * i 4 » o ,  V i , t ,

где принято во внимание, что рл(  о Полученная задача
является стандартной задачей линейного программирования. Зная 
величины , доставляющие минимум функции ( 4 ) ,  можно найти
и оптимальные управления о '  ( £ , * ' ) ■  £ ^ , /2 : 0̂ °.

3) Метол динамического программирования. Одной из первых 
работ, где метод г'намического программирования применяется для 
определения оптимальных однородных марковских управлений,явля
ется работа Ховарда [7 1 . Применительно к оптимизации управлений 
в УСМО метод динамического программирования изложен в главе I  
монографии [8 3 .

Общая схема метода при принятой Функции потерь ( I )  и инфини- 
тезимальных коэффициентах,представимых в виде 
+ ^  ( s  . ^ . выглядит следующим образом.

Введём Функционал (преобразование Лапласа-Карсона от услов
ного математического о тд ан и я  Функции потерь ( I ) )

J  t  &&&/£&}•■*} j£ t  J  ,
J  i 4 1

здесь минимум ицется no набору управлений с  * { о ( £  ) | ,
Подчеркнём, что моменты перехода из состояния £  в состояние $  
образуют счётное множество, вследствие «того момент времени t  
не совпадает с моментами A s ' • т . е .  моментами перехода системы 
из состояния в состояние. Кроме того, так как рассматривается 
стационарный p^xiw работы УСМО, то *J) не зависит от t  .  
Разобьём про?*ежуток интегрирования [£  , ) на два проиегутка
[4 , I  + л  i  ) ,  л  ̂ ^  . где а  ^  -  достаточно малый
!'нтгрвал зпгмешт. Тогда :vee?t

m . n l l  { < г № * Я / * Н)я * } •& *  (б)
<i £



-  се

$ j  o t v \  .
■i-ib-t .

У'И'тиоая марковость и принимая во внимание, что эа время 
систега перейдёт d состояние А * ^  с вероятностьп А 
и остапется в состоянии f> с зероятпостьп I -  С $%%.в
» X. ^и . ' имеем с точвостьп до членов 0 ) *-

**s Н {«С & ст>1/4«;. -  С £} +
+ ^  ? 4S< м {Q [±< .v t i / £ ( 4 *  *■()> &'f  * С ( ь * ) -  

Тогда первое слагаемое в квадг-ьтиих скобках влраьеиия ( 6) при
мет вид {*+** - и с т - о

d  j  е  t o -  i j t / r  -  Л W  7V&) V

+ -t * \ 5 i  W  с .*' ”
Второе слагаемое в квадратных скобках выражения ( 6) примет вид

л  J * j d v  *

= fysk A-ij W  ^  0 ( ^ i ) l  ,

где через C * , ^ )  обозначена правая часть (5) без символа 
min- по S  . Тахим образом, ( 6)  перепишется в виде 

•f>(A*Os nun, [J. У с ZL <^s ,, f » , '  * ^  *** { ( i  -

- ■ Ь ^ )  Ф С ‘ . -*)  + ̂  +

Учинвая, что <? + о ( А * ) ,  имеем
ф<:<,оО = пнп-[otQi Jc*>  + о /д -t 2 _  ' ( ' - f i t 1* * -

Пусть еГА «( J 1 (S ,s 4 ')«  J  ( й , £ * ) , . . . )  -  набор управлений на 
промежутке С±, + ♦ »**), & “ {^4 S » V) J  -  набор управлений на 
промежутке Тогда, применяя принцип оптиые. -.ногти
Веллмана, находим

ф(_  S, J J  «  tn i r {, [ и  b t  р с ь )  i  о1 А ^  2 L  ^-$ s '  Т % ч л
^  4 * *

-  b i ) $ c *»*0 + ^ ~ 4 ^ , 1  ^  # c s ; ^  * o f  ^ o j  •

Сокращая $  ( 4 , * 0 ,  деля левую я правую части равенства на д?^ 
и переходя к предегу при д ■* — О, получаем уравнение, опреде
лявшее Ф ( 4 , o t ) :

oi *■ **/г £ u. ^ ss, <?ss , * £ i s , Ф  ^

-  *,v )  #  с S, . о  ’j  «  (Л



Подчеркнём, что в силу предпосылок рассматриваемый процесс явля
ется эргодическим, тогда для оптимального управления имеем

&т, М / £  (4) «  S>  ̂ =  М  ] Q C ^ ) J =  />*.*■■ h  <=. Z  ,

С другой стороны, в силу того, что ф  ( £  ,°L)  еоть преобразова
ние Лапласа-Карсона от условного математического ожидания при 
применении оптимального управления, то для Ф ( s  ) справедлива 
предельная теорема

а»ь ФС*,и)х: 6 т ,  № { Q i i l z ) ] / s « ) r z  S }  =  1 ° .
•« О Т - *

Отсюда следует, что Ф  (< * ,0 )-  /  .  Будем далее предполагать, что
J ~ [  SU)- Sj  r A°J d T  <■ -f 0 0 '

Тогда существует ( i ,  0 ) -  Ч Ч ^ ) .  Действительно,

«*£-» O '  '  pi-» о  ^ *■

* t * 4 e { <) -  Z ° l  o £ r  -

* Г Г  Ы °  { Q  [sctjj / «(4)= S}-  Z ° 1  с  4 •
<

Вследствие этого Ф (  * .«^ ) предотавима ■ виде
+ «J f C O  ♦ о С «О- Сб)

Подотавляя (8) в ( 7 ) ,  деля левую и правую части равепотва на •С
и переходя к пределу при U  - *  0 , получим уравнение

I е• ТСЫ + тСп, { [  С%%, * К * ' ) - П и ] }  • (в)

Так как ■ л **' + ^*» ' С^( 4 , * ) #  то,подотавляя в
( 9 ) ,  находим

J c s > + Z.e £ „ .«  (10)

*  < & s ,  v Vf c s ' )  -  v>c Ь)3 ] •  *

Выражение под знаком минимума в (10) являетоя л ввей ной функций 
n o e d (  * ) .  Вследствие *того для нахождения опттмлмш х
<4* (  а , s' )  необходимо определит» <**>» < £ ,'[£ « '+  f  ( * ' ) -  V ( * ) J ,  
м м т и м , что "О, Если «тот минимум достигается при S ' ■
■ ** , то



-  зв -

Таким образом, из (Ю ) и ( I I )  следует ^ва  вывода: I )  в систе
мах, у которых инфинитезимальные коэффициенты представимы в виде 

+ ^  ( & ** ) и критерий оптимальности задан
выражением (2 ) ,  оптимальные управления принадлежат классу неран- 
домизированных стратегий, 2)  полученные из (Ю ) оптимальные не
рандомизированные управления ( и )  доставляет глобальный минимум 
критерии оптимальности (2) .
Уравнение (ДО) с учетом ( I I )  перепишется в виде

^  [ C bS. * Y ( s ’) -  VCSJj  + ( I2 )

+ ^  <s' rcss- +
Полученные соотношения ( I I )  и (12) являются основными соотноше
ниями, определяющими оптимальное управление в УСМО. Так как 
уравнение (12) справедливо для любых $ , то уравьение ( J 2 ) 
представляет собой систему (конечную или бесконечную)алгрбраичес- 
ких уравнений относительно неизгоетш’х I  ч У v й ) .  Отпет:".!, 
что данние уравнения определяпт неизвестнее f  ( ^ ) с точностьп 
до постоянного слагаемого, так как они входят в ( I ? )  в виде 
разностей vf, ( & ) - « ' f ( £ ) ,  однако, так как оптимальные управле
ния зависят лишь отоэтих разностей, то постоянное слагаемое не 
изменяет величин £  ( 2  , j O  и L* .  Для однозначного определения 

f  ( ^  ) необходимо добавить ещё одно уравнение Р* О? ) - п 
* ' f ( ^ ) “0 , которое вытекает из очевидного равенства .TL р ь ( с ,) |‘
«Ф ( С  .  s

Аналитическое решение уравнений (12) возможно Лишь в редких 
случаях. При численном решении уравнений (12) естественни вос
пользоваться методом последовательных приближений в пространстве 
стратегий [ 7 ] ,  который в даннт., случае будет выглядеть следующим 
образом. (

Пусть ( ^ , J *  ) -  некоторое начальное управление. Тогда,
решая конечную систему уравнегчП 

I 9,  ЗСЫ+  2 1  ( а „ ,  +6 ,

определит/ и, с точностью до постоянного слагаемого, ( £ ) .  
Следушее приближение <f, ( & ,•'*>) найдем из условия: <£ ( £ , $ ' ) =  
• I  для i»/ -  и 4  ( $ ,& '  ) 30 для S ' * t>*, где i>° есть
зчачепге Й1 , при котором достигается чтгнп"'?' порочения (Учь'

V1 v ^ ) l .  Покоряя этот процесс,'получим -осле ;эпа- 
тельность управлений 041 ( ^ , i ' ) ,  о, ( ^ , * > ) . . . • .  и а ( ^ . й ) и



последовательность значений критерия оптимальности , 4 * , . . . ,  
/,л ,  Покажем, что последовательность I "  -  не возраста

ющая последовательность. Ibieeu

В соответствии с алгоритмои следующее приближение о S ,.4 )
находится из j .ловия минимума [£«.+ у. (s')- о. (&)!.
тогда SV;J s*‘ J

O'* о ,
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> Z .- j  - j « -  f r j w  К , ' л ;
, - U « o r s * s

Обозначим L ■ _ ^  -  C? , y. ( s' )  .  ( 4 ) .  51 (S) „ введём
такие Ф  ( $ )  >  о ,  что J J+-1

1 ? ° ‘* ° £  S c s ' j - Я С 4 Л .
s'* s ' ss' J

Так как иатематическсе ожидание М { ^  ( £  ) j -  С , то Q  ^  О, 
отсюда следрет, что 4,- . В силу того, что значение Z-e

J J t /* /■*■ограничено снизу, супсствупт пределн **»v z ^  -  l  и 

~*лт' 4 ^*  ^  ^  ,S>  ̂ п^и /t_* 00 • "°sho показать, что ^
я $  (•£ ,ч*> ) удовлетворят уравнеикт* (12) и ."вляптся гоэтому 
минииалыт: зпачещтен притер::/» огпг'алькостп и оптккалыггг уп.лп- 
ленпец.

Подчср::по’:, "?о **г’.то~о•'трте оп?:?'изац!тп управлении в
’/ ' ” '0 , ".г" г~~г”го, ” ^/учить только численное ротанге.
В первую очередь это относит я к методу линейного программирова
ния, хотя этот метод привлекателен тем, что для него имеются хо
рошо разработанные численвие алгоритмы реиенил задач оптимизации, 
например, иироко известим! симплекс-алгоритм. Прямой метод под
счёта финальных вероятностей труден тем, что не всегда удается 
получить аналитические выражения для финальных вероятностей 
состояний УСМО и даже, если такие выражения найдены, задача мини
мизации критерия оптимальности (2 ) зачастую реиается только чис
ленно. Метод динамического программирования обычно также приводит 
к численному решению, однако в некоторых случаях возможно и ана
литическое решение уравнений ( I ? ) .

:?irae рассматривалось УСМО в предположении, что все параметры,
характеризующие компоненты v , ,ч  , J , о1 , точно известим.
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Однако на прахтике дело обстоит, как правило, иначе. Если пара
метр» обслуживающих устройств можно считать „звестными, во вре
мени не изменявшимися, то о параметрах уходящих потоков этого 
обычно сказать нельзя. Интенсивность входящих потоков во многих 
случаях меняется со временем, часто изменения носят случайный 
характер и нахождение статистики этих изменений требует проведе
ния большого объёма экспериментальных исследований. В подобных 
ситуациях наиболее рациональным является применение адаптивных 
УСМО, которые-в процессе функционирования оценивают неизвестные 
параметры и применяют управление (стремясь приблизить его к опти
мальному) в соответствии с полученными оценками. Можно предло
жить много различных принципов построения адаптивных УСМО L 91. 
Рассмотрим три подхода к построению адаптивных УСМО: I )  подход, 
основанный на применении статистической теории оценок [Ю ),
2) подход, опирающийся на теорию проверки статистических гипотез 

, 3) автоматный подход, использующий для построения адаптив
ных УСМО автоматы с линейной тактикой [ I I ) .

Пусть Ь- -  вектор параметров, характеризующих УСМО. Тогда 
очевидно, что оптимальное управление d1 являетол функцией не
известных параметров Ь" : 6 -  о ( £ ) .  Наблюдая некоторый
процесс X  ( О  ( 0 * * < Т  ) .  стохастически связанный с ^  , на
ходится оценка £  векторного параметра £  и в  качестве 
адаптивного управления берется 6 ( £ ) ,  т . е .  оптимальное управ
ление с заменойл истинного значения параметра его оценкой. На
ходить оценку Ь- ^известного  параметра ^  можно различными 
путями. Бели априорное распределение Р  С Ь- ) неизвестно, ) 
наиболее обычным путем является использование метода максималь
ного правдоподобия, когда $  находится из условия Р  ( - * - / & )  
=5> т л х .  *Если Р  ( # )  известно, то можно для определения £  
использовать обобщенный метог максимального правдоподобия и 
искать #  ИЗ условия Р  ( X , f r ) “ Р  ( # )  р  ( X /&)=* m a x .  # 

Адаптивный алгоритм при втом будет выглядеть следующим образом; 
на начальном этапе адаптации применяется некоторое произвольное 
управление; в момент получения оценки £  начальное управление 
заменяется на J1 ( v  ) ,  после чего процесс наблюдения за  работой 
системы продолжается и оценка & > процессе этого наблюдения 
уточняется и т .д .  Если рассматриваются стационарные режимы ра
боты УСМО, то при Т-* оо (  Т  _ время наблюдения системы)

А О ) — ► S  ( # ) ,  где &  -  истинное значение векторного



параметра. Если же параметры ■£• зависят от вреиени ( т . е .  имеют 
место нестационарные режимы), то в общем случае о сходимости 
адаптивного алгоритма ничего определённого оказать нельзя.

Изложенный выше принцип построения адаптивной УСМО основан 
на теории оценок. Для построения адаптивной УСМО можнс гакже 
применить идеи и >/гтоды проверки статистических гипотез. Пусть 
в процессе функционирования УСЫО наблюдаются некоторые случайные
величина -^t  . Тогда, зная структуру УСМО и дисциплину
обслуживания, можно в принципе определить математическое ожида
ние <6С величины x t- при оптимальном управлении J  ( ^ ) :

■ i i  С#- ) .  Введём в рассмотрение систему координат
[ d L  d , l  . Функции j с ( 0- )  определят в данной системе

хоординат некоторую область % , соответствующую применению 
оптимального управления. В процессе управления величины 

d p  являются, конечно, неизвестными (так  как неизвестны па
раметры ) ,  известны ливь величины . . . . .  jcp .  рас
смотрим теперь следующую двухальтернативную статистическую гипо
тезу:

: { « С . - >^р\с  dp \ e % \

Если по наблюдениям з-\ . . . . .  -*р выносится решение впользу аль
тернативы Н0 . то это будет означать, что применяемое управле
ние оптимально. Если же будет вынесено решение в пользу аль
тернативы Н± , то применяемое управление не является оптимальным 
и его надо изменить. В этом случае область *Х) следует ешё 
дополнительно разбить на подобласти, указывающие, как должно 
быть изменено используемое упр^ление. Далее процесс адаптации 
повторяется и т .д .

Подходы, основанные на теории оценок к проверке статистичес
ких гипотез, применимы и в случае структурной адаптации [ i l l .  
Оптимальная (в смысле некоторого критерия оптимальности) струк
тура оиотемы зависит от вектора параметров ^  ■( ^  , . . . ,  ) .
который является неизвестным. Тогда в пространстве переменных 
{^1  . . . . .  можно в принципе построить области оптималь
ности Hj , которые являются наилучяими в смысле минимума крите
рия опткмальвооти для значений параметров 0 -«  0  j  . где j  - I , 
7? , р  -  количество возможных структур. @j -  область 
изме ения* параметров & для оптимальной структуры £у  .
Тогда адаптивней алгоритм управления структурой УСМО будг т
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выглядеть следующий образом. В течение времени Т  С при неко
торой начальной структуре )  наблюдается работа системы и 
строится функция правдоподобия Р  (3 C /0 -) , где X  -  некоторые 
наблюдения за  время Т  t После чего проверяется гипотеза об 

оптимальности выбранной структуры ^  , т . е .  решается уравнение

т а,х. /пл-х. Р ( Х / ( г ) =  /пах.  . Р С х / ' £ ) ,  
j  & £  <£)j & с

гдв т л х , /  tr )  , j  -  Т,р;
&>,. е 6у

если г  -  i  , то выбранная структура оптимальна, если
i  k  ' ,  то выбранная структура не оптимальна и её надо 

изменить на структуру Иъ , которая будет являться оценкой опти
мальной структуры. Далее n pone i; адаптации повторяется.

Для построения адаптивных УСМО можно также пспользозать не
которое устройства -  ад а п те р а  которое, реагируя на состояние 
округе аотей среды, тем или иным образом изменяют управление в УСМО 
[1 Д . Чаше всего адаптеры представляют собой конечные автоматы с 

линейной тактикой. Построение таких автоматов связано с конкрет
ной УСМО и конкретными условиями, в которых происходит работа 
системы ( с конкретным поведением "окружающей среды"). В качестве 
примера рассмотрим построение адаптера для следующей задачи мас
сового обслуживания. Предположим, что имеются два входящих пуас- 
соновских потока заявок и дьа обслуживающих прибора, длительность 
обслуживания которых распределена по зкепоненциачьноуу закону с 
интенсивностями и j <4 (. > * !> “ * ) •  Стратегии обслуживания 
при этом следующие: I -  я  стратегия обслуживания -  первый поток 
направляется на первый прибор, (ыорой поток направляется на вто
рой прибег, 2-  я стратегия -  первый поток направляется на второй 
прибор, второй поток -  на первый прибор. Относительно потоков 
известно, что интенсивность одного из них больше, чем другого 
С какого точно -  неизвестно), кроме того, соотношение интенсив
ностей может меняться со временем. Если в качестве критерия опти
мальности взять среднее число заявок в системе, то можно показать, 
что наилучшая стратегия обслуживания является следующей: поток с 
большей интенсивностью направлять на прибор также с больней интен
сивностью обслуживания, а  поток с меньшей интенсивностью напрап- 
лять на птабор с меньше# интенсивность!") обслуживания. True ка;: 
интенсивности потоков неизвестны и могут меняться со влг”енп*', то
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ясна цель адаптации: необходимо постоянно в процессе адаптации 
стараться "выйти" на наилучшую стратегию, т . е .  направлять заявки 
из потока с большей интенсивностью на первый прибор, а заявки 
из потока с меньшей интенсивностью -  на второй прибор (так как 
^ > > 4  ) .  Примем, что параметры потоков могут принимать зна
чения либо V  ) .  Введём "состояния природы":
t -  е состояние природы -  первый поток имеет интенсивность , 
второй поток ; 2-  е состояние природы -  первой поток имеет
интенсивность , второй поток -  интенсивность ) .
Будем предполагать, что изменения состояний природы образуит 
марковский процесс j t O * I , 2 :  если j  ( 0 = 1 ,  то имеет место 
первое состояние природы, если j  ( t ) “2 , то имеет место второе 
состояние природы, причём интенсивность перехода из первого 
состояния природы во второе есть <Ь , наоборот, из второго в 
первое -  . Пусть теперь имеется некоторое устройство (азтомат-
адаптер) с состояниями 1 , 2 , . . . ,  ъ  . Переход из состояния в 
состояние осуществляется следующим образо»': I )  если п систему 
поступает заявка из первого потока, то адаптер переходит в 
соседнее состояние с большим ьомером, 2) если в систему посту
пает, заявка из второго потока, то адаптер переходит в соседнее 
состояние с меньшим номером, 3) если адаптер находится в состоя
нии I  и поступает заявка из второго потока, то он в этом состоя
нии и остаётся, 4) если адаптер находится в состоянии л  и 
поступает заявка кзшрвого потока, то он в этой состоянии к 
остаётся. Если теперь имеет место I -  с состояние природы, то 
автомат будет прскиупостаенно находиться в состояниях с боль- 
пимя номерами, и в этом случая необходимо применять I -  п стра
тегии. Если же имеет место е состояние природы, то автомат 
будет преимущественно находиться в состояниях с меньшими номе
рами, и в этом случае необходимо применять 2-  в  стратегию. В 
силу этого состояния адаптера делятся на две-час-и: если адаптер 
находится в состояниях с номерами I , . . . ,  л* - I ,  то применяется
2-  я  стратегия; если хе адаптер находится в состояниях с номе
рами т>  п. , то применяется I -  я стратегия. Очевидно, что
при этом возникает некоторая ошибка, так называемая, ошибка 
адаптации, которув естественно минимизировать за счет соотсест- 
вуюиего выбора параметров адаптера ( з а  счет выбора л- н т* ) .  
Триаходн из одного состояния адаптера в другое образуют мар- 
•■oiCKirii процесс * 4 0  ч Ч 0 * 1 . . . . .  л  ) .  так как по предпо-
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лощению входящих потоки заявок пуассоиовские. Поэтоку поведение 
окружапией среды ("природы") и поведение адаптора описывается 
дг.умерным марковсхим процессом С * ( ^  ) .  J  ) )  о двумя диск
ретными компонентами* состояние адаптера, состояние природы.
Если теперь обозначить через Р  С < , j  )  -  стационарные вероят
ности состояний данного марковохого процесса, то вероятность 
оиибки адаптации выразится формулой Р0 (*■ ,« .)■  '■* J> ( * , ! ) +
+ ZT Zm. -P С 1 .2 ) .  В оилу этого задача оптимизации пара
метров адаптора состоит в минимизации Р0 (л - .л О  по п* и т*
( д. > пъ ) .  рассмотренная задача адаптации показывает, что, 
применение автоматов в качестве адаптеров является целесообраз
ным, так как позволяет достаточно легко обойти вопросы построе
ния оценок неизвестных параметров, которые возникали в вышеупо
мянутых подходах х адаптации.

В заключение отметим, что изложенные подходы к оптимизации 
управлений в системах маооового обслуживания могут успешно при
меняться в многомашинных вычислительных системах, которые во 
многих случаях рассматривать как марковские системы* В таких 
системах возникают вопросы оптимизации структуры и вопросы опти
мизации дисциплины обслуживания (диспетчеризации).
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПОИСКА КАНАЛА С МИШШЛЬЕП 
УР03НЕЧ ИГ/МЛ

В.А. Лударев, О.А. Колосова

Постановка задачи. С проблемой поиска канала ■’ минимальным 
уровнем иума приходится сталкиваться б многоканальных системах 
связи с поиском свободного канала при большой загрузке диапазона 
частот. К этой не задаче сводится задача о поиске глобального 
минимума быстро колеблющейся функции при наличии ошибок измере
ний. 3 данной работе im ориентируемся на поиск канала в системах 
связи.

Пусть имеется система связи» которая для своей работы мочет 
использовать п  каналов. Передача по каж дое каналу могет проис
ходить до тех пор, пока мощность шума в канале меньше некоторого 
порогового значения. Когда^ чогшость чума превысит это пороговое 
значен:е , то передача информации преграцается и начинается '’Сиг-к 
другого канала.

ПокС(С канала происходит следующие олплоом: ;сак~ы!' из п -  
налов изучается некоторое время с цельп измерения в нем годности • 
шума. В результате находится ю т  канал, где мощность Шума мини
мальна, I, система связи начинает работу на этом канале.

Целью отгимизации являбтея нахождение оптимального числа ка
налов, подлежащих просмотру ’• нахождение оптимального времени 
изучения каждого канала.

Оценка логарифма мощности шума 
Пусть , p.t  р т -  измеренные значения (отсчеты) шума,ко
торые предполагается распределении?™ по нормальному закону с 
нулевым средним значением и дисперсией ( Гг , т .о .

е х р ( г Г * / 2 6 ' )

Г а с с э т р ^ г  величину Л -  ш  ( в 4 ) ,  т . е .  логари-]1! нл '"|
.;ума,и построим оцеггу а  этой величали. То*: г.т'



6"*“ М { р ? )  , то эту оценку естественно строить на основании 
статистики

J "Г т
( p f ) . J L s ;  ( п ш .

I i«l  Г С»1 '
Найдем характеристики чтой статистики. Так как

M^ l r l i l j П ^  /2\

] in  ( i  б /* Г )е  * e f t  =  J L .  j  I n i  exp  ( - t %/2 .)cL t  + tn (6f2)= 
0 о

~  ( n e ~  Л . - 0 х 2 ~ ^ - с ,

где С -  постоянная Эйлера, то
М {wj  = (бг) -  £п2 -  С

и теперь в качестве оценки С1 величины а. естественно взять 
статистику

7* т
m j  + £п2  + с - ф .  z :  (n ! fn i  + 1 , 2 7 0 .Т i-i Т L,i

Эта оценка является несмещенной, т .к .  А Н Я -а.
Найдем теперь дисперсно этой оценки. Имеем

2 ) { ЗС}*Г3 _ 2 Н ^ Г1|Л ^ }  [ b i l f i i l - M { b i l / n l ) ] 2p ( p 0 <fyi“

- f  Г № » -  т Ч Ч с'~г г ш
Делая замену переменных у / б ф и вычисляя соотвртствупдие 
интегралы, получим 2 ? { x j «<Т* = 3 tz / 2 T ,

При достаточно больших Т  в силу центральной предельной 
теоремы можно считать поэтому, что оценка х  величины а  расп
ределена по нормальному закону со средним значением а  и диспер
сией ~  : _ а

2  ж ^ У ( а , ^ г ) .

Среднее время жизни канала 
Рассмотрим случай, когда логарифм мощности шума а  есть гауссово- 
кий случайный процесс со средним эяа 'нием а 0 , дисперсией 
и нормированной Функцией корреляции , T .e . f l J

p (.a .-)= ^L —  e x p [ - ( a - a <)) * / 2 Q ? ] t £ ( T ) - 6f c ? e x p ( - j - / r / ) .

Пусть a „ -  максимальное значение моцности шума, при котором 
елп возможна передача информации по каналу, а  в начальный момент
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времени логарифм мощности шума равен <?. .  Обогчачим а - а 0 е у ,  
а я - а в - у я и найдем среднее время жизни канала Т ) ,  т .е .  

среднее время, проходящее между началом работы и тем моментом 
времени, когда величина Q&t ) впервые достигнет значения а п .

Расчет основан на тон обстоятельстве, что при сделанных выше 
предположениях процесс у  C t ) может быть представлен как решение 
стохастического дифференциального уравнения [ 2 ]

+ 6 a . j 2 j i c £ w ( t ) ,  Cl)

где w C t ) -  винеровский случайный процесс.
Обозначим через Т ( ^ )  среднее время жизни канала, если в 

начальный момент времени LJ С + ) * ^ .  Рассматривая состояние ка
нала спустя время Д~Ь , получим

T ( y ) m & t  +  М { Т ( у  +  Д у ) }  •

Разлагая 7 Ч у + Д { / )  в ряд Тейлора, и учитывая, что для пред
ставления Cl) выполняется свойства:

M U y ) — * # * *  + 0(А^  ,

М ( д у Ч -  2 y 6 £ a t  + o (A i ) t

/А U y hl «  ,
получим .

T ( ^ - A ± * T t y )  +  T ‘t y ) M U y j  + ! - T " ( y ) M U y a } + --- -  

-  Д -t + T ( t p - r y T ' t y ) / v t  +  r t y u t  + o ( 6 i ) -
Сокращая Т С У ) .  Др ля  яа A t  и переходя к пределу при A t -• 'О , 
получим, что Т С ^ )  удовлетворяет уравнению

Т ц ) - 1 * £ - т \ у м + 1 - 0 . С2)
Одно граничное условие естественно: Т  С у » )“0 . Второе получается 
из требования, чтобы при в Т С у )  не было э’-опоненци&ль-
но нарастающих членов,

Реяение уравнения (2 ) ,  полученное методом вариации произволь
ных постоянных, имеет -.яд „ .  -  ,  . ,

■ n f i - b + b t ^ d - A ,
Граничное условие Т  ( и п ) - 0  дает

Т Ы  < *  с ,  SV ^ V
7 ij - -  у

Первое слагаемое прм у -»  -  • •  растет не быстрее, чем линейно, а  
второе слагаемое пря у-*** возрастает приблизительно каке^ ^  .
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Поэтому С .,“0 и окончательно, после замены переменных

« б и/в*. -  -
Обозначая 0 ^

И вводя функцию

Т ( у ) -  \Z 2F  Г
можно записать

T V -  i  )- г  ( X t f - j- Г т (  * = * ) -  Г

График функции Т ( ^  )  приведен на рис.1

Рис 1
Ь интервале - Э « у *  О 'С ( у )  достаточно хорошо аппроксими
руется параболо! Т  С ^ ) и С у  + А у х , где С ■ 1 .0695,
5 ■ 0.1660 (пунктирная кривая на рис.1) я поэтому для а<а0 

(наиболее обычный случай) мохно записать

Т ( а , . А Г т ( ^ ) - с ^ - 8 ? $ * ? ] .

Именно эта аппроксимация и использовалась в дальнейшем. 
Апостериорное распределение мощности шума
Пусть ныеется п  каналов, причем логарифм мощности шума в I  -м 
канале равен а В е л и ч и н ы  «ц, Qa , . r . ,  а Л будем считать вс-
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зависимыми случайными величинами с плотностью вероятностей р ( а ) .
Каналы просматриваются последовательно один за  другим, и 

результатом просмотра с -го  канала является величина ОС̂  -  оцен
ка величию O-i , распределенная с плотностью вероятностей 

р С э с / а ) .  Тогда очевидно, что

p (C Lix ) -  p (x ia )p (a )c fc L .  (3)
Для нахождения канала с минимальной мощностью шума найдем среди 
величин х  минимальную величину

Х т ш Пi t a C o C f ,* * , . . . ,  х п )

и в хачестве канала е минимальным шумом будем брать именно тот 
канйл, где достигается это минимальное значение. Истинное значе
ние мощности шума <Хт в этом канале нам неи звестп ', однако 
условная плотность вероятностей р  (.Q-т/ •Хт') должна просто пов
торять формулу (3) с заменой х .  на ост :

р(ЭСт/а.т') Р(О-т) р с а т / х т ^  ----------

Однако, если нам необходимо найти безусловную плотность вероят
ностей рт ( а т)  величины 0.т , то усреднять р  (Q-m/Xni) 
следует по р т С*/ч), которая отличается от /> ( а О .  Найдем по
этому рп <,Хт ) .  Т  j

Обозначим через r ( x y  функцию распределения
величины ос .  Так как эст= т ч 1( х . , , ^ , . . х „ ) ,  ю  функция 
распределения Fm  (  зс ) величины Х п  имеет вид

Fm Coс ) - (4-  (l-F(xtf)
и поэтому

рт С -)~п ( i - F ( x " ,x' L р ( х ) .

Окончательно

Рассмотрим частный случай этих формул.
Пусть величина Л. распределена по нормальному закону со средним 
значением а ,, и дисперсией 6 ~а* ,  т . е .

. 1

а  оценка х  величины а. -  также по нормальному закону со 
средним cl и дисперсией 6э£ , т . е .

e v p [ - ( a - a e ) V 2 6 f  J  ,
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P ( x f a >~— - ^ e x p [ - ( . x - cL)/ 2 6 i ] .

- ,  *■ - 
4Zvr(<5g*6*)

Тогда
р<зс)- \ р(зс< a.) 0(0.', da. ш — i   g^n Г 1

p ( j x \ x - ) J § : * M .  exp ( -  x Z l % i  " а ‘ ^ Л Ъ Г
& г е хел  r \  2 e £ « 2

б-i _ <г2
ц а : ) в >!£- «-J2aL exp i  -  УР«««ЦН“ -  * S  

far <Гх<га Г \ 2g£  i
Далее

F f t O - [ p « , * c .  Ф ( ^ ) ,

поэтому

Il09T07ty апостериорное распределение вероятностей всягч::ны ач  в 
канале с к-.гнимальним измеренный эначениеи х т равно

p/у| (А п^к ______

■ Ш . Ь ' - м г 1' *  i - i 1-  J ■ К

Оптимизация поиска канала с ыиримальниг шумом 
Пусть было просмотрено л  каналов, в каждом из которых получены 
оценки X i  величины , хара.”?еризум;::х мощность шума в я. ом 

канале к выбран канал с ыхнималышу х^ . Тогда среднее время 
жизни этого капала составит

T - J |T ( a m) p ( a m)r fa m « _______

. ± [ [ г ( ^ )  - С Щ& - - & ( < * * 'JT -i. L 4 вл. 7 6 a  '  ®о- f  w 2w6i;6a.
.  Г г .  f +* [о-а0-^/у<й?+б^ ]l ) JJ.
Ч С i - w r  « р { - |  Ш в Г Г с ъ & о Г )  I

(использование аппроксимации для T((a-cu^%.) возможно в данном 
интеграле, т .к .  р (о * 0  для Qbv<.Q0 мало). Меняя порядок интег
рирования, получим

!,<»>-» j & r  (fj !,<«>* 1)J,
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Г*е -  i J.2,0
j U i - 9 ( t ) l  e ' t / z d t t  <0 ,

1 г ы - ^ \ ± г и - т г 1 е ' * 2/ * л > о .
„  ̂ \Г?зг-~ ,
Из обпего времени жизни канала г с времени идет на вхождение в 
синхрониг , и лишь T - t c остается на полезную работу -  пере
дачу сообщений. На просмотр каналов идет время, пропорциональное 

7 h  * где /7 -  число каналов, а  Т  -число отсчетов шума в 
одном канале."Из этих соображений в качестве величины, характе
ризующей эффективность систеиы поиска канала/ кохно взять отноше
ние полезного времени к бесполезному, т . е .

/  T - t c  
*• r t / l T + t c

где -  интервал времени, через который берутся отсчеты шума . 
Обозначим ■■■ ^  -  через d.  .  Тогда 

5£

-а '-i ' С-2 , £TZ m 1-ОСg£ ____
+  '  ’ б £ + б £

f - i , - - f f r t 2 ^ ) -  f t ' - C d I t < n > - B U - A d % ( m ) ] .

и поэтому

Далее,

и поэтому

j - r f *
S i  '  2T 6ka o ta

Критерий оптимальности принятиет вид

£  2 б £  A - C l i'(ri)dL-b(l-d.t+d2I z (n) , j
f r i a -2  л.оСа + т с ( 1 -Ы я)

где а

Tax как постоянный сомножитель но влияет на результат
оптимизации, то под L  можно понимать лиаь второй сомножитель. 

Тогда задача оптимизации принимает вид
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/ A - C b W d - B d - * * *  d .* h (n ) ),, ,,N 
L  k & T tc  u - & ) ----------♦  % y  ,

•чао определит нам оптимальное число каналов для просмотра и 
(через е(.) оптимальное время просмотра каналов, т .к .  Т  одно
значно выражается через оС. и б~<£ . Отметим, что опткмальные
значения cd и о. полностью определяются величинами и

А  .
Находя &L в точке cL =0, получим 

ddL
BL . C l j ( n ) л
dd. 1*1 * 0  = т с

что говорит о том, что максимум по оС всегда есть , т .к .  при
of. - I  L =0.
Поиск оптимального значения л и с * .  реализован програм

мно на языке ФОРТРАН. Ни а о пр’/^одятся некоторые результаты 
численных расчотов.

На ри с .2 приведены оптимальные значения параметра Ы. в за
висимости от А при различных значениях параметра Т с . На 
рис.З даны значения Lj L в зависимости от тех же величин.

Для определения выигрыша по мощности, получаемого в случае 
применения рассмотренной процедуры поиска, возьмем следующие 
данные. Пусть средний уровень пума До *35 Дл, его среднеквадра
тическое отклонение б"а *б Дб, а  передача по каналу возможна, 
когда уровень шума не превосходит 35 Дб, т . е .  а* =35 Дб. Будем 
считать, что время коррелягми флуктуаций мощности шума ~  =10 мин. 
Отметим, что исходные данные взяты произвольно. Для этих сначе- 
нкй полученй следующие программные результаты: п  =17 ,

=0,7314, L a -0 ,01133. С учетом коэффициента ■ .
отброшенного при решении задач-' оптимизации, величина которого 
в данном случае равна * 2 J 9 7 3 ,  имеем L m2 l 9 73 Ln a 3 2 i  
Выигрыш определяется из соотношения 

А -  ф ( а .̂ Д < )

Откуда (оЦ-а,)А^а2,7, a j - О* -  2,7• 6"«.« 16  , т . е .  полученный
выигрыш по мсвсности составляет для рассмотренного случая 16 Дб.

Приведенные расчетные соотношения были сопоставлены с резуль
татами трассовых испытаний на опытной декаметровой линии радио
связи.

Ыетодгка проверки пгедусматриваяа сравнение достовсрпости 
принятых сообщений в стандартном канале буквопечатакия с полосой
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пропускания AF»500 Гц, при предваттельнои выборе и без выбо
ра канала с минимальный уровней шума.

Энергетический выигрыш подсчитывался как соотношение модностей 
при обеспечении одинаковой достоверности, приема, тагже определя
лось повышение достоверности в случае равенства мощностей.

Сеансы связи назначались в различное время суток, рабочие 
частота устанавливались по прогнозу распространения радиоволн.

В качестве „ -‘тройства поиска канала с минимальным уровнем по
мех использовалось "Устройство прогнозирования канала связ::" [3L 
укрупненная функциональная схема которого приведена на рис. 4 .

Оно содержит смеситель I ,  полосовой фильтр 2, усилитель пром- 
частоты 3 , амплитудный детектор 4 , интегратор 5, аналого-цифровой 
преобразователь б , измеритель 7 , индикатор 8, блок выбора лучхего 
канала 9, блок частотных подставок Ю, блок синхронизации и управ
ления И .

Устройство работает следующим образом. На вход поступает напря
жение промежуточной частоты с выхода радиоприеини а . в смесителе 
с помощью блока частотных подставок оно преобразуется в новую, 
третью промчастоту. Значение этой частоты изменяется дискретно с 
заданных вагон через 2 кГц. В полосе пропускания преселектора 
радиоприемного устройства одновременно размещается ДО анализируе
мых чаналов. При этом имеется возможность оперативной перестройки 
группы каналов на десять новых, заранее подготовленных участков 
диапазона.

Со смесителя напрп.;рциг поступает на полосовой «^льтр, в
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котором происходит разделение каналов по частоте, далее на уси
литель, детектор и интегратор. В интеграторе производится 'усред
нение измеряемых значений напряжения помех. Постоянная времени 
интегрирования изменяется в зависимости от характера помех и 
условий связи.

В авар 'о-цифровом преобразователе замеренные значения помех 
переводятся в цифровую форму, что необходимо для работы измери
теля.

Уровни поиёх в децибелах отображаются на экране дисплея в 
матричной форме.

Блох выбора лучшего канала осуществляет запоминание оц юк 
качества вссх измеряемых каналов, их сравнение и выбор лучшего 
по минимуму мощности помех. Ов же видает команды для перестрой
ки радиолинии на новую частоту.

Блок синхронизации и управления задает режим переключения 
частот в БЧП, синхронизирует работу блока индикации и измерения.

Проведенные испытания показали, что при использовании для вы
бора рабочих частот названного устройства, выигрыш по мощности 
в сравнении с системой без поиска составляет в среднем 12 Дб.

Как видно из сопоставления материалов расчета к эксперимента, 
имеется хорошее совпадение результатов, что позволяет сделать 
вывод о пригодности методики и программы для практических целей.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ДВУХ -еистыл МАССОВОГО ОБСЛУЕКЬАНИЯ 
С УШАВЛШИЕМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ ВРЕМЕНИ СГ-ЩНИЯ

Л.И.Зиновьева

Хорошей математической моделью многих реальных систем явля
ются управляемые системы массового обслуживания ( УСМО) с пере
менной интенсивностью обслуживания, зависящей от временя ожида
ния [ I ] .  Однако СМО с управлением по времени и зд ан и я  остались 
изученными очень слабо. В-данной работе изучены две однолинейные 
СМО: первая отличается от рассмотренной в [ 2 ]  тем, что моменты 
включения и отключения резервного прибора зависят не от длины 
очереди, а от текущего времени ожидания заявки, стоящей в очере
ди первой; вторая система аналогична изученной в С з], но отли
чающаяся тем, что интенсивность обслуживания определяется не 
временем пребывания заявки в си.теме, а текущим временем ожи
дания заявки, находящейся первой в очереди.

I .  Система масоового обслуживания с Еезеивным пьибоюм. управ
ление к о то ры м  зависит от времени ожидания 

Рассмотрим однолинейную СМО с пуассоновским входя'дим потоком 
интенсивности л  • к которой может подключаться резервный прибор. 
Обслуживание предполагается экспоненциальным с интенсивностями/*■, 
и соответственно для основного и р езво н о го  приборов. Если 
рассматривается состояние системы в некоторый vcveHT времен» t  . 
а  заявка, находящаяся первой в очереди, постудила в систему а 
момент времени t , , то величину $ будем ьаэьгаать теку
щим временем ожидания заявки, находящейся первой в очереди. Ли 
циплина обслуживания резервным приоором следующая: как то..ь*о s -  
текущее время ожидания заявки, находящейся в очереди пе;вой, гоп-
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тигает величины s. (s . -  некоторая поттительная константа), под
ключается резервный прибор и берет на обслуживание заявку, стоя
щую первой в очереди; после обслуживания одного требования ре
зервный прибор выключается, если у заявки, которая в этот момент 
будет в очереди первой, 5/- s. и продолжает работать, если s » s..

Рассматриваемую систему опишем марковским случайным процессом' 
с компонентами [b f t ) / i , ( t )} ^ J { )  } и особыми состояниями (■},&)- 

( h , ^ *  О яли I ) ,  где )t (t),yx (i)- число требований, 
находящихся в момент времени с на обслуживании на основном и 
резервном приборах соответственно. Будем рассматривать стационар
ный режим работы системы. Критерий качества возьмем в виде L "
-  М  F ( s ^ tJ-it ) , где F (sJ -й0  St )  -  целевая функция. Необходимо 
найти такой момент включения резервного прибора 5„ , который бы 
минимизировал величину L , то есть F(s ,  >>,, т>г ) можно интерпрети
ровать как велгчину штрафа в единицу времени за  пребывание сисае- 
мы ь состоянии ~ ках математиче
ское ожидание величины этого штрафа. Целевую функцию Ftsy т>,) 
будем обозначать F/ste о б л а с т и . s a sa , если т), F^Ct)
в области о ь s  £ s.  , если -fj /а(» .)в  области s >  5* , для
которой i), -  т>ъ » /  J  F (0, 0)  , если система пуста; F(o,-t) если 
очередь пуста и работает только резервный прибор; F l ^ O ) ,  если 
очередь пуста и работает только основной прибор; f ( i t 1),  если ра
ботают оба прибора, а очередь пуста.

Рассмотрим функцию
j l ' " n ' t>M{F(sa)J 

обозначая её Jf, (sJ *.) в области о * 5 4  s„ , если ^
в облает/ о , ->сли J (*,<*■) в облас

ти s » s, , для /оторой т), -  V = i  . Введем 0б0""ачения
M[F(s(T)1-di a)J-d1 a ) ) / i t / t h d r ,

Xn  U )  = / e - ^ ,T~v M{F(sfzJ,-' (T),it (i))/T>t U)‘ Ot  i>z ( t ) - i }  </r 

U W » * .  /e'*L'f''WfF(si цц,т,^П))/Hjih4, V*m-^dr,
£*U) ~*Te'  * ir" ̂ MFCsfT), 4(ЦАП))/ >i M - ot -ijvc) dr.

Пусть система в некоторый момент времени t  находился в состоя
нии { s (0 -s ,  it ^ ( t j - o ,  o+SbS.) . Тогда, рассматривая доста
точно малый интервал времени можно записать

Х , ( 5 . ^ - + 1е ' + ,х" ° М [ Ы * Ч  W  A u J j / s f i ) « * ц ( и * * ^ {H=0} d t*
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+ ‘  ы г ) ,  t  ( и ,  4 т ) № - % i (0*0)  J r  + o ( * t j

Рассматривая возможные переходы и пренебрегая слагаемыми поряд
ка малости o a t ) ,  поЛучим

M ff, ( y r j , -/*>**)MLFi ( s ( t l  i),a), 

■i>t a ) ) / s ( t+ a t ) - s + i t ,  Я It 'A t ,h  i ^ ( t ^ t ) ’ d) y 4* t * f e ~ xvM{F<W),

2>f ( X \ \ ( l ) ) / s ( t n i ) - S -  V, i ) / t  t&t)= 'fj'dJ.i+Ai) * O j  d v  +yUf i t A  *

• J e ~ * ' 'M l F j C s a ) , t y f ) т)г (V)/i)f ( t*At)~ l  cfK
о

где v  -  длина интервала времени, через который поступило требо
вание, следующее за  находящимся в очереди первым. Тогда 
£ 1 lSt +.)=<*.Fjs)&t +( 4- в i - a t *■) +

S*e~x v £ i ( s - ir,'*-)el v  i - ^ A t e
Разлагая ^нкцик в ряд Тейлора по A t  , поделив на At
и переходя к пределу при лг -*•? , получим уравнение

<*) <■

Для функций X i s t о),, -И1/ *)у £сьсн(<*-Ь Xtxfb <■ *  •*, £<■<*-)
нетрудно получить соотношения:

X (Sj т\,T)t , * . ) * / .  +<*- €(S; i)f / l)t ) * о ( +. \  ■■ (2 )

S X i s ,  i)(, ->)г x *.)?(.S, i)f/ i i j  d s  = l J (3)

+<* ftx* . + O H -) ,  ( л )
UO +*■ г/*Г- * °  C* } '

L + + I***  + 0  ^  ( 5 )

X*(+> ~ L  + J - ' t *  + о ы - )j
где P i s y *  -Jt )  “  функция, определяйся стационаров распреде
ление величины ( s, V, такая, что ^  ) e / s  есть веро
ятность того, что а  *■ $(*)* £ , $ 2, = (ОЬо. к -А Ь
Подставляя разложения (2) ,  (4) в (1)и( ) и приравнивая коэффициен
ты оря первой степени ы~ , получим

+ f , e ' A* to * . * (6)

f x / ‘1 / e - A V C1 ( s - v ) d v ,

f * ( * ,



Производя в интеграле в (6 ) замену , у”ножая затем на е
к ди^рен цируя по s , получим

d * 4 i s ’ + (X - / ‘■■О - x L - ^ F . d ) -  .

Рассматривая состояния (s(i j=s,  У, ^ ( t ) -  •/, оь- s t  s .  j  }
{ s ( t )  = s, =✓ : ^ 5 Т , 5 ,  } и используя разложения (2 ) ,
(5) аналогичным образом получим уравнения;

/- + + J s * ' +/ " г- ^  ^  е  ♦ . J

+>/ u i f se - * v €l ( s - i n ^  

L + ( y t , y 4 ) - e s( s )= F ,M  + sL£ fp-' ■ K / » , y t i ) ^ Se ^ % ( * - v j u ,v r  

i-(yUtyii)/j,e'Air̂ 2(s-v)dv •(/I'yui) e'xs Со**..

ПреоО!азованихмл,аналогичной выше изложенным, (8 ) ,(9 )  приводят
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ся, соответственно, к виду 
/» + I X - Р ' у Р ь )  d i f J D -ХуМг ^ ( S ) = . \ L  - X f t (S ) -

-  -sLW 1 €4&) >**
£ ^  +(Ь ~yu,-^t) dJjjllL =■ М . -*Fi(s)~ d & “L  .

Выведем тесерь условия сшивания в точке s»  *- . Рассматривав 
состояния системы -д ^  т),Ш---/, J>* W J ,  [ s(t) = s . - A t ,

т)г ( t ) * o )  , учитывая возможные переходы и используя раз
ложения ( 2 ) , ( 5 ) ,  получим, ’соответственно, оервоо условие сшивания 
• ( SJ * ( s. ) и соотношение вида

^/s»)=* л  S e ( s , - v ) d v  + e ~ xs*£eS a  .
Полагая в (9 )  s* s, и сравнивая его с (10),  получим второе ус
ловие сшивания

( / i 1y u i ) [ € i ( s . ) - € f (s . ) ]+L - F j ( s . ) ~

Полагая теперь в (в) , f4)  5 -* .  я  сравнивая полученное, третье 
условие сливания, запишем в вице

/*. »/>. * *‘(‘,} ■ >С‘Д ’ ‘ /ф с  jt. *
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Рассматривая возмогшие переходы за  интервал времени д t  при 
s = о , получим следуюцие условия в нуле :

L +*€*=> * +F(oy о)f
L +(bty*t)e0<# = *.ef (o)yut e* -hF(to);

L +(.У+,М,уи.г) £b<&.-J\€z(Q)+/4,'£/'tMf. l-fl-i-t&aH. * F( i  О )

Выписанные кыше уравнения для S4 is)t ( s); £} (s),  условия 
сшивания в точке s»* , , граничные условия при <=о и условие 
(7 )  определяют L  однозначно. Рассмотрим случай, котр&Р/с>о)=Я^Ф 
s F<(o)*o;F<o,-/J=F(i,i)*Fl (o)=C (C = u > n U ? o ) , то есть считаем, 
что если очередь пуста или $=о и резервный прибор не работает, 
то CilO несет нулевые потери; если же очередь пуста или ь * 0 , но 
резервный прибор работает, то система несет в едшащу времени по
тери равные,С . В этом случае L имеет вид

где

а _ -Ml ■* Mi/ у ’



-  62 -

а с г -
т - а , е * ‘ [ л * е  '  г « „  + u z) - Л ( Л  ,«.«) ]  -

1 -a 5 Xr t (.*-#■•) *-гу с 1 ,( . у у и , у * ь К г 1 +и1у А . ^ - л ь е  ' ‘ i x  е  -

* (* , / “ , ; / “ *> +х\>ху*,) ! - # ? ( * ; * <

Таким образом, оптимизация рассматриваемой системы сводится к 
нахождению минимума Z.(s.J по 5. , Находя производную L(s„) и 
приравнивая её к нулю, пояучт.' уравнение для определения оптима
льного момента включения резервного прибора. Аналитически решить 
это уравнение не удается. Оно решено численно. На языке 4CF1FAH- 
1У реализована программа нахождения оптимального момента включе
ния резервного прибора, минимизирующего функцию потерь L i s . )  .

2. Однолинейная система мае ового обслуживания -  пеш/.скной 
интенсивностью, зависящей от времени ожидания 

Рассмотрим однолинейную СМ), на вход которой поступает про
стейший поток заявок интенсивности х  . Будем считать, что в ин
тервале времени ( ' t , t + A t )  обслуживание заявки закончится с веро
ятностью *о(д t ) независимо от предыстории, то есть обслу
живание предполагается марковским с интенсивностьюуН&). Поведе
ние рассматриваемой системы описывается марковским, процессом s ( t )  
с особыми состояниями: ^ ( t ) * a  и ^ а ) л 4 , г д е т ) М -  число требо
ваний, находящихся в момент времени t  на обслуживании, если оче
редь в этот момент пуста. К;~лтерий качества функционирования сис
темы возьмем в виде

где
если s > O j

F '*) -  \ h u ^ )  i если Ok, находится в coci шии i =
[ о  , если СМО находится в состоянии

Здесь F(i )  -  дифференцируема? функция, характеризующая потери от 
ожидания заявок в очереди, такая , что Fto)=o ',{ ( /« * ))-  моно
тонно возрастающая, триады дифференцируем,-ч функция, характери- 
зуицая потери на амортизацию при работе прибора с интенсивностью 

^  ( s ) . Задача оптимизации рассматриваемой системы сводится к
отысканию такой интенсивности обслуживания f i  (s) , которая бы
минимизировала функционал L  . Аналогично выше изложенному введем 
б рассмотрение функции

* ( 4,  * 0  -  + -J  е  ’  ■*' r '  ° М ( F * ( s f t ) )  /  s f t )  ‘ s } d T ,
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we

M{F*(sw)/Vt)* 1} dr, 

X («0  = o«. f e'’ia't>M{f\sfT))/i>(t) =o }c/T.
 ̂ -fi "* *Еля функций JZ £  (ol; имеет место соотношения, аналогич

ные ( ,2 ) - (5 ) :

£ ( s , j . ) - L +  a~€(s) +0 ( * ) } ( И )

S X ( s ^ ) p { $ ) d s  =L,  ( 1 2 )
; <*-) ~ L -*•*- б * о (  <*■)}

+ * -€ * + о  (оО ,

где р(ь)- финальная плотность вероятностей величины s . Учитывая 
( I I )  и рассуждая, как и в ш е , полупим уравнение

d'-fts) г .  _  / * \ s )  u (s ) j  d £ ( s )  _ . I _  L /{s_ l _
d?- +1 Л ~̂m Ts) / * J <Js 'XL ^7t7s>

, * , '  (13) 
— \F Is) -F is) + .F <»«(*> .

/t<&>
Рассматривая состояния системы ~)(z)=o, S>(t)x -i) s ( t ) » o  и учи

тывая возможные переходы, получим следущие условия в нуле
Л б — \  б* -  L =■ О,

L + ( А ¥.и (О)) б б(о) -/Uio) б* -  $('/“ <) -  0,

~ (-~j -  M(O)to) +/Ufo)€-L =
d 5 s* p /

C'teee долечке у]аЕненкя f I3J itvlot вид

' 0 ( 
r S / /  \ I \ I* ~iu  ,mtu > r* ^

+ J C L  - F \ u ) l d *  +!C< + d u + C l t
i

где = J y U (u  )Ы и  .
Из (14) с учетом (1 2 )  получим условг'* на бесконечности

Li/>i е л4 6 i s)  * °-
s -  **’

Уравнение (1 3 ) , условия в нуле и условие на бесконечности опре
деляют L однозначно. Решение ю/ест вид
/ ^  4  е >*' т(и[F<u) + f  / / > J / a ________ /I5j
L  '  * J*' *> *  , " f * “ -nt,u' , ~

T  f A1 ~o e Ju
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Таким образ он, задача оптимизации описанной в> ie СМО сводится к 
к-;1Н1с/изад!!;! функционала (1 5 )  с начальными условиями т ( о )  -  о, 
т'ю) =/Uj . Применяя методы вариационного исчисления, для опре- 
делзниь оптимальной инаенсивности обслуживания получим
дифференциальное уравнение вида

/ u-'ls)f"(/u) +f(/u) - c>- +F(s)=o,
где ы. -  множитель Лагранжа, а  граничное условие имеет видунФу**," 
Аналитически ’ решить уравнение ( 1 6 )  не удается даже в случае, 
когда /{ А *  и F ( t )  достаточно простые функции. Оно решено 
численно. На языке 40РТГАЙ-1У реализована программа нахоадзния 
оптимальной интенсивности обслуживания, минимизирующей функцио
нал (15 ).

Особым для такой задачи является случай (Jh eo n ityo ).
Лри этом уравнение (1 6 ) вырождается в * F (s )mO , что го
ворит о том, что решение вариационной задачи в этом случае нахо
дится в классе разрывных функций, для которых методика классиче
ского вариационного исчисления неприменима.

Этст особый случай рассмотрен с использованием принципа мак
симума Понтрягина [4 ] . Будем считать дополнительно, что f t  is) лехит 
в границах уи.̂  &уи( sj . a  F ( s j  является монотонно воз
растающей функцией от s . Применяя методику принципа максимума, 
получаем, что решение в атом случае имеет еид

S А*  при О { S  ы .

/  t /* » . “Ри s * 5* •
СУО с подобным законом изменения M ( s )  будем называть двух

уровневой системой.
3. Исследование двухусовнэвой системы
Рассмотрим случай, когда î /нкция потерь на амортизацию имеет

вид

I f  и )  -  (  Сг  ПрИ / "  V 4'  '
t  у  [ С  при yU .

Тогда (15 ) примет вид

Us.)*>fF(s)f>(s> ds + ff(s)fe(S)ds * С  J  f>t( s)ds, 

где при л

р tfLbr/HtXb -Ал) 9*%>[,(* ) 91------------  .
X (^  -у и  t  > b x f l  ( Л у * , )  * , ]  / * ?  ( А V м* >



а при Х у ч ,

Pt(S)~  (A - / U x Y (?4 / + X S . )  у « х  ’
P(s)m* x ( x - . u i )  e<cf>C(A-.u i ) ( s -  s ; }  1 —  .
>l Tx'- M t ) ( ' V  xi. ) -/“г
Преобразуя уравнение L ( s . )  = 0  . получим соответственно при 
/  /  4 и /< я  1

С , -  ( f i - f ) * *  +

♦ 4 * } '

Х9 ( ft. - y.l У.
1J>1 1 1)  { / г  /  F (  f )  chc  + ( f r W  * * • )  e ~  *

»Л :( т ) е [А^ Ж  dx}>

где f i mX/yUi , xfXSo.  Если Fis) -  положительная, монотонно воз
растающая функция от s , то эти уравнения имеют' единственный 
корень, в котором L i s . )  принимает свое минимальное значение. 
На рисунке приведен пример зависимости а ’.  > i 5 ,  от Сг /  С\ 
для случая F ( s J  = C1 (X s * i ) .
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ОДЮЛШшШАЯ CilCTI ЕГЛА (йАСССБОГО ОБСДУйОАБЛ С
гл с т е р и з и с п ы ы  1 н г £ н с 1 ь к с с т и  о ж у -

Г  ЗАН11Я, ЗАЫ ’С/d U .. ОТ Ю . О Ш  0 & Ц А Ш

/ . И.Зиновьева

В последние годы возросло число работ, посвященных изучению 
управляем а систем массового обслуживания СМО [ I ] .  Значительное 
число работ посвящено изучению СМ), в которых интенсивность об
служивания зависит от длины очереди или от числа заявок в систе
ме [2 -4 ] . Однако СГ.О с убавлением по времени ояидання остулгсь 
изученной очень слабо. ^ данной работе изучена'однолинейная С..Д, 
аналогичная двухуровневой системе, рассмотренной в [5 ] , но от ди
чащ аяся двумя момента?®: во-пехвых.тек-, что интенсивность обслу
живания определяется не вредн ей  пребывания заявки в системе, а 
текущим временем ожидания заявки, находящейся первой в очереди, 
и во-вторых, тем, что включение и выключение большей интенсив
ности имеет гистерезис.

Описание системы. Пусть имеется один обслуживайте прибор, на 
который поступает простейший поток заявок интенсивности J  . Если 
заявка, находящаяся в некоторый произвольный момент времени t  
первой в очере. поступила в систему в момент времени t . , то
величину будем называть текущим временем ожидания
заявки, н а х о д и л с я  первой в очереди. Обслуживание п] едполагается 
wajковским с одноС из ;:вух и н т е н с и в н о с т е й и л и (f i x vyu. ) . 
Гп; ^■■-почс!;от оЛелулзсняя с одной интенсивностью на обслудква-
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кие с яруiv.: интенсивностью описывается следу "эды правилом.Если 
с бслуякванке гтроис-хо;;ило с интенсивностью , то переключение 
ул обслуживание с интенсивностьюyu t  происходит тогда, когда теку
че? вре;.'я ояидания s  станет равным s, . Если же заявка обслужи
вается с интенсивностьюyut  , то переключение на обслуживание о 
ю тен си н н о стью п р о и сх о д и т  тогда, когда » станет меньше s. (*»*$<). 
Счевгдно, что это обратное переключение с интенсивности^, на 
происходит тогда, когда заявка, стоящая первой в очереди, посту
пает на обслуживание и ее место занимает заявка, ранее бывшая в 
очереди ьторой.

Поведение системы будем описывать марковским процессов С
] | ( t ) }  с особым состояниями -5(t \»o  и , гд ет )//)-

число заявок, находящихся на обслуживании, если очередь пуста;
]/{) -  уровень обслуживания: j  10=4  , если обслуживание произ

водится с интенсивностью ^ и у /</ «2 , если обслуживание произ
водится с интенсивностью /*и . Будем рассматривать стационарный 
релаал работы системы. Найдем функции p<s,y) / »  ^  г  )t
определяющие стационарное распределение состояний системы, такие, 
что J  f ( s ^ )  Js  есть вероятность того, что уровень обслужива
ния разен  ̂ , а  текущее иремя оглдания заявки, находящейся пер
вой в очереди, заключено в интервале Г*», *1 , где о ь а . ь 4 ь  . 
Обозначим пункций через в области о ь  s*> $, , в
которой у * ; через />* ( ъ) в области s . t - s * s ,  , если % * i  ;

Д  I s > в области t , b $ b £ t , если Ц» г  , Д  ( s) в области 5»jy
в которой у * г  . Рассматривая возможные перехода за бесконечно J
^алкй промежуток времени д  t  , запишем обратное уравнение Колмо
горова и .(

У  -АУ
,  ,  t* e J > x (* * v ) d v  *

r**-s (Т)
в (> ♦у) etv *■

* А ч i J  л е  K d + V c / i c'  (<• t 1
где v  -  длина интерв^ .а времени, через который поступило требо
вание, следующее аа находящимся в очереди первым. Разлагая в  ( I J  
пункцию р, в ряд Тейлора до д /  , поделив почленно на
и переходя к пределу при t t -*  о  , полупим

|  l s+*)Jr
r v »  <р** _

+ у»» J « *>v^<  tr *у<*. J  е  Д  (*  #•

V * * 4 * / .*  * е ' Л1ГР*( s+vJ d i
— _ k w



Производя в интегралах замеру t * v x  , умножая на е">к и диф
ференцируя по s , приведем (.2 ) к виду
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Л рил  ,  и  х ) Щ & -  =-0 . 
d *  Г  ^

А н алогично п о л у ч а е м
s,-s

j i f d i L  ryu ,p %( s ) - ^ i / x e " XVf x ( i * v ^ v >

или

itlU zL  + ( м< -  X) o.db* /  di
Подобным же образом получим:

00

d f y j 1  ' / ‘v / *  ( iJ  e l * * v ) d v 3

или

£ * ш . <

Выведем теперь условия сшивания в точках f* *„ и s» j,. Рассма
тривая переходы в точке s » *. , получим

рг(Ь>) • ( l y t *  j  * е  "* Д  ( s„

откуда после предельного пере да при A t + o  получим 
?<(*•) е Д  I * •).

Далее, в точке * » *. справедливо уравнение

/У  s.) а4 f  J  е " Av/ i  l s . r v j  dir  д / *  Д  ^  '* 7 </*5'

откуда следует, что /> = Л
Полагая в уравнениях ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 )  s '- v .  , получим

Аналогично, в точке * •  «» получаются следушие условия сшивания
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Выведем теперь условия в нуле, обозначая через финаль
ную вероятность того, что система находится в состоянии i fO w ч)
(т) -  ^ г  J . Пусть система находится в некоторый момент времени t  
в состоянии -i / t )  * О . Рассматривая возможные переходы за вре
мя а /  , получим первое условие г  нуле 

Х Ж о )  л //,) .

Рассматривая состояние системы f  */*) f t*) -■*} и особое состоя
ние т>ft)  »  i  , получим с учетом возможных переходов за время*#, 
соответственно, следующие соотношения; '

f>JO) = x s f ( 1)  &

И /■*'. *’
X 7t(o)+ ^i J е  klff>4 ( v ) d v  1  e  v) d v  г

м% I  e ~ ^ vfi(^)dv *■ f  e~xvp,/v)dir'
'  S" /  s.

Умножая последнее соотноиенне почленно на > и используя (5 J ,
получим s s4

{ ь у < )р , (о ) - # М )  J e '^ f ih O d v  y i, */е xJ jv )d v  t ̂
+/*1 * J  е  ' Av/ i  i v ) e t v  v )d \r .
Полагая' теперь в уравнении (2) s  -  о  и c i-авнивая его правую 
часть с правой частью (6 ) ,  получим второе условие в н>ле

£ Ш - \  -  X ? J 0) ~  -  f j f t a  .
ds

К этим условиям следует добавить еще естественное условие 
Ll+п д  и)  о и условие вормирова

V /}*<*)& * J [fili )+ ftls} 1 ds <- //\ d)e>i!> •  <
Выведенные уравнения вместе с  условиями •иванжя, нормировки и 
граничными условиями решают вадачу о нахождении ^  , f>x te j  ,

/V O  • однозначно. Ресдеие имеет вед

l> ,(i )**Aixyt>)[yi .e  ~  - х е  ] ,

Pl(s,)=A (>у » ^ £/<« c‘ * * rfcL j i *• ^
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л . к , <Х-/Ч)Ч-Ь> 7'  1 1  - е  '  J ,

P,t»-Aupu,)e (* - / l *)sC f l Ql*7t,’is' * lA ' / ,JtL x e X:M' )s' /* ' '* *  Jj 

где

д «  ■  . ■ ■ -  — . f

* l* f ty 4 p d U  r M s ^ e 1* ' ^  Ur» y i ; { y b ) b e  ]

Отметим, что для случая Л « а  Формулы (7 J  не пригодны, так как 
имеется неопределенность, раскрывая которую, получим

?)(*)<* A ^ t , :  + x f ( ( * . / » i H s -> . ) )  -  * ] ,

Lx&cf«Xyu%)(s -K))y*t e*pl(by*J(s-s,)) ]/ где

y t < ( s , - s . j ]  Y ’ [ ( *У*>(  *

Оптимизация системы. В описанной системе могут возникать по
тери различных видов, Рассмотрим случай, когда в исследуемой сис
теме возникают потери только трех типов.

I .  Потери от ожидания. Нахождение в системе заявох, ожидаадих 
обслуживания, приводит к потерям, которые будем называть потв^л- 
ии от ожидания. Пусть потери от ожидания определяются числом зая
вок % , находящихся в очереди. Будем считать, что если в очере
ди з  течение единицы времени находится % заявок, то потери от 
о-;щаниг. в единицу вселен:: р''сль F(\)  . Найдем математическое 
с отдание f lF(-i) з ; : ’.х потерь. Пуоть в какой-то момент времени 
заявка, находящаяся в очереди первой, ожидает обслуживания в те
чение времени в . За это время с вероятности  (X*) (*
пришла еще < - * заявка. Таким образом, условное распределение 
числа заявок в очереди < есть

p r t / s ; -  . Ш 1 У . * . S 
а  - 1){

Тогда безусловное распределение f>u )  числа заявок в очереди

f  /  тШ Г ' 4е - *  д  f i ) ch  . 
U ■ 1)! '



A . -s,
L i*xM F (* )* f f ( s ) f> , ( i )d i  + /  Р(ь;[Рх1ь ) + Ы ^  ]  d s  t

0 i .  '  '

где

t t o - 2 / w
В частности, если FU)»C4* , то F (t) ’=-C<

2.  Потери «а  амортизацию обслуживающего устройства. Будем 
считать, что работа обслуживающего прибора с интенсивностью 
приводит в единицу времени к потерям, равным Сг . Тогда стыд
нее значение потерь на амортизацию в единицу времени равно

J Pt l i ) d s  + J f i ( t ) d s  ] ,
3. Потери на переключение. Будем считать, что каждое включе

ние большей интенсивности связано с потерями,равными Сл . Так 
как включение интенсивностиyut  происходит при достижении теку
щем временем ожидания заявки, стоящей в очереди первой, s  ве
личины s, , то среднее число включений в единицу времени равно

и среднее значевие потерь на переключение в единицу вре
мени равно

Lt  »  С 3 Д  ( ь ) .
Будем считать, что средние суммарные потери системы в едини

цу Е] емени равны

Тогда
Л-

U s . (4 , >  J  FU)f>,ii)di + / ? ( * ) [ f A(t)  ^ ( О ]  ois, *

*1 f  j ib )d i  + / У * 1» ) ж ] + с % д  (**).

Таким образом, средни» суммарные дотер* системы в единицу вре-. 
мени зависят от параметров s. , s, в оптимизация рассматриваемой 
системы сводится к нахождению минимума фунадии L ( *•>, К )  по s. , 

s ,  . Так как функция L (*#, s , )  вида (8  ) имеет довольно слож
ный вид даже в случаях, когда Р(*)  достаточно простая функция, 
то аналитически найти точку ( 5 ,'/ s / J  , доставляющую минимум функ- 
Цга (8 )  не удается. Эта задача решена' численно. На языке 
“iOFTPAH-iy реализована программа, позволяющая находить оптималь
нее моменты включения и выключения большей интенсивности обслужи-

О т с ю д а
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вания, минимизирующие функцию потерь ( 8 ) .
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О НЕКОТОРЫХ ДВУМЕРНЫХ ГАСЛРВДЕЛШКХ Б ТЕОРИИ 
МАССОВОГО ОБСЛУШ1БА1Ж

А.В.Китаева, A.w.Терпугов

При расчете систем массового обслуживания обычно ограничива
ются расчетом одномерных распределений вероятное iii гакк'с вели- 
чин^как длина очереди, время ожидания и т .п . Однако в некоторчх 
случаях необходимо знание и двумерных {аспрелеленкл. Ниае нахо
дятся два таких двумерных распределения.

I .  Пусть имеется однолинейная СМО на которую поступает про
стейший поток заявок интенсивности X . Обслуживание рекуррентное, 
причем плотность вероятностей длительности обслуживания т  есть 
р №  . Пусть в системе существует стационарный режим. Сбозна- 
чим через p(a,i) d* вероятность того, что в произвольный момент
времени "t в системе будет находится г заявок, причем заявка, на
ходящаяся на обслуглвании, находится на приборе в течение време
ни $е [г, г* Л ] , Найдем ь(ц, i) .

Очевидно, что п а р а м и  является двумернкм марковскил процес
сом с одной непрерывной и одной дискретной компонентами в силу 
отсутств/л последействия во входящем потоке и рекуррентности 
обслужир-ния. поэтому, рассматривая состояние лстемы спустя 
время i t  , можем записать
p ( 2  + A , l ) a \ & t p ( * , i - 1) +p(*,i) (1 - A <it -  а  /») + о ( Л ) ,  O i y

где a  в  С»)) . &(•)* j f i ( r ) d x  . Дяя (* 1  имеем .

р ( 2 + * i t d )  * р(%, / J  -  а (9) + o U V .

Разлагая р(ж*Л, i) в  Тейлора по , получим

= *р(*> -  b p h . i ) -  I)  t  i'> l)

г _ у  -* ( * )  р Ы , 1 ).



Вводя производящую функцию 6 (в, ж)ш £ .э с 'ь { в ,1 )  , получим

-  v x .  о  а  (ж,*) -  а (%) g (%,*),

откуда G(l, ?) •  О- G. tr)  , где G j * )  -  пока не
известная функция.

Для определения £ .  (*)  рассмотрим переходы в состояние (о, О 
Так как при i>d  переход в это состояние может происходить 
лишь при окончании обслуживания заявки, тоао

р ( о ,  i) •  \р (* , »Ч 1)  а(\О d at.
О

Если череэ т. обозначить финальную вероятность того, что в 
системе отсутствуют заявки, то

р (о , i )  » //> /* , 1 ) а {*) <4г ■* ^ т *,

ш о(9) J*.
Умножая уравнения л д я p (o ,i)  н а * '  и складывая, получил 

G ( 0 , * ) + l T . m  -i J &(*,?) а (тс) d x  + \ x T . .
О

Отсюда, подставляя явное выражение для G (% ,-x)  , получим

6,{х)*У,ж.м «Дата. « *Ф(\Лт),

где 9УУ -  преобразование Лапласа от р (я )  .
Отсюда

/* /  I ^  х  т *arj в   --------»
X- <Р{Х-Ь-Х)

G f a  У) . ± L * - 4 ) * « - B ( 9 l )  е  >*(*- <>
Г -  0VJk-Ax)

Для нахождения -X. заметим, что в силу условия нормировки 
. . .  Г « . ,  О el г -  4. Так как

f о - В Ы ) .
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М * - / )

то это условие приобретает виц

й. ФСь-У-х) i t - 4) .i im  т . ------------------------ а 4
« 1» ас -  J i - x * ;
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Раскрывая неопределенность, получим, что зг, .  4 - ~ , где

^ x(i--t) U -  ВС*)) л§с». 1)
—  ■ ■ — — — е

1 / * '  х - Ф(Х-\-х)

В частном случае, когда

G i l .T t ) * --------- £— £ --------------- е
р -  \ л

Разлагая ОЫ, в ряд Тейлора по -х , можно найти все р(я ,\)
П. Пусть имеется однолинейная СМО, на которую поступит про

стейший поток заявок интенсивности X . Обслуживание экспоненци
альное с параметромyU . На!:дем совместную плотность вероятностей 
р ( 1,ч) текш его времени оялдания s  заявки, находящейся первой в 
очереди и текущего времени 2 нахождения на приборе заявки, ко
торая обслуживается.

Наряду с этик будем рассыатр:гвать состояние системы, когда на 
обслуживавдем приборе есть эьявка, а очередь пуста, т .е .  когда 
величина 5 не имеет смысла,и состояние, когда в системе вообще 
нет заявок. Совокупность всех этих состояний образует марковский 
процесс.

Рассмотрим сначала те состояния, когда в очереди есть заявки. 
Тогда, рассматривая состояние системы спустя время Ai  , получим

a (i-̂ 4 4+) p(s,% )* о(л^),

Для нахождения функции <?(•) рассмотрим граничные условия.
Рассмотрим состои те  оиотемы, когда очередь пуста, но на обслу

живанием прибора есть заявка, текущее Бремя обслуживания которой 
есть »  , Обозначим через ж(») финальную плотность вероятностей 
величины я  ,

Тогда имеем

откуда

Общее решение этого уравнеыя имеет вид p(i ,%)e  <f(s- ш)

y(t 4Л )  - (4-\  А  тг(ъ) -f о ( Л ) } 

откуда я'(ъ) * (,\^^)'Х(г)шО . Решение имеет вид

T f o » G r W .



-  77 -
Так как в состояние (О,*)  можно попасть только из состоя

ния с пустой очередью с приходом очередной заявки, т о p ( 0 , 9 ) * \ v ( i ) . 
Отсвда получается, что </(•*)* . Отметим, что это гранич
ное условие определяет у (») лишь для отрицательных значений 
аргумента.

Итак, в области :< %
„/■ . ч Г - ( b y ) *

Обозначим черев т ,  финальную вероятность того , что система 
пуота. Тогда Л». • f  и поэтому

с,. т. ,

Рассмотрим теперь границу %• О . Так как переход в ооотолнив 
(s, 0 ) возможен лишь при освобождении оболужявапцвго уотройотва,
ТО у •*

р(б,0)*^  j \р(»*Ч e/v <1ж,

Подотавляя о ода выражение для pis,  %) , получим

| J (и  V-1) e/tf dt.

Обозначая v - g  * u  , получим

/ у '  [  j -  *  J y f i « u )  0' ^ t U t  j  r

■ ! ' ? ( ' * ) ■» # A< ,

Умнокхм об* чаоти этого раввнотва к* я продифференцируем
so  S , «атем умножим на # '* ' и онова продифференцируем по 
тогда получим

у У о  + ( р л )  <fb) • О.

Отовда ^ * ) - С^ + С ь в " ^ *  и в облаот* о *

/>6 , * )*  Cj*-/ '1 * С, е - (Г  МЛ*w V '*



W
Конотанту следует положить равной нули, т .к .  иначе fp(s,»)ds*< 
Поатому при , tf(s) •  в “ С**х^  »

Для нахождения G  возьмем снова уравнение и в  области 
х < 0  вместо возьмем выражение \ С, е х *  . Тогда по

лучим «  J

У+н L о в

- 7  U -

С , * 11 < /,1
i  -*

Вычисляя интегралы,получим, что равенство выполняется при любых 
s лишь при выполнении соотношения

С  -  а

и поатому в области s > 2

Константа 5Г. находится из условия нормировки

откуда

т .  + J  Tfr) rfg + J  J  * ) t t s d i  ® d.}

т. . V-/> , />-

т г» )  * ( -р)(р-* \ )

(  *»

Отметим, то вдоль границыs»» p(s,*)  терпит р. зрыв

p ( i -  О, г ) ш (4-рх) Л* a ' f a,

р(*  ♦ О, э) •  р ( 1-р) Ь е  ,

р ( и О , я )  ^ р  
f> ( i -0 , i ) *  {■*(>

Разрыв вдоль прямой объясняется тем, что состояние s<  г  и 
s> 3  принципиально различны: при s* аг. после взятия заявки 

на обслуживания очередь оказалось пустой, а  при S > * после ггч- 
гия заявки нч обслуживания в очереди били еще и другие заягкп.
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ПРЙБЛЮ2ЙШ РАСЧЕТ СРДО2Й ДЯИКЫ ОЧЕРШ В 
АДАПТШЩИХСЯ СКСТД1АХ НОСОВОГО ОБСЛУЖИВАНШ С 

ПЬТЕМЕННОк ЮТЕНСИВНОСТЬЮ ОБСЛУЕИВАНШ

И.А.Коротаев

В случае, когда значения параметров системы массового обслу
живания (С!.',0) либо неизвестны, либо меняется со временем, наибо
лее рационально является применение адаптируицихся СМО [ l ] .  
Часто возникают ситуации, когда неизвестны параметры вхсднъх по
токов, и задача ад^лтации -  подобрать оптимальный в смысле како
го-то критерия режим работы обслуживающих приборов. Обычно в та
ких СМО переход на другую интенсивность обслуживания либо вклю
чение и отключение резервного прибора осуществляется некоторым 
устройством -  адаптором, воспринимающим информацию о входных по
токах [2-зЗ* Для отысканы оптимального режима работы системы 
необходимо знать её характеристики (финальное распределение ве 
роятностей, среднюю длину очереди и т .д .)»  Точньй расчет этих 
величин является очень сло.тной математической задачей, особенно 
в с л у ч а е к о г д а  при раиоте с меньсей интенсивностью обслуживания 
л:бо без подключения резер^нг^о прибора система оказывается пе
регруженной. В связи с этим возникает потребность в приближенных 
методах расчета характеристик таких систем. Ниже предлагается 
приближенный метод расчета среднего числа заявок в адаптивных 
СМО такого рода.

. Агяптивная СМО с д в у м я  интенсивностями обслуживания.
Рассмотрим однолинейную СТ.Ю, на которую поступает простейшим 

поток заявок негзвестной интенсивности "X . Обслуживание экспо
ненциальное» с одн;»! из дезх лозмоглых параметров: JU.< или j l i j  , 
причем Бклмчение той или иной интенсивности обслуживания
o c iлествляется адаптером в соответствии с информацией, получае
мой ;пи о EXOTHOV потоке. Считаем, что время работы обслужиьаю- 

^го iijm'oi.a с  т:! rc ii /рчоогь.о }Ut есть сл^-.-Лная величина с <у>чкк- 
ц л р а с п р е . ; 'сния 1г;, ( t )  (L
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Пусть ‘X <■ р-л . Идея предлагаемого метода расчета среднего

чис-ia заявок в системе состоит в следующем: считаем, что к мо- 
veHTy nej.t ключения на интенстиость JU;, в системе успело устано
виться финальное распределение вероятностей Pj Си.) , где >г -  
число заявок • После перехода на /U;, в системе
начнется переходной процесс, и среднее число заявок в момент 
будет равно I *  ( t ) ,  если в момент переключения t» 0  в системе 
было И, заявок. 7средняя по Pj М  . получим

**• # **© J *.
где Тогда суммарное среднее число задач за  период ра
боты с интенсивностью JU; при условии, что переключение произошло 
с jUj на jUi, равно ^ ^

L ib ‘ r ^ W i l w C 4 :V ft» Ila )^ ^ - F fc№ )]a t . ( i )
• о о в

Так как средняя длительность работы прибора с интенсивностью 
равна «о

то среднее число заявок в системе

L = ( U 4 U V ( T > T t ) .  ^  (2 )
Таким образом, для подсчета L  необходимо вычислить I *  ( t ) .  

Пусть PbuXt)  есть вероятность того, что в системе в момент t  
находится к заявок при условии, что в момент переключения на ин
тенсивность JUi i=Q в ней было п  заявок и с тех пор переключе
ний не происходило. Тогда лмеет место система дифференциальш.х 
уравнений

m *  х р А  i t v - u * | u ; ) P K‘i,4 t )  ( t>  1

с начальными условиями (■& (0) * S^v . Применяя к системе ( з )  
преобразование Лапласе-Кареона, получим систему ревностны* урав
нений

fsQ>,0 Cs) “ '  ^ Q m  Cs) + jUj, Q m  i s )

{ з  G U i t l s V a & b V  Х Ч * 1н ( й  ■ ( s )

GU<.s> & £ № )  - s f e t t e ' std t .
Решая систему (4^, получим
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= Ah c * i - w E W - V i f c ' , r  ^  '  V u i - ^ u  1 ’ (5 )

4 » w ts ) “ AV4 V l i ) I M S м  К^1г ,

ГЛв 2< ,гв [X+/*i>S тУсЯ*М1*8'*’ - цАМ17 ]  / .
Согласно [4]  t

Тогда

s?W  a i" w -  «.♦-*=**• + -f-Q ,.w  ^
и

j  A i  U ) <-Pj s J ^A +S^V u V ^ - ' A

Из (7).оО]атным преобразоьанием Лапласа-Карсона можно получить 
I u)( t )  в виде бесконечного ряда; однако сложность этого 

выражения Делает крайне затруднительным вычйсле-ие интегралов 
( i ) . Однако величины /Lj i можно получить и другим путем, без 
обратного преобразоьания. Заметим, что, если F^tt)* \  -  е'®1'* ; 
то . .

Lji. = d t G -U i.X jJU j.jU ;). ^

Попытаемся привести интеграл ( I)  к виду СS~‘G- ( s ,/Uj./u,>4 b(sWy .
Имеем «  „  «л

«У\ . ( s U s ^ e 's t I t0 ( t)< tt  =

= TV''(tWtTe'!tM ' A .

° " ’д а

Обозначим Р ;W ] и найдем явное выражение для H;.(s)

F : ( 5 V s T e !V * W efT e '!й*Гнар№ ‘ р*<*р-T j& i  М Р ^ Р .О о 0 •
Ото пнтегхальное уравнение Стклтьеса. Согласно [ 5 ] ,  ого решение 
имеет в*д £  *} £ / p e -f .

Таким обрезом, среднее суммарное число заявок в системе за  в>омя 
работы с интенсивностьюjUiпосле переключения с интенсивности 

[Uj можно записать в виде



4 i  “  J L se v se*1» j  * •
Предыдущие рассуждения проводились в предположении, что к мо
менту переключения интенсивностей с ywij на / 4, в системе успевало 
установиться финальное распределение. Оценим точность этого 
приближения, для чего рассмотрим разность ft-t) *

L t  *
где I k ( i )  -  функция Бесселя k -го  по!ядка.
Производя приближенное вычисление интегралов, мог о получить, 
что для больших t  _  ,— а .

r . (iUi?i-a)M(<-pj) ___
L  “  m i A +щ)' *

Пусть теперь fUi t  A </** • Для этого случая можно получить фор
мулы, аналогичные приведенным выше. Возникающая здесь сложность 
заключается в том, что при интенсивности обслуживания /U.< стацио
нарный режим не устанавливается, так как система перегружена. 
Поэтому при вычислении I w ' i )  необходимо усреднять I * * 4 t )  не 
по установившемуся стационарному распределению Р< (М  , а по 
переходному распределению Ръ* , уже усредненному по X  . 
Получившиеся выражения оказываются чрезвычайно громоздкими, что 
делает невозможным -одсчет интегралов ( i )  или ( в ) .  В связи с 
этим возникает зобходимость .одсчета среднего "исла заявок в 
системе более "грубым" способом.

Расклада ая в (5 ) Q *k(£ ) в ряд по S , отбрасывая члены,
содержащие Sa, i \ . . .  (что  соответствует при обратном преобразова
нии i ' H 1, ... ) , беря обратное преобразование Лапласа-Карсона, 
получим, что дум

г  ,
что соответствует разности двух пуассоновских распределений с 
параметрами А и • Иными словами, число заявок в системе в 
момент t  с достаточное степенью точности (с вероятностью ошиб
ки порядка o ( t -1)) можно представить в виде k* к* - L -► п., 
где П -  число заявок в системе в момент переключения на fu, i*0,
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к * ,  -  случайные Бвличины, распределенные по пуассоновскому
закону с параметрами У ■ /U< соответственно. Находя ив (б ) 
можно получить, что при U O  [ C ( t ) - * 3 ^ ( A - > U ; ) t  , т .е .  сред
няя длина очереди с момента переключения с jU, на щ х начинает ли
нейно убывать.

Итак, пусть в системе в момент переключения с уиа на JÛ ■ {-О 
было в среднем п  заявок. Поскольку мы считаем, что при работе 
с JU-i стационарный режим успевает установиться , то 

А - П » Р » /(< -p i) .
Затем обслуживающий прибор работал о интенсивностью JU« и к мом^н 
ту переключения t * t t в системе было к*к«-к-*1г заявок. Пссле 
переключения на JUt длина очереди стала линейно убывать и дос
тигла стационарного уровня Я в момент — • Тогда детну
очереди при работе с f a  можно записать в виде

т “ , И  J k - M t * v b t , .
^  I л  t a » l *

Гуммарная длина очьреди за  время i i  равна

Усредняя это вы|а.*ение, получим

[ ( А - Н ’Д ! ?  ♦ (A«jU i)«Ut< ] + njUti . (у)

Аналогично
h I р 4 + А ~М-1 ,1 ̂  2/  = Л-  1 ( 4

-1

Средняя длина о ч е р е д и  б  с и с т е м е  о п р е д е л я е т с я  т а к  же, к а к  я и ;о ж ~  

д е , по формуле ( 2 , .
Адаптивная двухлинеЯная С'.Ю с вспомогательным пш бою м. 
Рассмотрим двухлинейную СМО, на которую поступают два прос

тейших потока заявок с неизвестными параметрами Ai и Aj . Поток 
интенсивности Al поступает на прибор с интенсивностью обслужи
вания у .  ̂ (обслуживание ведется по экспоненциальному закону). В 
системе имеется также вспомогателькь прибор, который может об
служивать залвки l  -го  потока с интенсивностью уи* . Подключе
нием этого прилова к тому или иному потоку осуществляет адаптор, 
прием  так , что н^емя работы njnrtopa на v -ом потоке имеет функ
цию j ясщ.е,”1 ления F \ l t ;

":\я подсн'та cj -ней хшнн очереди у к.чхдого прибора мы мо
жем ьоспол>.зоппться veTo o-i, (писанным вьше. Пусть Ai



\^С/х%<.)хг*рХ • Тогда длина очереди у l • го прибора может 
быть оп;еделена по формуле

о  -  ~ М А .^ ? , /0 ] с к  (j0j

° 0 
Теперь рассмотрим случай )1ц < )ц С ||Л+^1 , >,2 <j u^^ * T«e. 
на первом приборе вознихает перегрузка, которую можно снять под
ключением резервного прибора. Тогда среднюю длину очереди у вто
рого прибора можно по-прежнему определять по ( ю ) ,  а для средней 
длины очереди у первого прибора имеем

О О

В случае Aa^JUa.+yUj обе длины очереди опре
деляются по формуле ( I I ) .

Адаптивная с:.,0 с V интенсивностями обслуживания.
Рассмотрим однолинейную С1.Ю с обслуживающим прибором, который 

может работать с одной из и н тен си в н о стей ^ ,^ .. .  jU y . Входящий 
поток, как и предав, иростекший, с неизвестным параметром А , 
причем JU*<>ii<_<ft|<A4Usti* ~ Включением той или иной интен
сивности обслуживания управляет адаптор по следующему закону: 
время работы прибора с интенсивностью^ есть случайная величина 
о фикцией распределения ( t ) ; переключение с интенсивности 
с вероятностью происходит на интенсивность JU ̂ ,  и с вероят
ностью -  на интенсивность ju iM ( l ‘ V?, q,*
Тогда для подсчета среднего числа заявок в системе можно восполь
зоваться формулой

i - d u / d i V w j d t ) ,
I 1»| '  <*1 0

где L ; -  средняя сум циая длина очереди за  время работы о 
интенсивностью JU ;. Для подсчета воспользуемся методикой, опи
санной выше. Для L« Ш / 7  перегрузки ни на одном уровне не воз
никает, и переключение происходит также с неперегруненного уров
ня (уровень i назовем перегруженным, если р{ = А/л{ > 1  . Поэтому 
справедлива формула

i i  f  ( jg )
где Kcj подсчитываются по (о ) .

_ 04 -
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В момент переключения с интенсивности f a  науи*,, среднее число 
заявок в системе будет равно

\*\

(13)

где Щ, -  среднее число переключений на интенсивность jl«j за  вре
мя работы системы ла перегруженных уровнях. Тогда длина очереди 
в момент "t при работе с интенсивностью^ равна

г £ -  (/*!♦,- a u

Ч -у ^ ,

и средняя суммарная длина очереди за  время работы с интенсивно
стью при условии, что переключение перешло с интенсивности 
jlC j, имеет вид г

I * < £ .? $ )- 4 - r i j U t s  . ( l 4 )

Очевидно, что 01г могло записать в виде

где 9  LD -  стационарная вероятность работы о «штенсивностью /У г , 
^  -  врдоя до поглощения состоянием ?+ i  ори условии выхода из 

оостоняия к марковской цепи о матрицей переходных вероятностей

А -

О
Ча
О

О
о

р<
о
<?*

о
р«
о

о
о

о
о
Ра

0
0

О
о
о

о
о

о
о
0

Pi
1

Легко найти, что
VI
r i f t £  f i р; у *

+ ^  г )
Для имеем следующую систем^

l i ' j  * \  + 4*№*' T T
Отовда ^ ‘ (E * A ) ''I  . где J * ( J „ J i  , I *  0 ,  ■»,.. О  . .

Среднюю суммарную длину очереди за  время работы с интенсив
н о с т и  JUttl определяем по формуле (1 2 ) ,  где L  j-, 1 определит
ся по-прежнему по ( б ) , а Ь т  & -  по выведенной нами формуле



( l 4 ) .  Для средней суммарной длины очереди за  b jемя работы с ин
тенсивностью JÛ  имеем

L c ~ k M t i
где а определяется по (1 3 ) .
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ИМИТАЦИОННАЯ "ОДЕЛЬ 

МНОГОКАНАЛЬНОЙ СМО С ПОЛНОЙ ПАМЯТЬГ

Л .Л . Левин

При имитационном моделировании на ’’ В" си сте м  м а с со в о го  о б сл у 

живания СС” 0 )  обычно ( I J  и нд ивичуальн кг х а р а к т е р :.с т :ч :-* .:о сту п а -1-

и.их за я в о к  ^премя п о с т у п л е н и я , времена н а ч а л а  и конца обслуж ива

н и я , номер о б с л у я и в а ж е г о  при б о та  я т . д . )  не з а п с ч и н а п т г я , что  

з а т р у д н я е т  или д е л а е т  невозможным вы числение некоторы х характерис

т и к  си сте м ы , а т а - ^ е  реализации  отдельных диспкпллн сбсл у ~ и а а н :'Я ,  

напри?.1е р , выход з а я в к и  из систем ы  при превышения вге ^ е к е м  ожида

ния н е к о т о р о г о  п о р о г а . С ц е л ь п  у стр а н е н и я  э т и х  н е д о ст а т-:о з  била 

п о с т р о е н а  для [ЦП н а  язы ке ПЛ/ I  п р о го а т а н а я  имитационная модель с 

полной пам ятью .

I .  О писание си с т е м ы . Саяв::и и зве стн ы х  а > т и п о в , поступающие на 

вход СЧО, с н а ч а л а  попадают к д и с п е т ч е р у , к о то р  :й у ст а н а в л и в 'а г’  

т и п  п о с т у т л в а е й  з а я в к и ,а н а л и з и р у е т  со с т о я н и е  си стем ы  и т л и 'П 'а  

прободных при боро в, ст о и м о сти  п е р е к л и ч е н и й , длину очереди и т . д . )  

!•,р у к о в о д с т в у я с ь  Hi",-o"Tp-;v кр:,т '’ р .::м ,и л и  с т а в и т  з а м к у  в очередь, 

п е р е д а е т ка,:о?'у-Л!,'<о р р и Н о г ’ для о бслуж ивания. А нализ с о с т о я 

ния систем ы  п р о исх о д и т то л ь ко  в моменты впемени освобождения при

боров и в моменты п о ст у п л е н и я  з а я в о к . К о л и ч ество  приборов в с п о е 

ме равно л  и они м о г у т  иметь различные х а р а к т е р и с т и к и , возможно 

зависящ ие от т и п а  поступивш ей з а я в к и .

П. Имитационная " оде ль описанной м н огоканальной  С‘.(0, п о с т р о е н 

ная д л я  Щ Л , с о с т о и т  из т р е х ,*  определенном смысле незави си м нх  

б л о к о в .

А. 4опмипо8-..|'.'е з а я в о к  Под п о то к за я в о к  о т в о д и тс я  м а с си в  

с т р у к т у р ,  в ко то р о ч  з а я в к и  уго пячочены  по времени п о с т у п л е н и я .  

г!т р ” к т у р а  отдельной з а я ц 1' ” т а к о в а :  момент времени п о сту п л е н и я ,  

н т " ' п  ти п а  з а я п '.и , момент н т п п  о б сл у ти в а н и я , д л и т е л ь н о с т ь  о б с -

т л п и я ,  н о ':г г  <ir.(.,iy'r :*PT‘ — *то пп::л оп а. Последние тр и  характерно-
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ti'kit определяются в процессе функционирования системы. Хранение 
такоЛ 1*и^ор|'ацки позволяет определить большинство характеристик 
системи,кроме того структура заявки может быть дополнена,например, 
таккуи даняими: с какого типа заявки переключился прибор для обс
луживания этой заявки.

7дея 'йодирования имитации) потока заявок такова. Весь массив 
структур исшолняется заявками одного какого-либо типа. Затем начи
нав! генешроваться моменты поступления заявок другого типа, при 
этом "новая" Заявка вклинивается в соответствующее по времени 
место в массиве структур, сдвигая часть ого вправо с потерей пос
леднего элемента структуры. Программная реализадия этого алгорит
ма имеет следующий вид:
1. кг); $рц1)*б£М(П', нтги-чч-,
2. t o  **Z ТО jUK2 ;
3 .  В П ( К )  *BPt(K~1)+6t//(P); MTP2(K)"f;
4. tMJ>;
5 .  DO L - i  TO К  г г ;  P*u.PtLU); K*6CV(P);
6. DO Kit TO ALKt;
7 .  J f  * <  BP*<K) THEM
e. do-, 3o м * м к г  *y -r to k*i;
S .  t P t f M ) * $ P t ( M - f ) ;  # T r i ( j * ) * M T H ( j * - f ) ;

10.
1 1 .  mth(h)»l; n*K*6£tf(p);
12. I *  к
13. е у р ; 
w .  t t /л-,

Здесь: p и я -  рабочие ячейки; M K i -  моделируемое количество 
заявок; к тг  -  количество типов заявок; u.p>i (1:<т 1) -  массив 
интенсивностей поступления заявок; b t t / ( p )  -  датчик псевдо-случЛ- 
ных экспоненциально распределенных чисел с параметром р ; » p t  
(1 : j u k j ) -  массив времен поступления эаявок\mP1  C l:mki) -  мас
сив ночеров типов заявок. Вместо экспоненциального генератора 
можно поставить лвбой другой иля заполнить массив структур эаявок 
реальными данными.

5. Диспетчер -  программа анализа состояния системы.
Текущее время в системе имитируется с помощью ячейки, где храни
тся номер анализируемой раявки ( лм г ) ,  по которому это время может 
быть восстановлено.

Алгоритм функционирования диспетчера следующий: если в момент 
прихода анализируемой заявки (✓ * ? )  свободных прибороп нет, то
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з а я в к а  у с т а н а в л и в а е т с я  в очер едь (з а п о м и н а е т с я  ее общий ном ер,  

у в е л и ч и в а е т с я  д л и н а  очер ед и , у в е л и ч и в а е т с я  н а  I  номер а н а л и з и р у е 

мой з а я в к и )  и пр о и сх о д и т г о з в р а т  к н а ч а л у  а л г о р и т м а , и наче д и с п е т 

ч е р  п ы т а е т с я  у с т р о и т ь  какую -либо з а я в к у  и з  очер еди  на к а ч о й -л и б о  

свободный пр и б о р , р у к о в о д с т в у я с ь  некоторым решающим правилом  

(д и сц и п л и н о й  о б с л у ж и в а н и я ). Е с л и  з а я в к а  с т а в и т с я  н а  о б сл у ж и ва н и е ,  

Т £  о ч е р е д ь  со к р а щ а е тс я  и о п я ть  в о з в р а т  к  ч а ч а л у  а л г о р и т м а , и наче  

(.критерий не р а зр еш ает или очередь нулевой дли ны ) а н а л и зи р у е м а я

з а я в к а  у с т а н а в л и в а е т с я  в очередь и в о з в р а т  к н а ч а л у  а л г о р и т м а .

Таким о б р а зо м , з а я в к а  м охет п о п а с т ь  н а  о б с л у ж и в а н и е ,т о л ь к о  п о 

с т о я в ,  возможно и нулево е вр ем я, в о ч е р е д и .

П рограм м а д и с п е т ч е р а  при дисциплине "пер вы м  п ркш ел-пер вы м  

п о с т а в л е н  н а  о б сл уж и ван и е" р е а л и з у е т с я  следующим о б р а зо м :
I .  А 7' SO М*1 ТО КР', МЩ * МРВ (М.),
? . IF $ОР<МЯ) > BPi(MA Z) Т НЕМ <ЮТО 
з .  K f  DO То К IJO ;
Ц. * 1  - Мзро
5. 90, МЯО! 1м1) = МЛ; K f M J K M * ) ' ,  Kt*Mrpi(Mf);
6. 0СН#«.)*0СРС¥А)*СГ[* (Kf,K();
7 . IF MSP(MA) 7» МТР2 (.М1) THEM
e . 90 i КГеЛ(#А)*КГЕА(УЛ)-И-, MSP(¥*)'MTPHa/ i); EM9;
9. i f  вог(МЛ) > t H ( M i )  them 6 not(ii/i)t  авр(Мя)г

10. ILJE BH0S(Vf)zHPi(Arf);
1 1 .  Лд р ( МЯ)  ~ ЛИО J ( M 1 )  * VHOt  ( * 4 / ;  / »  ♦ */

12. V i  *MTPj(Mi); KT]>0iA/i)*KTV0(Mi)~*; n%30*K1S0‘ i;
13. 90 L-K TO KtSQ-, MiPO(t)*MiPt(l*t); EMD,
I/» . 90  L*1  T<t Kp; »M<L)*~0P(L)-,  i f / 9 ,
15. B O //--1 TO kp; А 'К м н ) ;  м р м ¥ ) ч -,
16. BO L*X TO K/>;
17. I F Я>*ми,) the/ /  90; K*KMU); M P t ( # i = f ,  CM9;
i e .  EM 9;
19. / / fMPIi(M);  ЯМ( М1)а 4.0 E if i \
20.EM9; «ОТО ЕМ») ЕМ» HS\ EM9 Я ? ;
2 1 .* * : DOi IF MA f s M- K t  THEM t-OTO KOH;
22. M t ’MTPHMAi)-, кТ90(МЛ)шКТ90(мЛ) * f ;
23. A'lP01 K i t e ) ' * * * • ,  m a i *m a i  + i ; W T O  AT,
2n . t s p  *»;
24 .H**-.

Чля имитации диспетчера, реалиэуюивго приоритетное овс-умира
ние (на освободившийся прибор ставится заявка из очгр«ди,н|"ц,;р
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типа которой меньше номеров остальных заявок из очереди, а  при 
равенстве -  первую пришедшую в очередь^ необходимо в предыдущую 
программу унести следующие дополнения и изменения: оператор 
номер 3 заменить группой операторов, находящих заявку с наивысшим 
приоритетом.
1 .  *S'. ъо-, и  к а о < 1  7 u s M  ю т е  кв-
2 . Ка f t MS: КТ г;
3.  9 0  L * t  ТС K t g O - ,  f / i  * # t P 0 ( L ) ;
* . If *7Pi(M*)< MS THtAS I>0; *.<,; KS*#TP8(A/1)-, tM]>)
5 . CMB;

Другие дисциплины обслуживания также могут бить реализованы 
без значительных затруднений. Эта универсальность достигается 
структурой основной программы диспетчера, разработчику остается 
лишь написать программу блока, .шясняющую,какую заявку из очереди 
нужно поставить на один из свободных приборов.

И. Третий блок.после завершения процесса имитации лччисляет 
характеристики сиотемы: средние времена простоя и пребывания 
заявок в системе, соответствующие среднеквадратическис отклоне
ния для каждого типа заявок и в целом по СИО, интенсивности рабо
ты приборов, количества переключений приборов с одного типа заявок 
на другой, стоимость работы системы. Программа вычисления этих 
характеристик сущеотвенних особенностей не имеет и поэтому не при
водится. При необходимости этот блок печатает в удобном виде 
массив структур заявок, по которому может бить полностью восста
новлена история работы системы.

Длл проверки правильности алгоритма и программы была проведена 
имитация различных систем массового обслуживания, которые отличи
лись количеством приборов, количеством типов заявок, начальными 
данными и Аисцпплинами обслуживания. При этом пе <атались итоговые 
массивы структур заявок и экспериментальные характеристики систем. 
По этим данным проверялись лог~ка и арифметика работы имитацион
ных моделей.

Для иллюстрации работы программы на риг. I  приведен отрезок 
одной реализации процесса имитации приоритетно! системы обслужи
вания из 10 приборов и 10 типов (приоритетов) заявок при экспо
ненциальном распределении промежутков времен поступления и дли
тельностей обслуживания заявок. По оси абсцисс отложено снеточ
ное время, отмечены ном .;ты прихода, начала и заверасния оПслууи- 
впния заявок, а  также номера типов поступивших заявок. По осп  

оп и н ат  вьерх от нуля отложены номепа включаемых ириооров,;. и-нии
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вниз o t нулл отмечают тот факт, что заявка з а п а л а  все приборы 
занятыми и встала в очередь.

Основным результатом данной работы является принцип имитацион
ного моделирования с полной памятьв для систем массового обслу
живания и его реализация в виде универсальной программы диспет
чера, кот зл позволяет имитировать весьма разнообразные критерш 
(дисциплины) обслуживания. В целом программа может быть исполь
зована для сравнения дисциплин обслуживания по эффективности. 
Алгоритм диспетчера можно применять при разработке операционных 
систем для многопроцессорных ЦВМ, а  также при автоматизации 
реальных диспетчерских систем.

Л и т е р а т у р а

I .  Лившиц А.Л., Нальц Э.А. Статистическое моделирование систем 
массового обслуживания. “ Сов.радио ,тМ ., 1978.
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ПРИБЛИЖЕННОЕ ПРАВИЛО ЖЯЕТЧШОАЦДО САДАЧ ПРИ 
ПГОГН03Е ПОТЕРЬ НА ОЛЯ 11 ДВА I'M'к ВЯЕРВД

Н.Ю.Марголис

Создание вычислительных центров коллективного пользования, 
когда на группу вичисли'Гелънкх малин поступают задачи от боль
шого числа абонентов,выдвинуло на одно из главных moot пробле
му диспетчеризации в таких системах, т .е .  определения порядка 
обслуживания задач от разных абонентов с учетом их количества, 
требуемого времени рршения, степени срочности и т .д .  Если по -  
ток задач является регулярным!, то к проблеме диспетчеризации 
лучле подходить с точки з регия теории распиоаь„й [ l ] .  Если же 
поток задач подвержен случайным флуктуациям, то проблему луч
ше решать методами теории массового обслуживания.

наиболее изученными системами подооного рода явдяш сд при
оритетные системы [ 2 ,3 ] ,  в которых задачам различных абонентов 
присваиваются различные приоритеты и на ] юние в р е т с я  задача 
абонента с наибольшим приоритетом. Системы с так называемыми 
динамическими приоритетами, ког^а выбор на решение той или и:юй 
задачи зависит от числа задач, поступивших от различных абонен
тов, научены гораздо слабее, тая как их елалигическое решение 
возможно, по-видимому, лишь я случав больших загрузок [ 4 ] .  По
этому возникает проблема приближенного решения задачи диспет
черизации. В данной работе иооледуются алгоритмы диспетчериза
ции для случая одной вычислительной машины о прогнозированием 
потер» не более, чем на два шага вперед.

Списание системы. Имеется одна вычислительная машина, на ко
торую поступает пуасооновокий поток задач интенсивности А . На 
каждой задаче имеются три метки (числам, задающие

I '  декретированный срок решения задачи Т  , т . е .  то время, 
к которому задача должна быть {«иена.

2) приблизительное в!вмя решения задачи 2  , причем считает-



с я  и з в е с т н о й  у с л о в н а я  п л о т н о с т ь  в е р о я т н о с т е й  р (^1 *)  врем ени  

реш ения з а д а ч и  Г  п р и  и з в е с т н о м  2 .
3 )  коэф фициент с  , определяющий п о т е р и , которы е неЪ ет або

н е н т ,  е с л и  з а д а ч а  б у д е т  р е а е н а  п о з я е  д е к р е т и р о в а н н о го  с р о к а  Т  .

Будем с ч и т а т ь ,  ч т о  в  р а ссм а т р и в а е м о й  си сте м е  имеют м е с т о  по

т е р и  д в у х  т и п о в :

а) Е с л и  в  о ч е р е д и  н а х о д я т с я  П  з а д а ч  с  декретированны м и с р о к а 

ми реш ения %  (*  =  t y )  и  коэффициентами C t , то  суммарные п о те р и  к  

м о м ен ту врем ен и  t  с о с т а в я т  в ели чи н у Д'с, u(t-T{)  , гд е

Тем самым в ч и т а е т с я ,  ч то  п о те р и  на ожидание одно.,”; з а д а ч и  про пор

ци ональны  п р о с р о ч к е  врем ени в  ее реш ении .

б )  Е сл и  р е ш а л а сь  Л - а я  зад.' 4 a v т о  н а  переориеь*ац/.ю  маиинк  

н а  р еи ен и е i  - о й  з а д а ч и  необходимо врем я /*, , в  те ч е н и е  к о то р о 

г о  очер ед ь не " д в и ж е т с я " ,  т . е .  з а д а !и  н а  решение не б е р у т с я . В 

ч а с т н о м  с л у ч а е  э т и  п о те р и  м о г у т  и о т с у т с т в о в а т ь ,  т . е .  может с ч и 

т а т ь с я ,  ч т о  t Ki ~ 0 .
Г и с л е т ч е ш з а ц к я  ? а д а ч  с  одинаковым средним  в ш : е н е м  т е ч е н и я . 

П у с т ь  е м о м ен т, к о гд а  машину п о к и д а е т  о чер ед н а я реш енная за д а ч а ^  

в  очер ед и  н а х о д и т с я  з а д а ч  с  д е к р е т и р о в а н н о й  ср о ка м и  реиения  

Т , , . ,7п j Дли п р о сто ты  вы кла д о к с ч и т а е м , ч т о  в  э т о т  момент 

t = 0 ; р е а л ь н о , под , котор ы е ф игурирую т ь дальнейшем , 

с л е д у е т  п о н и м а ть р а з н о с т ь  'П ~ t e , r u e  t„ -  рассматриваеш ь.* мо

м е н т врег/ен и , т . е .  и н т е р в а л  в р е м е н и ,о ст а ь ш и й ся  до д е к р е т « ]о р а н 

н о г о  срс;<а ее решения . Бремя реш ения з а н а ч  распр сд е ле н  j  э к с 

п о н ен ц и ал ьн о  с  пар ам етром  , т . е .  p t z )  -J U е * * , и / и  од и н а

к о в о  д ля в с е х  з а  ;а«

Предположим, jt o  н а  р еш ен и е б у д е т  в з я т а  з г и с ч а  номер i . 

П о д сч и та ем  с р е д н е е  зн а ч е н и е  п о т е р ь  н а  оуидание з а  время решения  

э то й  и с л е д у  очей з а д а ч и , т . е .  п о д с ч и т а е м  пр о гн о зи р уем ы е п о т е р и  

н а  д в а  ш ага в п е р е д . При э т о м  ь /д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  п л о т н о с т ь  в е р о 

я т н о с т е й  р < ь Т ) , г д е  под й Г  п о г а ш а е т с я  р а з н о с т ь  между д е к р е т и 

рованным ерю ком решения з а д а ч и  и  моментом её п о с т у п л е н и я ,  и з 

в е с т н а  и о д и н а к о в а  д ля в с е х  поступаю щ их з а д а ч ,  незлЕисиы о о т  их 

в а ж н о сти .

П у с т ь  T f -  в р см я  реи ени я пер во й  з а д а ч и  и trt -  время решения  

сл е д у п ц е й  з а д а ч и . З а  и н т е р в а л  Т ,  с  в е р о я т н о с т ь ю  (\Х1)'>е ~ к'Ук\ 
п о с т у п и т  еще к  з а . а ч ,  и их моменты п о с т у п л е н и я  г-у^ут ti} . . Д *

С а и н те р в а л  Т г n u c r y i i / T  е к е  пг з а д а ч  с в е р о я т н о с т ь ю  ( - ^ Г е  J/m! 
г нх м с 'о н т ь  иос-.уп-'оьия 6 j r j T  f ,  tm  . I'. моменту Времени



т ,  +тг суммарные п о т е р и  с о с т а в я т  величи ну
Фт

Li s CiJu.(r1-Ti)p(T1)dri *Z.Cj Jfи!г,*т,-Т̂ р(т,)р(хг)с1г̂ гг *
0 J "  •*

1  ^  ct “ fa tJfH&Tjplit i

M c {S e P ^ e ^ ’piT jZC 'Ufz.+b -K -J^puTjptiim jJdbdt^lj.

О тметим, ч г о  в  это м  ьы хатении от i з а в и с я т  лишь д ва первье сл а 

г а е м ы е , а д в а  п о сл е д н и х  от i  не з а в и с я т .  Вы числяя интегралы  и 

д е л я  зн а ч е н и е  п о т е р ь  н а  ср ед н ее время решения одной за д а ч и , ч т о 

бы п о л у ч и т ь  ср е д н и е  п о тер и  в  единицу врем ен и, получим

_ U  V " k  =■ « . • « *  Z  Ч  ( " T j ' - ' X i e - r t )  *  Z  ,

гд е  L -  в е л и ч и н а , не зависящ ая от i  .

л  Т о г д а  п р а ли ло  г  ' o ja  на решение за д а ч и  п о л у ч и тс я  с л е д у к и м :

I; ^  т щ  . П осле несложных п ;е о О ]а зо и а н и й  оно п р и н к г а е т  вид

= > п н и  ,

ч т о  и о п р ед е л я е т номер той за д а ч и , которую  с л е д у е т  в з я т ь  л г л  ] е -  

ш еки я.

Зам ети м , ч то  д л я  з а ^ а ч , у k o t o j k x  Ti<0 , т . е .  для зад ач с  

про сроченны м  ср око м  реш ения, с л е д у е т  п и л а г а т ь  77 =  О  .
. ^ с п е т ч е !  п з а ш и  заг,ач с  газ;.и,- с т е с ним в д е н е м  решения 

(п р и  щ о г н о з е  i io r e j-ь на о ’:ии ш а г ).

П у с т ь  на naxo,,-iu.:i ся  в очереди п  з а д а ч а х  и м еется их д ек1 е т и -  

I .ч а н н ы е  с * о к :' ^е е к ш  Т; , орион зпровочн ке врем ена решения 2,- 

и коэффициенты в а -ш е о ти  C t .

^ сл и  в з я т ь  на ре ние t -у ю  з а / а ч у ,  то о ка  б у д е т реы а ться  

время Т  , р а сп р е д е л е н н о е  с  п л о тн о сть ю  в е р о я т н о с т е й  р е г / г . ) .

З а  э т о  время с  в е р о я т н о с т ь ю  № Т е ~ Хг/ к !  при д ут еще к  за д а ч ,  

щ и ч е м  их моменты п о с т у п л е н и я  буд ут . Т о гд а  сумм ар

ные п о т е р и  з а  время решения t - о й  за д а ч и  с о с т а в я т  величину

л ~
Li ~/E.CjJu(r-Tj)p(Tlz,)clT + (l)

j " 1 j> K
+ Me I  £  ] l̂ r e^ c*u (i -t s-&Tt)p(ts\К'Г)р(Л71)p(rji,)dtseltcta%J ,

Г IP M e  о з н а ч а е т  у с ] е д н е г и е  по коэффициенту ва?;ности  С . Ь ы ч ис-  

. \ r ;  ьходгц;,,'' c w ia  па г с г ;  а л . .  Обозначим
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J u <r ~Tj )р ( х I = J ( j - T j ) p ( T ц , ) d f = Q ( T j  ? , )  .

Рассмотрим подробнее^ второе слагаемое. Как известно, дня пуас- 
соновсиого потока при фиксированном т  ы К  величины 
распределены равномерно

р ( % , . . . , Ъ  > * , * ) =  с  .

Используя тот факт, что

J...Jef*t~.c/xm = ( 4 -а ) /п !  f
а* ш,<... л,< в

i s  условия нормировки получаем

/><*,. • Л  » * , « ) =  Л / т " .

Теперь можно найти р № % 1 т, * )

p t t i ! * .* ) *  / • • • /  J ... J  c t U . - d l '  =

. j d t Z t & f * .
T* {stfj! (iF3w

Поэтому второе слагаемое в ( I )  в предположении, что f ( и &Tt  
независимы, примет вид
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*  £ j x ‘e ' up<TI*:)dT£ .  ! 1 и (т ~ * 'л Т ) ( ^ т ^ ~ у  M p (iJ )d

Переставляя месттми ряды, получим 

£  ,« ^  к*-Чс-*Г* _ ^  A « - V t T *
£  * t4 ,  “ ^ - o r “

.  X e Ux- * ' Z ^ =  x e .*
S*o

■ второе слагаемое в выражении ддягД- принимает вид 

с Х  j p t e h  'o t r J p U T ) d A T f u ( t - t - s T ) o l t ,
в  О О

Переставляя местами интегралы, получим 

J f> M * i)d tJ u {T ~ t-* T )c ft  =J d tJ u ir - t -& T )p (T js t i )d T  а

mj Q ( * *лТг я ) Л  =■ (т-лТ)p f x j ^ d r  >
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и о к о н ч а т е л ь н о

/ t- -  Y .C j Q i T j ^ J  * сХ  J fo f t+ s iT 2 t)p(&T)dtd&T_

Средние потери d единицу времени составят величину

L; -  -  щ  £ c jQ (-r ; ,Z i)  + §т- J J q (++&t, * c) p ( t J ) d t d J •

Номер задачи, которая должна быть взята на решение, следует вы
бирать из условия Ll z > m in  .

рассмотрим некоторые частные случаи этой формулы .
- M i T

1) Пусть /><*/*»;=/'.•<’ , где /* ,* ✓ /* ; .  Тогда

Q(r,*i) = J(T-ry'i*'/i‘*lr = ,

fQ tt+ & T ,z i ) d t r j r. f e ' /U i(tt*r)d i  ® е , ^ АТ/ / ' *
О О '

и правило выбора задачи на решение принимает вид 

J e /t,&rp (& T )d & T  = ? >  / ж  г .

 ̂ ' О
Заметим, что стоящий сщ ава интеграл есть не что иное, как 

преобразование Лапласа от плотности вероятностей JD(a T) ,

2) Пусть p(rlsti) в  , т .е .  время решения задачи
распределено по нормальному закону со средним зн« гением Х-с и 
дисперсией <5"г . Тогда «

г д .  ' Ф ( * )  = 4 а г £ * * *  •'

f Q ( t + A T , x ) d t  = J fx - ь Т ) =
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Предположение о независимости стоимостных коэффициентов 

от директивных сроков не всегда имеет место. В этим случае 
можно веоь поток задач раебить на  подпотоки интенсивностями Л( , 
t - ^ K  , причем каждый подпоток имеет фиксированный стоимостной 
коэффициент^ и плотность вероятностей р г (дТ)  . Тогда выра
жение для Li  принимает вжд
^ Ц V «40

i i  я Л  j j & ( ) р г ( &Ь d t d * т .

Правило выбора задачи^сохраняет свой вид \ = ^m in  , теперь мо
жет быть выписано и I,- ; оно здесь не приводится и з-за  громозд
кости.

Диспетчесизапия задач с разным тедни м  временем геления с
учетом потерь на деьеключенве.

Пусть переключение малины с  решения К -  й задачи на реиение
t  -  й задачи заш мает время ; тогда,если после окончания

решения к  -  л задачи мы возьмем на ре.ение i  -  ю задачу, то
суммарные потери за  время её решения составят величину 

* г
“  Z cj J и ( т* t * i : *■

* Me I  £  j °^LT*p-^  e  ^ p f e j x i f e t r J -tt -aZ) •

• <//s p(& Ts)</ A Ts .

Теперь

Ju(r*t„;-Tj)p(tr/t;)dt -Q(Tj- tKi/ ii).

Производя во b to ' тм слагаем' ' преобразования, янгиюгичлье 
тем, которые би,~» сделаны ши»., приведем второе '.латаемое к 
ВИДУ _  „ г

сЛ Jf»(Tl*iXfrfp(*f)d*rju(T+tt'L-t-A7)dT

и поэтому суммарные среднее оогерж за  время решения г -ой  зада
чи составят величину

Li =ZcjQ(T-ttu,Xi)+dA jfQ ( t * . ) p ( A T ) d a T d t , 

и вдавило выбора задачи на решение принимает вид

] r ,cj Q l TJ  tK; > т } П •



В частном случае p ( r l 3 {) * / t i e~*eT , и : ч / Х(, это щ-авило 
принимает вид

Диспетчеризация задач с сазнку средним временем решения з р и  

пгогнозе потерь на два шага.
Более точное правило вьбора задач на решение получается при 

прогнозе потерь на два шага вперед.
Пусть по-претнему задачи, находящиеся в очереди^имеют разное 

среднее В1емя решения и ^  =0 .
Предлагается прогнозировать потери ьа два Lara вперед, но де

лать это ;:а каждом шаге. Таким образом, на каждом шаге будет ре
шаться вопрос о выборе на решение двух из имеющееся в очереди 
задач с номерами > и j  , но реально браться на ре.иение будет 
лишь задача с номером t , так как на следу ищем шаге правило вы- 
Оора на обслуживание будет корректироваться с учетом, поступив
ших задач.

В этом случае суммарные средние потери L y  за  суммарное вре
мя решения обеих задач составят величину

L i j  " + £ C *fu (т,*Ti -TJ)p(xi )ii)p(T1jij)dtt dtt +

+ Me { Г  / * - ~ T ^ e ' U' ' 'Xi)p (^ \ i^ p (T 1ii>J) T c s u(T,+T1- t 1-&£) •
0

• p a i lK,r*Xl )p(ATi )£fr,cir2c/ts ^ A Z  .

Вводя обозначение

Щ Т>г Ч ^ ) =Л  (W -V P (r , /2 i)P C r* l* )< fr ,Jc t  , 
приведем Ц у  к виду

L .  = с, О С П .^+Т с 'О гС Гк ,* , * , ) +
J

-  90 -

г  Л j j Q i ^ + b T . X i , * } ) р1&Т)с1лТ d t
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Средше потери в единицу времени составят реличину

Т у  -  L4

и поэ'ому правгло вьбора задачи на решение будет определяться 
правилом Г(> '*}'* .

Рассмотрим частные случаи.

I )  p f  /gj»yt/<?v “r  , г д е i/ж . Тогда

v “<r<'/Vr*

Q(T,i) = e '^ /S

Q; (T, 2 „  ij) =Jf(r,+Tz -T)e "  / у у  d.Tfdxt . 

Вычисляя интегралы, получим

/ « , f t Ч * < Л ) ^  [ % е ^  J-

Так как в этом случае = *//4 **//tj . то

A W  ^

« h r a W ^ ’-Xw*»].
где -  преобразование Лапласа от р (л Т )  . 
Если ’ т0 у приобретает вид

2) р(т!ж)* €  / d \ / z x  . Тогда Q lT ,*)  выражается формулой
(2 ). Так как сумма нормальных случайных величин есть т а х т  нормаль
ная случ&Ячан величина, го

а ,(г>*я>  • / # '  < ж‘ “ г т) Н ' ^ )  ■
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Тогда величина L y  примет вид г

1 с' \ Ш е Т̂ т  *
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ИЕРАРХИЧЕСКИЙ ИРШ В ПРИОРИТЕТНЫХ ШО 
С ФОШИРОВАЖЕМ ОЧЕРВДЕЯ

А. А. Наваров

Введение.  Рассмотрим однолинейную СМО с ожиданием и двумя про
стейшими входящими потоками требований с параметрами А ,  и / г  . 
Требования t - г о  потока имеют ^е^ррентное время обслуживания со 
средним & < и вторым моментом / ,  . Перед обслуживающим при
бором имеется два бункера с бесконечным числом мест для ожидания 
в каждом. Потов с номером i долю X i  (0  ^  sc, с  1) своих 
т р еб о в атй  направляет в первый бункер, а остальные 1 -  х ,  во 
второй. Распределение проивводится по биномиальной схеме, так что 
равделенные потоки остаются простейшими.

Прибор осуществляет приоритетное обслуживание, предоставляя 
более высокий приоритет требованиям либо иэ первого, либо 18 вто
рого бункера.

Обслуживавший прибор стремится произвести оптимальное ни наче
т е  приоритета, минимизирующего среднее время ожидания каждого 
ив всех требований в очереди.

Поток с номером t  стремится выбрать оптимальное вначэние со
ответствующей ему доди 2*( , минимизирующей среднее epeMJ ожида
ния каждого своего требования.

Еудем предполагать, что обслуживающий прибор обладает преиму
ществом перед потопн и, выраженным в том, что он кая качает приори
теты, ан&я а качения X /  и ОС t  . Каждый же поток, вная сзои доли 
требований, распределяемых по равличшм бункерам, не внает долей, 
навначаемых другим потоком. Но потокам невест но правило вьбора оп
тимального приоритета обслуживающим прибором.

Рассматриваемую игру естественно исследовать методами тэории 
иерархических игр трех игроков [ 1 ]  .

Ниже будет покаеанэ, что рассматриваемая игра сводится < неан
тагонистической непрерывной на единичном квадрате игре дву* лиц с
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противоположными интересами.
Доказано, что в полученной игре ситуацию равновесия составляют 

оптимальные смешанные минимаксные стратегии, вид которых найден.
Зокавано, что испольвование кооперативных стратегий в рассмат

риваемой игре не целесообразно, так как кх применение не уменьша
ет вначешй целевых функций.

1. Вычисление целевых функций

Целевые функции обслуживающего прибора и < -г о  потока обо- 
виачиы L ,  ( Т , , х г ,  /  ) ,  L  * ( Т ,  , х ,  ,  /  ) ,  где /  может 
□ реп  мать лишь два а качения 1 либо 2 ,  в соответствии с номером 
бункера, требованиям которого предоставлен обслуживающим прибором 
более высокий приоритет.

При г&данных X ,  t  x t  ,  /  вначением L »  является среднее 
время о тдан и я  в очереди каждого требования обоих потоков, а зна
чением i  t  -  среднее время ожядашя в очереди каждого требова
ния £ - г о  потока. Очевидно

L i ( X , , X ,  , / J  = H f ,  * ( / - * с ) Я / г .

где  Д  -  время ожидания требования в /  -  м бункере в стацио
нарном режиме функционирования 010 при фиксированных вначениях
X f, Т  г , /  . Целюая функция обслуживавшего приборе имеет виц

L . ( x , .  x , . J ) .  т ^ _ .  L , { x , . T , J b ^ j r r i . , ( T , . T , , J ) .

Как вевестно [ 2 ]  , для миниы»вации L ,  (3% >г г  • /  ) по /  
при фиксировантх X ,  ,  X t  более вжокий приоритет обсдуживаю- 
ций прибор должен предоставлять требованиям их того,бункера, сред
нее вреия обслуживании которых меныве. Так как в пзрвый бункер 
поступает простеавий поток требований е параметром/t X ,  * T j  , 
то  ар«ш  обслуживания *гих требовам й рекуррентное во средним и 
вторш  иомеягом вида

f l i X f G ,  + * f lg  3fj Sg
A f T t + f l j T g  / /■ * /  * T f

Аналогична для требований второго бункера шеем параметр
/ } ( *  Х г ) , а среднее и второй момент времеш обсдужи-
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ваш я равны

ц,(/-х,)а, * Лг(/-тг)аг  ̂ Ъ<у >6< * At** 6г
’ Л г х *  ■>■ я г х г

Не нарушая общности, можно считать, что а г > а '  ,  тогда

г ,  Х < а .  '  / г Х г У г  . y - i ( 1 ' X i ) ( l f  *  Я г ( < - ? 2 ) < 2 г  
ArXi + ?.tx2 £,(/-xjt /г (i-xt)

при L x >\  При х г  > x ,  выполняется обратное строгое неравен- 
ство и npi X t  =гХ,  выполнено равенство срвцнеговремеш обслужи
вания. ТаюЫ обравом, оптимальное / *  правило назначен!'-' приор* 
твтов имеет вид

Найдем вначения L i ( X i , X i )  ■ Z* ( , x i , \ f  )• Если ^  ■ 1,
то, как следует ив
Найдем вначения L i { .  
то, как следует ив

Z ( / - А з ^ ^ г )

A t  &1 *  Я г  8 г

Обо* начни / ,< 2  ,«£V , тогда



Учитывая ( 1 ) ,  можно записать, что
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если осг  с  х ,  

<2 )

если X s  > х ,  .

Так как при X, ~ Х 2 ,  L t ( 2 ,  ,Xt ) • С ,  то в (2) строгое не
равенство следует в вменить на нестрогое.

2 . Определение оптимальных стратегий потоков

Таким обравом, иерархическая игра трех игроков сведена к не
прерывной на единичном квадрате игре двух лиц с релевОД функция
ми вида (2 ) .  Так как L , ( x , , r t )*- l i (xttjeJ)  ф c o n s t  ,  то получен
ная игра не является Антагонистической, но при C t  + /> i)
имеем

C < L < ( x i y x t ) +  С3 L t  ( * t t г , ) * С  , (3)

следовательно, рассматриваемая игра является игрой двух лиц о про» 
тивоподоиншн интересами [ 1 ] .  Обовначим

Е ,  ( P .  G )  - / /  L  t ( X , , X , )  c t F ( X f)  a  G ( X t ) , 

где Р  , G  -  функции раопрецк-.ения, такие, что Р Ш  » G ( ° )  -  О  , 
F O )  • ( * ( / )  ж /  .

Дадим оледуицие определения. #
Определена 1. Будем говорить, что & ' ( х г ) обр*-

в уют, с ад лову* точку а клаосе е м м а н м а  стратегий функции 
L 4 ( X i , X t )  ,  к о  V F ,  С  амоолнеш два неравенства

е ,(р;, о ) * с : ) <.£,(?, с:). («

0 П » « И » »  г .  ЦГДШ говорить, что Pt (х<), 
в илиоо* омеинних стратегий образуют седловую точку ^унктии 
L t (3-'t. %t) , еоди У F , С  выполнены два неравенства
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смешанных стратегий образуют ситуацию равновесия функций

Докажем три утверждения.
Теорема 1. Если Л , ( х / , ' ' • ? )  и L 2 ( х ,  , x t ' непрерывные 

функции на едишчном квадрате и существуют такие константы С,>С 
Сг >0 , что выполнено (8 ) ,  то сецговые точки <|ункций 
L ,  ( х ,  , х 3 ) и L t  { х ,  , х г ) совпадают.

Доказательство.
Из (3) следует, что

Так как L,  ( х ,  , Х г ) ,  С г ( х ,  , x t  ) непрерывны, то по основ
ной теорем непрерывных игр Г 3 ] д л я  ■ Lt  сущеотвуют
седловке точки.

Пусть выполнено ( 4 ) ,  тогда, испольвуя ( 7 ) ,  неравенства (4) 
можно переписать в вице

(б)
£ , ( г , а ) .

с , Е , ( к е )  ’■ c , e , ( r . a ) t c ,

тогда

(7)

E , ( F , G ) . C - C' £ ' a - a ) (8)

С  - С г Е, (F,\ С )  С - с ,  £ г(гл С ? )  , С - С * £ г (f. С ,') 

С, ~ C f  Ct

откуда имеем

£, (f;. g) »  е2 (г/, а;) *  е,(f , а:).
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т . в. (5) выполняется для F  * , С Т  ,  следовательно, сецловая 
точка функции L ,  ( х , .  , х * ) является одновременно ■ сецловой 
точкой функции

Пусть выполнено ( 5 ) ,  тогда испольвуя ( 8 ) ,  неравенство (5) мож
но переписать в виде

с - С ' Е ' С г . й ? ) ,  с - е > £ , ( Р г \  а / ;  C - C , £ , ( r > \ G )  ,
Сг С, ~ . ct

откуда имеем

£ ,  ( к  О  *  £ , ( у. \  О '  £\ ( г* \  а ) ,

т .е .  (4) выполняется для Рг > G /  ( следовательно, сецлоэая точ
ка функции L 3 ( X ,  , ? ) )  является одновременно и сецловой точкой 
функции L ,  { х ,  , х г ) .

Теорема 2 . Если L ,  { Х г  , х г ) ,  L t  { x , , x t ) непрерывные 
функции на единичном квадрате и существуют такие константы С,  ? O t 
С2 > О , что выполнено ( 3 ) ,  то сецловая точка ( / V  , £  * ) 

функции ( x f t £ f  ) образует ситуацию равновесия для функций
L t  (*» , х ,  ) ,  Ьг ( X , , ) .
Доказательство. «

/ Г  #  -  РИа т .1  следует, что (4) я  (5) выполняются при г * '
= С х *  * но в атом случае правые части неоавенств (4) в (5) 

обрадуют систецу неравенств ( 6 ) ,  следовательно, £ * *  ,  
является ситуацией равновесия для Функций Ь  / ( х ,  , * г  ) и

L  j  ( X f , X  j  ) ,
Теорема 3. Вели L ,  { X ,  t x 2 ) t  L 2 ( х ,  t x 2 ) непрерывные 

Функции на единичном квадрате и существуют такие константы •' 0  ,
С г  > О , что выполнено ( 3 ) ,  то кооперативное решение 1 .4]

игры двух лиц с платежными функциями L ,  ( X ,  , x 2 ) t  L г ( х ,  , x t  ) 
состоит ив единственной точки, соответствующей сецловой точке 
( f t  '  , d  /  ) функции L  ,  ( х ,  , х г  ) .

Докааательство.
В сиду (3) об pas единичного квадрата о -  х < £  I ,  0  ^  х г ±  1 

представляет собой отревок R  пряг й ин ии о уравнением

CtL, *CS L 2 = С . (Ф)
Следовательно, обрав Я  всех кооперативных смешанных стратегий

совпадает с ^ . Так кяк Г,  > О , С }  > О  , то оптималь
ное множество napt'To 147 совпацает со всем множеством % .
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тимадьного множества Парето, для которых одновременно выполняется 
неравенства:

где  L i  , L l  -  вначении фикций L , ( x , t X j ) ,  L t { x i , x t )  
в оедловых точках. Так как по теореме [ 1 ]  с ад лов ые точки совпа
дают, то L *  . ,  L l  удовлетворяют уравнежю ( 9 ) .  В самом деле, 
проинтегрируем по фгнкциям F .  ( x t ) ,  G  * ( г * )  праву» и ле
вую части ( 9 ) ,  будем иметь

Так как в силу (10) каждое влагаемое в етом равенстве не положи
тельно, то «в того» что С,  > 0  , олацует L t ^ L *  , а ив того, 
что Сг  > 0  , следует L t  • Таким обравом, совокупность
точек оптимального множества Парето, удовлетворяющих неравенст
вам (10) ,  состоит кв единственной точки ( L *  ,  L l  ) ,  являющейся 
обравом садковой точки функции L , ( , х г ) .

Ив сформулированных теорем вытекает, что для рассматриваемой 
игры целесообразно оптимальными наввать такие омепанние страте
гии F  * ( х , ) ,  &  * ( х г  ) t  которые образуют седловую точку
функции L  (5?, , * , ) »  L ,  ( * , , * , ) .

В исходной игре, как олецует ив (2) ,

(10)

С, L*. + С, l \ - С . (И)

Ив (9) почленно вычтем (1 1 ), получим

C , ( L , - L l )  + Ct ( L t  - L l )  -  О

f
/ - ( Л если х г i,  Я*

L(.г, .

С f~(A еоля x t  >  x , '

4

S. Вычисление оптимальных стратегий потоков



Таким обрааом, для того , чтобы найти оптимальные стратегии 
f *  (Ж , ) ,  Се* (J?, ) потоков, достаточно определить с вц лову о 

точку функции L  (Д-I , x t ) .
Пуоть * ( я * ) -  оптимальная стратегия второго потока. Так. 

как
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д К * ' > х , )
< dx t

^  0 , « с и  гг г ^  х ,

>  0, если Х г > х ,

к d * L ( x t , x t ) / д х , *  О , то L  , х г )  для любого я*» 
вогнута, следователь но,

V(X.) -  L (Л,, i) ,

но так как L  (0 ,1 )  ^  L  ( 1 ,1 ) ,  то /  (0) < ^  ( 1 ) ,  что
противоречит допущению. Таким обраеом, V  (0 ) » ?  (1) и

/ г 7 * , ;  = ^  Uо(*<) + (/- V, (х,) .

Так как У  ^ > /; . тоd * L ( / . X t )
   j  У 0 у  з— j  > и

д  х \  д х \
1

$ U , X t ) =  /  L ( X , . X t )  c ( F * ( X t )

строго вогцута, тогда

'f(* о), в е й  у и о ) г  $(*,I)

gh о) • у Ы. О , $ и. о) (и. 1)

если Э ( ' . О )  > # * ■ * ) .

Следователь но,

если < j(J .0 )  L g u . i )  

если g ( * . o ) * f ( * , t )  

• е л .  9« . 0) > $ С * . И -
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1) Доцусткм д  ы  ,  0) < $  ( и  ,  1 ) , тогда <74 ( Т г ) т 
У »  ( х г ) >  следовательно,

Ч > (Х<) • L ( S B 1 , 0 ) ,  

что  противоречит условие V  (0) -  У  ( 1 ) .
2 )  Доадгсмм £  ( o i  ,  0) > j?  ( «<■ , 1 ) , тогда 

следовательно, V  ( X , )  -  L  { Х <  , 1) ,  что противоречит 
условию Ф  (0 ) ■ V  ( 1) .  Таким обравом,

$ ( * , 0 )  = £ Ы . 1 )

G  ( X j )  —J &  Уо ( Х % )  * (  1  - J b )  ^ i ( X g )  .

Так как $  (<* ,  0) -  <j {<* , 1 ) ,  то
/

¥ ( Х , )  = J l ( x , , x . )  d G ' i X t )
О

также вогцута, тогда

f m ,  веля * ( t » ' - v < o

п и л  J  4 > ( X ' ) c L F ( x , h  < W o )  = W i ) ,  если 4>(d)  = W O

если У ( о )

Следовательно,

f  % ( x j , есль У  (О) l . i f f ! )

F ( X t)  1  j 7 , ( r t ) * ( / - u ) Z ( * , ) .  еелк t f D )  -- ? ( * )

)  V t ( X t) ,  если Ш  > V O ) ,

I  0 ,  если X  4= С  

гд е  С& № t )  ~ j 0  4? a t 4? I .
(. 1 , если X  > С ,

1) Догустпм V7 (0 ) * f  ( 1 ) ,  тогда F  *(•*’ /) -  
!Ув ( Я \ ) ,  следовательно,
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f
J  L(xt. x , )  et F'(x,) = L(O.JCt).
0

T » e  mam , ( O, J O f  )

'  ” *  ~rsr; 0,’°

f  Ц 0 ,х г)с1С(Хл)*ио.о),  
i

T* *• &  *(X i) - 3 , ( х г )  » следовательно,

* ( * . )  * л  z>;

Но так как £, (0 ,0 )  > L  ( 1 ,0 ) ,  то ^ ( 0 ) >  ^  ( l ) ,
что противоречат допущению.

2) Допустим «Г (0) > ^ (1 ) ,  тогда /*  ) .  7  ( * , ч
следовательно,

♦
J  £ t o .  * *  J  dP '(*,) = /  г / .

Т е г  г о »  . d b  (* •  -?>)как  ,  0  # то

тлх § L ( t . * i )d C t (x * ) * L ( i , l ) ,
т .е .  С  ( X , )  * , следовательно,

*L L (о. о) * ( i - j )L  ( 1,0)  с UL (о. I )  + ( i - j ) L  (У. 1J,
откуда

и s Ld.D -  К i.o)____________j_

L(d.0)> L ( i , D -  L ( i , o )  - L ( o . l )  2
Так как / ( 0 ) .  ^ ( 1 ) ,  то

f iL (M )+ ( i -J b )L lo . l )  =J iL (/ .o) + ( l  -j&)l(j. / ) ,

отщуца
A -  LU. t )  - Lto.1) _______  s .J_ .

L ( ' -  O) * L ( i J ) - L ( i .D )  - L (O J )  2

Т аи м  обраюм, оптимальные стратегии первого к второго потоков 
равны

F  Ух,) = -у- 7 . л * .;  ♦ ^  7, t o ; ,

£ ‘ г ,  * / 7 ,  (**)■
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Интерпретация постановки задачи и 
полученного решения

Рассмотренная СМО возникла как простейшая модель вычислитель
ного центра, которым пользуется две группы программистов. Здесь 
входящими стоками являются потоки программ, обслуживающим прибо
ром -  вычислительная мачива. Приоритетное правило просчета прог
рамм довольно часто используется на вычислительных центрах.

Естественно-выбрены и целевые ^нкции как среднее время ожида
ния в очереди.

Очевидно, что вычислительный центр имеет некоторое преимущест
во перед потоками, так как он может фиксировать и моменты поступ
ления программ и продолжительность их счета на машине, по&тому 
естественно считать, что обслуживающему прибору известны доли 
и ОСр требований, назначаемых потоками.

Получающаяся противоположность интересов групп программистов 
делает излишней их кооперацию, в частности, сообщение друг другу 
значений выбираемых долей Jt?t- .

Найденное решение показывает, что каждая из групп программис
тов с вероятностью 1/2 все свои требования направляет в первый 
бункер и с вероятностью 1/2 -  во второй. В этом сдучае с вероят
ностью 1/2 (когда складываются ситуации (0 ,0 ) (1 ,1 ) )  продолжи
тельность задержки программ в очереди у  первой и второй групп со
впадают и фактически осуществляется прямой порядок обслуживания 
всех поступающих поограмм. С вероятностью 1/2 (когда складывают
ся ситуации (1 ,0 ) (0 ,1 ))  все программы первой группы программис
тов обслуживаются как приоритетные, а для второй группы все прог
раммы не приоритетные. Существенное преимущество первой группы 
возникло благодаря предположение о том, что Я, г , т .е .
среднее время счета програм< второй группы программеров больше, 
чем для первой.
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НАХладкнив СПТМШЬВОГО УПРАВШИЯ В CUO 
ПРИ ИШД1ИХ ЗАГРУЗКАХ ЫКГОДСИ ПОГРАШЧШГО СЛОЯ

А. А. Назаров, В.А,Чекменев

В в е д ете . Как иввестно [ 1,2] ,  нахокдеме оптимальных управл е- 
tfift, вависящих от ооотояний в оистемах кассового обслуживания, 
представляв*, значительные трудности и осуществляется,главный об- 
разом, численными методами [ з ]  , реализуемыми лишь при существен
ных ограничениях на множество состояний. Бели множество состояний 
неограничен, то в зависимости от величины вагрувки системы имеет 
смысл рассмотрение двух подходов для анализа и оптимального управ
ления такими СМО. При мадьй вагрувке ограничения на множество со
стояний приводят к незначительна! погрешностям то сравнению с CUO 
бее ограничений, гюэтому возможно использование численных mi-тодов. 
При большой вагрувке обслуживающих приборов и неограниченное мно
жестве состояний весьма перспективным направлением анализа и опти
мального управ л е т я  такими сиотемами является асимптотическая ап
проксимация дискретных марковских процессов процессами с непрерыв
ными компонентами, описывающих изменение во времыи состоя дай со
ответствующих QiO £4 , 6 j . Тако приближение возможно, лишь когда 
вагруяка системы р  близка к единице. Испольвуя этот подход в ffij, 
удалось найти асимптотическую при р-* 1 плотность распределения 
нормированного соответствующим образом числа требований в некото
рых управляемых о с т  мах массового обслуживания, таких как СМО с 
форшрованием очередей и систем! с динамическими приоритетам!. 
Показано, что распраделете вырождено и имеет вид дельта-функции 
вдоль границы изменения значении управления.

При ивучешги реальных объектов [б] , модели которых можно опи
сывать подобными системами массового обслуживании, естественно пред
ставляет интерес вид вависимости характеристик СМО от малого пара
метра обозначаемого 6  .

Ниже показано, что искомая плотность распределения имеет погра- 
ничшй експовенциалъно убывающий слой вдоль кривой разрыва акаче-



ний управления. Подученную плотность распределения будем навивать 
пограничной. Ис по льву я найденную плотность распределения, опреде
лено ( о точностью до бесконечно малой 1~р  ) оптимальное управ- 
л е ш е  как для СМО с формированием очередей, так и для систем с 
динамическими приоритетами.

S 1. Нахождение оптимального правила назначения 
динамических приоритетов

Постановка задачи
Рассмотрим однолинейную СМО с динамическими приоритетами, ка 

вход которой поступают два пото 'а  требований с параметрами , 
Ла • Интенсивность обслуживания требований первого потока рав

на _/UL , а  тербований второго потока равна . В атом случае
загрузка  системы р  определяется как p~riilfllL * At/,Ut • 
Будем предполагать, что 1 - р > 0  • Состояние системы определяет
ся  вектором ( I  , j  , I/ ) ,  где  [) •  1 или 2 в вависимости от типа 
требований на обслуживание. В момент окончания обслуживания прави
ло выбора требования, на прибор в состоянии ( [  ,j , \) ) определяет
с я  величиной Ь (  L , J ) -  условной вероятностью того , что на при
бор необходимо поставить требование первого типа при условии, что 
система находится в состояни ( I , J  , U ) .  Будем рассматривать ди
намические приоритеты вида

5(1 j>
1, е 'ч и  i > j / ,  Ь ) ,  j <А ( I ' ! (*)) ' ,  

О, если ,

(1.1)

гд е  граница изменения значения Ъ{ i , j  ) определяется в парамет
рическом виде i. -jUifil), > Д”  неотрица
тельных значений параметра g  .

Качество функциотрования системы оценим функционалом

L  = /1  (1*2 -
где  G  ( i  , j  , V ) -  интерпретируется как величина штрафа от пре
бывания 0*0 в состоянии ( I , j  ,  1/ ) в течении единицы времени, а



-  символ математического ожидания по стационарному распре
делению р  (£  , j  ,  У ) ,  которое вависит от управления j  (К ) .  
Булем предполагать, что выполнены условия существования стацио
нарного режима. Необходимо найти такие /  ( К ) * при которых 
( 1.2Л принимает минимальное вначение.

Асимптотическая аппроксимация
Для решения поставленной еадачи рассмотрим асимптотическую 

аппроксимацию дискретного марковского процесса 
процессом с непрерывными компонентами
при £ - * О _ . Построим уравнения для стационарного распределе
ния Р  ( I ,  j  , Ч ) процесса {
Для V  •  1 имеем

* Щыл+/Ия M  P(it0 4 'i,j(t)=jj(in)-5(̂ .j) + { l - к  +

тогда

( A . f  A  * A )  i ) = ^ P fH . j i )  * f k  & ‘4 j

j A y j t f t K i J )  ^

Для // .  2 аналогично имеем

«■ 4  &tp(4i)4.jU)‘j i № i )  rt- ntP{lb)4,JH)‘J * l .M  --I) •

* 4 s j i i ) b t ) P (L (0  mi. №  *J,

отспда

,j.2)uPiu-ul ‘APa,ra> (i -

.  (1#4)

Аналогично [7| перейдем от дискретного р а с п р е д е л е н ™ . 
к непрерывному Р  ( 1 , ' j  ,  I/ ) ,  для которого уравнения ( 1 .3 ) ,
(1 .4 )  примут вид:



при 5  ( Л , if ) « 1

-  П 6  -

- j u P i x . 'y D - O  ;

ар* 'Ь ( % , у  ) ■ О

- Ж  Р ( г . у , 1 )  - О -

Система ( 1 .5 ) ,  (1 .6 ) является скот шов дифференциальных уравне
ний в частных производных второго ш рядка, ранение которой

P l x .y A ) ,  P i x . y . i )  определено в первой четверти пяоо- 
костя Х , у .  .

Особенностью «той системы является налитое малого параметра 
при старцшх проявводних я рае рыв ковффици вигов вдоль кривой

выданной параметрически о параметром / >  О  , 
опрецелявцей дивашческий приоритет Ь (X,у ) в расоматрииае- 
мом асимптотическом варианте.

Ур<шнэюя с малш параметром оря старшей ароявводной встреч*- 
ютоя в гидродинашке при ошоашга пограшчмого слоя. Шже термин 
"пограничный слой” ясполмуется нами для обоеначеняя метода р в е 
ния оистем вяда ( 1 ,5 ) ,  (1 .6 ) ваключаищийоЯ в переходе к новой,
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специальный образом выбранной, оистш е координат и преобравова- 
ншо дифференциальных уравнений в частных проивводных (1 .5 ) ,( 1 .6 )  
в обыкновенные дифференциальные уравнения.

Метод пограничного слоя
Для решения систем уравнений ( 1 .5 ) ,  (1 .6 )  воспольвуемся мето

дом пограичвого  слоя, дхя этого в области {(г,у ): j
перейдем к новой системе коорцинат к., J L - J h  f w  , где

t *  ± - j i  ,  jUx Jllt ^ ь

Обовначим . Тогда для функ
ций f f i W .D  ,  f f t H . t )  с точность» до бесконечно малых по
рядка будем ж т е ь  систему дифференциальных уравнений

где испольвовано асимптотическое р а в е н с т в о . Очевидно, 
что полученные уравнения являютоя обыкновенными дифференциальншп 
уравнениями по переменной t  о посгояннмш ко*ффифентами.

Решение подученных систем обыкновенных дифференциальных уравнений 
с постоянным по i  коэффициентами не представляет труда, поет ому, 
чтобы не вагромождать изложение, ограничимся случаем j U i ' J U f - j V  .

В w on случае обоеначм ,  для кото
рой системы (1 .7 )  и (1 .8 )  примут вид.

Для области S' ( X  ,  у  ) т 1
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а для области S ( X , у. ) . О

Репеш е которых J l t . i ' i . i )  и J c i v ’. t )  получим в виде

где

Произвольные функции Li  , Lx , (/; , су найдем ив дополнитель
ных условий:

1. % W . t )  — * 0  при t  ' в ®
2 . f o  (<f, t ) — * 0  при f  — -  _
3. #o(V; 0 ) =%( <f , 0 )  , условие непрерывности функции ' J I ( t t )  на

ва стоит расп ределен а о уймы х +& 0 , а оправа асимптотическая
плотность одномерного дискретного марковского процесса

Из первого и второго у сп в и й  подучим, что $ * >  = с'й'*) ‘  С  #
«в третьего , что С ? ' * ? "  = С<*> . Испольеуя последнее равенст
во , будш  иметь

Таким обравом, пограничная плотность рвспрец п л е т я  для состоя
ний сястемр с динамическими приоритетами имеет вид

Оптимальное назначение динамических приоритетов 
В условиях большой вещруяки качество функционирования QJ0 мо*- 

но оценить функционалом

границе.
Четвертое условие вапивем в вице
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Lto)=f j H * - i i ) ' T ( x . y ) J x t i y t (1 .Ю )
ГД« /ЧЛ,»Г{?(£ .})

Представим интеграл (1.10) в вице суммы двух интегралов по о б -
ластям [ (x ,i / ) : jc .< ju h .v ) ,p y u (^ - i^ > ) l ,  \ ( х , у ) .  Х 7  j V - U v ' ) ,  i t VJj

и,додав аамвцу /»  Х ^ Л : £ш . в первом

интеграле и ^  во втором с точность» до бесконечно
малых порядка с  ,  подучим

l w ' Ф У ^ Li1;u)
_ мг/ЬЫ-Н**) #
Рассмотрим Зунхцров&л вида 9

L  ( * И 1 й  f o > ) + б Н ( г м М ] d /о '
и вагапем для него уравнение Эйлера

+ ~ d f ( c H j ' ) =0
ШЛИ

C r d l ' f i H t ] * 0  •

Оптимальнее р е в е т е  будем искать в виде

Тогда, исподьвуя разложение в ряд, фикции ,  H i '  можно 
представить следующим обравом

ф+ 9»

- - Q j i h ) + d  О*

и  , п
H}( U *(А,Оа) =Htiujo) wx у  J

Й  Д' (U rthX ч л ) 4) +пЛ) * * ^ $

П о д стам м  подученные раалож етя в уравнеш е Эйлера к пренебрегая 
членам* порядка £*", получим уравнение вида

£,(#)+t[ttjw+li(ш ' ) = 0 *
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которое распадается на два уравнено  ;

G, к u •,2,

.  ( ы э )

■а которых можно определять } в в i j  , а следовательно»
J(*j -io^) * /»<*) •

Для функдояаля (1 .11) уравнеж в (1*12) вмеет ш

■ $ ] ( , : : ° и  , » • !■ »
\$*Л»Ы~$ьЪ

o t iy n  опрацммм • П*р«шеывая уравн«нш« (1.13) в м д «

г _ - &ИЛ*.1..А)-Нмл£) , 

i,yj С „ (« .)

определяй Л  ( У) . Талям обрааом, аовмлтотпескн оптимальное 
правило яавначешя динамических приоритетов жмавт в яд

где А Ю  определяется вв у р и н е п я  (1 .1 4 ) , а ^ (У)  вв (1 .16) 
Рассмотрении! метод нахождения асимптотической шотноств рео- 

оределевия с о с то я * » (НО о дннаш ческвш  праорятетамв в метод 
оптныввацив навначешя приоритетов можно нспольвовать дхя опта- 
мяеацви в других управляемых СМО, «пример, д м  систем с формро-
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в а ни вы очередей.

$ 2 .  Оптимальное правило формирования очередей

Постановка задачи
Рассмотрим [б] двулинейцую простейшую СМО, на вход которой 

поступает пуассоновсиий поток о параметром А . Обслуживание 
жажднм прибором экспоненциальное с интенсивность» jUi для перво
го и j t i i  для второго прибора. Поступившее требование ставится 
в очередь либо к первому, либо ко второму прибору. Обозначим l j '  
число требоваш й в первой и второй подсистемах. Правило формиро
вания очередей определяется величинами , j  ) -  условной в е 
роятностью того, что поступившее требование ставится в первую под
систему при условии, что система находится в состоянии (< , j  ) .  
Качество функционирования системы оценивается функционалом

L zHQ(ij)zIC(U)P(i]i), (8Л)
где С ( L ,  j  ) интерпретируется как величина штрафа от пребыва
ния СМО в состоянии ( L , j  ) в течение единицы рчемени, а  М -сим* 
вол математического ожидания, определяемого по стационарному рас
пределение) • Р (  L , j  ) .  Будем предполагать, что выполнены услбвия 
существования стационарного режима.

Необходимо найти такие 0 (  i , j  ) ,  при которых (2 .1 )  принима
ет минимальное значение.

Как показано в [ 7 ] ,  оптимальное для (2 .1 )  правь. .о формирования 
очередей является детерминированным, т . е .  & ( i  , j  ) -  0 либо 1 
для лвбнх состояний ( L , j  ) ,  следовательно, оптимальное 
меж во искать в виде

f
l ,  еоли ,

О, еож  L Н (Ю , j<  K -i(A ) ,

(2.2)

где  параметр К s i + j  , а  вид фикции f ( n )  подлежит о пред еле-
«в.

В рассматриваемой СМО еагрувкой оиотемн называется величина 
f> х  A /(P i )  .  Для оуцеотвовамя оташонарного режима необхо
димо, чтобы / ) < 1  . Условиям большой зегрувки назовем такие уо- 
лоакя на р  и f  , что стационарный ражим суцествует и 
еоть величина бесконечно малая. Таким обравом, необходимо в уело-



i u x  большой вагрувки определять оптимальное правило Формирова
ния очередей, т .  е. такую фгнвцш j<K) ив ( 2 . 2 ) ,  для которой 
(2*1) минимально.

Дяффурионная аппроиоинаияя QtQ
Для реогения поставленной вацачи рассмотрим днффувионную ап

проксимацию диовретяого марковского процесса {<-<*). j ( * ) j  , для 
этого введем x / 0 * £ ' i W ,  j f 4 ) a £  j i t )  . Процесс  [ * < ' > ,  у  <‘ >j
является циффувяоннш двумерным процессом. Для рассматриваемого 
процесса коеффидаенты переноса равны

а вовфициенты двОДвии имеют вид

f  J I  [m +(i -$<4))(j»l+ A ) ] ,
рде

j l ,  если y s z - } t i >  .

5 ( x . i j ) s j , (2*s)
* (О, юли y i t - h i )  ,

2 * 2 * }  t  м д  фуниции / ( Д )  будет определен нххе. Следова
тельно, стационарная плотность h * . y ) диффувионного процесса 
( х ц ) ,  у(А ) | ,  аапровошкрувцая стационарное распределение Р(< } ) ,  
удовлетворяет следующему уравнению Фоккера-Планка

f *-i Л'/ ' i  f

£^Ji.-S<r.0jUitMA? -(1 -5 <*.ц) У А o ,

которое имеет кусочно-оо стоя иные коеффициенга и обрааается в 
два о по''гоя иными коэффициентами эллиптических дифференциальных 
уравкепм  j
при S * ( x , y )  ■ 1 , т . е .  в о б м отв  .*</(*>, у  > / - i f

- e j u ) $ b u + e . a i x ^  --о ; ( г . 5)

при ?  ( j c , J  > -  0 , * .* .  » области д .* £ * >  

ti JUi № х л >. НАх.а) , ̂  )/}*.»)
t  - ?  , 5 ^ -  + $ ц г * -  + е &  о . ( г . б )
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Уравнение ( 2 .С) тлеет бесконечно калий параметр € "  при 
старших проиеводнкх, поэтому для его решения воспользуемся мето
дом пограничного слоя. Для этого в уравнение (2 .5 ) сделаем заме
чу переменных

х  + '  lL £ lzJL ;t i  p(Xi ,f) = Pi U i j )

и,отбрасывая бесконечно малые слагаемые, будем иметь уравнение

решение которого имеет вид

ft ( t .d)- / l<i )  e*/>l-J-iU) { } ,

ГД*
Jxl2)=а л  rj>i № »  - х г а д а 7

Аналогично, делаг в уравнеши (2 .6 ) вамену

■ X * p 2 t *РС {Ь, 1)  ,

подучим

S ( i , i ) - B ( 2 )  e y h c M  i  I ,  (2*e>  .

где

функции A 4 }  и ! ) ( / )  найдем ив условий спивания 
на границе t - О .  0

Ив условия непрерывности плотности I ( X , j ) )  на границе * '£ < * )  
у *  г  - i d )  имеем

В м - J W ).  T-e.A(J>*Bra). (2-9)
Второе условие ваш а ем в виде

(f\x,z-x)dx = ё \
где  слева стоит распределение суммы, а справа плотность диФ^/яи- 
иной аппроксимации одномерного циокретного процеоса t(>)*}(t) .
Ия приведенного уравнения получим
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Вне окрестности точек 2 , таких, что , £ mh i )  , имеем

Г *
№  ф и »  + Ш .и>]  * (2 .10)

Тагам обравом, формулы (2 .8 ) » (2 .10) определяет гаотность 
Ри , у)  , аппроксимирующую стационарное распр«целение Р  ( i , j  ) 
ив (2 .1 ) ,  тогда в условиях большой вагруэкн качеотво фунжциониро- 
вания СМО можно оцеш ть функционалом

Ы = Ш * , ф * . Ч ) ( 1 х < 1 у , (2Л1>

где Р ( х у ) * С ( * ' ( )
Таким образом, для нахокдешя оптимального правила (Ьормиров*- 

ния очередей h t )  необходимо реиить вариашонцув аадачу м иш м па- 
ции функционала (2,11)*

Нахождеже оптимального пращда Формирования очес еде И 
Интеграл (2 .11) представим в виде оумиы двух интегралов по об* 

ластям x i j t V ,  {(*.>): у *  * ' / < • >  ! ,
Сделаем вамену переменных: в первом интеграл* вида ,
y = z - A t ) t ( i  , а во втором вида *  « / г , 
получим

L(i)~J if(iurti,i~hu*ei)hi)'i 6d i *0 0 ' '

j  ) r ( t o ) + f i , i mJ(* j^ d )A w £ ( d i J i
О v

Вне оирестности точек ^ Ч ) * 0 ,  J ( * ) *  *  буд»м иметь

L ^)®  I* )/*•*"* ] J * J *

Коли функция F  достаточно .дадкая , то L ( t )  мои но представить 
оладуюцим обравом

* д < * а )
1меет в ц  j . i - * . ,

Q0m

L  щ  [ С а м *  с Ц ы . л ш > м )j  6 i ,

C r (U i* ) ) me  F ( H i ) , г - h i ) ) ,

где
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1}
и,применяя вышеивло*энный метод р «гения вариационной вадачи, по
дучим оптимальное решение в виде

в котором £ d )  есть репенке уравнения

(  Ь/*(Ь<*).г~А(г>) -  о
W *  ~ У '

где

<Ы^>‘(1.1ичСи)) “HtU.JMI h<l>)

G ti (kui.i-bui)

<fai

*§5$) i -h (4  
s г-1*»*

h H r f w m A * ) * & [ * * ( % ' ' $ ) ] =

= + $ ) 4 k ~ * £ \
I ’ M . ' »

Заключен»e. Т аю т обравом, в работе рассмотрен метод аналива 
и нахождения оптимального управления системами мцссового обслужи
вания при больших вагрувках, Фз «ционирущих в отаиионарных режи
мах. Предложенный метод заключается, во-певых, в построении не
прерывной аппроксимации дискретного марковского процесса, описы
вающего ивменеше во времени ссстояш й оистеш , во-вторых, учиты
вая кусочную постоянюсть коэффициентов соответствующего обратно
го  уравнения Колмогорова и «го сингулярность, т .е .  наличке беско
нечно малого параметра ори старших прои вводных, испольвуя метод 
пограшчного слоя, находятся его обвее реш ете . Б -третьях, сфор
мулированы уоловия сшивания, повволяащие выделить частное рояение, 
прадотавляпцее собой стационарную плотность распределения аппрок
симирующего процесса. Учитывая детермишрованностк оптимального 
управлещя СМО, вадачу его нахокдешя удалось ввести к вариацион
но! еадаче микямявашш интеграла, во д и т  игральная фикция которо
го ив вавиеит от ароивводной варианты, и т т  сам ш , вадача сводит- 
оя к р е в е т е  несложного (для достаточно хороших функций качест-
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яа) функционального Уравнения.
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ШСТР0ЛЕЙСТВ1Е АЛГОРИТМОВ СЛУЧАЙНОГО 
ПОИСКА С ПОКООРДШТН’.'” OFV4FHJF.4

U.Л. Новикова, А. П. Рьасаков

Л связи с широким распространением в практике репения слохннх 
задач поисковых процедур оптимизации проблема сравнительного 
анализа эффективности используечнх алгоритмов приобретает все 
возрастающее значение. В частности, при рсаеник саодх разн^образ- 
H iix  опткмкзяциошшх задач довольно иироко используется статисти
ческие процедур’; [ i ] ,  3 тс ур вро*'я аналитические результаты 
исследования бнст^дейстзия так::х процедур \.особснно для алгорит- 
иоп с луча.'! мо го поиска с обучением и при наличии опивок "эмерокия 
(>вычисления)целепой 'Гупкциа) практически отсутствуют. Известно, 
что обучение в процессе случайного поиска [ i j  увеличивает бистро- 
действие алгоритмов, позволяет сделать поисковую процедуру более 
гибкой, постоянно приспосабл»'вапшр."сл к измемяrcnoilcfl з лроцпссе 
поиска roovr-rr:';! ьелРвоГ ’’'нкц;ш.

> л ь и  настохщрй ncioc'"' я в л я е т с я  исследован ие бистродс;!сттп:я  

( " ч а Я м ; : о  .'O’.ic 'с -^ Л !  пупррго н с - о - о ш е  алгоритмы покоорд инат

ного оИучгн!*к.

"усть Q kX )  - :;елеьгьъ нw n , X * {xt >•••> **] вектор управ
ляемых (.оптимизируема) параметров, значение которого на L -  Я 
итерации чтакте управлекля) бупем обозначать Х^ .
ЬУдем рассматривать задачу минимизации функции ( j  ( X ) .  значения 
которой определяются с ошибкам»'. Результат внч;!слен::я1.гэмерення) 

Q t ,X )  па i -  м ':пге поиска ччеет вгд Ф г  Q { X k )< >ii i  
аол/ч-'нн ^  предстапляпт собой независихше отсче
та стпц’,онирнг*т’*1 случаГного процесс;... Способ определения величины 

X iM-  потся а»гор"Тмом поиска. Поскольку
црм п  рл!*оти я ч "лртся в' 'ясчрп"с гапмспмости Кастро действия поис- 
•■oroi. гроп^дур!' ••сгольп-.'с’ого алгоритма обучения, все рассут- 

дения н'.'че проведены на примере iipocToCrjpro из иагових алгоритмов
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случайного поиска: поиска с возвратом при неудачном ваге [ f ]  :

(I)

где л  -  e o n f t  -  величина рабочего вага ; " { h u  •• •?{«■} -
единичниР -.лучайный вектор. При отсутствии обучения вектор |  
принимает с равной вероятностью любое значение из числа возможные 

Будем рассматривать алгоритм покоординатного случайного поис- 
ка; в этом случае вектор для любого тахта I  имеет лишь 
одну отличную от нуля координату* Для любой I  -  й реализации 
случайного вехтора имеем

Покоординатное обучение ( i ]  состоит в целенаправленном изме
нении вероятности В  ( I  )  шага а положительном направлении по 
координате на и -ом ваге поиска* При отсутствии обучения

( I ) з  -у  , J  » Г Д  , l aOlI , « i . «  Наиболее распространен
ном алгоритмом покоординатного обучения является алгоритм Буша 
и Мостеллера Сем.,например, (.11

Песмотря на относительную простоту алгоритма обучения (2) ана
литическое исследование эффективности случайного поиска C l), 
использующего тахое обучение, особенно в случав, когда вычисления 
(измерения) целевой функции Q  ( X ) производятся о ошибками ^  , 
затруднительно. В свяэи с этим ниже рассматривался три алгоритма 
обучения, ьаждий иа которых явхяетоя упрощенным вариантом алгоряь 
ма обучения (2) Fyma я Мостеллера .

X. Исследуемые алгоритмы обучения.
Для опиоания алгоритмов обучения введём в рассмотрение вектор

о вероятностью ,

с вероятностью t -  - f c  >

с вероятностью ( V )  >
причбм зависимость между | •• такова, что

li



. / i f  O . i l .  i 2,  с поыощьв которого будем 
кодировать предисторию поведения системы оптимизации и который 
будем называть содержимым памяти алгоритма обучения. Пусть 
вектор J i i  однозначно определяет статистические свойства 
(вероятности Р; (*- ) )  случайного вектора f  на l - м  иаге
поиска: __

Pj (U ш o,s - v/̂ ij >js l>*■, L*o, I, t

где J  -  заданная положительная константа.
Алгоритм обучения в таком случае будет задан, если определить 

правило изменения в процессе поиска вектора .
Алгоритм I

Si f n  LA*lj аФ 1 ] , д Х у д Ф [ # 0  

. / i j  , a * i j  д § £  = о  , , (* )

ГЯе • г 1 I 1, * > 0 ’^ " • и Ы о ,  е * о ,
1-1, г < о  •

Очевидно, что алгоритм ?. является частным с../чаеи (2) при 
А >0, т .е .  при максимальной скорости обучения. Величины 

могут принимать в процессе поиска лишь два значения (± I )  и, 
следовательно, вероятности 2- С *•) при использовании алгоритма 
обучения (4) принимают лишь значения 0 ,5  ±<f (предельные д м
алгоритма (2) Еуша и Мостеллера).

Алгоритм 2

> » . ; « {  ^  \ есл1  л * Ц й $1> 0
(. в остальных случаях, (5 )

j  -IT* ; i  -0 ,1 ......../t ,j  -0 .
При работе алгоритма 2 величины /*-ij могут принимать значения 
o , t i  и алгоритм обучения (5) отличается от алгоритма I ,  таким 
образом, только наличием промежуточного значения вероятностей 
£• ( 1 )*0,5  и является в этом смысле промежуточным между алго

ритмом I  и (2 ) при А ^ 0 .
Алгоритм 3

J J . A y ;  b остальных случаях, ^
j - J , * ,  I * 0 , 4 , . .  ;  f ej - o  .
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Алгоритм 3 отличается от алгоритмов 1 ,2  те*', что вероятности 
Р} С г ) могут принимать в процессе поиска значения j ,

и последовательно перестраиваться с одного уровня на 
другой по правилу ( 3 ) ,  Сб). Таким образом, алгоритм 3 является 
промежуточным между алгоритмом 2 и алгоритмом Гуша и Мостеллера 
(2 )  при А * 0 .

В качестве характеристики Систродслствил алгоритма поиска 
примем среднее время (число а аго в ), необходимое для достижения 
окстремума по некоторой r'lrcnponamtotl переменной из заданной 
начальной точки. Покоординатная пииамика алгоритма поиска и 
поотоянная величина рабочего шага а  приводят к тому, что ппповде- 
ор поиска система может находчтьоя лишь d точках X  а{ ы х , . . . ,

» fj *°* 1 j  "П Я  . "'тот Лакт и вид
исследуемых алгоритмов обучения (3 ) -  v6) позволяет использовать 
дли анализа методику, разиктуп п [ Д .,5]. Гулом называть состоя
нием сгстемы по переменной #j пару чисел С fj , к). Первое 
число Sj -0 ,  * 1 , ^ 2 , . . ,  определяет Значение переменной *j 
( * f t f , - ') ,  а  второе < »1,23 кодирует в соответствии с
тплл. I  ситуацию, в которой находится алгоритм поиска (содержи

мое памяти алгоритма обучения и предпринимаемое действие)
Таблица I

К
Шаг алгоритма погскс 

(величина д )
Ооп^ргиное
Г.Ш'ЯТ U-j

I 0
2 I
3 случайный ваг  (  AXWij * e ,T lj ) 2
4 - I
5 -2

б • 0
7
В

вправо ( * а- I
- I

9 -2
10 * 0
I I влево ( A*i*ii в _ а  ) I
Г ?1

- - I
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14 0
15 возврат по координате ус t , f+j I
16 .после неудачного шага,сделанного г
17 в правильном направлении - i
18

. ( -О) -2

19 0
20 возг-'ат по координате / г , g p j I
21 > после неудачного шага, сделанного 2
22 в неправильно» направлении - I
23 , ( л х i*i j  *0) -2

Будем предполагать целевув функцию унимодальной и сепарабель
ной:

g k x ;  = g  схj )  • ( 7)

Без ограничения об-ности можно считать, что вес функции q,j , 
j  = 1 Л  имеют единственный иинииуи в начале координат. Для 

функции (7) динамику системы оптимизации по хоорлинате xj w o s h o  

рассматривать независимо от остальных координат.
При описании дпнамики алгоритма поиска важную роль играю т 

вероятности ошибки в определении знаха приращения целевой функ
ции

4  = a e p { l ; n - ' l ;  Ч  -$ j4' f a ) | f ,

J = ...

В частном случае, ;:огда (fy (. ) •  I *; | , J эти вероят
ности не зависят от S , J

*«L = ао*41 1 j  S j~i t S

и анализ существенно упрощается.
Все аналитические результаты, полученные в следующем пункте, 

справедливы для произвольной целевоР функции вида (7) при отсутст
вии помех ( Ч i э  ч ) и для кусочно-линейных функций )*
s |*jW  j “Tin- , если ошибки вычисления (измерения) Q ( X  ) 
присутствуют.

? . Анализ бнстродействия алгоритмов
Нроцеес поиска по координате *j описывается марковской цепьп
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с состояниями ( $ , * ) ,  S • О, *^"1,23. Пусть
* ( £ , * )  -  среднее время поиска экстремума (среднее число 

шагов) по координате Xj из исходного положения *j ■ ,

зации начинает движение из состояния (  J , к Не приводя отдель' 
но выражения вероятностей одноиаговых пореходов,запишем сразу 
систему уравнений для величин t  ( * , * ) .  Напомним, что коэффи
циент при * . ( * , 0  в выражении t  ( «  , к  ) есть вероятность 
перехода из состояния ( * , к  ) в состояние ( S , I ) за  один шаг.

Алгоритм I . Из соотношений ( I ) ,  ( 3 ) ,  (4 ) и используя табл. I* 
имеем для S > О

где /Ь ш 1-eL , а  через <• обозначена вероятность то го , что 
случайный e a r ,  не изменивший рассматриваемую координату, будет 
сделан в правильном направленна (в  сторону убывания целевой 
Функции). Понятно, что г  зависит от точки, из которой этот 
>аг делается, и изменяется а процессе поиска. Учесть это измене

если алгоритм поиска находится в ситуации ■система оптими-

* i  ♦ <L ti.S+1,4) +/bt(SH ,ib)f

t t t i » )  m l + f i t  (s-i, l )  * j .  i t s - t ,  %) ;

•l+<Lt(S,X) 4/bt(S,LX)'/ 

t  (S , !»)•• i  +/Ы (S,b) >JLi Cs, 1SJ ;

t ( s , a a j  •i ,

(8)
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ние сложно, поэтому будем считать величину % постоянной, а  
полученное выражение среднего времени поиска экстремума исполь
зуем для записи оценок вроменя сверху я снизу, учитыв^ч, что

g—  • (9 )

Поскольку поиск начинается со случайного шага, в системе (6) 
нас интересует, вообще говоря, одна неизвестная функция t  ( s  , a )  
(или t  ( г  , ч  ) ) .  Несложными преобразованиями, исключал из Сб) 
остальные неизвестные функции, можно получать следующую систему 
разностных уравнений:

[XLi-Jijb) - t  ( s , l )  = - 2 f ( t - U ) ♦

» b * U n - i ) R  O f d - A d J *

♦ (1U5)/*И.5,1)+(1’ЛБ)/Ма-1,я.)+{Ы$)*.т+к,Ч), 3>0 , 

где R r  i i U * * 0  .

Система (10) имеет асимптотически (при болынлс S  ) линейное 
решение вида

• U s A ) = B i * e  t В f f - f  ,

где е , /  -  константы, значение которых неопределено, а

В  *  --------------------------------- — ----------------------------------  > ( I I )

и имеет смысл средних затрат вымени (числа шагов) на единичное 
смешение к экстремуму по координате Xj при условии, что расстоя
ние до экстремума достаточно велико.

Алгоритм 2. Из соотношений (2 ) ,  ( 3 ) ,  (5 ) и учитывая таол. 1  ̂
имеем для д >  О

* t  ♦ Я Г +

*■ * (i-x )jb  t(S ,J 9 )J ;

t(*4) -!♦ t  t ( s - t , t ) ♦ * g p t ( % . i , l b ) r

* t  AJ ♦ u t ( w ) * M A  Щ **)};

t ( 5 Л) -  i  * ^ r t ( S r i , i )  ♦ ♦ - T j j T ^ f c 4 " >



+ Vj - t «,*> **-t(S,IS) ♦ ( L - r p t f r  lOj} ;

t ( S , 0 »  1 + A t ( f * i j b )  * / i t ( S * l j i i )  ;

t  (S, ч) = i  ♦ <*■ * f y4  ч) ♦/** i ’J ;

-  l *  t J i t ( s - i ,  %) ;

tCC,15)= i  * + * (s - i t 6 )  • <I2)

i(ŝ s)=l iJLiCs,̂) * / Ы & 10)-,

t ( ^ l * J s i  +*-t (S,A)  + f i t  CSt X l ) - f 

t ( s , l 9 )  -  I * /3 t ( S , l )  + •)■ t  (S, 14)  •, 

t  I s , x v ) * i  ♦ +•*■* (s ,* * ) ;

i (s,2i) *  i  ♦ /bt(s,i) Cs,ir) .

Поиск "необученный” алгоритмом начинается из состояния ( S .1 ) .  
поэтому в систеие (12) нас фаьтически интересует лишь одпа неиз
вестная функция t  (i* ,1 ) ,  Преобразуя систему (1 2 ) , можно вы
делить из лее следующую систему разностных уравнений, связываю
щую три неизвестных функции:

U i - ± / i ) t L U )  - З +lCn-OR т* t(frijk)*JLU^it4)*J-t^,4)*fi>4(W

-Alj\ t (S,4J = 3 ft -if№ )  13)

■r/u'Ci-ifJi *■ **(l *л V * i>

s) tts-iA) (SH,Hj . ? 4 V *

где й имеет тот же смысл, чхо и в (1 0 ) , ^  (0 ,1 )*  * ( 0 ,2 )  ■
-  * ( 0 , 4 ) - 0 .

Система (13)" имеет асимптотически (при больших S ) линейное 
репенке зкда

t ( S j 4 )  = C s  + в к ,  ,

-  134 -
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причём

< ■ * - + / * ) ] __________  ̂ ц „ )

* a - u j [ h - M ( s - ^ ) * ¥ s a - 6V/»a - ^ J J ]

где .
Заметим, что при отсутствии обучения (в случае <Р - 0) харак

теристики быстродействия алгоритмов I  и Z, определенные выраже
ниями (II'* и (1*0, совпадает между собой и д ам  полученный ранее 
в [V] результат. При отсутствии ошибок вычисления целевой 
функции (  *  - 0 ,  ^  - I )  оостояния ( S Д )  становятся невозврат
ными и выражения ( I I )  и (14) также совпадают.

Ал г о р и т м 3. Из соотношений (1),(Э),(6) и табл. I получаем 
для з > О

t(s,l) -  I *■ t ( u i , i t )  * ■£;: * 571 +

* * (*•*)/ t (*> **j} }

X M - 1  . ± j g l t № £ £ ? t < H # ♦  ^  t ( H U  ♦

%(ы,е)* Qllt/Wi-tM] t (t a ) ♦ t* * (s. i *)*(* -ty * №>)} i

t  (*,y ~ i ♦ tb'i, it) * t  r

— tyifitCi-Vi.]t(s,>)* *+ *(>,**)};

*(*«>*)' ^t z t J  i t u l > J0J f *

« . t(% >t) ♦ u i  (i, i i(t,лу] ;
t<v)

t(s,6)~l ♦ /  t(S'bu))

(15)
t  ( S J )  -  i  ♦ j  t ( S «  *■ * 3 t (  * * '  l 0 )  >
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t(s.9) -i + *■ *(.Ы.Г)

t(s,iO) » i  ♦  /4 t ( s - i j i )  a  tCS% SJ-  

i s,n) • I * fii(s-i, i) **i iCi-ijS)',

4JLt(S-i,*)> 

i(S,J3)~i * + ±t(s-l,9)>

t Cs,is) ~i * /.t (s,i) ♦ a  t Cs,*o)i

tttifJ =i *At(S,S)

=1 +*t(s,n) *A>t(S,ZA))
tL s , i t )* i+ * t(s ,s )  t /b tiS .i i) ' ,  

tLS,i9)- I +J-t(*,i4)-,

t ( S,JID) С i ♦/* C?,*J t (S, 15-j i
t ( s , n j « i  v*-(ss) *AUs,iej-,
■ b C S A i)  « i  ♦ /**& *.) + J .*  ( 5 , 1 9 )  •

i(.s,Xb) *i+£t(s.s)*j.i(s,u)

Система ура*невп.< (15) позволяет получить уравнения, содержа
ние линь неизвестные функции t  ( S  , К ) ,  К.

Ц Ы / * ) * М  •Ь*М"-*)Г

lU-^t) t(< t) mi' Ifr-J) ft -iS(l-U) +j.(i-it)i(i*i,i) +

+ f l l - t r ) i ( t , t )  + f i l* i t ) t ( t - i , i )  *J.l ( O iS ) t ( t , \ ) ;
CI6;

+ m  -*f)a-tf) щ * ц ) + jfyu-*t)ttt*i,i)+d.4i**t) t  (f, 0 )  

»i*A(n-OR+if(t-ZA) * Mt**S) *(M,s) +



4fll(]‘id')i(r/i)*/'i(i-M)t(r-bi) +*?■(<-*■?) t(S,S) ;

s*i, H , . . . ,  t ( o, kJ ■* 0 .

С и с т е м а  р а зн о ст н ы х  уравнений ( 1 6 )  имеет а с и м п т о т и ч е с к и  (п р и  

б олы пг $  )  линойное реиение вида

E s  + £ *  t , * - IJs  ,

причем д ля н е и зп о е тн и х  к о н с т а н т  Е  , £ к  из  ( 1 6 )  по л у ча е м

~/*£jl у з г ?з - = t £ v -J.1 Ss  =  3  +H(«-1)R 

(i-U*XS) E + 2(tV/Sjf A - / 4 v* ♦- Ы ^  =

= 3*J.(n-X)R - J L f U - l J j f  

(1-u^f)E -d.x(i*£*4JuSjtL -М1-чЮ(ы/>) e, * [i(L-J./1) - a?)

fvxfjjf4 - 3 +l(n-i]R. -k$(i-LJL)-

U-lJ.-iFjE -/ifr-J-tyfi

= 3+ &i«-i ? *■!.£'{-:U ) ;

(i-U-bS)E *■[1 (<■ -+A)-

(17) представляет совой систему из 5 линейных алгебраических 
уравнений для определения неизвестных Е  , £х , £г  , прячем
величины е±  е г  определяются яз (17) с точностью до
постоянной величины; значение Е  , удовлетворяющее (1 7 ) , не 
зависят от того, какям образом доопределён набор £1 t e  •
Условия (17) не позволяют получить аналитическое выражение для 
характеристики быстродействия Е  , но, зафиксировав в (17) одау 
из величии 6* ( положив,например, &L - С) я решая (17) числен
но, можно табулировать величину В  в 'Зависимости от парамет
ров *  , , <Р.



В частности, в случав «Г “О (обучение отсутствует) решение 
( I ? )  имеет вид

Ъ + Mn - i j R
Е “ - П Г " '

т . е .  совпадает с полученным ранее в [*/] результатом. При отсут
ствии помех ( ) система (17) дает

г  -  **<? 
t  = i +ЧГ *

откуда следует, что при отсутствии ошибок вычисления (измерения)
целевой функции алгоритмы 1 ,2  и 3 асимптотически (при больиом
отклонении от экстремума) эквивалентны по быстродействию.

3 . Сравнение алгоритмов и вотоды
Нетрудно убедиться, что характеристики быстродействия в , С , 

Е  , определённые ( I I ) ,  (1 4 ) ,  (1 7 ) , являгтся монотонно убываю
щими Функциями параметра *  .  Используя условие (9) из ( I I ) , (14) 
и (17 ), получаем

[Л +ЛСл~4<1*А)](1-4*
В - в ~  ' /

( 18)

[ i+ K n - W ty V j lb - J A fr - i t y * ) ]  -  v<f/v
С * с  -

где А/ =» y * X n - l ) ( 3 + J U y * J Ыу&(Uytjfn-ij- у ] .

£ ‘ e ‘ E U * ,  •

В случае когда ошибки вычисления целевой функции явля
ются нормально распределёнными случайными величинами о дисперсией 

, вероятность ошибки в определении знака приращения 
целевой функции легко вычисляется

1  ! _  х ./nr  J е  ** *j .
/ й Г 0

Пн рис. 1 ,2  п р и вед ен ы  зрви сим о сти  в ел и ч и н  с - б  , е-& от парамет
ров п. , S  , 6/а , р а с ч и т а н я ы е  по (1 7 ) - (1 9 ) .  СПлошншт линиями 
нп рисунках и зображ ены  з а в и с и м о с т и  o - t  , пунктиром -  е -4  .
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Рис. i

Р а с .  2
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Из рис. I , ?  следует, что усложнение алгоритмы обучения и прибли
жение его к алгоритму Вуша и "о-теллера ухудмаот быстродействие 
и помехоустойчивость поиска. Моделирование поиска минимума Функ
ции Q (X )■ с обучением по Гуиу и Мостеллеру, пропеден-
нос для и  « I , 3 ,подтверждает монотонную зависимость величины 
среднего промени поиска Экстремума от параметра обучения А в 
(2 ) .  Таким образом, при покоординатном случийном поиске исполь
зование алгоритма обучения Буша и Чостеллсра о А ^ 0  нецелесо
образно с точки зрения быстродействия системы.
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ВОПРОСЫ ОЛТИШЙАЦИИ И УЛРАМШШ 1L1P ОЕЛыСТОв 
12IG В ТЕХНОЛОГИЧЕСКОМ ПРОЦЕССЕ ТРАНСПОРТА HEvTLi

А.II.Поздняков 

^ведение

Но мере роста протяженности и диаметра магистральных нефтепро
водов (МН), автоматизации технологических операций и систем управ
ления к вопросом обеспечения их надежности в эксплуатации предъяв
ляются повышенный требования. идиим из путей увеличения надежности 
Ш  являетоя организация системи планопо-предупрсдитолышх ремонтов 
( ШР) и оптимальное управление оы ь процоссэ эксплуатации.

Нефтеперекачивающая станция (101C) является амоГ; ответственной 
и олокной технической системой Mil, насчитывающей десятки составля
ющих ее объектов. Ненадежность работы объектов №10 приводит к сни
жение или лила прекращению процесса перекачки, увеличении эксплуа
тационных затрат, к авариям. Влияние откезов разних видов оборудо
вания ЫО на характеристики работы МИ 6yj т различно. Ноэтому це
лесообразно ври решении задачи оптимизации и управления Ш1Р надеж
ностные характеристики р 1зличных видов оборудования 1ШС объединить 
общи" критерием вЭДэктивности,

В о вяз и с внедрением на уровне управления магиотуалььнх ноф'га- 
прэяодов (УМН) централизованно!; системы технического об служи ран ия 
я ремонта, созданиям в  рамках АСЗП1 подсистемы ремонта 1ребуетоя 
сиотомный подход к  исследованию надежности и управления ППГ объек
тов Ш1С в процессе эксплуатации.

I .  Постановка задачи 
Кик было отмечено выше, одним из гутей попцпшнил надрчностк яв

ляется организация 1ШР объекто: НПС в процесса РК'-плуатацив, 
Известные в настояиге чремя теоретические модели и методы оп

тимизации и управления iilll* д. я  1йЮ в цел^м применить у и ^ т с я
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введу сложности соответствующей системы. Не оущеотвувт метода, по- 
аводящ его получить решение поставленной задачи оптимизация в уп
равления ПНР даже дня относительно простых технических подсистем 
объекта НПС [ 3 ]  . В существующих работах при решении поставленной 
задачи для МН и отдельных его объектов не ставился вопрос о нахож
дении оптимального правила обслуживания, а производился наилучший 
выбор некоторых параметров этого обслуживания [ 5 ]  , Поатому для 
комплексного решения поставленной задачи предлагается использовать 
метод имитационного моделирования с целью сравнения некоторых 
стратегий управления ППР на ней и выбора наиболее приемлемой L i ] .

При построении имитационной модели предлагается использовать 
отруктурнух надежностную модель НПС в процессе эксплуатации. При
чем под "элементом" данной надежностной модели понимается прибор, 
устройство или система, которые при проведении ППР являются пер
вичными.

Задаваясь некоторой фиксированной стратегией ППР всех объектов 
НПС, на основании сущестг тяцей организации обслуживания в УМН, с 
учетом опреданных надежностных характеристик "элементов” и струк
турной надежностной модели отроится имитационная модель функцио
нирующей НОС, На данной имитационной модели исследуется следующий 
критерий эффективности Г :

М  Н  т -  ^ ( т )  - -9 j r ( r ) _______ г— —  ,W  П т (Т)  -  1Л ( Т ) о / ) Р т ( Т ) ^ Р Р 1 Г ( Т ) ^ Г Т )

где: , ®х )  -  фикоированная стратегия ППР для всех
объектов оборудования НПС, причом 9 i  
ооответотвувдий межремонтный цикл для
i -ю  элемента модели;

Э гС Г)- фактическое внполп:ние плана перекачки продукта эа 
"вриод [ о , т ]  при фвхоированмой стратегии (оуммар- 
ный зффект);

Ог(Т) -  оуммарные затраты, связанные о эксолутацией НПС за 
период [ 0 ,Т ] при стратегии ППР З Г  ;

&АЧг (Т)/ затраты за  период Lo,T]  , связанные ооответ-
отвенно с проведением внеплановых и профилак
тических ремонтов при стратегии ППР SP' ;

суммарные затраты з а  период С о ,т ] , связанные о послед
ствиями д м  от вне плановых отказов объектов НОС 
при стратегии ПОР ST' ; 

л/жСГ)- суммарные затраты за  период С О, Т ] ,  связанные о нецопо-



— I'»3 —

ставкой продукта и з -з а  внепланового сшхженкя производительности 
при стратегии ПНР Я Г  .

На имитационной модели сравнению подвергаются резличные страте
гии, как предложенные эвристически, так и построенные о помощью 
математических методов для упращенных моделей отдельных звеньев 
НПС. С этой целью в имитационную модель вносится блок имитация 
стратегий управления ППР, причем функцией блока является формиро
вание класса допустимых стратегий ППР Ср .

Кроме того имитационная модель позволяет вычислять различные 
характеристики надежности системы, улучшать класс оптимальных стра
тегий , используя при атом дополнительную статистическую инфор
мацию, накопляемую и получаемую в процессе эксплуатации системы.

?. Содержательное описание объекта 
функционирования HDC

В управлении магистральных нефтепроводов центральной Сиоири 
(УМИЦС), для которого автором разрабатывается подсистяма АСУ ре
монтом в рамках АСл1, принята следующая структура технического 
обслуживания. В управлении существуют две базы производственного 
обслуживания (БПО) ,  на которых работают специализированные брига
да по обслуживанию иехаяичеокой части НПС, электрической и конт
рольно-измерительной аппаратуры и средств защити (КИП и А). Заяв
ки на обслуживание (восстановление) объектов НПС поступают на 
БПО и обслуживаются сразу, если соответствующая бригада свобод а , 
т . е .  существуют три обслуживающих линии.

В этой связи мы разделяем объекты НПС в надежностной модели на 
группы, соответствующие:

) мехалическому оборудов: шю, б) электрическому, в ) КИП и А. 
Причем поступление требований на обслуживание от каждой группы 
оборудования будет частично зависать друг от друга в том смысле, 
что поступление некоторых требований на обслуживающий канал вле
чет за собой остановку всей системы ^следовательно, прекращение 
на период времени восстановления поступления заявок от других 
групп оборудования.

При выборе надежностной структура функционирования НШ учиты
ваются следующие особенности отдельных ее объектов. Отказы неко
торых объектов ( т .е .  поступление требований на восстановление) 
может приводить:

-  к остановке всей Н1Ю,
-  к частичному изменению производительности,

1 -  вообще ни к какому изменению производительности.



Б втой связи объекты КИП и A HUC мы разделя л на две группы, 
ойодуживаидиеся одной линией, элементы которых различаются видами 
отказа:

-  случайное срабатывание, .
-  выход иа строя, т .е .  неспособностью выполнять свои функци в

систем контроля, защита.
О учетом вышэназванных ззначений предлагается следующая надеж- 

иоотнан структура НПС, применяемых в УМЩС (с м .р и с .I) .  Первая 
группа характеризует все основное оборудование НПС; вторая -  объек
ты КИП и А, отказы которых мы выделяем только, как случайное сраба- 
тыьание; тротья -  объекты КИП и А, отказы которых мы выделяем толь
ко, как выход из строя (т .о .  потеря рабочих функций); четвертая -  

электрооборудование и электрическая часть НПО.
За надежностные характеристики С 20 элемента данной структурной 

коделп при фиксированной стратегии ПОР %  ~(G"t j Q.i) принимаются:
-  случайная величина времени работы! -г ■ элемента;

£ ( -  случайная величина времени профилактического обслужива
ния;

Тк -  случайная величина времени аварийного ремонта; 
причем эти случайные величины определяются следующими функциями 
распрэделения:

I ,

F/(i) - P i r ^ L ] ,  

F i ( l )  -

Причем,зная функцию распределения F i ( i ) , можно определить функ
цию оаспрэделения времени функционирования системы при наличии ППР:

3. Оптимальный выбор межремонтного периода 
ППР дкя частных подмоделей

Для выбора класса допустима отратегвй ПОР ,
используемых при определении, оптимальной на имита

ционной модели, предлагается надежностную модель воей НОС разложить 
на отдельные подмодели, причем на такие, влияние которых друг на 
друга о точки зрения надежности будет только в виде остановки воей 
К Х .

-  I '14 -
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Часто встречающимися здесь будут следующие блоки (с -рис.2 ) .  Эти

J L >

в

А. :2. Частные поВмооели объектов HfiC.

блоки представляют надежностные мсгелп различных с;:с. л.ч а х т с а т и -  
ческой защиты (системы автоматической защиты по пожару, по лению 
на входе, давлению на выходе, система автоматического регулирования 
давления и д р . ) .  Так же различные участки кабелей высоковольтного 
напряжения, линии электропередач, приданных 1ыС, передаточные линии 
и др.

При решении зз",”чи выбора с'тимального геркода профилактики для 
блока С .. работе [ 2 ]  используется критер^: минимум среднего време
ни простоя. Обобщим результаты на случа.: более общего критерии и 
реыим £::г..г.:тическим способом задачу олределг; "я оптича^ьного перио
да профилактики для да нпс блоков. Критерий б;'дем исло."1Ъзовс.ть 
минимум затрат о* функционирования системы для УМН. Этот критерии 
близок к более общему критерию^!).

Рассмотрим блок Q  (ри с .2 ) .  Х,ашш>. г>лок характеризует работу 
некоторой «истопи автоматики зоци. >. юней два *апа отказез. 
Цемент I Ч'1спт о-;.: voxiuo тг... i случ.-ыкое срабатывание, эл е -
1,4 нт 2 стк.ги ■ шп не ’-ичю.лн:tu;e (;ункцн:. заидме^. *-сли имеется 
отказ того или другого типа, го система счит;'?тск OTuaaajiiiei!. »ШР 
проводится для всего бло.са С[ и полностью восстанавливает 1 - 3  в
2-й  элементы. Считаем отказы элрмонтое независв^ыии событиями.

С точки зрения надежности работу денной сиотем! можно описать 
случайным П1 оцессом J t(-L) , принимали им значения: J L ( i ) - 0  ,
если в мо-^нт Бремени £  блок исправлен; ш ) * ±  . а д - 2 ,  
X ( i ) * 3  . воти в момент вре^и.ш £  соответственно отказал 1-й 
эломзнт, элемент, ироррдичея Ш1Р-

J iy 4ai-.:ioo i^ руя безо-лчзно;- габоты задается функцией надежности

R(t) ~P{t>t\ >t \ )*&&-), гуе#,Юч Ш

- 4>уш<;уи надеж ности I - г о  и п .."ее f" o u .С луч ай н о е в -е м я  авар н  <—

н о го  ц о сстэ н и ь л е и и я  I  —i  о и 2 - : элем ен то в п и ш е т с я  о д н о , функцией "



р аспред елен ия , а  вромн Ш1Р функцией р а с п р е 

д еления

Слу<а!;яш1 процесс X(t) бУД0Т являться регенерирующим.Точки 
регенерации i 0 : X ( t» )  • Пусть V e ( T )  потори за время Т
при условии, что профилактика проводилась черев время &  . Если
£  момент первого возвращения процесса Х № )  в состояние X fe )a О , 

то справедливо т
( г )  V e ( т )  = M [J 9W+V9(T - i )b  S t < 4 , a b W ' V ] c / C e t e ) ,
где и^еШ -  условные потери за один шаг; ^ s f i )  -  функция
распределения времени между момеитоми регенерации, при ус j b r h ,  

что профилактика проводились черев лремя $ ,  ,
п р и  i. *• 9

L ~ S # f t l i - « j  Л ? ( ч ) + Ш  L‘0 j n p u t > 9  ,

Обозначим преобразование Лшишса ст функции M i )  через F ( J t )  . 
Тогда, используя соотношение Х (9 ) ~  &*п ф- V o ( T )  =>

=а &*по V &(7L) t ц^рейдем в соотношении (2) к преоб
разованию Лапласа и получим

<*) v e (* )  ,

ф  W a d . o ) *  J e i u  ,

из ооотноиения (3) ,i наИдя v*g (£ )»« . оледует 
(h\ г г  A . W cCZ.g) a Wca.B)

' V®( 1-&в ( г )  t * %( l ) f e  1 e  16Ш ) i )
Умножим (4) ка X ^п ерейдя к пределу при Z -+ 0 ,  получим

( 5 )  К б )  п — — ____ _________ _

где р (9 )  =» £  и)л (и) с/Св (и) 0 -  безусловные ореднИв
потери за один шаг;

"7< a M t f l  , ГПХ з M i l ] -  математические ожидания времени
аварийного и профилактического , 
монта.

Определим # р г в )  ^следующим образом:*

(6 )  Я & К  f a - W H m  + d A f o - F ,M ) < J b ( u )  + d y V ~ F ,( e ) ) ( l - F i ( 6 ) )  t 

где
4  « S ^ S - a - a m , ;  d r S A ^ + 9 P m , ; <Га » m t
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■првчиы $ A R t ч SAH,. -  c o o t d o t c t b o h u o  з а т р а т ы  п а  1:о с с т а н о ь л о -

1ые 1-го  и 2 -го  элементов, при взй.\ий— ■ 
и ом отказе;

-  штра* за недопоставку единицы продукции лдя УЖ;
CL -  оредняя ароизводительноо?* нефтепровода в единицу 

времени;
2 ) -  потеря и олучаз одновременного отказа включенной парал

лельно мзханической чаоти или всей ШС;
Р  -  вероятность одновременного отказа включенной парал

лельно механической чаоти или воей НПС в единицу вре
мени;

& А6 -  затраты на проведение ППР.
Таким образом,проинтегрировав (С), получаем

о
Т .е .  для нахождения оптимального периода профилактики для нашей 
системы в смысле критерия mihffr  необходимо найти
оптимум выражения (Ь ). т'*"*

Для систем автоматической зашиты ШС в ряде работ, на основании 
статистических данных ва ряд лет, функции paci зделения Бремени 
работн аппроксимирозалась распределением Вейбулла, а  откат, тип а  
случайное срабатывание эксплуатационной функцией С 3 ] . Поэтому
предположим

- . м  Ot.+ OxC +Я,е +Ок} Л €  e
w  г ш )л  —  ’
г д е :

Q .nd '+ d t-d i  ; ; a ^ d . - d x ,

продифференцировав выражение ( 7 ) ,по Q найдом уравнение,кирни 
которого дают оптимум выражения (?)

Л )  9+4-0*')+е"(44 0  -
* ё * е * * ( 4 + 4 - 9 * < /г е * )  +
+ ^wp,a)(oS,eM +(/reVe^®Wj tt/f 0*j+tfe6i.t,i)(dt)+ d'i d ). о t

где cf4am, j ( a, ' Q% cfl *^f i (9 ,ml -n ,(Q l-rQ.%)) ;

; 4г>а,(т1-м.мр',  <4=a»<(m, n j j - i ) ;
</» • “«»*?; </$•&,Я(пь-п,)-fl* ; <£* ; '
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4 л *<ь((пь-т,)Ъ-1) ; d ^ * a 4( m , - ^ ) 4 f i  ;

о о v  •

В о л  корней уравнения (8 ) на допустимой множестве стратегий 
ПОР несколько, то найдем оптимальный в смыс»  критерия mih peel.

Аналогично подучаем для блоков B i d  (р и с .2 ), используя 
наиболее вероятный вид функции распределения времени жизни

р(1)я {- . следущ ее уравнение:

(9) </, * *oj r « .  *) т ( № < } „ t ) ]  *
* е м С‘ » О ,

причем ]  -  математические ожидания соответст
венно случайных величин времени 
аварийного и профилактического 
ремонта.

4 . Поотроение имитационной модели НОС в 
процеосе м иниуатацт

На основании опиоянжя объекта, данного в п .З , можно НДС 
представить в виле функционирования управляемой замкнутой много- 
линейной системы иасоового обслуживания :

4 ?/а/ъ,<>->>.
В етой скотеме потоки постусаяцкх требований на каждый сболравав- 
цвй канал будут зависеть друг от друга в том с т о л е , что поступле
ние некоторых требований на обслуживающий хавал влечет за собой 
величину периода времени воостановленяя прекращения поступления 
эаявок от других груш  оборудования.

Опишем принципиальную схему функционирования системы

< в 7  « V » » ° -аа' ^  , представляющую процесс эксплуатации НПС.
На основании етой схемы построена имитационная модель НШ. внед
ряемая в настоящее время в УМНЦС (г.Т ом ск).



1. Блох формирования стратегий НИР ;
2 . Формирование по отуплены заявок по каждому обслуживающему 

каналу „
К : 7 ,* ,  с « Х „ ,  * м ,  1 ;

3 . Определенна ближайшего поступившего требования для каждого 
к-го канала. Определение номера этого элемента и номера канала:

L * * * •  i
4 . Формирование оистемного времени £  * ;
5 . Боли назначена профшхтхка к моменту L*  на И 0 канала 

для L * элемента, то идти к 6 иначе к 12 ;
6 . Формирование

7 . Волн к моменту £* обслуживающий канал занят, то заярки ста
новятся в очередь на обслуживание н формируетоя -  момент 
освобождения канала от предыдущего требования;

8 . О тделение последствий для системы при проведении восстанов
ления для / * элемента на интервале _ , ,

L i  t  J ;
У. Если поступление заявки от С * элемента влияет нэ отказ всей 

оястеш , то моменты поотупления заявок на других каналах за
держивается на время £  а Р  ;

10. Форороыяп .
11. Бел! £ * ?  Т  , где Т  - плановый период для стратегии ППР

ЗГо . то выдача значею л j ,  .
п х9(г/  * остановка, иначе форми

рование £ * » £  V / 5 идаи к 2 ;
12. Формирование * итг„  .  -

Г - .  » J ?  Г ; *  ид”  *  7  *
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ОБ ОДНО'? подход: к задаче о ^процентом
С ЛУ1 LA Й Н ОМ Б ЛУГ ДАНИ!! В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ 

С.П. Пяткоз

I ,  Ззедгнче v постановка задачи. Длч случайных блуждангй на 
полупрямой, в полуплоскости, з четверти плоскости yze известии 
методы, которые позволяют найти производящую функция стационар
ных вероятностей [ П .

Гели случайпое блугдание является однородным дискретным мар
ковски.: процессом с непреривним временем и множеством состояний 

X.*■*-{_(«-.j) : <-><) >0 , иелые], то задача когет бить сведена к
одноиу уравнению в производящих функциях.

Если яе существует некоторое множество состояний "£ +ф  ,
7 . 'о & *  (например, £ '  “ { ( - | ( у ) ,  ^  0 , ,f > п  > о ]) такое, 

что вероятности переходов на множестве ^  однородны, но отли
чаются от соответствующих вероятностей переходов на состояниях из 

2  f г \  £  , то задача сводится ухе к системе уравнений в про
изводящих функциях, решать которую достаточно сложно.

В предлагаемой работе на примере конкретного случайного б луге-  
дания показан один подход к задаче такого типа. Решение записы
вается в виде рекуррентных формул и может быть использовано при 
численных расчетах. Рассмотрим дискретный марковский "роцесс с 
непрерывным ̂ ременем^мнохестио состояний которого есть 
“ (с 1 L*0,m • X ж 0 ' л ,» пвлые|. Пусть р  ( к 'л  /  г-Л ^ в е р о я т 
ность перехода из состояния С *.,£ )  в состояние ( * ' . £ ’ ) за  
время л f , где At -  достаточно малый интервал времени. Предпо- 
пагаем, что для вероятностей р (  * ’>£ /*-Л ) справедливы, с точ
ностью до линейн&х членов относительно i t  , следуюиие формулы 
(обозначим S ■ * ’-*  ) ;

а) если к  £ - о / й > т о  р (*■'.£'/*•,£)- P i t  , причем
Р*о s ̂  141 , , Р-1̂ , = (^1 *1>1)лЬ ,

р «  = 1 -  рд  -  p:L -  р . \с  ,
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б) если к -О, I  -  , то р  (* ',£ ’/ кЛ ) -  P i t  , причем
p‘to At a t  , Р«* = *»Л*- . pl°-i , P m  = 1 - P ,.o' P oi~ P o,-i .

Если £ "О, то P  С o .o  /  °.°)= i “ P«> -  P «  , если L * N  , to
p \ L.V/O.M) - ( t l , ) i t  ̂ ( p ^ i / v ^ ) - y t^ W  tP W M * ) I  ^ T ‘' M
в)  если < - n b ,   ̂ - o . n - i ,  TO p  ( к ' . с / к л  ) -  P st

где 'Л* ,  Р \ о  > p »o = *" t i t - p \ , o  ,

г )  если K ^  •  то P (  * >̂  ) “ л
где P/O- (X  , P-J.o- Л ̂  > Po. < t P „o -l-P io_Pi,» Po,-<,

д ) если К - I , m - i .  ^  *■ П , to  p ( K ' , £  /  )* P 4t .
где P |o  “ C\i  +A i)4t , P -i,o=  ( ju« , Poo -  4 -  Pio -  P -t,o

в ) если К * rx\ t £ * n+l ,А/ , то p  I J 15 •
где P*.o = JH» At , Po,-i -  , P lo = i~  , P ( ^ i , n / m ,n y .
= Ijwi , p C m ^ ' / m . n )  _ p f 0 .

В данной случае множество состояний 2  ) ■> °>rn>J~nfi> ^ .
Следует заметить, что зависимость мезду вероятностями Pit ((= о;5) 
чв предлагаемой задаче все Р «  выражены чртжз А* p i  ,
,мО  непринципиальна. Процедура решения задачи не изленится,если 
вероятности P it  будут принимать независимые значения для каждого 

I  , На параметры \  , 'Xi , J*t , jWt наложены естественные 
ограничения: параметры 7ц. , , f*i , J4» -  положите льны. Рассмат
риваемое случайное блуздение вырождено. Все состояния существенны 
Для описанной системы будем определять условие существования 
отационарного распределения и "чражение для финального распреде
ления вероятностей состояний (ФРВС). Если данную систему рассмот
реть как некоторую сиотему массового обслуживания (СМО), то ^  
и ) |  могут трактоваться как параметры пуассоновских входящих 
потоков заявок, a  JW и jU* -  ках параметры экспоненциальных 
функций распределения времени обслуживания заявох приборами.

2 . Основные результаты,. П усть /' . А -  конечные цолые числа, 
удовлетворяющие условию Ы> п  > 0 , и n u o ®  .

Обозначим р ^  ( t  )  -  вероятность того , что в момент времени 
£  оистема находится в состоянии С i- , j  ) .

Имеет меото следующая теорема:
Теорема I  ФРВС рассматриваемой системы С Pi] , U o , j  « с //  )  сущест
вует, t . e .  существует предел:

Цти, Р ц С О  «  > о  . i-»e
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тогда и только тогда, когда параметры , V  , /ut  , м, удовлет
воряют следующим ограничениям: \  -  положительны,

VX»<JUt +JUi .  Если отационарное распределение существует, то 
справедливы формулы:

(1 * 0  . ^ Я а )  а )

Pi* s  0 * 4

1 7 , C ^ U1 , C3)

a . - .  , M

причём для величин и ( i t  С, j  ^ « п п ^ л /  )
справедливы оледуюяие рекуррентные соотношения:

I )  если ^ , L% I  , или ^ -С , ifcO , то

Vw + ? * г ‘ ]>

где _ • л
, если (У “0;

где
Ъл <£• . - е

,5)

если ^ 40. ^

(7)

^ * t =  ^  ’

2) если ^ "fTK , I “0 ,  то

Ч  *  “ У *  f y * 1 * ;

где Sj -  символ Кронеккера; ___
3) еоли j  ■ «♦i  > ^ *1 , или J  ■ / /  , С-СГ5 * .

то:

+  W * + ^ 5P‘ W 0 >  г )

гд е



( I I )

• ^ I
o t .• . ^  ~ » еслй </ * N  ;

(, I , если j  -  У , (9 )
где

С- ^  V  fc
Й1̂ 1 *  Л й ь - * о  к  1 •

4) если ^ L =С, то:

S«j- J J ^

5) если j  «П, L=f7»® , t o :

^  * F  4  т ^ Ь г )  £ 1 1t r  V  i : ,  ̂  +  ^  V O +

r**
+ T ^ £,nK )] >

где
O. |j

£  = sa1' ^  i i  C^ ‘  * £  ^  *  Ъ  f a - i )  • CI2)

Здесь |; /ч »  7 ^ - ‘ " 0 >  C> 0 , ^ u s 'A i+ 'A i  , JU»i=JUi-*jU2 ,

f  + j f l u  ¥t*u)1-  f a  -to к ^ ц -  U g /Jt

( U “ »
X  = Я .и / ^ 2  .

Гоказатсльстпо T c o r v n . :  I приведено в приложении.
ишетго:, что лслхчини ^  определяптся Скак и в случав 

г т и ° ^ )  сначала для больа::х значений индекса j  , т . е . , если 
\ t > j i  , то следует вычислить J y ,  , а  затеи уже § : ; 4 , т .к .

определяется чеоез ( с н л й ) ) .
Пусть Ы , Л , л» -  конечные целые числа. По-прежнему //>  п. > о  . 
Считаем, что m > i .  Для такой системы ФРВС существует при про
извольных положительных параметрах Я1 , Яь . JU* , J i t  , причем 

> 0 (  i » £ 7 п  . <j “ 0/* O .  т .к .  все состояния системы 
существенны.

Справедлива следувиая теорема:
Теоррма 2 Стационарные прроятности состояний системы опреде

ляются по следуотцш ([юрцулам:

P t - » c ? i 4 c i ^ o ^ . ^ o / i ) ,

-  Ibt) -



Р Ч  = c l ^  < L - o . r n ,  ) ,

где

K i i d f c .  +  ’f - i  Ы ' *
I’ O 1-0 e J o a  f«(1,1 >

„ ?оч r
a s  —г — с .

S 0Л
прячем величины и ( L *0,01 , ^ * 57Й. , t  шП Н //  )
определяются по следующий рекуррентным Формулам: ___

I )  если 3I , r \ - l  , или j  “О, L * 0 ,m  , то
u m*l • * i*t . ф

“ I j J  +  "(Г*1 ^

где

где

I ,  если ^  *0; 

если j  40,

J Ц и £ П  1

2) если ^ “I ,P \  , i "О, to

где 0} -  сийвол Кронеккера^ ___ _____
3) если j  - n ^ i  , Ы ,  I -  I , ГО , или ^  -  N  , I  *  О, ГП ,

то

t-t  <-«

где
r I . •едя ^ '*  N ;

•воли i * *

а:*1 Ct-гЛ



~ Л С * 1-эеОК|' ' *«' (t-*0 ^  J

»t) если j  * П., Л'- l  , i “0,  то 

I е
=  T J ( * w ^ u )W i »

5) если j  Л , I  “I , ГО to
1.-1

4 i) \  S  jVt* 4jS -  ,

r*e *
*  * T u  - >  .

^ = - t y  i
Сдось &/M* 4i,-i =0, i*^m , T £ 4 ,

i j^u  » У * «ti • * » . Jfi t |fi ~ определяются также, как и в 
теореме I .
Доказательство аналогично доказательству теоремы I .
Рекуррентные соотношения, полученные в теореме 2 , позволяют 
численно определить ФРВС рассматриваемой системы. Если случайное 
блуждание интерпретируется как СМО, то для неё иожно определить 
такие основные характеристики,как среднее число заявок в системе, 
вероятность отказа в обслуживании и т .д .  В парт. тафе 3 , в качест
ве примера, приведены стационарные вероятности для конкретной 
системы.

3 . Пример. 3 качестве примера рассмотрено случайное блуждание 
на прямоугольнике %ты ■ )•' I "О.ГО , j  *0 ,/vJ с мно
жеством *£ -  » j •  при Xi я 0 ,1  ,

Л» “ 0 ,3  , jgt  -  0,2 , -  0,4 , / д - 5 , у .  /« ,  л  - -1
По форыулш, приведенным в теореме 2 , на ЭВМ было посчитано 

ФРВС системы. Время работы прогреты  т  ЕС- to n  i  секунда . 
Результаты приведены в таСл. I ,  где на пересечении L -го  
столбца и j  -  И отроки находится отацион&рная вероятность 
ооотояния (.1  , J  ) .
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Таблица I

К
о I 2 3 4 5

14 0 , 5 0 1  Ю " 0 , 2 1 9 - Ю " ' 0,963- Ю ‘ 0 , 4 24  I C " 0 , I 9 &  1 C 6 0 . I 3 I I 0 ‘
13 0 , 1 5 2 - М * 0 , 2 7 3 - I f f ' 0 , 1 6 7  Ю ' 1 0 , 9 4 7  1 0 ‘ 0 , 5 4 7  Ю ’ * 0 ,4 51 I 0 ‘
12 0 , 3 8 9  Ю * 0 , 564- 10" ’ 0 , 3 3 2 - Ю ' г 0 , 1 9 е; Ю"* 0 , 1 2 2  Ю л 0 , 1 1 1 • i c "

I I 0 , 9 5 С 1 С * 0 , 1 3 3 - 1 0 * 0 . 7 S 2 - I C  ’ 0 ,433 I 0 J 0 , 2 7 3  I C * i c 1
Ю 0 , 2 3 1 - I C * 0 , 3 2 1  10* 0 , 1 7 9  I 0 f o , i c i - i d vo , 6 3 4 - i o J 0,59»» 10*

9 С , 5 6 0 - 1 0 J 0 , 7 7 3 -  Ю * 0 , 4 2 9  1 C 1' 0 , ' , 42 1 С 4С Д 5 0  I 0 f 0 , 1 4 0 I C y
8 0 , 1 3 5  1 0' * 0 , 1 8 7  - 1 0 J О Д С б  1 0 ' 0, ^83 1 0 * 0 , 3 6 0  I C ' 0.333 i c '
7 0 , 3 2 6 - 1 0 * 0.451- 1C л 0 , ? 4 9 1 0 * o , i 4 i  i d 3o , err- ю v C .7 99 i o y

6 0 , 7 8 6 - 1 0 * 0 , 1 0 9 - 1 0 * 0 , 6 0 °  1 ( / C , T ) 9  1С', ': ,ГС£) I C J 0 ,1 9? I r
•5 0 , 1 8 9 - Ю 1 0 , 2 6 2 - 1 0  ’0 , I 4 r> 1 C" 0 / I r I t ;  * 0 . ^ 3  i c ‘ 0.464 i c 1

4 С, 4 5 7 - Ю ' 1 0 , 2 1 6  I t ' 1 С, U  5 1 ( / 0 , 1 3 9  i c ' u . 9 9 7  I C J 0,696 ■10*

3 0 , 7 1 3  -Ю"1 0 , 1 6 2  10'* 0 , 3^4 1 0 ‘ 0 , 5 8 7 - 1 0 *  0 , 9 7 8 - 1 0  ^ 0 , 1 4 9
у

10

г о , т 0 , 2 7 3 -  Ю ' А 0 , 4 2 3 - 1 0 * 0 , 6 8 0 - I O ^ O , I O C  1 0 * 0 , 1 2 6 - I 0 y

I 0 , 1 8 9 0 , 3 2 7 - Ю ' 1 0,482 Д О * 0 , 6 5 6 - 1 0 * 0 , 8 3 0  i o ’ C . 7 I 0 1 05

и о .з з е 0 , 3 6 2 - 1 0 * 0, 386 1 0 * 0 , 4 1 3  I C J 0 , 4 3 9 - 1 0  * 0, 439
• Л

I ' '

Приложение. Доказательство r^opetiu I  
Рассмотрим сис. juy ~пл”:;:: равнений Колмогорова

f'Xu Р со = ̂itPUi(* "♦‘AtPl-1,0 ,

С JW** ) P \ j  s + .
j - V H  , Ui

Решая разностное уравнение (П.1),получим, что при {.го 
Pio* Cjfj4 -t-Cojf* . гДв и Г*. -  корни характеристического
уравнения, соответствующего (П .1 ) . Так-как ^ < 1  , a  <f i>i  ,и 
действительны для произвольных положительных значений параметрос 
V » "Xi * JUi * JMt, * 10 •*ля выполнения уоловия нориировки нсобхолт'о



положить Ср=* О.
Обозначим PCj , i - 0 ^ >  , j  - оТп .
Тогда “ Jft . i.%.0, а уравнения (П.?) прич'/т следупиий вид:

С Яи  + +  + ^ l l? i .j- i  > '■п*3^

j  *  I  , n - i  , t i l  .

Зафиксируем значение индекса ^ и расскотр:п/ ^ -е  уравне
ние системы СП.З) как разностное уравнение по переменной i  от
носительно Функции , Pro редение:

« ч ■ * « . ’ *  S i у ^ - - 0 f  V )  1 ч -  .  ‘ М
где # S j -  постоянны, ( ^ q .
Из равенства -г‘Sj наглом S j M o j - s /  . W  1*i
определяется из уравнения, записанного для состояния ( O fj - l ) :

( V ^ U j ^ - l  +JU ttli.j-i ^0 ,^4  ,

где 6^ -  символ Крояеккера; l » 0  , т . е .  для 4 cj
справедлива ^юрмула (.V). Подставляя выражение для S j в (Ч .'О , 
получим

V V * * . « • «

Считав».', что P"pn~ci;^e Сгт. г0  (в силу произвольности значения  ̂ ) 
споаведливо для вссх  ̂ (.^ = JL,n-i ) .

Так как для всех  ̂ Синаче не будет
ви::олнено условие н о гч 'р зг  '-О ” т • I'.i все состояния существенны, 
то

k m  ? i , -  “ О .  (П.б)с*» О. j ,
В формуле СП. *5) величина S ;  неизвестна. Дхя её  определения 
воспользуемся условием СП.б;. Предположим, что величины 
и справедливо равенство

* ( € - q = i ) ,  (П .7)

г",с & е(> )- кногочлен стспони t  по переменной L .  В случае 
£ * 0  предположите СП.7) впполнрно Снногочлен (  L )« i  ) .

'■''•’•твгол то,что f i  ^  .условие <ч".6) для j  = 4 ,0 * 1  можно за -  
писа?’. с слгд'/гцем виде:
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f e ^ - T i )  Й b p  ^ ' / ]  =  0  •

Заметим, что £щ) b j - i ( £ ) ~  0  • T*K*

Г1<-1 . f ” eCTb некоторой многочлен степени j  по пере
менной t : * W  образом, условие (П.6) можно записать так:

р СП. 8)
& £  [S j  ] * 0  ,

где J. = Г, n - i .
Условие СП,8) кокет бить выполнено лишь в том случае, если

т «  -  t ,  £  с \ .  = &

v.b силу того, что j . а ряд ^ хгд /^сходитея при ' 1X1 <1 ) ,
| л  д  {.о

то S. *  г*  ' S i r  О • Определённая таким образом величина
, d jU aCft-^O  fcoU "*ft .

^  удовлетворяет условии (П .8). Подставим Sj  в СП.'5) и,введя
обозначения сDj-t я  » получим формулы (5) и С6) теоремы I .  
Покажем, что предположение СП.7) справедливо и при i ~ j  . Под
ставляя в формулу (.5) величины 8 j- i  ( О » получим ол0_
дуюшее:

t-l

V t f c  %  ♦ j ^ , c £  ■
°* Y* *

Ряд £  ( ^ )  ^ ч О ^ ' О  сходится к многочлену С j  ~ 1  ) - г  порядка по 
переменной £ с конечпыыи и определенными коэффициентами.

Сумма rfj -  есть многочлен ^ -го  порядка относитель
но I  . fro ^
Обозначая полином в квадратных скобках через £>j С I ) ,  получим, 
что предположение (П.7) справедливо и для I * j  ,и , следователь
но, оно верно для всех ^ С ).• Покажем, что f i j  > 0
С £> 0  )• Подставляя Сб) в (5) и выполняя очевидные преобразо
вания, получим:
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Так как , a {V > i , то выражение в квадратных скобках
положительно, Для величины tye,j справедливо

^  S  ^ ' 4 1

т , е * 7*^ > о .

Следовательно, ^ > 0   ̂ t > 0  ) и 4ljr О (. ) .
Гассмотрим систему т л и ' v уравнений Колмогоро в а ,записанных 
длл мнояества состояний i *  0 , j

O u + j U t O P y  ="An  *чП’ 9)

(  + JUu)Puv , (.П.Ю)

Г Д О  L i - ' ’ .

Заметим, что уравнение (П.Ю), справедливо для L >• I .
I опал его , получим р и  а а «1  +  а *  aei . где X i и * *  -
корни характеристического уравнения, соответствующего уравне
нию СП.Ю). Так как , а Р» >J. длл произвольных по
ложительных , ]4t  . то необходимо положить О.* в0.

Введём величины ]ftj по Формуле 12),  Тогда £**»с1Рх ,
i  >0 , а уравнения (П.0) примут следурщиЯ вид

( ^ u + ^ t O K j  , (ПЛ1)

Решая уравнения оистемы (.П .II) последовательно, начиная о урав
нения! записанного д л л ^ « * ’-1 , и кончая уравнением, залиоаннш 
для ^«A ti < для величин получим

* a j « , v +  o j « i  y l (^ . Xl} £  (® « *- * t e)  !s« .j4  ,

где Qj и Qj неизвеотны, I > i - .  Считаем,.что J  изменяется от 
N  до « 4 1  .  Записывая п г я ш л  уравнения Колмогорова длл сос

тояний (  0 > ) , получим формулу СЮ) для определения вели
чины » Из уравнения,залиоанного для состоян-я ч1, ), h j -



лучим
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Тогда

Проведя для l&ij рассуядсния^анологичние рассуждениям, про
веденного для- 7ij» получи»

, i 4 s S e i R j  C l ' >

где R j  ( О -  некотор1.’П многочлен степени С ¥~£ ) го ' ррсюниой 
I  .  Обозначав 5 l " j + i =  C L ^  и  в в о д я  по ('орчул^ 1.5),кэ-:но

получить формулу (ГО.
Для состояний ( 1,П )  уравнения в финалышх вероятностях 

будут иметь вид

( ^ u  + M«)Pin =  ^ t tP i - i .n + jU u P i^ n  + ^iPw.rwi +  'XiPc.n-d f ^ p . ip )

1 г г .
заметим, что вероятность состояния ( 0 ,Л  ) годно о т д е л и т ь ,  
используя как Формулу ( 7 ) , так и Формулу *,10). Таг':’* e ^ ra ',n", 
имеет место равенство: С 7.оп =&^«г>, Ог,редп.,:гл г о н с т ч ? ’* О ., 
получим Формулу и О . Считае».-, что Pon = C?o«. Введя г ' ч ' чч^ц 

9 ln  по *ор»гуло (.1), уравнение С” . 12) чо-.-но герс - е а т ь  так

C ^ u + jU u ') ^  - ’X iK 'i-i.n  ■+ +  JUi

1 > Л .  h
Решая это у-авнение как разностное отнонггельчо ? ! " ,  "олуч:"!

Пэ сравнения, записанного для состояк/л ( i , n  ,-Пг-пг"
нуп ( t

£г * Ъ  7 „  -  It
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к " th  +  ? t . » - i ) .

Для вели чи н должно бить ви по лген о  у сл о ви е  ( ! ' . б )

f e .  I ^ + *lC l ' t l )  + J r , r  ь * *

л ie,a*i+ V  F, +

Если , т о  (Г .13) mo’-ho п е р е п и са т ь  d виде

f i "  С8‘ "AuU-tj j , (J“‘ V .^ !'" '1 + * > « - - о  *

.  £V>  Ь , . «  ^ . W . ) ] = o .
£

Учиты вая т о ,  ч то  £g,n,.i =  <€| В ЛП(.£) ) *  V i  Ь ’’ - i ^ ^ i

имеем ^Lm 2Г £ C;V* f̂*, + ^ t?« ," -i)=  0 .  . .  ;

Д е й ст в и те л ь н о , ге л и  m Q3C * 4  • T0 (~t~) >

И I !  'I t, / s . . 4 f C  - ^  > сл е д о в а те л ь н о  **1

tim 'Ci Z C y u 1 +  B n - i C n ]  =  0 .
t » l  * '

Е сл и  >e t  i X j  « - Э

О c £  r ‘‘ V t £ - 1  ( 0 ^  i r  s e ; '?s e /  2 ~ i ( 0 *  a?» £

^  *  --Г
т.к. os* Г  2*»i CO —; о . T0 b g  ы  T ^e,n*‘ “  0
Остальная возио’нис случаи: f i 4 ^ 4 * 1  min (3ei><fi)
рпссмптрппагтсг аналогично. Тч'мм оОу.-эоч, если V , то 
уол^зиб ^ " * 1 ^ ) ’ ’oi.iio запит;-/г ь t .ik

и  г ^  -  — ± ~  J :  и» ь  $ £tBfl - \ 4 i > ' О  = о
/lW* I ) £ |  ' 5о«

Т о г л а  я  1 -г

4,-Ю»
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o icu да определим конотанту (ц

^ t r  Т р Т Г Т Г  £  t / u  Г 1  t t . 0 ’1 +  * 0 0
JUu(i-t) ы  ' 5*п л

То есть в случае X < i  постоянная величина конечна и 
определяется однозначно.

Если ^е f  > 1  , то ни при каком конечном значении констан
ты #i условие СП.б) выполнено не Оудех* Это значит, что
при ФРВС не существует.
Пусть ?<■£ • Подставляя значения констант Sl и 6* в
выражение для tyin , получим формулу C II) . Константа jS
равна .^Определяя постоянную величину С из условия
нормировки , получим формулу СЭ).

Теорема IД оказан а .
Доказательство теореиы 2 отличается от доказательства теоремы{ 
лишь тем, что постоянные ^  , 0  ̂ щ определяются не
из условия СП.б), а  иэ дополнительных граничных уравнений, за
писанных для состояния С г * , ^ ) ,  где

Л и т е р а т у р а

I ,  Малышев В.А. Случайные блуждания. Уравнения Вииерй*Хопфа 
в четверти плоскости. Автоморфипш Г ал у а ,'! ! ,i Ичд-во МГУ, 
1970, - т  о.
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HEifCP’OT’ ir ПООТАМОЧ:"'. ЗЛ"А" n TTOF’W VnpA'tlflF", :v 
гчк’фт? ( ••vv,oBoro oniw .iriA T in

n ,  1 ,  pilKOil

I .  Чиодг h "■
MacioiiimiP р;Иогп >"uor ш'льи 1 n ■ л у ч и с т  копчу p« зультцтоп, 

и постановку » r.flaciifM' iii'fi iifrni'.inux :<ндич " направлении исслодо- 

HiiHt’H, npi-iioiiiPflxiii'iHX, no m i i p i i  ih uimipH, oupoif лённий v«?Ti!pf’0

Д Л И  у п р а в Л Н С Ч Р Х  ( ; 4 ( J T (  M M i l C O O I V i l ’ d  1 ) 0 0 Л У А „ П » Н . ' Л .

Ц и с к р е ^ ш е  у п р а в л я е м о й  мпркопокио поп ■, м ар к о в с к и й  v  п о л у м а п -  
КПиОК-Т ПрОНСССЫ ПрОЧ‘10 ВОПЛИ П Г)рС1‘НЯЛ и с с л е д о в а н и я  у п р а э л л и ш х  
с icvpm м а с с о в о г о  о А с л у к и в ап  *я К сокалеми* ы н о п  е з а д а ч и  
нн пли на  и у п р а в л е н и я  с ист е м а м и  м а с о о п о г о  о й с л у ж т а н и я  эьхО ^ят  эн 
рачки дис! ротных MHpitoncic-ix и п о л '  'U pronoKк* у о д о л о й ,  Ллг. а н а л и з а  
т а к и х  с и с т е м  ч р и х о д г т с н  и с п о л ь э о п а у ь  Яолоо оложнып к о н с тр у к ц и и  
случай ны х п р о п с с с о ь ,  н а п р и м е р ,  пегенррмругннио п р о и г с п ы .с  пм о и э -  
рольнчм множ еством  с о с т о я н и й  р е г е н е р а ц и и ,  пааложичио  р о г е н е р и р у -  
»шио пр о ц ес сы  f  ’с с л е д о ч а н н е  в о п р о с о в  у п р а в л е н и я  такими
п р о ц ес са м и  т р о о у с т  п р и в л е ч е н и я  )л ес  с л о ж н о г о  м а т е м а т и ч е с к о г о  
а п п и п л т а ,  чем д л я  д и с к р е т н ы х  п р о ц е с с о в .  О д н ак о ,  е с л и  о г р а н и ч и т ь о я  
и с с л е д о в а н и е м  д о с т а т о ч н о  гаирокого о т о ч к "  вреи ия  приложений кл ^о -  
с и  с т р а т е г и й  у п р а в л е н и я ,  изменивш ихся л и т ь  и моменты р в г е н п рои'>,н 
с о о т в е т с т в у ю ш е г о  п р о ц е с с а ,  т о  э и д я ч а  у п р а в л е н и я  им с в о д и т с я  к 
и с сл е до в а н ию  уппап,- .ясмой м а р к о в с к о й  или п о л у г а р г о в с к о й  цеп i с 
произвольным множеством с о с т о я н и й .

Управляемые марковские цепи о про'яволышмч npoc i пане,алии 
состояний и управлений нодиергались >i послоыге и г - Tuei  е м 
кому тео^тическому исследоппигп. Реи.мьтат! птгх и<~t-л* л г п *ч**Я 
вмосте с достаточно подроПнгм ^  >эопом можно н^Зти, налр ' т  г .  в 
р-Ипте[5^\ .

Ни>р п р и в о д и т с я  н о н е т  ic  у  г, 1авляр>*чх и в р г  т а с ' ч й  . е г . л . т  п j - ' ' . у о я



цеией о произвольными пространствами ооотояний ■ управленшй ■ рас
сматриваются некоторые представляющие интерес для твори» управля
емых систем массового обслуживания задачи исследования таких про
цессов как с произвольными, так и дискретными пространствам! сос
тояний в управлений.

2 .  Управляемые марковские и полумарковские цепи с произволь
ными пространствами состояний и управлений 

Однородная управляемая марковская цепь £ t задаётся набором

IX, V, Р ("*.•*• * fa"), ,
где (К.*) -  Измеримое пространство с о с т о я н и й , _ измеримое
пространство управлений,]> (Ч цМ  (**Х, -  семейство пере
ходных вероятностей, т (jr. и) ( * '  u*V) _ одноша^вая плата /д о 
ход или потери/ при выходе из состояния зс с управлением м. 
г ( * ) ( - х * Х )  -  финальная плата / в  задачах управления с конечным 

горизонтом планирования/
Если через i * e  ( » „ • • • .  обозначить траекторию

процесоа до момента t  , то стратегия управления Л  в общем 
случае задаётся последовательностью J  * (*•, **> ■■■•>*,■■■) условных 
распределений на V  : Л»*- Pt (•***:' ж* )•
Стратегия называется марковской, если V t t
и нерандомизированной, если распределение J t  V* вырочдено,
т . е .  сосредоточено в одной точке. Нерандоиизированнан марковская 
стратегия называется простой. Простая стратегия задается последо
вательностью функций Т* U*tM> • //<•*-,•• • !  . Ьростая стратегия,
для которой / « f ' / ' / f a  V i ,  называется однородной и обозначается 

Суммарная плата за время Т  определяется функционалом от тра- 
ектоии 7  г

Т9Г *■ Ит (зт) г Z  г Г1Хт) / (1)
t'O

а средняя суммарная плата -  функционалом качества /дохода или по
тер ь / _

V T . <*)

Остановимся для определённости на оптимизации дохода. Тогда зада
ча управления такой цеоью на конечном интервале времени Т  состо
ит в построении стратегий л “ , максимизирующей средний доход

Ч  s - p  VT  9 у у  (Л .)  .
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Б задачах с бесконечным горизонтом планирования Т * «>• в силу 
расходимости с вероятностью I ряда (*) приходится менять поста
новку задачи. В этом случае либо ставится задача определения /* - 
оптимальной стратегии, т .е .  стратегии, оптимальной относительно 
функдионала

Ур М | .  £  « •  >,

либо решается задача определения оптимальной в среднем стратегии, 
т . е .  стратегии, оптимальной относительно функционала

?  Ч  h . , » )  • (*>

Заслуживает внимания также исследование мажорантных стратегий, 
т . е .  стратегий, получающихся предельным переходом из стратегий , 
оптимальных на конечном интервале времени при Т-*  для различ
ных /обычно рассматривают нулевую/ финальных плат.

Однородный полумарковский процесс с произвольным фазовым 
пространством характеризуется своим состоянием, неизменным в тече
ние некоторого времени, и временем пребывания в этом состоянии. 
Если через S*. обозначить последовательность моментов скачков 
процесса и положить | „ в $ 5„-»о , *0„* S*~ <£«-« . то поведе
ние оолумарковского процесса полностью описывается парой 7**

. Последовательность ^ о б р а з у е т  марковскую ц_лъ
в фазовом пространстве (Y, У)‘ . ДГ"* 5» ) ,  где Я* -множество не
отрицательных действительных чисел, а -алгебра его боре-
левсжих подмножеств.

Марковская цепь % 1 fy., & обладает тем свойством, что её пере
ходная вероятность не зависит от втоцрй компонента

Такие марковские цепа называются полумарковсжими; при этом первая 
компонента [ .  цепи сама является марковской цепью.- 

Таким обоазом, если ограничиться стратегиями, изменяющимися 
линь в моменты скачков, то исследова. ;е управляемого полумарков- 
ского процесса с произвольным пространством состояний X сводит
ся к исследованию соответствующей управляемой полумарковсжой 
/ ч а с т н о м у  случав марковской/ цепи с пространством спотояиж! * 

х « Rt . -ПОИ',РОЛИ для обычной структуры доходов
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управляемого полумарковского процесса: т, (ж, t ) -  доход за  еди
ницу времени пребывания в состоянии or при управлении и  ;
Гг (ж, и)  -  доход за переход из состояния х  при управлении 
и  положить

Г (я .и )  *

и обозначить через J(<*) индикатор события А , то функционал
дохода для управляемого полумарковского процесса о конечным гори
зонтом планирования Т  можно записать в виде

Ля 0

подобном виду функционала ( i )  для управляемой марковской цепи. 
Отсюда в случае бесконечного горизонта планирования для среднего 
дохода в единицу времени получим выражение

t i»  ±  V ? . , * ) *  Л-« - Г  •
т - -  т  * —  м \  S -» •

Основное уоилкя в исследованиях теоретического характера на
правлены на выяснение условий, при которых в задачах определения 
оптимальных стратегий управления марковскими и полумарковскимк 
цепями можно ограничиться классом простых марковских стратегий в 
моделях с конечным горизонтом планирования Т  < • •  или однород
ных простых марковских стратегий в моделях с бесконечным горизон
том планирования. Обзор результатов, полученных в этом иаправ э- 
иии для цепей о диокреткыми /конечными или счгтыыми/пространотва- 
ми X * найти в работах ( i ,  6 j  . Наиболее доступной
для ознакомления с црокавольным случаем является, по-видимому, ра
бота (5J .

Прикладные исследования направлены на разработку алгоритмов и 
программного обеспечения поиска оптимальных стратегий управления. 
Определенны» результаты а втом направлении имеются на сегодняшний 
дань лиаь дха поделай о конечными пространствами состояний К уп- 
равлений. В его! овязи целесообразно откатить некоторые вопросы, 
требуючиа решения,

2 .1 . В больиинстве исследований как теоретического, таи и ал- 
горитмичеоиою характера, в тон числе а для конечных X * У . 

предполагается ограниченность функций Г (*. *») ■ г ( ы ) плат, а
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то время как в задачах теории массового обслуживания / в  частности, 
для приоритетной сиотемм М/»/б?г / I /  эти Функции зависят от 
состояний линейно и неограниченно возрастают с ростом очередей. 
Применение результатов теории управляемых масловских " '‘по«* в за
дачах теории массового обслуживания, таким образом, требует их об
общения на случай неограниченных функций плат. Некоторые результа
ты в этом направлении получены Липпыаном Г 7 ]  ,

2. Алгоритмы определения оптимальных стратегий базируются на 
канонических уравнениях, которым удовлетворяют максимальные дохо
ды и оптимальные стратегии, и сводятся либо к итерационным проце
дурам, либо к задачам линейного программирования. Реально на L-BM 
эти алгоритмы могут быть реализованы лишь для конечных пространств

X и V  . ^числительные аспекты определения onrm.-алышх стра
тегий в случав бесконечных / в  том числе оч&тных/ пространств X 
и V требуют детального изучения.

На этом пути возникают и интересные теоретические вопросы'Свя
занные, например, с иооледованнем оходимости характеристик опреде
ленным образом усечённых /по проотранстьам оостояний или управле
ний/ управляемых марковоких цепей к соответствующим характеристи
кам не усечённых цепей.

2 .3 .  Как было отмечено выше,исследование управляемого полумар- 
коаского процесса с общим пространством оостояний оводится к по
следованию соответствующей управляемой марковской цепи о дробно -  
линейным функционалом качества. 1олее пристального внимания за
служивает исследование оптимальных стратегий относительно нелиней
ных, но рбально возникающих, функционалов качеотве.

3 . Некоторые вопросы устойчивости оптимальных стратегий
Ограничимся случаем конечных ороотранотв X ш U  .
2 . 1 .  Оптимальную отретегию управления оиотемой на конечном ин

тервале времени можно найти итерационным методом о помощью урав
нения Беллмана

Ч»1г} Г г ,̂r•ui ***' **' (*} J ’

где компоненты вектора * # Х  \  имеют смысл макоммаль-
ног дохода, доотвимого >а п шагов ни состояния х  , в называ
ются оценками соотояии* .
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естественно, вектор V*, зависит от вектора г  финальных плат. 
Гораздо меньшее влияние вектор финальных плат г* оказывает на 
оптимальную стратегию S * » ( С(*>, • . где ft (х) управле
ние, принимаемое в состояния jc  з а  t  шагов до окончания го
ризонта планирования. В случае конечных пространств состояний X 
в управлений {J для любого фиксированного горизонта планирования 

Т  можно указать области изменения финальной платы Г , в ко
торых оптимальная стратегия остаётся неизменной.

исследование ооластев устойчивости оптимальных стратегия к из
менению финальной платы Г представляет несомненный интерес, 
т . к .  г является справедливой ценой системы в результате её 
эксплуатации в течение заданного временя при фиксированной страте
гии. В связи о этим представляет интерес также постановка двойствен
ной задачи: определить значения доходов /или штрафов/Г(*, и) и 
финальных плат г (* )  , при которых заданная стратегия £  - j (L 
эс*Х. t* t,T  t  будет оптимальной. 1акия постановка вопроса пред

ставляет интерес в ряде 'г о т и ч е с к и х  задач, например, в задаче об 
эксплуатации оборудования.

Пусть X  представляет собой множество состояний, в которых 
может находиться оборудование ; U  -  множество режимов его экс
плуатации; вероятности р (* .и>у) описывают процесс изменения состо
яний оборудования при различных режимах его эксплуатации. Тогда 
прямая задача /при фиксированных г  (ж, и/ и r t * t  /  состоит в по
строении оптимальной стратегии использования оборудования, а в о й -  

ствзнная задача соою ит в установлении штрафов г (■*.” > и г (*) 
при сдаче, скажем, оборудования в прокат с тем, чтобы в процессе 
его эксплуатации эффективной била заданная разумная /например, бе
режливая с точки чрек.л сохранно ги оборудования/ стратегия <Г. 
Насколько е вестно автору, такая постановка задач? в литературе не 
обсуждалась.

Представляет несомненны! интерес также исследование устойчиво
сти оптимальной стратегии к малым изменениям параметров модели 
р ( а ,  и. у )  . Некоторые более точные постановки и подходы к ре- 

шёнию подобных задач содержатся в работе [ 9 ]  .

3 .2 .  Обратимся теперь к моделям с бесконечным горизонтом пла
нирования. Для таких моделей, как отмечалось в п . 2 в силу расхо
димости ряда (<) , приходится менять постановку задачи.

Один из подходов к определению оптимальной стратегии в этом 
случае состоит в том, чтобы несмотря ка расходимость ряда ( 1) 
на.:ти оптимальную стратегию для фиксиромш ^го к-'ччч-
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ного горизонта планирования T  и фиксированной финально", плр- 
ты г  и исследовать её поведение при Т-* для различных 
г  /обычно полагают г #  О / ,  Известно /см . например 1Ь J / ,

что оптимальными при этом могут оказаться Периодические свратегии, 
причем различные для разных финальных плат т

Заслуживает внимания исследование вопросов устойчивости опти
мальных мажорантных стратегий х изменению финальных плат Г

3 .3 .  Другой способ определения оптимальных стратегий в моделях 
с бесконечным горизонтом планирования состоит в построении р> -  
оптимальных стратегий, т . е .  стратегий,оптимальных относительно 
функционала И )  . Исследование -  оптимальных стратегий пред
ставляет как самостоятельный интерес /особенно для функционалов 
экономического содержайия/, так и как способ Определения оптималь- 
них в среднем стратегий.

Известно Гб J , что в случае конечных пространств состояний X 
и управлений U р>- оптималыше стратегии обладает определён
ной устойчивостью к изменению параметра /ь , а именно: на от
резке [ о ,  l ]  существует лишь конечное число точек/Ч  (А<-,<Ри), 
таких что Р> -  оптимальная стратегия остаётся неизменной на ин
тервале ( I V ' • причем на границах интервалов устойчивости 
имеете# некоторое множество /Ь -  оптимальных стратегай. В [ 6 ]  
приведён алгоритм определения концов интервалов устойчивости -  
критических точек , который реализован на ЭВМ ВС в МИНХ и ГП ям.
И.М. Губкина. ^

Отсюда в частности следует, что если А крайняя правая кри
тическая точка, то для Р -  оптимальная стратегия совпа
дает с I -  оптимальной и, сл довательно, с оптимальной в среднем, 
что позволяет предложить метод расчёта оптимальных в среднем стра
тегий.

Было бы интересно обобщать эти результаты на модели с бесконеч
ным /счётным/ пространством состояний и управлений и на полумарков- 
ские модели, хотя ожидать их простого переноса лдесь не приходится.

3 .4 .  Связь между оптимальными в среднем, -  оптимальными,
I -  оптимальны, i и оптимальными мажорантными стратегиями для 

марковских управляемых цепей с бесконечным горизонтом планирования 
и конечными пространствами состояний X  и управлений U  доста
точно подробно изучена ffo j . В  случае общих /счётных в том числе/ 
пространств X  и U взаимосвязь между этими стр атеги я»  не изу
чена и,по-видимому, оолее т о ч н а .
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3 .5 . Коснёмся ещё одного интересного вопроса устойчивости оп
тимальных стратегий в задачах теории массового обслуживания. 
Известно [ 6 J  , что о дней i s  способов определения оптимальных
стратеги! управления для управлявши марковских цепей с конечны
ми )( I  U являются метода линейного программирования. Специ- 
фяка задьч теории массового обслуживания к специальный выбор пе
ременных линейного программирования позволяют в некоторых случа
я х ^  одной стороны, распространить гги идеи на модели о бесконеч
ным числом состояний, о другой -  использовать понятия двойствен
ности в задачах линейного программирования ддя постановки а реше
ния задач определен»! областей устойчивости оптимальных стратегий.

Например, в работе (9 ]  задача определения оптимальной дисцип
лины обслуживания требований в системе M r  101r \ i  с ветвящимся
потоком вторичных требований оводнтоя к задаче линейного програм
мирования

{  X  с  * > »*•'**■

ори ограничениях
Х'А *А'Х - Ь ,

где & , С -  векторы, а А  ,  &  -  матрицы, определяемые
переменными модели, и X*1*V J /  * i j  - M b  l £ ;  -  средняя
длина очереди требований типа J  в момент принятия управления < /-  
матрица переменных задачи линейного программирования.

Непосредственное решение прямой задачи оказывается довольно 
трудным. Заметим, однако, что в силу определения jc v  - О  тог",а 
в только тогда, когда требоьанкя типа j  имегг приоритет перед 
требованиями типа L . Коли теперь фиксировать некоторую приори
тетную диоциолкну обслуживания и воспользоваться соотношениями 
двойотвекнооти линейного программирования, то уравнения двойствен
ной задачи позволяет выразить эЬ переменные через пар<шетры моде
ли, а неравенства двойственной задачв-найти условия на переменные 
модели, обеопечиваяцие оптимальность веданной приоритетной страте
гии. Оказывается, что различным приоритетным дисциплинам соответ
ствуют различны* области в пространстве параметров модели, причём 
они покрывает во< вто пространство, так что для построения опти
мальной стратегии достаточно ограничиться клаооом приоритетных 
стратегий.

В качестве побочного продукта получаем облаоти устойчивости 
оптимальных стратегий.Заметим также, что подобный подход представ
ляет значительно больший интерес о практической точки арония,чем 
прямой метод определения оптимальной стратегии.
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ПРЯШЕЕЯНЬЛ РАСЧЕТ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМ МАССО30ГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ ПРИ МЕДЛЕННЫХ ФЛУКТУАЦИЯХ ИНТЕНСИВНОСТИ 

ВХОДЯЕЕГО ПОТОКА

А.$ . Терпугов

Исследование характеристик систем нас с.''«его обслужит ::;г 

в нестационарном случае сводится к решение системы диЭДерсн-
МР

циальних уравнений вида ^ * <?Р , где Р (4 )  -  вектор-стол

бец переходных вероятностей, a  Q  -  некоторая матрица, м в к с я -  

щая от времени * . В общ®»! случае рзш^ми" такой систечл очпиь 

сложно: в  случае, когда характеристики зулдчг-’Го no-rva чопчптся 

со ed'” "V!om достаточно медленно, п р и ^ и г^ н о с  печечис м о к т  ис

кать следующим образом.

Рассмотрим уравнение вида 5 t P “ 0 . Реиение этого ура-’кеьия, 

с учетом того , что матрица ф  в системах массового обслу

живания вырожденная, имеет вид Q - R P  + P, , где Р, у го гл с тм - 

ряет условиям:
л»

5  Л  * О ; Z  Р., -  4,
{*! ‘

где Р«  -  i - я  компонента v ' c o p a  /»  . ''атриг,’/

можно подобрать так , чтобы V * Т  ^*7 J О , ^гда О.
**4 J

Рассмотрим последовательность вектороо

О О т О р  .  Р
р, r R > р* * *  Ж  * ' "  * **' л*

и вектор

р.- Р. * Р, •» » ( !  + ( * > )  ) P* j

г ' “ .Г -  единичная матгкца -  оператор адфферечцирпванмли

::слк чорма оператора Й-& меньше I ,  yp ( I + i * D )  + ( H D ) 1 * . .  ) *  

г ^ Т - И Ъ У ' Р .  И
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p -  p . ,

Отсюда получаем, что

.  й )  .

причем автоматически выполняется условие нормировки 

Таким образом, вектор г  является решением систомы ( I ) .  Т^к 

как Р» есть не что иное, как финальное распределение вероят

ностей при отсутствии флуктуация, то Р  можно рассматривать 

как решение системы ( I )  в случае, когда до момента времени 

характеристики входящего потока не менялись и в СМО установилось 

финальное расппеделение вероятностей.
№При медленных Флуктуациях, когда малы, можно огра

ничится лйг'ь первым приближением и брать Р* ?» + ?•| , что даст

приближенное распределение вероятностей по состояниям СМО.

Проиллюстрируем эту методику на простейшем примере одноли

нейной ©40, на которую поступает нестационарный пуассоновссий 

поток заявок интенсивности У М  , причем ^  . Оболу: -

вание *удеч предполагать экспоненциальным с интенсивностью Д  . 

Обозначим чеисэ -  вероятность того, что в момент времзни

"fc в системе находятся i ;алзок. Тогда p t ( t )  удовлетворяет 

уравнениям £ l j :

Ь />|Ч (*) -  U y * )  p , { i )  + /* р ,ч,<+) , i * O f

l i £ '  •  -  ^ h M  * f* p . W  •
tlli

Для кахокдения of* ( i )  следует ренить систему уравнений:

+  X Ш  + (*+/*) р Г ( * )  *  /* Р *  1*>я о ,

-  Ь p i ” 1*1 ■» /* f f t * )  •  о ,



•т
с  "ополш'.толънкм усло вием  X  р,-‘' М ш 4  • '.б и е н и е  э т о  имеет

л- U - j r j L - j r )  •

Е с л .1 /э т .в С Г н ор ‘*Л)(Ь) , т о / > / " 7 + )  н а х о д и тся  из си стем ы  у р а в н е н и й ;

\ ? т : . м - f » . / . ) / . ; " » ) - / • ( > ? - f t > .  А “ " ' м  w

-  Г б  -

с дополнительном  услоьке;.’ X .  Л  ^

Т ь к  ка к  ко; ии х а р а к те ] и с т и ч ь о :и г '. $>aj нения * -  <>+/0 г -% а1 •  О  

раьнь. I  и , то  реиение систем ы  ( 2 )  сл е д у р ? и с к а т : и * /д е

А -  ■ х  I  А ' " ’ * -  с " -  с Г ф ‘-

П о д ста вл яя это  ре-иенче в  исходную chiton.;, и при^апицьая  

ко э .^ ь ц и е н ты  при р ‘‘~* (Ь) с л е в а  и е щ а ъ а ,  получ:»л

А ~ ^ 7 Г  ’ 8 в - / А в ' у ф Г ) '

Ссобые уравнения си сте м а  ( 2 )  п о л учаю тся при i  =1 и i  = 0

х * ‘м - а у ) л " А ' " "  

' - х р . " 1 - . / ' л " ’ .  А " ' 1.

Подстановка ^е^ения в первое из них даст
а " > .  г ; ч г / ‘;

а,второе у^авнецие удовлетворяется тождественно. !1оотоку при *'« О  
4- ,:/«-*) у*  / X \ ы '* л <ш.ф)
Z -  Р» и A .  {JZ) Р * с л е д у е т  с ч и т а т ь  равными нулю.

Ь99 Г /f|
Так как при \ р!** — о  • то Cf л О  . Для нахождения коно-

танты рассмотрим условие £  />f*l 0  . Так как при атом

А  “ У  , то выражение для р(,к> можно переписать в виде

л " -
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Имеем

f i r . ' " '  . £ k ' " ' £ i  • £
V«i wi' 1*1 Л1 *“

Tii Г  u* (Чм г

Поэтому условие z !  A*** •  О переходит в уравнение

.  J -  £ ‘ ? Г ’ .  с ?  А г .  о ,
/■ -к ТТ. '

/» <*> А г - ,  :  (*.(>
откуда t j  .  J  2 - ‘ Л и окончательно 

/*

Так к а к  д !4  М  •  )  / ^ Г  )  , то; подставляя ото выражение

в ( 3 ) ,  получим

i. / i f ' *  г f  |/*"■•/>■* Л . -J
Л  L ^ 7 7 *  “ — J > Г  г '  х’ °-

Подставляя выражение для р / " ( ^  в (3)^ можно было бы вы
числить />/’’ Ж  и т .д .

Ъ<анив р /* ’ Ц) позволяет найти и другич характеристики 

оиотеин. Найдем, например, орвднвв чиоло заявок в окстемв.
Так как

Z  •'!><“ш  -
{*в
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то приближенно

где отброшенные члены содержат более высокие производные ст А 

и степени ^  , выше первой.
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ПРадШШЕ АВТОМАТОВ С ЛИНЕЙКА ТАКТИКОЙ 
а  задаче у п г А в а ш г а  н а б в д ш ш ш

Ю.М.Тонконогов

Современные информационные системы являются' мкогокангльнкми, 
причем на каждом шаге наблюдения анализу подвергается один шш 
в лучшем случае несколько каналов. Бремя, необходимое для после
довательного просмотра всех каналов, оказывается достаточно боль
шим. Между тем большинство каналов являются "густыми", т . е .  не 
содержат сигналов, и затраты на их просмотр являются бесполезные. 
В связи с этим часто прибегают к управляемому просмотру, стре
мясь максимально сократить вреда, затрачиваемое на просмотр пус
тых каналов. Оптимальные алгоритмы управления осмотром каналов 

могут быть реализованы а аналоговом варианте. Значительно 
более простую реализацию этлх алгоритмов кожно получить, исполь
зуя дискретные автоматы с линейной тактикой. Вопросам эффектив
ности применения таких автоматов для обнаружения неподвижных 
сигналов посвящены работы [ 2 , 5 ]  . В данной работе автоматы с ли
нейной тактикой применяются в алгоритмах управления просмотром 
каналов при обнаружении сигналов, перемещающихся по каналам.

I .  Описание системы 
Имеется N каналов ( N » i )  , по каждому из которых через ин

тервалы времени &t . поступает последовательность независимых 
случайных величин^0 , -  номер канала, t  -время), 
распределенных с плотностью вероятностей pCv\\H^) , если в ка-
и.чле есть сигнал, ллбо с плотностью вероятностей p(v\\W 0') )
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е с л и  в  канале си гн а л а  н е т .  С ч и т а е т с я , ч т о  с и г н а л  и м е е тся  лишь 

в одном из ка н а л о в , и априори е го  нахож дения в  каждом канале  

р а вн о в е р о я тн о . Величины п е р е сч и ты в а ю тся  в  логарифмы отноше

ния правдоподобия = 1п [р Ц *°1Н  ,VpI*U '  \ U • И меется одно п о 
и ско во е  у с т р о й с т в о , которое в  каждый м ом ент времени может под

со е д и н я т’  ~л к  выходу одного из к а н а л о в . Необходимо при фиксиро

ванн ой  ч а с т о т е  ошибок ложной т р е в о ги  н а й т и  з а  минимальное врем я  

к ан а л  с  си гн а ло м .

2  поисковом  у с т р о й с т в е  и с п о л ь з у е т с я  а в т о м а т  с  линейной т а к т и 

к о й , представляю щий собой си с т е м у , к о т о р а я  может н а х о д и ть ся  в  

одном из < 1 и  со сто я н и й , проном ерованны х о т  0  до «1 . г'оли а в 

том ат н а х о д и тся  в  со сто я н и и  \ и ..^гариф м  отнош ения правдоподо

бия буд ет больше С , то  а в то м а т п е р е х о д и т в  со ст о я н и е  1 * 4 ,

есл и  М< - С _ а в т о к а т  переход и т в  с о с т о я н и е  \ + 1 , ко гд а  же 

-С 4 4 С а ы ^ м а т  о с т а е т с я  в  с о с т о я н и и  \ . 3 начальный мо

м ен т времени с и с те м а  н а х о д и тся  в  с о с т о я н и и  L0 , Достижение с о с т о я 

ния 0 о зн а ч а е т  вынесение решения в  п о л ь з у  ги п о те зы  ; д о с т и 

жение со сто я н и я  с  номером а  -  вы несен ие реш ения в  п о л ь зу  ги п о 

тезы  ЬЦ . Нике и з у ч а е т с я  сикм етричлы й с л у ч а й , к о гд а

p \ b l > c \ 4 i l s p \ & i c - c \ u 0} я р ,

* р \ ы  > с \и 0} -  , 

р1- С * Д 1 . б С \ и о\  ^ р\.~С < д к , С \ и д^ г =  i -

И спользование а в то м а та  с  таким  повелен ием  п о зв о л и т  д о ста то ч н о  

эффективно п о сл е д о в а ть  и о п ти м и зи р о ва ть некоторы е алгоритмы  об

наружения движ ущ егося с и гн а л а  в  м н о го кен альш Ж  с и с т е м е .

С чи таем , что  си гн а л  может п е р е х о д и ть и з од ного к а н а л а  в  д р у

г о й , и т> к а ч е с т в е  модели е г о  движения р а ссм о тр и м  м а; э в ск у и  мо

д е л ь , со гл а с н о  которой з а  од«ш т а к т  ра бо ты  а в т о м а т а  си гн а л  о 

ве р о я тн о стью  у о с т а н е т с я  в  том же к а н а л е  и о в е р о ятн о стью  

у й д е т из к а н а л е . Величина у  о п р ед ел яет с к о р о с т ь  перемещения с и г 
нала п о  к а н а л а * ; в  ч а с т н о с т и , при у »  i  с и г н а л  неподвиж ен.

2 .  А лгоритм п о сл е д о в а те л ь н о го  п р о см о тр а  каналов  

В се каягщы про см атри ваю тся п о с л е д о в а т е л ь н о , один з а  другим , 

п о сл е  окончания просм отра п о сл е д н е го  N  - г о  к а н а л а  н а ч и н а е тся  но,- 

чкй цикл про см о тр а о п е р во го  к а н а л а . Каждый к а н а л  и с с л е д у е т с я  

я в т р м р т о м .« линейной т а к т и к о й . В к а ч е с т в е  о гр а н и ч е н и я  на си сте м у  

п о и ска п отребуем , чтобы ч а с т о т а  ложных т р е в о г  была фиксиро

ванной, зар ан ее заданной вели чи но й, опред еляем ой к а к
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. • W / т Ш .

где Ц ' № )  -  вероятность достижения автоматом состояния d  , 
при условии, что сигнала в какала нет, Т \\> \п0) -  среднее время 
изучения канала Ot-j сигнала. Отсюда

> i .

Величина *  «Т /Н  , гд еТ  -  среднее время обна! ужения канала о 
сигналом при Н**00 • имеет вид

( D

^  -  вероятность пропуска сигнала на одном цикле просмотра. 
Рассматривая изменение состояния системы за  один такт работы 
автомата, записываем уравнение для определения х

Вследствие того, что при \=0 и i» 4  работа авто...ага заканчивается, 
можно определить r j аничные условия i

V . U M , W „(o H .
Отсюда

< *< 1 1 2 f .

После подстановки в ( i ^  получаем

г Ц #- л гв) ( р - ^  L 1 .
В ч а с т о с т и , при . ,

t  a u - ^ п - ^  i - £  

b ^ i s - ь )
что совпадает о результатом работы [ 4  .

3 . Модификация алгоритма последовательного дю скот:а
каналов

Иа (2^  видно, что средное время обнаружения кангша с с/гь4лом



сильно растет с уменьшением ц . Модифицируя алгоритм поиска, 
предложенный в ч.П, мо.що повысить Эффективность процедуры ой— 
нарушения движущегося сигнала.

Рассмотрим следулций алгоритм поиска:
Щ каналы просматриваются последовательно один за ц^ух'т.*, 

после просмотра последнего N -го  канала начинается новый цикл 
просмотра с первого канала;

б) в автомате выделяется состояние с номером .
Если в процессе исследования канала автоыат достигнет состоя

ния <1 , то выносится решение в пользу гипотезы Н4 (считается, 
что сигнал в канале е с « )  . Если буг,ет достигнуто состояние 0 , но 
состояние i f при этом достигнуто не было, то ьыносится I едение 
в пользу гипотезы HQ (сигнала нет) и система переходит к про
смотру следующего по порядку Ki: Если se состояние 0 будет
достигнуто после того, как автомат находился в состоянии i f ,то 
просмотр каналов по порядку номеров п^ерыюается и начинают про
сматриваться каналы "сосе чие" к исследуемому (под каналами 
"соседними" к каналу с номером I понимаются те каната А , куда 
возможен переход из канала i  с отличной от нуля вероятностью /».Д 

Таким образом, достижение промежуточного состояния i ( сигнали
зирует о том, что в канале, возможно, был сигнал, который поки
нул его во время просмотра. Исследование "соседних" каналов явля
ется попыткой "догнать” сигнал.

Просмотр "ооседних" канал <?в начинается с некоторого состоянии

^  •
В качеотве ограничения на систему поиска будем по-прежнему 

требовать, чтобы частота ложкьх тревог была фиксированной, за
ранее заданной величиной,'которая для данного алгоритма опреде
ляется как V ^ / T o  , где

т ,= т (> Ж )* 1и (, A t o o T T W .
Здесь . .

/»д (М ^О м Т (ч1п о) определены в 2 ;
A0(l2|H 0)  -  вероятность достижения автоматом состояния 0 , когда 
п р о с м е и в а е т с я  "соседний" канал;

вероятность выхода на просмотр "соседних" каналов 
без сигнала от канала без сигнала;
Y\ -  число "соседних" каналов. Так как

-  It2  -
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Найдем теперь среднее время обнаружения сигнала. Пусть яа 
*\ -м цикле просмотра сигнал находится в канале с номером .

ЕслиТ^Т^') -  среднее время просмотра основного и, возможно, 
группы "соседних" каналов при условии, что в них есть с/гнал, но 
гипотеза о наличии сигнала отвергается (принимается), то среднее 
время обнаружения канала с сигналом равно

I , = l l ^ ^ [ " ( N - t K n v i ) V  "Т, tT ,']  .
«--О

Усредняя по г\п  (считаем, что нахоуденне с.тгнала во всех каналах 
1авновероятно), имеем

Спредел™ следущие величины 
W ,( i0) -  вероятность того, что за время изучения "основного" ка
нала с:1гьал из «ого у Идет, но система поиска перейдет на просмотр 
"соседних" к:жалов;
\fll ( t )  -  вероятность того, w o  за время изучения одного из "со
седних" каналов сигнал из него не у,4дет и dyzer обнаружен;
W s ( i 2) -  вероятность того, что сигнал не уйдет из того "сосед
него" канала, в который он перешел, за  то время, пока просматри
вается другой "соседний" канал;
Р -  вероятность пропуска сигнала, когда в качестве "основного" 

просматривается канал с сигналом;
Р (к) -  Еероятн :ть пропуска сигнала, когда в качестве "основного" 

просматривается канал без сигнала,из которого система переходит 
на нр осмотр "соседних" каналов, и среди них К -м по счету оказыва
ется канал с енгнялом. Тогда

получим выражение ( I ) .
Перейдем теперь к вычислению вероятности для данного алго-

•р/тма.

w r " w 2 w , o .
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p i t o  W , W j
' ioc * 3 '

я p определяется как

^ • Fi V i ' *> 'ось ^  to c
Находя 0  (вычисление величин W , . W2 , Ц  дано в приложе

нии) и подставляя его в (I),получим окончательный вид * МОЛ,

4 , О птимизму алгоритмов и численные расчеты 
Оптимизация алгоритма проводилась для случая, когда AZ 

яьляется нормально распределенной "пучайной величиной со сред
ним + ц Л и  -  V' в зависимости от того, есть в канале сигнал 
или нет^ и дисперсией 2\д в обоих случаях.

Для сличая неподвижного сигнала нетрудно показать, что в качестве 
начального нужно выбирать состояние i0= 1 . Поэтому и в случае, 
когда сигнал перемещается по каналам в качестве начального, берам 

•
Оптимизация полученных выражений для средних времен обнаруже

ния канала с сигналом проводилась численно.
На рис. I  приведен график зависююсти порога CQ от Q при

различных значениях±-едля случая, когда сигнал непода лен, т . е .
К = { . Отметим, что в случае обнаружения сигнала, nepeiещааде- 

гося по каналам алгоритмом последовательного щосмотра,график 
Д®1 С-о будет аналогичным, т . е ,  порог Ct  практически не зависит 
от величины скорости Y •

На рис. 2 показана зависимость порога Ctfo* а  для различных
скоростей перемещения J и частот ложной тревоги JLg в случае,
когда испочьзуется автомат с выделенным промежуточным ооотоянием 
11 *

Среднее время обнаружения оильно возрастает о ростом окороотя 
\  . На рио. 3 показана зивиоимооть выигрыша А * -  ■()■ <00^

от q для различных ^ ж i o«40'* , где -  средней в^«кк об-
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нарушения движущегося сигнала anroj итмом последовательного про
смотра; -  среднее время обнаружения неподвижного сигнала.

Использование алгоритма с прерыванием на просмотр "соседних" 
каналов позволяет значительно сократить среднее в^емя обнаруже
ния. На рис. 4 показана зависимость выигрыша -lOOZt
который дает модифицированный алгоритм по сравнения с алгоритмом 
последовательного просмотра, от Q для различных Ай и {  .

Приложение
Вероятность VÎ  может быть прздставлена в виде

W,
где / * ■ ( ( )  -  вероятность достижения автоматом состояния 1( ,
из состояния 10 при условии, что сигнал за  это время из канала 
не уйдет; -  вероятность того, что аотомат достигнет сос
тояния 0 из состояния L1 и сигнал за  это время уйдет из канала; 
Li) (i0) “ вероятность того, что автомат достигнет состояния
из состояния 10 и сигнал за  это время покинет канал.

Рассматривая состояние системы за  одан такт работы автомата

и л /.в(И Ю ,

можно получить уравнение дня L0 (О

М и ) а ) / j  U J - l ) .

В силу того, что при j a 0 и при J = <A процедура последовате
льного анализа уже закончена и сигнал за  нулевой промежуток вре 
мени останется в канале с вероятностью I ,  получаем слелуюиио гра
ничное условия

L’,<o) = o, < й )  = о .

Аналогичным образом залиоываем уравнение и граничные условия

Li,
Решая стандартными методами полученные разностные у;алкенил,
имев!..



Коэффициенты С{ и С^ имеют вид

c2. * [ f K v ia)-^<*4-v a /u i- i? ),

и использованы следующие обозначения :
-I

- О у ,  + + ,  < r * L p + U - </* )♦%!  .
I о

Запишем теперь вкракепие дня ь  i( ( *.<,)
О I I
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где

с! * < г - А ы ) ,
Из й  следует, qro h 0 ( if 1 Нр) -  ( Л - а ‘1) / (  А -  1 ).

При определении W3( i ^  была верна гипотеза Н 0 , поэтому р а в 
нение для вычисления этой вероятности следу идее

<jW^'VC't-</Jr)WJ(W pW(\-t) = О,
с граничными условиями

W b ( o ) = W b M  =  l .
Отсюда

=  '  х г ) >

x A , 2 = [ W V - t ) ^ l / W * - 0 2 - i | f l  ] / ^  .

Bej оятности О  и W>(l2J находятся аналогично тому, как
была найдена вероятность W 0 в 2 . и доеот следующий вид

t* v̂), ч<и£
Л и т е i  а т у р  

Т. г;т;.нгиров К.! • Об оптимальности поиска г, с^стпу-» с кснпньм 
числом позиций.-Радиотехника >» электроника, 1903, т . ъ , "Т, 
с.  -



-  107 -
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3 . Шапиро Ф. А. Двухэтапный поиск сигнала в многоканальной систе
ме автоматами с линейной тактикой.-В сб.;Прикладная математи
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Рефераты на опубликованные статьи 

УДК 51 9 .8 7 2 .5

Однолинейная СМО о гистерезисной стратегией обслуживания, 
формируемой по разности длин очередей. Вайнгауз А.М., Пре- 
гер М.Л. Управляемые системы массового обслуживания, вип.1. 
Томск; Изд-во Томск.ун-та, 1932.

В статье находятся статистические характеристики длин 
очередей С’>Ь; с двумя простейшими входящими потоками и о/ним 
обслуживающим прибором с гистерезисной стратегией выбора 
заявск на обслуживание, зависящей от разности длин очередей.

Би бл. 2.

УДК 51 9 .8 7 2 .5

Адаптивна» модель распределения заявок г:о очередям d двух-  
линейкой системе массового обелугиг-лния автомат•>ч-а,"лптороч. 
Василочская Т .П ., Гогц.в А.Ч. Управляемые систем» массового 
обслуживания, вип.1. Томок; Изд-во Томск.ун-та, 1982.

Рассматривается С40 с двумя приборами и дчумя потоками 
заявок. Интенсивности потоков меняются со временем как скачко
образный марковский процесс с двумя состояниями. Управление 
направлением заявок в очереди осуществляется автоматом-адапто- 
ром. В статье проведена оптимизация пор^четпов автомата-адаптора 
и цифровое моделирование.

Библ.3.

УДК 5 1 9 .872 .5

Оптимизация управлений в «истемах массового- о^глухивплич. 
Горцев /  М. Управляемые системы массового o6cj„or.ibr>ir,!r., сып.1. 
Томск; Изд-во Томск.ун-та, 1932.

Дается определение СЧО с переменной структурой, рассматрива
ются частные случаи таких систем. Излагаются методы исследования 
СМ О с переменной структурой, а также предлагается ряд адаптив
ных подходов к изучению таких систем.

Библ.II.

УДК 519 .2

Оптимизация поиска канала с минимальным уровнем зумэ. Дуv . -  
рев Г!.Л., Колосова Э.а . Упоавляечиз системы массового о б :л'-г..-i - 
вания, вып.I, Томск; / з д - ? о  Томсс.ун-та, 1332.
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3 статье рассматривается алгоритм поиска канала с минималь
ным уровнем шума, находятся его характеристики и проводится 
оптимизация по характеризующим его параметрам.

Библ. 3.

Ш  519.872

Оптимизация двух систем массового обслуживания с управлением, 
зависящим от времени ожидания. Зиновьева Л.И. Управляемые системы 
массового обслуживания, вып.Г. Томск; Изд»во Томск.ун-та,
19Я2.

Рассмотрены две сиотемы массового обслуживания, в одной из 
которых интенсивность обслуживания, а в другой момент включения 
и выключения резервного прибора завиоят от текущего времени ожи
дания заявки, находящейся первой в очереди. Проведена оптимиза
ция этих систем.

Библ.2!.

УДК 519.972

Однолинейная система массового обслуживания с гастерезисным 
управлением интенсивностью обслуживания, зависящим от времени 
ожидания. Зиновьева Л.И. Управляемые системы массового обслужи
вания, вып.1. Томск; Изд-во Томск, ун-та, 1982.

Рассмотрена однолинейная система массового обслуживания с 
п<'п"ченно(» интенсивностью обслуживания, моменты изменения кото
р о й  тависчт о т  текущего времени ожидания заявки, находящейся в 
очереди первой. Про^д^на оптимизация этой системы с учетом 
г’ -'трзь на ожидани-, на ачорттщию и на переключение интенсив
ности

Fi*6j . 5.

УДК 519.2

О некоторых двумерных распределениях в теории массового об
служи вг.ния. Китаева А.3 . ,  Терпугов А .$ .  Управляемые системы 
мяссового обслуживания, вып.1. Томок; Изд-во Томск.ун-та, 1982.

Для о,’нолинепной системы массовог обслуживания с простейшим 
вх-ч^цич потоком и рекуррентным обслуживанием находятся двумер
ное .)аспгел?лсния дчинн очереди и текущего времени обслуживания, 
а так?с тек/тих времен ожидания заявки, стоящей первой в очереди 
и м^ни обслуживания.

' <л. О
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Приближенный расчет средней длины очереди в адаптирующихся 
системах массового обслуживания с переменной интенсивностью 
обслуживания. Коротаев И.А. Упоявляемые системы массового обслу
живания, 1ыпЛ. Томск; Иьд-во Томск.ун-та, IS82.

В отатье найдены приближенные формулы для средней длины 
очереди в адаптирупщейся системе массового обслуживания с пере
менной интенсивности» обслуживания или с резервными приборами. 

Библ.5.

УДК 519.152
Имитационная модель многоканальной СМО о полной памятью.

Левин Л.Л. Управляемые системы массового обслуживания, вып.1. 
Томск; Изд-во Томск.ун-та, 1982.

В статье рассматрилается один способ имитационного мелиро
вания на ЦВМ многоканальных систем массового обслуживания. При
водятся результаты моделирования СМ0 о 10 приборами и 10 1 ипами 
заявок.

Библ.1.

ГДК 519.872

Приближенное правило диспетчеризации задач при прогнозе 
поторь на один и два шага вперед. Марголис Н.Ю. Управляемые 
оистомы маооового обслуживания, вып.1. Томск; Изд-го Томск, 
ун-та, 19Я2,

В статье находитоя правило выбора задач на решение, миними
зирующее прогнозируемые потери в единицу времени на один и два 
■ага вперед.

Библ. *».

Ш  519.872 : 681.324.
Иерархические игры в приоритетных СМО с формированием оче

редей. Назаров А.А. оправляемые системы массового обслуживания, 
внп.1. Томск; Изд-во Томск.ун-та, 1982 г.

В отатье показана методика управления СМО, функционирующей 
в конфликтной ситуации, когда один из игроков имеет преимущество 
перед длугими. Методами иерархических игр найдены оптимальные 
стратегии распределения тяявок.

Ри^л. I».

У Д К  519.972.5
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У}К 5Г9.°72 : 601.32^
Нахождение оптимального управления в СМО при оийььих загрузках 

методом n o i рани много слоя. Назаров А .А .,  Чекменеп В .А. Управляе
мые системы м а с с с т о  обслуживания, вип.1. Томск,' Изд-во Томск, 
ун-та, 19Я2.

Задача оптимального управления СМО при большой загрузке све
дена к решению эллиптического дифференциального уравнения с ре
зервными коэффициентами и малым параметром при старших производ
ных, Предлагается асимптотический метод решения этого уравнения, 
йопользуя полученное решение, вариационными истодами решается 
:«;ушча нахождения оптимального управления.

Библ.7,

УДК 519,2
Быстродействие алгоритмов случайного поиска с покоординатным 

обучением, Нопикопа Ч ,А ., Рыбаков А.П. Управляемые системы мас
сового обслуживания, вип.1. Томск; Изд-no Томск.ун-та, 1982.

Рассматривается покоорцинатная оптимизация статистической 
процедуры с покоординатным обучением в обстань ке помех. Сфор
мулированы условия для выбора оптимальной величины параметра, 
определяющего скорость обучения.

Библ.

УДК 65 ,012 .122

Вопросы оптимизации и управления в ППР объект в НПС в техно
логическом процессе транспорта нефти. Поздняков А.П. Управляе
мые системы массового обслуживания, вып.1. Томск; Изд-во Томск, 
ун-та, 1982.

Рассматривается возможность применения идей и методов теории 
массового обслуживания к вопросам оптимизации и управления про
цессом транспорта нефти,

Библ, *».

Т А К 65 .012 .122

Об одном подходе к задаче о вырожденном случайном блуждании 
в прямоугольнике. Пятков С.Н. Управляемые системы массового оо -  
олумвания, вып.1. Томск; Изд-во Томск.ун-та, 1962.

Г примере конкретного вырожденного неоднородного двумерного 
случайного блуждания рассматривается простой подход к задачам
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такого типа. Для исследуемой сиотемы получены рекуррентные 
формулы, позволяющие численно определить ^инальнир вероятности 
ооотояний.
Библ.1,

УДК 519.872

Некоторое постановки задач в теории управляемых сис;зм массо
вого обслуживания. Риков В.В. Управляемые система массового об
служивания, вип.1. Томск; '.1зд-во Томск.ун-та, 19?2.

Рассматриваются постановки задач, возникающих в теории управ
ляемых систем массового обслуживания и возможние методы их реше
ния.

Библ.9.

УДК 519.372

Приближенны!’ расчет *арактеоистик систем массоиого обслужива
ния при медленных флу!.гуациях интенсивности входяв'.его потока. 
Терпугов А.Ф. Управляемые системы массового обслуживания, внп.1. 
Томск; Изд-во Томск.ун-та, I9P2.

Предлагается приближенный метод расчета характеристик систем 
массового обслуживания при медленных Ллуктуаииях входящего по
тока.

Библ.2.

УДК 519 .27  : 6 2 1 .3 9 1 .I

Поименение автоматов с линейной тактикой в задаче управления 
наблюдениями. Тонконогов Ю.М. Управляемые системы массового об
служивания, выг:. I .  Томск; И”д-во Томск.ун-та, 19Г2.

В ста'.he предлагается и исследуется алгоритм поис.а сигнала 
в многоканальной системе с использованием для исследования 
одного канала автомата с л и н р Чной  тактикой. Учитывается возмож
ность перемещения сигнала по каналам.

Библ. 4.



Уи^одляемл системы уаос.'ммл и обслуживания 

Ньпуск I

1едактор Д.С.Маликогокая

ЯП ‘J 3 2  П одписано к п о ч а т;: - /ЭДЕКЗ CC-it-tl

Ф оуллт 60 х b 4 ^ / j ^ .  Б ум ага тилогр & {-ская ^ У.

1 2 , 1 ;  - у ч -и з д . л. 1 0 , 2 ;  у е л . п . л .  11,2.

ЫЧ/ э к т .  З а ка з 2 Ъ Ч  Цена I  р у б .

И а л г .т е .и с т ю  'Л 'У ,  (Л и , I om o k, n j . Лен;-;ю , S b.

i c i i ; . ] , : : i T  i 7j- , r, w ' ’ i<, y .i.  Н ики ти н е, 4 .



Цена 1 p.


