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Предисловие

Теория массового обслуживания входит как основной либо как спе
циальный курс в учебные планы различных специальностей. Особенно 
полное ее изложение требуется для студентов специальностей 010200 -  
«Прикладная математика» и 061800 — «Математические методы в эко
номике», которые изучают теорию вероятностей, теорию случайных 
процессов, математическую статистику, а также некоторые специаль
ные разделы современной прикладной математики.

С позиций математика теория массового обслуживания представля
ет собой своеобразную задачу теории случайных процессов. Действи
тельно, случайный поток, являющийся не чем иным, как целочислен
ным монотонно возрастающим случайным процессом, подвергается 
некоторой трансформации системой обслуживания. Требуется найти 
характеристики результата воздействия этой трансформации. Такими 
характеристиками в зависимости от поставленной задачи исследования 
могут быть число заявок в системе, время ожидания начала обслужива
ния, вероятность потери заявки, продолжительность периода занятости 
и т.д.

Это замечание поясняет определяющее значение теории вероятно
стей и теории случайных процессов для теории массового обслужива
ния, изучение которой невозможно без знания основ перечисленных 
дисциплин.

При отборе материала авторы руководствовались стремлением из
ложить, прежде всего, методы исследования систем массового обслу
живания. Поэтому в первой главе рассмотрены линейные уравнения в 
конечных разностях, которые широко используются для анализа мар
ковских моделей, а также преобразование Лапласа -  Стилтьеса, приме
няемое при анализе временных характеристик систем обслуживания. 
Вторая глава посвящена теории случайных потоков однородных собы
тий — основного элемента систем массового обслуживания. Здесь рас
смотрены как потоки без последействия (пуассоновский и простейший), 
так и потоки с ограниченным последействием (рекуррентные потоки).

В третьей главе рассмотрены марковские системы обслуживания и 
показано, что их анализ определяется исследованием цепей Маркова с
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непрерывным временем, то есть дискретных марковских процессов, 
описывающих процесс изменения во времени состояний таких систем.

Четвертая глава посвящена полумарковским моделям, в которых 
либо длительности интервалов входящего потока, либо продолжитель
ности времени обслуживания имеют произвольную функцию распреде
ления. Поэтому процесс изменения состояний в таких системах являет
ся полумарковским, и для его исследования применяются как методы 
вложенных цепей Маркова, так и методы дополнительной переменной, 
то есть методы марковизации полумарковских моделей.

Перечисленные главы составляют основное содержание классиче
ской теории массового обслуживания, изучение которой необходимо 
студентам всех специальностей, чьи учебные планы включают назван
ную дисциплину.

В следующих трех главах рассмотрены более специальные системы 
обслуживания: немарковские, приоритетные и циклические, для иссле
дования которых применяется значительное количество разнообразных 
оригинальных методов, решающих определенные классы задач для та
ких моделей.

Последняя, восьмая, глава посвящена исследованию систем обслу
живания с повторными вызовами, которые являются математическими 
моделями компьютерных сетей связи, управляемых протоколами слу
чайного множественного доступа. Здесь для их исследования применя
ется метод асимптотического анализа, рассмотренный для марковских 
моделей.

Излагаемый в книге материал читается как специальный курс для 
студентов факультета прикладной математики и кибернетики Томского 
госуниверситета. Книга будет полезна аспирантам и специалистам, за
нимающимся приложениями математических методов и, в частности, 
методов теории массового обслуживания.



Глава 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ 
ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

§ 1.1. У равнения в конечны х разностях — общие замечания

Теория массового обслуживания использует специфический мате
матический аппарат, обычно не излагаемый в курсах математического 
анализа. К числу специфических уравнений, которые очень часто 
встречаются в теории массового обслуживания, относятся уравнения в 
конечных разностях.

Пусть функция y( i ) определена лишь для целочисленных значе
ний аргумента i , скажем, для i = 0, 1, 2, 3, ... . Уравнение вида

ФО', .КО. .УО' + О, у О + 2), y ( i  + n)) = 0 (1.1)
называется уравнением в конечных разностях. Решением этого уравне
ния называется любая функция y ( i ) , которая при подстановке ее в ле
вую часть (1.1) обращает уравнение в тождество.

Порядок уравнения
Если в левой части (1.1) присутствует y(i)  и y( i  + п ) , то уравне

ние (1.1) называется уравнением в конечных разностях л-го порядка. 
Если мы будем иметь дело с уравнением вида

Ф(г, y( i  + k), y ( i  + k  + 1), ..., y( i  + и)) = 0, 

то, вводя функцию z(0  = y( i  + к ) , мы приведем его к виду 

Ф(/, z(0 , z(/ + 1), ..., z(i + n - k ) )  = 0 ,

откуда видно, что в данном случае мы имеем дело с уравнением 
(и —А:)-го порядка. Вообще, порядок уравнения, есть разность между 
максимальным и минимальным значениями аргумента функции у , ко
торые присутствуют в уравнении. Например, уравнение 

Ф(|, y ( i - 1), y(i),  y ( i  + 1)) = 0 

имеет второй порядок, так как (г +1) — (г — 1) = 2 .
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Вид решения уравнения
Представим себе, что уравнение (1.1) можно разрешить относитель

но y( i  + п):

y( i  + п)=  / ( г ,  y(i),  y ( i  + 1), ..., y( i  + п - 1)), (1.2)

где /(■) -  однозначная функция.
Тогда, задавая (произвольно) значения у(0), _у(1), •••> У(п ~^)  > мож

но, беря i = 0 , получить у ( п ) ; затем, так как у(п)  известно, беря г = 1, 
получить у(п + 1). Продолжая эту процедуру, можно получить единст
венную функцию y(i) для любых г > 0 . Таким образом, решение урав
нения (1.2) зависит от п произвольных констант

Я г) = ф(г, С„ С2, ..., С„), (1.3)

которыми, в частности, могут быть j(0 ) , j ( l ) ,  ..., у ( п - 1).
Заметим, что верно и обратное. Если мы имеем функцию y ( i ) , 

зависящую от п произвольных констант (1.3), то, беря 
i = i, i + 1, ..., i + n — l ,  получим

> (/)  = ф(г, С„ С2, ..., С„),

_ y( i  + 1) = фО' + 1, Ct, С2, ..., С .),

7(/ + и -1 )  = ф (г + л -1 , С„ С2, ..., С„).

В данной системе п уравнений. Из нее можно выразить 
С,, С2, ..., Сп через >’(/), y( i  + 1), ..., y{i + n — 1). Подставляя эти выра
жения в (1.3) при i = i + n  , получим, что

y( i  + n ) = f ( i ,  y(i),  y(J +1), ..., y( i  + n - \ ) ) ,

то есть уравнение вида (1.2).
Таким образом, общее решение уравнения в конечных разностях п - 

го порядка зависит от п произвольных констант. Наоборот, всякая 
функция дискретного аргумента, зависящая от п произвольных кон
стант, является решением некоторого уравнения в конечных разностях 
п -го порядка.



10 А.А. Назаров, А.Ф. Терпугов

§ 1.2. Л инейны е однородные уравнения в конечных разностях

Уравнение вида
a0y( i  + п) + aty( i  + п - 1) +... + аиу(г) = 0 , (1.4)

где а0 Ф 0 и ап Ф 0 , называется линейным однородным уравнением в 
конечных разностях и-го порядка с постоянными коэффициентами. 
Уравнения такого вида в теории массового обслуживания встречаются 
очень часто.

Любая функция у  (г ) , которая обращает (1.4) в тождество, называ
ется частным решением уравнения (1.4).

Теорема 1. Пусть >>,(/), y 2(J) • y k(i) есть некоторые частные ре
шения уравнения (1.4). Тогда функция

y(i)  = Q t t (/) + С2у 2(;) + ...+  Cky k(i) , 

где С ,, С2,..., Ск -  произвольные константы, есть также решение 
уравнения (1.4).

Доказательство
Пусть y s(i) есть решение уравнения (1.4), то есть

' ta„_ly s(i + l) = 0 .
1=0

Поэтому

Z a„-,y{i + 0 =Z «„-/ Z csy* 0' + О =Z Q f Z a*-iys 0 + о! = о,
1=0 1=0 1=1 *=1 \ 1=0 J

откуда и следует доказываемое.
Прежде чем формулировать и доказывать следующую теорему, на

помним понятие линейной независимости функций.
Определение. Функции у ,(г ) , y 2(i) ... y k(i) называются линейно 

независимыми, если условие
С,у, (0  + с 2у 2 (0  +... + c ky k(i) = 0 

выполняется только при С, = С 2 =... = Q  = 0 . Если это условие выпол
няется, когда хотя бы одна из СХФ 0 , то функции у , (г ) , y 2(i) , . . . , y k(i) 
называются линейно зависимыми.

Теорема 2.1. Если функции у ,(г ) , y 2(i) линейно зависи
мы, то определитель
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М О  Уг( ОУг( 0  -  У„( О
1) ... y„( i+0

= 0.

y ^ i  + t i - l )  y 2{i + п —1) ... y „ { i + n - \ )

Доказательство
Если функции линейно зависимы, то один из столбцов определителя 

является линейной комбинацией остальных столбцов, следовательно, 
определитель равен нулю.

Следствие. Если 0 , то у„(0  линейно независимы.
Теорема 2.2. Если линейно независимые функции у , ( 0  j 

у 2(0  ,•••>У«(0 являются решениями линейного однородного в конеч
ных разностях уравнения

то определитель D [>',(/), y 2(i), ... ,.У„0)] не может обращаться в нуль 
ни в одной точке / = 0, 1, 2, ...

Доказательство
Пусть для некоторого /0 D(i0) = 0 , тогда существует набор посто

янных а , , а 2 ,..., а „ , не равных нулю одновременно, таких, что систе
ма уравнений

будет также решением уравнения (1.4), удовлетворяющим нулевым ус
ловиям (1.46), но этим условиям удовлетворяет и решение y(i)  = 0 , в 
силу единственности решения

y( i  + п) = bxy( i  + я -1 )  + b2y( i  + п -  2) + ... + bny( i ) , (1,4а)

a, Оо) + а 2у 2 0 J  + -  + а  „у„ (/„) = 0 , 

а \У\Оо +1) + « 2^2 Оо +1) + -  + а  ,,уп (г0 +1) = 0 ,

а \У\ Оо + п - 1) + “ 2^2Оо + л -1 )  + ... + а , х  Оо + п -1 )  = 0 (1.46)
относительно а , ,  а 2,..., а и имеет нетривиальное решение. 

При таком выборе констант а , ,  а 2,...,  а„ функция

У(0 = а \У\(0  + а 2 у 2 (0  + -  + а  „у„ 0)

“ |Л  Оо ) + а 2У2 Оо ) + -  + «„Л  Оо ) = 0 .
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где не все а , , а 2 , . . . , а п равны нулю. Следовательно, функции y x( i ) , 
y 2(i) , . . . , yn{i) линейно зависимы. Полученное противоречие доказыва
ет теорему.

Теорема 3. Пусть >>,(/), y 2(J) ■■■ У „(О есть п линейно независимых
и

решений уравнения Yjan_,y(i + /) = 0 . Тогда общее решение этого урав- 
/=о

нения имеет вид
y{i) = С ,^(г) + C2y 2(i) + ••• + C„y„(i).

Доказательство
Как уже говорилось ранее, решение уравнения в конечных разно

стях и-го порядка полностью определяется заданием д>(0), _у(1), ..., 
у ( п - 1).

По теореме 1 у(г) есть решение нашего уравнения. Попробуем по
добрать константы С ,, С2,..., Сп так, чтобы выполнялись начальные 
условия

С, у,  (0) + С2 (0) +... + С„уп (0) = у(0),

СЛ (1) +  С2>-2(1) +  ... +  СпУл(1) =  Я 1 ),

С,7 ,(и -1 )  + С2у 2(и -1 )  +... + С„уп (п - 1) = у(п  -1 )  

для заданного частного решения y ( i ) .
В силу линейной независимости решений y s(i) детерминант этой 

системы, равный _у2(0),...,^„(0)], отличен от нуля. Поэтому
эта система имеет единственное решение и константы С ,, С2,..., С„ 
находятся однозначно.

Так как y( i)  есть решение и выполнены начальные условия, то

оно и есть то решение, которое удовлетворяет нашему уравнению при

заданных начальных условиях.

Таким образом, для решения однородного линейного уравнения в ко
нечных разностях п-го порядка надо найти п его линейно независимых 
решений, линейная комбинация которых и даст его общее решение.
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§ 1.3. Решение однородных линейных уравнений 
в конечных разностях с постоянными коэффициентами

Рассмотрим уравнение
п

a0y(i  + n) + aly ( i + n - l ) + . . . + a „ y ( i ) = ' £ a n_ly( i  + /) =0 . (1.5)
1=0

Попробуем найти его решение в виде y(i) = z ' . Подставляя это ре
шение в уравнение, запишем

a0z i+n +a lz ‘+"-' +... + anz ‘ = 0,  

откуда, сокращая на z  , получим уравнение

a0z" + сгjz" 1 + ... + ап = 0 . (1-6)

Полином

P(z) = a0z" + axz "~1 +... + ап

называется характеристическим полиномом уравнения (1.5), а уравне
ние (1.6) -  характеристическим уравнением.

Рассмотрим подробно возникающие здесь ситуации.
Л. Все корни уравнения (1.6) вещественны и различны  
Как известно, алгебраическое уравнение степени п имеет всего п 

корней Zj, z2 ,..., zn . Если все они различны, то мы имеем п частных 
решений вида

У.Л‘ ) = ■
Проверим их линейную независимость. Определитель 

D [}’i (0 , У2(0 , -  ,Д;„(0] примет вид
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Здесь z,z2 -...-z,, = (-1  )"ап * 0  .
Заметим, что все z; отличны от нуля, иначе было бы ап = 0 . Сам ос

тавшийся определитель называется определителем Вандермонда. Для 
него есть явное выражение, используя которое, получим

D \у \ (I), Уг (0 . -  . У„ (0] = П  (z i ~ zj ) -

Так как, по предположению, все zf различны, то 

D [ y x(i), y 2(i), ^  0 . По теореме 3 отсюда следует, что общее
решение (1.5) имеет вид

y(i) = C,z‘ +C2z'2 + ... + С Х .

Б. Все корни характеристического уравнения (1.6) различны,  но 
среди них  есть комплексные

Как известно, если все коэффициенты ап вещественны, то ком
плексные корни всегда встречаются парами, то есть, если есть корень 
z = а  + у'Р , то есть и корень z = а  — у’Р , где у = V—1 . Соответствующая 
пара слагаемых в общем решении имеет вид

Ci ( а  + у'Р)' +С г ( а - у р ) ‘ . (1.7)

Если представить комплексное число z в тригонометрической 
форме z = r[coscp + ysin(p], то z' = r ‘ [cosz'cp + ysimtp] и

z ' = /•' [cos/ф -  у sin /ф ], и пара слагаемых (1.7) примет вид 

С\г' [cos /ф + у sin /ф] + Сгг [cos /ф -  у sin /ф] =

= (С 1 + С г ) г' cos/ф + у (C i- С г )  r 's in /ф.

Обозначив (C i+ C 2 ) = C ,, j { C \ - С г )  = С2, получим, что паре ком

плексно сопряженных простых корней соответствует пара слагаемых

С /  cos /ф + C2r‘ sin /ф , 

где г = |z |, ф = arg(z) Ф к п , так как

cos /ф sm гф 
cos(/ + 1)ф sin(/ + 1)ф

= в т ф ^ 0 .



Глава 1. Математический аппарат теории массового обслуживания 15

В. Все корни характеристического уравнения (1.6) вещественны,  
но среди них есть кратные

Пусть z  -  корень уравнения P(z)  = 0 кратности s. Как известно, в 
этом случае выполняются условия

P(z) = 0 , P \ z )  = 0 , />’0 0  = 0 , ..., p (l-')(z) = 0 .

Заметим, что при этом будут выполнены также и условия 

z'P(z)  = 0 , [ z ‘P(z)]  = 0 ,  [z7>(z)] " = 0 ,  ..., [z 'P (z )]  <'-*> = 0 ,(1 .8 ) 

так как по формуле Лейбница

[ z iJP(z)]“ ) = t c i i z T "  P (r\ z )  = 0
r=0

и при k  < s - 1  все сомножители P (r) (z) в стоящим под знаком суммы 
выражении равны нулю.

В явном виде условия (1.8) примут вид

а0г ‘*п + a,zi+n- l +... + anz ‘ = 0 , 

a0(i + n)z '+"~1 + а, (г + п -  l)z l+""2 + ... + a„iz,_l = 0, 

a0(i + n)(i — 1 + n)z'+n~2 +ax(i + n — l)(i — \ + n — 1 )z'+n~3 + ...+ a j  (г — 1 )z'~2 = 0 ,

а0(г +/j)(i — 1 + и)...(г-  (j — 1) —«)z'+/1_(i4) + ...+ ani(i— l)...(i — (s— l ) ^ 4 ’ = 0.

Если второе равенство умножить Haz, третье н а г 2, ..., последнее на 
zs~x, то получим

а0г '+" + a 1z '+',_1 + ... + anz ‘ = 0 , 

a0(i + n)z ,+" + а, (г + n - 1  )z '+/l4 + ...+  aniz' = 0 , 

a0(i + n ) ( i - l  + n)z‘+" +а,(г + n - 1)(/— 1+ n -  l)z'+”_l + ...+  ani ( i -  l)z‘ = 0,

a„(i + n) ( i - 1  + n ) . . . ( i - ( s - 1 )-  ri)z’+n +...+ ani ( i -  1)...(г- ( s -  \ ) ) j  = 0.

Отсюда видно, что исходному уравнению удовлетворяют следующие 
функции:

у,(г) = г ' , у 2(0  = гг ', у 3(г) = i ( i - 1  ) z ' у г. х(г) = г(г - l)...(j - ( s - 1  ) )z '.
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Легко видеть, что вместо этой системы функций можно взять систему

У1 (0 = z ‘ , У2 (0  = iz' . 7з(0  = г2̂ ' , • • •, y t-i(О = is~lz ‘ .
Таким образом, от корня z  кратности 5 в общем решении идет сле

дующая группа слагаемых:

z '(C 0 + CIi + C / + . . .  + C _ir 1).

§ 1.4. Решение линейных неоднородных уравнений 
в конечных разностях с постоянными коэффициентами

Перейдем теперь к решению уравнений вида
a0y( i  + n) + aly( i  + n - l )  + ... + aay( i )=q( i ) ,  (1.9)

в котором а0 Ф 0 , ап Ф 0 и q(i) — некоторая произвольная функция от г.
Теорема 1. Общее решение неоднородного уравнения (1.9) можно 

представить в виде суммы частного решения уравнения (1.9) и общего 
решения соответствующего однородного уравнения.

Доказат ельство
Пусть имеем решение >>(/) = ф(г) уравнения (1.9) с начальными ус

ловиями у(1) = ф7, 1 = 0, п — 1.
Пусть y 0(i) есть какое-то частное решение уравнения (1.9), т.е. 

Уо(0 удовлетворяет уравнению

£  ап-,Уо 0  + 0  = 9(0  •
/=0

Представим решение ф(0 уравнения (1.9) в виде ф(/) = у а(0  + л (0  ■ 
Тогда

Е  а„.,<р0 + l ) = Ё  апчУо 0' + 0  + Ё  an-iп0‘+ 0  = <?(0 •/=о /=о /=о
Отсюда следует, что r\(i) удовлетворяет уравнению

Ё а„_,Л (г+0 = 0 . (1.10)
ыо

Как решать такие уравнения, подробно разобрано выше. Записывая 
общее решение уравнения (1.10) в виде
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л (0  = Х с * л 0 'Ь

получим

4>(i)=y0(i) + 'LCt y t (i).
4 = 1

Используя начальные условия, получим

Е С 4Л ( 0 = Ф / - 7 о ( 0 ,  1 = 0, п - 1 ,
ы  I

и, в силу линейной независимости решений у к (/) линейного однород
ного уравнения, константы Ск определяются однозначно.

Таким образом, все дело сводится к нахождению частного решения 
неоднородного уравнения (1.9)

Теорема 2 (Принцип суперпозиции частных решений линейных не
однородных уравнений в конечных разностях). Если y k(i) есть решение 
линейного неоднородного уравнения в конечных разностях вида 

«о Уk ii + n) + axy k(i + n - 1) + ... + апу к (г) = qk (г), 

то y(i)  = X  Ук 0 ) есть решение уравнения вида
кеК

a0y( i  + п) + aly(i  + п - 1) +... + an̂ y ( i  +1) + any(i) = £  qk( i ) .
ksK

Доказательство  (самостоятельно)
Есть различные способы нахождения частного решения линейного 

неоднородного уравнения. В этом параграфе мы рассмотрим лишь про
стейший из них, который заключается в том, что в некоторых случаях 
вид этого частного решения заранее известен и дело лишь в подборе 
некоторых коэффициентов.

Метод неопределенных коэффициентов

А. Пусть правая часть уравнения (1.9) имеет вид q(i) = Az‘ , где z не 
является корнем характеристического полинома P(z) .  Тогда y(i)  сле

дует искать в виде y{i) = Bz‘ . Подставляя это решение в уравнение
(1.9), получим

В [ a0z i+" + a.z'4"-1 + ... + anz ‘ ] = Az ‘ ,
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откуда, сокращая на z ' , получим явное выражение для коэффици
ента В :

в . А _ А
a0z" + агг"~1 + ... + ал P (z )

Так как по условию P(z) Ф 0 , то В определяется однозначно.

Б. Аналогично, если q(i) = Ar  cos г'ср + Br  sin г'ср и комплексное число 

z = гещ не является корнем характеристического полинома, то y(i)  

следует искать в виде q(i) = С г' cos гср + D г' sin кр . Подставляя это 

решение в уравнение (1.9), сокращая на г ' , найдем С и Д  приравнивая 
выражения, стоящие перед cos/ф и sim'cp, в левой и правой частях 
уравнения.

В. Пусть правая часть уравнения (1.9) имеет вид q{i) = Az ' , где z 
является корнем полинома P ( z ) , т.е. P(z)  = 0 .

1. Пусть для начала z есть простой корень полинома P (z ) , то есть 
корень кратности 1. Тогда P(z)  = 0 , но P'(z) Ф 0 .

Будем искать решение y(i)  в виде y(i)  = B iz ' . Подставляя это ре
шение в уравнение (1.9), получим

й [ а 0(/ + n )z ‘+" + а ,( /  + п — 1)г,+л-1 + ... +  а ягУ] = A z ' .

Раскрывая скобки и сократив на z‘ , получим

5 / [ a 0z" + а ,ги_1 + ... + ая] + # [ а 0лг" + а , ( л - + ...+ an_,z ] =  А.

Но при Bi сомножителем стоит P(z) = 0 . При В  сомножителем 
стоит, как легко видеть, выражение z P \ z )  Ф 0 . Поэтому В находится 
однозначно:

В = A / z P \ z ) ,

и тем самым найдено частное решение уравнения (1.9).
2. Пусть теперь z -  корень характеристического уравнения кратно

сти s, то есть P(z) = P \ z )  =... = P <I_1)(z) = 0 , но P (s\ z )  Ф 0 . Тогда реше

ние следует искать в виде y(i)  = Bisz l . Действительно, подставляя это 
решение в уравнение (1.9), получим
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B [ a 0(i + n) sz i+n + а х (i + п -  \)sz i+n~x + ... + а / г ‘] = Az*.

Сокращая на z ‘ и собирая коэффициенты при одинаковых степенях 
/ ,  получим, что коэффициенты при г, г2, ..., is обратятся в нуль, так 
как они выражаются через P ( z ) , P ' ( z ) , ..., P (s_1>( z ) . Останется лишь 
выражение

В  [ a0nsz " + ах (п - 1)1 z"_I + ... + an_s ]  = А ,

которое и определит однозначно коэффициент В .
Г. Наконец, пусть q(i) = Am(i)z ' , где Am(i) -  полином по i степени 

т , a z — корень полинома P(z) кратности 5. Тогда y(i)  следует ис
кать в виде

y( i )  = Bm( 0 i ' z ‘ ,

где (г) -  полином по / степени т . Коэффициенты этого полинома 
находятся подстановкой этого решения в исходное уравнение с после
дующим приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях i .

Пример
Пусть i(t) -  цепь Маркова с непрерывным временем, инфинитези- 

мальные характеристики которой имеют вид
<7;,м=И. 4 ,,= -< Я  + И), Ч, , = 0 , V j * i ,  г + 1, 1 -1 .

Пусть T(t,i)  есть среднее значение длины интервала от момента I , 
когда i{t) = i , до момента попадания цепи в некоторое состояние или 
множества состояний рассматриваемой цепи. Тогда, рассматривая со
стояния цепи в момент времени t + A t , получим соотношение 

Т  (t , i ) = XAtT (t + At, i +1) + \\.AtT (t + At, i — 1) +

+ [l -  (X + ц)At] (At + T(t  + At, /)) + o{At), 

откуда следует уравнение для T ( t , i ) :

г—— = 1 — (X + \i)T(t, i) + XT{t, г + 1) + ц7’(?, / — 1). 
ot

В силу однородности цепи Маркова выполнено равенство 
T(t,i) = T(i );  следовательно, T(i)  удовлетворяет линейному неодно
родному уравнению в конечных разностях
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XT{i + 1)-(А. + ц)Г( 0  + цГ(г - 1) = - 1 .  

Общее решение однородного уравнения имеет вид

' ц у
roS.o (0  — Сх +С2

так как z, = 1, z, = — .
1 X

Так как правая часть нашего уравнения есть константа и z, = 1 яв
ляется простым корнем характеристического уравнения, то, применяя 
алгоритм В, частное решение TJi)  будем искать в виде

T4(i) = B - i { l )  = B - i .

Подставив это решение в уравнение, получим

XB{i +1) -  (X + [i)Bi + цВ(/ -1 )  = - 1 ,

Bi(X -  X + fj. -  ja) + В(Х -  ц) = - 1 ,

и поэтому

1
ц — X

Следовательно, общее решение T(i) имеет вид

Т’(«-) = С1+ С 2|Н i
+ -

[ i - X

Значения констант С, и С2 определяются из дополнительных 
условий.

При X = ц неоднородное уравнение примет вид 

7Х« + 1 ) -2 Г (  + =

его характеристическое уравнение имеет вид z2 -  2z +1 = 0 , и, следова
тельно, z, 2 - 1  есть корень характеристического уравнения кратности 2, 
что соответствует варианту В для однородных уравнений. Поэтому

W O  = Q  + С2г.
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Так как z = 1 является корнем характеристического уравнения 

кратности 2, то частное решение будем искать в виде T(i) = Bi2 :

B(i + 1)2 -  2Bi2 + B(i - 1)2 = — ,
A,

B(i2 + 2i +1) -  2Bi2 + B(i2 -  2/ +1) = —  .
A,

Отсюда следует, что 2B = —  , В = — —, и поэтому общее решение ис-
А 2 А

е
ходного уравнения имеет вид T(i)  = С, + С2г------ .

2А

§ 1.5. Решение линейны х уравнений в конечных разностях 
методом производящ их функций (Z-преобразования)

Пусть y(i)  -  функция дискретного аргумента г, принимающего зна

чения i = 0, оо. Функция
оо

Y{z) = ^ y i i )  (1.11)
i=0

называется производящ ей функцией (другое название -  Z -преобра- 
зование) функции y ( i ) .

Отметим, что не только у(г) однозначно определяет Y ( z ) , но и на
оборот, Y (z) однозначно определяет y ( i ) . Действительно, дифферен
цируя (1.11) Л: раз по z и затем полагая z  = 0 , получим

y ( k ) = ^ Y m {0).

Отметим некоторые простейшие свойства Z-преобразования:
1 .  Если 7 ,  (z) ^ ( 0  и Y2 ( z )  < = >  y 2( i ) ,  то

^'i^i (z ) + (z ) ^  ci>*i (0  + с2,У2 (0  -

2. Рассмотрим функцию _у(/ + £ ) , i = 0 ,00. Тогда

y( i  + k ) < ^ ^ y ( i + k ) z ‘ =
/=О
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= ~Т £ У({ + к )2‘+к = - т (  Ё  Х -Ф * -  Я 0) ~  У №  — ■■■ — у ( к — 1 )zk 1
Z  /=О Z \s=Q

= l i z ) _ m _ y m _  у ( к - 1)
z* z k z k-' z

Эта формула является основной для решения уравнений в конечных 
разностях.

3. y ( i - k ) o z kY (z ) .
Заметим, что, так как y(i)  определена лишь для i > 0 , то y( i  -  к ) оп
ределена лишь для i > к  . Поэтому

оо _ оо
y { i - k ) < ^ > Y , y Q - k ) z '  = z k^ y ( i  - k ) z ~ k = z kY(z) .  

i-к i=k

Эта формула находит свое применение при нахождении y(i)  по Y (z) .

4.
5=0 1 “  k z

Имеем

Z y(s) k'~s <^>Xz't ,y ( s) X‘~s = £y(s)X~s][lz'X‘ =
s=0 i=0 5=0 5=0 i=s

“ z sXs 1 00
= Z y ( ^ ^ -  = - L - Z y ( s ) z \

s= 0  1 — k z  i  — k Z  J=0

Эта формула также находит применение при нахождении y{i) по Y ( z ) . 
Заметим, что комбинация свойств 3 и 4 приводит к соотношению

£  y ( s )k‘~k~s при i > к . 
l — k z  5=0

При этом правая часть считается равной 0 при / < к .
5. Хку(к)  <=> Y(X г ) .

± Х ку(к)  z* » ! > ( * )  (Xz)k =Y(X  z ) .
* =  0 Jt=0

6- <=>f (z)G(z) .
5=0 5=0
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7. z T (r)(z) <=> k (k  -  l)(Jfc -  2)...(k -  г + l)j^(Ar) . 

Примеры Z-преобразования

У(}) Y (z)

у (/) = 1 Y ( z ) =  - L  
1 -  z

я о = { ° ’ ! * 7
11. * = У

Y(z)  -  z j

у {  0  = а' y ( z ) = f : z v  = — l _
/=0 l —CLZ

y ( i ) = i

y ( i ) = i 2

Y(z)  = £ i 2z ‘ = f , i ( i  \ )z‘ + ± i  z ‘ = z 2f f > ' l  + =
J=0 /=2 1=0 Vie 0 /-  (1 *“ Z)

_2f  1 'j z 2 z2 z 
“ Z l l - z j  + ( l - z ) 2 ( 1 - z ) 3 ' ( 1 - z ) 2

Возвратимся теперь к линейным уравнениям в конечных разностях 
a0y{i + п) + axy( i  + п - 1) +... + any(i) = q ( i ) .

Применяя к обеим частям этого равенства Z-преобразование и ис
пользуя свойства 1 и 2, получим

'Y( z)  у ф )  у (  1) у { п - \ ) '
п л—I

Z  Z Z  Z

Y(z) у (  0) у(\) у ( п -  2)
+а.

ч z"-1 z"-1 z"-2
+ ... + + a J ( z ) = Q ( z ) .

Запишем это равенство в виде

Р - \Y(z) = Q(z)  + Р0 -  |у(0) + Рх -  Ы1)+. . .  + Рв_, -  .

где Р(и) -  характеристический полином, а Рк(и) = а0и"~ +a{un~~ +
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Отсюда легко находится Y (z ):

Рт  р г л  Pj x-

Y(z)= ' Т Г \ + Х 0) п ^  + Л1) г п  + - + * й “ 1}“ Т о  • (1 •12)

ри) рЫ pk
Очевидно, что первое слагаемое здесь соответствует частному решению 
неоднородного уравнения при начальных условиях вида 
.У(О) = >41) = ••• = у(п  -1 )  = 0 , а последние слагаемые дают решение од
нородного уравнения.

В принципе, по Y (z) можно найти у(г) .
Рассмотрим два частных случая.
А. Уравнение в конечных разностях первого порядка.

a0y<,i + \) + aly{i) = q(i ).  (1.13)

Переходя к Y ( z ) , получим

^ ( Y ( z ) - y { 0 ) )  + aiY { z ) = Q ( z ) ,
Z

откуда

Y(z)  = zg (z )  + у (0 ) а°—  ■ (1.14)

Пусть z l = - a l/ a 0 есть корень характеристического уравнения 
a0z  + я, = 0 , тогда (1.14) примет вид

1 z6 ( z) , ../-m ао
а0 1 — z,z 1 —z,z

Пользуясь свойствами 3 и 4, запишем решение ^(г) уравнения 
(1.13) в виде

Я 0 = — (1. 15)
CIq 4=0

причем первое слагаемое считается равным нулю при / = 0 .
Б. Уравнение в конечных разностях второго порядка

аоУ(* + 2) + а\У(‘ +*) + агУ(0 = 40)  • (1-16)
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Переходя к Z-преобразованию, получим

%  + ̂  + a2V ( z ) = 2 ( z )  + y ( 0 ) f e  + ̂ l  + K l ) - -  (1-17) \ z  z  } \ z  z )  z

Пусть г, и z2 есть корни характеристического уравнения 

a0z 2 + a{z  + а2 = 0  . Пусть оба этих корня вещественны и различны. То
гда (1.17) можно представить в виде

Y{z) =
1 z 2Q ( z)

; + У( 0)- - + Х 1 )-:о ( l - z , z ) ( l - z 2z) a0(l —z,z)(l —z2z) a0( l - z , z ) ( l - z 2z ) ‘

Воспользовавшись разложением

Z  1 Г 1
( 1 - Z , Z ) ( 1 - Z2Z )  ( Z , - Z 2 )

1
1 —z,z 1 —z2z

получим 

Y(z) =

1 1 —z2z —l + z,z _  z

(Zl -  Z2 ) (! -  Z\Z) (1 -  Z2Z) (1 -  ZlZ) 0  ~ Z2Z) ’

zQ(z) zQ(z)
1 - Z , Z  l - Z 2Z j

+ решение однородного уравнения.
ao(z i ~ z2)

1 ,_1y( i ) = — --------- - £  q(i) (z[~l~s -  z ‘-'-s ) + решение однородного уравнения.
a0{zl - z 2) s=o 4 ’

Тогда
1 i_1

y(i)  = — --------- - Z  <?(') [z\~'~s -  z ‘2~'~s ) + решение однородного уравнения.
a0(z i - z2)s=o v '

Выписанное слагаемое дает частное решение неоднородного урав
нения. Оно равно 0 при / = 0 и х = 1.

Если z, и z 
z, 2 = r[c o so ±  j  sin со], то

1

комплексно сопряженные корни:

яо=-ап s n iff le
Y, q(i)r‘~l~1 sin(/ — 1 — ̂ )со + _у(0) z2z, zxz2

z, - z , + У( 1)
z, - z .
z, - z ,
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§ 1.6. Метод вариации произвольных постоянных

Этот метод является самым сильным методом, но и самым сложным 
в практическом выполнении.

Пусть имеется неоднородное уравнение

'Zan_ly( i  + l) = q{i). (1.18)
/=0

п
Общее решение однородного уравнения имеет вид y(i) = '£JCsy s( i ) ,

S = 1

где y s(i) -  линейно независимые решения линейного однородного 
уравнения. Будем искать частное решение неоднородного уравнения в 
виде

у (0 = ' £ с , ( 0 уЛ 0 -  (1-19)
.5 = 1

Подставляя это решение в уравнение (1.18), получим

£ а „ - , £ С, {i + l ) ys{i + l) = q{i) ■ (1-20)
1=0 s=I

Нам нужно всего одно частное решение уравнения (1.18), а в нашем 
распоряжении и функций С ,(/'), С2( /) , . . . ,  С „(г). Поэтому на них можно 
произвольно наложить (и -1 )  ограничение. Выберем эти ограничения в 
виде

Z  С. 0  + ])У, 0  + !)  = Х  С, О:)ys 0  + 0 .
S S

I  С ,(| + 2)ys(i + 2) = Z C s(‘)ys(‘ + 2),

X С, О + п -  l)y,  0  + « - l ) = Z C J (i)ys (i + n - l ) .  (1.21)
s s

С учетом этих ограничений уравнение (1.20) приобретет вид

ао Е С О  + « )л О ' + «) +
^  п (1-22)

+ Z  с , 0 ) [ я л  0  + п - 1) + a2y s 0  + п -  2) + ...  + а„уг (/)] = ?(/).
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С другой стороны, вспоминая, что y s(i) удовлетворяют однородно
му уравнению

“оУ, О' + «) + а л ( ‘ + л - 1) + ... + а„уг (/) = 0 , 

умножая это соотношение на С,(») и складывая по s, получим

+ и) + Е С Д О [а л О ' + п - \ ) + а 2y s{i +п - 2 )  +a„y,(ij\ =0 .
S S

(1.23)
Вычитая из (1.22) равенство (1.23), получим

аи £  С, (/ + п ) ^  (г + л) = а0 X  С, (0 Л  (/ + «) + ?(«). (1.24)
S S

Преобразуем уравнения (1.21), (1.24). Возьмем первое уравнение 
(1.21) и заменим в нем / на /+1. Тогда получим

I C , ( i  + 2)y,{i + 2) = £ C,(i + l ) ^ ( i  + 2 ) .
J J

Сравнивая это соотношение со вторым условием системы (1.21), за
пишем это второе условие в форме

£ С ,( |  + l )y, (i  + 2) = Z Q 0 U 0 '  + 2 ) .
S S

Аналогично, заменяя во втором условии (1.21) / на /+1 
+ 3 )y,(i  + 3) = £ C ,( i  + l )y, ( i  + 3)

S S

и сравнивая его с третьим, получим
H C s(i +1 )y,{i + 3) = Е С ,( |) Л (| + 3).

5 S

Аналогично преобразуем и остальные равенства системы (1.21). В 
последнем из них заменим / на г+1

Z  С, (/ + л ) л  0' + «) = Z  Q  (/ + \ )уг (i + n)
S S

и, сравнивая с (1.24), получим

Z С, O' +1) (/ + п ) = X  С, (0 Л  (/ + « )+  —  ?(/) .
j з а0

Таким образом, новая система относительно функций Cs(i) примет
вид

Е[С ,(1 + 1 ) - С ,( |) ]Л (« + 1 )= 0 ,
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I [ C , ( i  + l ) -C .( i) ] j / ,(« + 2 )  = 0,

1 [С ,(«  + 1 ) -С ,(О ]л 0 ' + и - 1 ) = 0 !

(1.25)

Z [Q O ' + !)  “ с Л О Ы О ' + п) = — q{i) •
ап

Обозначим

/>[«] =

л (*+ 1) л ( |,+1) -  у » а + 1)
y, (i  + 2) у 2(г' + 2) ... 7 Л (г +2)

(1.26)

_у,(г' + л) ^ 2(г+ л ) ... у я (г + п)

Этот определитель отличен от нуля в силу линейной независимости 
решений линейного однородного уравнения y s (г) .Ч ерез Dk [г] обозна

чим определитель, который получается из D\i \  вычеркиванием к-то
столбца и последней строки. Тогда, рассматривая (1.25) как систему 
линейных уравнений, по правилу Крамера сможем записать

с ,  (I- + 1)  -  с , ( 0  =  И Г •
а0 D(i)

Отсюда легко получить, считая, что Cs (0) = 0,

С,(0 = 1 Н Г - » М ^ ,г=о а0 D(r )

что и определяет в явном виде Cs(г) , а следовательно, и частное реше

ние y ( 0  = Z c , ( 0 y , ( 0 -
S

В качестве примера рассмотрим уравнение второго порядка 
a0y( i  + 2) + axy( i  +1) + a2y(f)  = q(i) ,

когда характеристическое уравнение a0z 2 + a,z + а2 = 0 имеет корень z

кратности 2. В этом случае _у, (/) = z*, ,у2(г) = iz' , и поэтому

-i+1 (I + l)zi+I _ _ 2i+3
D [/] =

z i+2 (i + 2)zi+2
= Z
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Далее, £>,(/) = (г+ l)z '+ , D2( i ) - z l+ , и поэтому

1 '-1 г +1
с,( 0 =— Z?W— ,

O q  r=0 z

c2( 0 = —
r=0 Z

тогда частное решение неоднородного уравнения имеет вид

Х 0  = Cl (i)z' + C2iz' = —  Z  <?(r X* - 1 - r ) z ‘~r~2 . (1.27)
r=0

Отметим, что в этом частном решении _у(0) = _у(1) = 0 .

§ 1.7. Линейные уравнения в конечных разностях 
с переменными коэффициентами

Всюду выше рассматривались линейные уравнения в конечных раз
ностях с постоянными коэффициентами. Практика решения аналогич
ных уравнений с коэффициентами, зависящими от /, гораздо сложнее.

Сформулируем без доказательства две теоремы, полезные для ана
лиза вида решения уравнений с переменными коэффициентами.

Теорема Пуанкаре. Если для линейного однородного уравнения в 
конечных разностях

aa{i)y{i + n) + al(i)y(i  + п - 1 )  + ... + ая_,(i)y{i  +1 ) + ап(i )y( i) = 0 (1.28) 

существуют конечные пределы для переменных коэффициентов ак (г ), 
когда / неограниченно возрастает

limat(0 = at , к = 0, 1, 2, ..., п,
I—>00

и если корни уравнения

a  0z n + сцг"-1 + ... + a„_,z + a„ = О (1.29)

все различны по модулю, то каково бы ни было частное решение y(i)  
уравнения (1.28), предел отношения y( i  +1) к y ( i ) , когда i неограни
ченно возрастает, равен одному из корней z , , z2 , ..., z„ уравнения 
(1.29), то есть
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Теорема Перрона. Если для уравнения (1.28) условия теоремы Пу
анкаре выполнены и, кроме того, а0( / ) ^ 0 ,  ап(г) Ф 0 для всех 
г=  0, 1, 2, ..., то существует п решений y , ( i ) , У20)  >■■■> У„(0  этого 
уравнения, для каждого из которых

Выражение (1.30) показывает поведение решения линейного одно
родного уравнения с переменными коэффициентами.

Теперь рассмотрим два частных случая линейных уравнений в ко
нечных разностях с переменными коэффициентами.

А. У равнение первого порядка
Линейное разностное уравнение первого порядка с переменными 

коэффициентами всегда можно привести к виду

Рассмотрим сначала решение соответствующего однородного урав
нения

Общее решение уравнения (1.28) имеет вид

У(0  = C,z;(1 + ^(г))' + C2z- (1 + ^  (г))' + ... + C„z‘„(1 + ̂  ( i ) /  , (1.30) 

где все ^ (г )  -> 0 .

у0  + 1 ) - .у0 ) р (0  = ? (0 - (1.31)

,у(г+1) -  > > 0 X 0  = 0 •
Полагая i = 0, 1, 2, 3, ..., получим

(1.32)

Я 1 )= Я 0 Ж 0 ) ,

У(2) = ^(1)р(1) = Я 0 )р (0 )р (1 ), 

у ( 3) = у(2)р(2)  = у(0)р(0)р(1)р(2) .

Легко получить, что для произвольного / в этом случае
f-i

Я 0  = 7 ( 0 ) 1 1 ^ )  > причем П р (я)|,«о =1- 0-33)

Решение неоднородного уравнения (1.31) будем искать в виде

7 0 )  = С 0 )7 (0 )П р (^)- (1.34)

Тогда
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УО + О = C(i + lM O jri-PCO  >
j = 0

и подстановка в (1.31) даст

С(* + 1 )Я 0 )П р ( * ) - р (0 С (0 .К 0 )П М -0  = ? ( 0 ,
5 = 0  5 = 0

откуда

C(i +1) -  С(г) = ----- ^ ----- •
Я 0 )Г Ы -у )

5 = 0

Легко видеть, что

с(0 = Е— — +с(0). 
г=0Я О )П р (*)

5 = 0

При i = 0 всю эту сумму следует считать равной нулю. Подставляя 
это выражение в (1.34), получим

-К0 = Х ? ( г ) П  р (5) + с ( ° М 0 ) П р (>)>
Г = 0  5 = Г + 1  5 = 0

откуда видно, что для выполнения условия _у(0) = у(0) следует взять 
С(0) = 1. Окончательно

y(i) = ^ (0 )П  P(s) + X  Ч(г) П P(s) ■ (1-35)
5 = 0  Г = 0  S —Г +1

Б. Уравнение второго порядка

Линейное разностное уравнение второго порядка с переменными 
коэффициентами имеет вид

y( i  + 2) + p l(i)y(i  + l) + р 2 (i )y( i) = q(i).  (1.36)

Соответствующее однородное уравнение имеет вид
y( i  + 2) + р\ (i)y(i  +1) + p 2(i)y(i) = 0 . (1.37)

Общее решение этого уравнения неизвестно. Предположим, что мы 
каким-то образом нашли частное решение этого уравнения >»,(/). По
кажем, как можно найти другое частное решение у 2 (/'), линейно неза
висимое с у х(г ) .

Рассмотрим определитель
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Д (0 = = У1 (O tt 0' + О ~ >>i0' + !)^2 (О • (1-38)
л  (О л  (О 

JiO' + i) .y20' + 1)
Вычисляем А(г +1)

Д(/ +1) = у,  (г +1 )у2 О + 2 ) - у ,  (/ + 2 )у2 (г +1),

и, учитывая, что _у,(/) и _>’2(г) удовлетворяют уравнению (1.37), 
получим

А (г + 1 ) =  J , O' + 1 ) [~рх ( i)y 2 О + 1) ~  Л  (О .^ (0 ]  -

“ Л  (' + !)  [~Р\ (О Л  O' +1) -  Рг (О я  (0] =

= Рг (О [У 2 O' + ])^i (0  “  Ух 0■ + (0] = Рг (ОАО), 
то есть Д(г) удовлетворяют уравнению

Д(г + 1) = ,р2(г)Д(0-
Отсюда

Д(«) = Д (0 )П Р 2(Я) ,
j =0

и равенство (1.38) дает

У г O' + OJiO) -  У 2(i) У i(i + 1) = А (0 )П Р г (‘?) •
j=0

Отсюда видно, что y 2(i) удовлетворяет линейному уравнению в 
конечных разностях уже первого порядка

Л ( |> 1 ) = Л ( о М ± Д + Ш п А(я)> (1.39)
л ( 0  yi (0*-«

решение которого бьшо разобрано выше. Зная у г(г ), можно найти 
частное решение неоднородного уравнения (1.36) методом вариации 
произвольных постоянных.

§ 1.8. Системы уравнений в конечных разностях

Пусть теперь имеется п функций >>,(;), y 2(i) , ..., у п(/) дискретного

аргумента г, г = 0,со. Каноническая форма системы уравнений в конеч
ных разностях имеет вид

л 0 ' + 1) = /,0'> М О , y 2{i), - ,У„(!)),  s = l ,n.  (1.40)
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Заметим, что если заданы y s(0 ) , s = 0, п , то система однозначно оп

ределит все >>Д1), s = l ,п.  Зная уД 1), можно найти все ^ ( 2 ) ,  s = \ ,n,  
затем все y s(3) и т.д. Таким образом, решение системы (1.40) зависит 
от п произвольных констант

УЛ*) = (Р,0'> с п с 2> - , С п),  s = 0 ,n .
Линейная неоднородная система уравнений в конечных разностях 

имеет вид

У.Ц + 0  = Y .a sky ki i )+ qs{i) ■ (1.41)
Лг=1

Вводя матричные обозначения

л ( 0 ап ап ■

у(  0  =
у 2( 0

, ч( 0  =
Яг (0

, А = а21 а22 •• й2п

.уЛ  0 . .9 ,(0 . ,ам ап2 ■■ апп_
систему (1.41) можно записать в виде

y{i  + \) = Ay{i) + q(i).  (1.42)

Если q(i) = 0 , то система (1.42) называется однородной.
Рассмотрим сначала однородную систему. Будем искать решение в 

виде y s(i) = Bsz ' . Подставляя это решение в однородную систему, полу
чим

Bsz M = i a skBt z ‘ . 
k=l

Сокращая на z  , получим

i ( a ,t - Z8j t )B t = 0 .  (1.43)
k=l

Чтобы эта система имела ненулевое решение, необходимо, чтобы
det(A -  zE) = 0 ,

откуда видно, что z  есть собственные числа матрицы А.
Рассмотрим лишь случай, когда все п собственных чисел матрицы А 

различны. Тогда, как это видно из (1.43), В есть не что иное, как собст
венный вектор матрицы А,  соответствующий собственному числу z.
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Таким образом, общее решение однородной системы, соответст
вующей системе (1.42), можно записать в виде

y(i) = ClBlz ‘l + C2B2z ‘2 +... + CnBnz ‘n , (1.44)

где zs -  собственные числа; Bs -  собственные векторы матрицы A, a Cs
-  произвольные константы, значения которых находятся из начальных 
условий ^ ( 0 ) ,  s = 0,n .

Что касается решений неоднородной системы (1.42), то ее проще 
всего искать методом производящих функций.

Вводя векторные функции

Y(z)  = f > ‘y ( i ) , Q(z) = ' £ z ,q(i),  (1.45)
1=0 1=0

из системы (1.42) получим

- { Y ( z ) - y ( 0 ) )  = A Y ( z ) + Q ( z ) ,  
z

откуда

F(z) = Q - £ - V )  (Q(z)  + ̂ y ( 0 ) j .  (1.46)

§ 1.9. Преобразование Лапласа -  Стилтьеса

Обычное преобразование Лапласа достаточно подробно изучалось в 
курсе математического анализа. В теории массового обслуживания ча
ще применяется вариант этого преобразования, известный как преобра
зование Лапласа — Стилтьеса.

Пусть функция F(x )  обладает следующими свойствами:
1. F ( x ) = 0 при х  < 0 ,

2.3 М  и s0 > 0 такие, что |F (x)| < Mes°x .

Тогда преобразованием Лапласа -  Стилтьеса F*(s) от функции F(x)  
называется функция

F*(5) = J e- ^ F ( jc ) .  (1.47)
о
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Заметим, что F  (s ) есть аналитическая функция в полуплоскости 
Re s > sQ и однозначно определяет F(x )  во всех точках ее непрерывно
сти:

F(x)  = l i m Z ^ ~ F t w (s),  (1.48)
fCl

где F ' (Ic)(s ) есть производная k-ro порядка от F*(s ) . Эта формула но
сит название формулы обращения

Таким образом, F(x)  и F \ s )  связаны друг с другом взаимноодно

значно, исключая значения F(x)  в ее точках разрыва: F(x)  <=> F* (s) .
Приведем некоторые важнейшие свойства преобразования Лапласа

— Стилтьеса.
1. Л инейность. Если Fl( x ) o F * ( s ) ,  a F2(x) <=> F^(s ) , то

C,F[(x) + C2F2(x ) <=> C,Fj*(5) + C2F2 (s ) .

x, F*(s) 1
2. \ F ( y ) d y o — ^  + - F ( 0 ) .

о

f  e~sxd  J F(y)dy  = j  e~sxF(x)dx  = - - J F{x)de~SI =

= - - F O O e H ” + - J e~sxdF(x)  = - F ( 0 )  + - F * ( s ) . 
s 10 s о s s

3. \ Q { x - y ) d F { y ) ^ Q \ s ) F \ s ) .
0

J e~sxd ] Q(x  -  y )dF (y )  = lim J e~sxd ] Q(x - y) dF(y )  =

= Hm j J Q( x  -  y ) dF(y )
0

о 0

A  A x

—  \ \Q (x ~ y )d F { y )d e ~
0 0 0

= lim l e  sAj  Q(x -  y) dF(y )  + s j  e~sx ( ] q (x  -  y)dF{y)
I о о I  о



36 А.А. Назаров, А.Ф. Терпугов

= lim-Jsf е “ f Q { x - y )dF {y )d x I = lim i sf f e “ Q ( x - y)dxdF(y)  1 =
A-*° l o o  J "  J

= lim J s f  T e~'(y+:)Q(z)dzdF(y)  1 = Л e *  J e~s:Q{z)dzdF{y)  =L o o  J 0 0

= J e~syd F (y ) s J e“I2g(z)cfe = J e~syd F ( y ) J e~szdQ(z ) <=> F \ s ) Q \ s ) .0 0 0 0
4. Обычно F (x) имеет смысл функции распределения некоторой 

случайной величины Тогда

F w (j)  = (-1)* J jc‘e"“ rfF (x ), F*w (0) = (-1)* ] x kd F ( x ) .
о о

В частности,

M{x} = -F * '(0 ) ,  M {x2} = F * "(0 ),

то есть начальные моменты величины £, находятся простым дифферен
цированием функции F * (s ) .

5. Предельное поведение

lim F \ s )  = F(oo) -  F ( 0 ) ,
s —►О

limF*(5) = F * (+ 0 )-F (0 ) .

6. При F(0) = 0 l i m - ^ - ^  = J F ( x ) d x .
s^° s Jo

r F*(s)Действительно, по свойству 2, J F(y)dy  <=> — — . Применяя предель

ные соотношения, получим

lim ^ - ^  = ] F ( x ) d x - ] F ( x ) d x  = ]F(x )d x  .
s 0

oo

7. lim s-J e~sxf  (x)dx = lim / (x) .
.s-»0 ^  x—>oo

Действительно,
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s j e sxf (x)dx = -  J f { x ) d e “ = - f { x ) e a [  + j e “df{x) = ДО) + J e~sxdf (x) .

Переходя к пределу, получим
оо

lim j J e~sx f  (x)dx  = lim m  + ] e - sxd f (x ) = / ( 0 )  + Jrf/W  =

= / ( 0) + /(<») -  / ( 0) = / ( » ) =  lim f ( x ) .

8. limjF*(^) = lim
s —>0 x —>oo

l i m ^ ^  = lim jJ  e~sx^ - d x  = lim^- 
*->» X J_>0 n x  j-*°

F(x)
dx J e~sxF(x)dx

1/ s
- = lim—

l/s

■ limj2 f e~sxF(x)dx  = lim
n_vA *  n v Л

yj F(x)de

= lim -sF(x)e-sx Q̂+ s \ e - sxdF(x)

lims—>0 sF{G) + s]e~SIdF{x) ■ lim^F*^) .



Глава 2. ТЕОРИЯ ПОТОКОВ СОБЫТИЙ

§ 2.1. Определения и терминология

Представим себе ось времени, на которой в какие-то случайные мо
менты t{, t2, t3 и т.д. наступают события. Такой случайный процесс 
называется случайным потоком однородных событий или случайным 
точечным процессом.

Описать такой процесс можно тремя способами:
1 )задать статистические свойства последовательности моментов 

наступления событий t{, t2, t3 , ...;
2) задать статистические свойства длины интервалов т; между мо

ментами наступления событий;
3) задать статистические свойства случайного процесса i(t) , где 

i(t) -  число событий, наступивших за время t .
Очевидно, что от одного описания можно перейти к другому, так

как
т, = ?[ , т2 = t2 — ?i, ..., т(. = ti — ,

I

h = Ti > Ч = 1̂ + т2 » = £  т* •

Обычно предпочитают использовать описание потока через интер
валы между событиями либо через i(t) -  число событий, наступивших 
за время t . Говоря о случайных потоках, обычно интересуются наличи
ем или отсутствием следующих свойств:

А. С тационарность
Возьмем на временной оси п непересекающихся интервалов дли

ной А; , i = 1, п , и пусть г|,. -  число событий, происшедших на интерва
ле А; . Поток называется стационарным, если вероятности

* > 0 ,  < = 1,и,
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не зависят от местонахождения i -го интервала на оси времени, а опре
деляются лишь его длиной. Смысл этого определения состоит в том, что 
вероятностные свойства потока не зависят от начала отсчета времени.

Б . Последействие
Если г],, г|2, ..., г|„ -  независимые случайные величины, то гово

рят, что поток событий обладает свойством отсутствия последействия. 
Смысл этого определения заключается в том, что наступление (или не 
наступление) событий на каком-то интервале не зависит от того, сколь
ко событий появилось на каких-то других интервалах.

В. Ординарность
Обозначим P^(t0, t) вероятность появления более одного события 

на интервале [fQ, t ] . Если

lim P>1̂ ° ’ ^  = 0 ,
<->'о t — t Q

то поток называется ординарным. Смысл этого определения заключает
ся в том, что наступление более одного события на бесконечно малом 
интервале длины At есть бесконечно малая величина более высокого 
порядка, чем A t . Более образно — на бесконечно малом интервале вре
мени не может наступить более одного события.

И нтенсивность и параметр потока
Пусть Pt(t0, t) есть вероятность того, что на интервале [f0, f] на

ступит ровно одно событие.
Величина

lim ^ 0’ 1)= Щ )
l~>lo t — t g

называется парам етром  потока.
Обозначим через m(t0, t) среднее число событий, наступивших на

интервале [f0, ?]. Величина

lim 7 - ;  -) = иОо)'-'о t - t 0

называется интенсивностью  потока.
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Легко сообразить, что для ординарного потока параметр потока и 
его интенсивность равны между собой. Не очень строго это может быть 
показано так:

В силу ординарности потока вторая сумма есть бесконечно малая 
величина по сравнению с t - t 0 (здесь, конечно, главная нестрогость: 
ряд бесконечный, при к  -> оо , все может быть и не так). Тогда, деля на 
t - t 0 и переходя к пределу Г -> /0 ,м ы и  получим, что X(t0) = ц(/0) .

В дальнейшем, для ординарных потоков мы не будем делать разни
цы между интенсивностью потока и его параметром. Заметим лишь, что 
для неординарных потоков всегда A,(f) < ц(?), так как m(t0,t) > Pl(tn, t ) .

Пуассоновский поток событий является одним из самых «люби
мых» потоков в теории массового обслуживания. Он характеризуется 
выполнением двух свойств:

1) отсутствием последствия;
2) ординарностью.
Прежде чем выводить формулы, введем обозначения и сделаем не

которые следствия из ординарности. Пусть PK(t0,t) есть вероятность

того, что на интервале [?0.^] наступит ровно к событий. Тогда, в силу
определения интенсивности, функция

будет интенсивностью пуассоновского потока. Это же соотношение 
можно записать как

00 00

m(t0, t) = Y,kPk(ta, t) = Pi(t0, t) + Y,kPk(ta, t).
k> 2

§ 2.2. Пуассоновский поток событий

P}(t, t  + At) = X(t)At + o( At ) . 

В силу ординарности потока

(2.2)

= 0 при к >  2 ,
д»-ю At

и поэтому при к > 2
Pk(t, t + At )= o(A t) .  

Так как выполнено условие нормировки

(2.3)
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P0(t, t + At) + Px(t, t + At) + P>x(t, t + At) = 1,

то
+ t + A ^ - P ^ i t ,  t + At) = l - X ( t ) A t  + o(At).  (2.4)

Соотношения (2.2) -  (2.4) являются основными для дальнейшего. 
Выведем систему дифференциальных уравнений, определяющую 

Pk(t0, t ) . Учитывая отсутствие последствия, можно записать

P0(f0, t + At) = P0(t0, t)P0(t, t  + At) = P0(t0, o [ i - M O A ' + o(AO],

отсюда

P0(t0, t + A t ) - P 0(t0, f ) = _ p ( , ,)* ,(,)+
At At

Переходя к пределу At  —» 0 , получим

^ ^ l  = -X(t)P0(t0, t).
Ot

Аналогично, для Pk(t0, t ) можно записать 

Pt (tQ,t + At) = Pk (ta, t)Pn (t, t + At) + PM (t0, OP, (t, t + At) + t  Pk-S (t0, t)Ps (t, t + At).
s=2

Используя соотношения (2.2) -  (2.4), запишем 
Pk(tQ,t + At) = Pk(tQ, t ) [l - X(t)At + o(AO] + Pk_i(tQ, t) [k(t)At + o(A/)] + o(At), 
откуда

f . f c .  + A O -f .O ,.»  = + £ ^ ) ,
At At

и после предельного перехода At  -»  0 получим

Щ ^ 1  = х(0[рк_ м - р к((0,{)].
ot

Итак,

? M ° i ! l  = - x ( t ) p 0(t0,t),
Ot

дШ Л  = X{t)[Pk_x{h,t)  -  Pk(t0, t ) ] , к >  1. (2.5)
ot

Для однозначного решения этой системы надо добавить граничное 
условие, которое естественно брать в виде
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Г1, если к  = О,
^ ( 'о Л )=  ’ ’ (2-6)[О, если к  > 1,

так как в силу ординарности потока на интервале нулевой длины с ве
роятностью 1 не будет ни одного события.

Рассмотрим решение системы (2.5) методом производящих функ
ций. Введем функцию

F{ta, t , z )  = £  Pk(t0, t ) zk . 
к=0

Умножая первое уравнение системы (2.5) на z°, а все остальные -  
на соответствующие z k и суммируя все равенства, получим

dF(t°’t,Z) = - 4 t ) ± P k(t, Ж  +
ot k= 0

+X(t) X  Pt_, (ta, t ) zk = -X( t )F( t0 , t , z )  + X(t)zF(t0 ,t,z).

Поэтому окончательно
8F(t0, t , z ) = X ( t ) ( z - l )F ( t 0, t , z ) .  (2.7)

8t
Это уравнение легко решается методом разделения переменных

JF(;„,f,z)
F(t0,t,z)

откуда, интегрируя в пределах (tQ, t ) , получим

t
InF(t0, t , z ) - \ n F ( t 0,t0, z ) = ( z - l ) \ X { u ) d u  .

*0

Но, как следует из граничного условия (2.6),
F(t0,t0,z) = l ,

и поэтому

F(t0, t, z)  = e x p [(z - l)A (f0,0 ]  = ezA<'°' V A('°’r), 
t

где A(t0,t) = J X(u)du . Разлагая ezA('0,t) в ряд Тейлора, запишем 
*0
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оо z  А Р 0,О с-л(,п,о 
к\

откуда получаем основную формулу, относящуюся к пуассоновскому 
потоку:

Эта формула вместе с формулами (2.2) -  (2.4) и позволяет решать 
практически все задачи, относящееся к пуассоновскому потоку. 

Приведем несколько примеров на использование этих формул.

мент наступления / -го события. Как найти плотность вероятностей 
p,(t,) величин ti ?

Рассмотрим интервал [/, t + dt].  Вероятность того, что именно на 
этом интервале наступит / -е по счету событие, можно записать двумя 
путями:

Pit < t i <t  + dt) = Pi(t)dt = ^ M l e- ^ X ( t ) d t ,

так как на интервале \t0,t) наступило / —1 событие, а на интервале 

\t, t + dt\ ровно одно (уже i -е по счету). Сокращая на d t , получим

2. Рассмотрим интервал [r0, tQ + T\  и найдем плотность вероятно

стей того, что на нем наступили п событий в моменты времени , l2, 
..., tn . Выделяя бесконечно малые интервалы tt + dti] , будем иметь

одного события, а на интервалах [/,., ti + dti ] — ровно по одному. Со
кращая на dtldt2...dtn , получим

Pk(t̂о,0= ^ ^ е-Л('0’') 
к\

(2.8)

1. Пусть мы рассматриваем интервал |/0,оо) и нас интересует мо-

(2.9)
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Л ( '1 , '2 . - Л )  = в -Л('»л+Г) ■ П М О  • (2.10)
ы

3. Пусть по моментам f( появления событий на интервале \ta, T ] 
мы составляем статистику

S = Z / ( 0 .;>1
где /(■) -  некоторая гладкая функция. Найдем М{^} и ZD {с,}.

А) Вспоминая выражение для p f( f ) , получим

= 1 М { / ( 0 }  = Z  J / ( f ) ^ % r e' A<'°’̂ ( ^  =1=1 1=1,0 ( '-1 ) !

<0 (=1 0 - 1 ) !

Но = <гА<'0,' ) , и поэтому
«=1 (г-1 )!

Б) Второй путь выглядит так:

М { ^ } = ± Р { п = М } ^ М { Ш \ п = М } .
N=1 1=1

Так как на интервале [?0,i, ) наступило i - 1  событие, а на интервале
0, , Г) — N  — i событий, то

= N \p( t .  \п = N)dt,  = А^ ’Г)— е"л(''’Г).
1 ' 11 ‘ 0 - 1 ) !  ‘ * (ЛЛ—0!

Поэтому

м { § = £  i f  л о Л (^ 0 ' 1 в~л(,о',)АО)л ^ ,г ) У ' в-л(,-г)^ ,
1 ; 0 - 1 ) !  (7V -0!

где у переменной интегрирования t{ опущен индекс i. Вспоминая фор
мулу бинома Ньютона, получим
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£ л о „ , о -  A ( t , T f N- l)-с-1) [Л ^ .О  + ЛСЛГ)]^1 A( t ,T )N-' 
ы  0 - 1 ) !  [(А  ̂— 1) — (/ — 1)] ! (W -1)! ( # - 1 ) !

и следовательно,

М { \ )  = ] f ( t )X ( t ) e -K M  £  Л (^ °  + ' dt = ] f ( t )X(t )d t .
<0 JV=1 (Л' — 1)! ,0

Для вычисления дисперсии вычислим . Имеем

m {^}  = m | i / ( o I / ( o )
[ И  y i l

По аналогии с тем, что было при вычислении М< Z  / ( О  г ’ имеем
[ и

^ | z / 2( o l =  j / 2(o m o * .
-

Далее

m | z / ( o / ( o ) 1 = z  z  W i d t j f b m t j M ^ t j ) .
L‘<> J i=lj=i+lt0 ц

Легко видеть, что

p(ti, t,)dtidt j ^ ,
‘ J J (г-1)! ‘ ' ( у - / -1) !  J J

так как на интервале [/„,/,) произошло г -1  событий, а на интервале
-  (у - i - l )  событие. Обозначая в интеграле t- через и ,  a tj че

рез v , получим

м  |Z /(0 /( 'y)| = 

=Z Z ]du]dvf(umv)X(u)X(v) л',1(̂ )
i = i  y = i + i  ,0 „ (г-1 )! (у — / —  1)!
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Но

A J~"l(u,v) Л(-,У)
, 4  (у —j -1 )!

■ AM(f„,M) ^л((п,и) 
м  0 -1 ) !  

и поэтому

м  {Z m n t j )  1 = J^Jrfw /(n)/(v)X («)X (v) = 4  J f { u ) K u )d u ] f { y ) U y ) d v .  
l'</' J <0 “ ^ 'o 'o

Легко получить, что A f  j x / ( 0 / ( / / )  j  Равно этому же выражению. По

этому
т т т

М\%2} = \  f (u )X(u )du\  f (v)X(v )dv  + j / 2(м)А(м)с/м ,
'о *0 *0

и окончательно

D  {^} = М  } -  М 2 (У  = } / 2 (и)Я.(и)Л .
*0

§ 2.3. В арианты  пуассоновского потока событий

А. Стационарный пуассоноеский поток (простейший)
Если X(t) = Х = co n st, то получившийся поток будет стационарным 

пуассоновским потоком. Для него A(t0,t) = X - ( t - t 0) и

(2 .П )
к\

Выведем еще несколько формул, касающихся этого потока.
А.1. Плотность вероятностей для длин интервалов между момента

ми наступления событий простейшего потока.
Пусть z = tk — tk_x есть длина интервала между моментами наступле

ния событий. Обозначая его плотность вероятностей через р ( т ) , можно 
записать

у>(т) = Xe~Xz, т > 0 .
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А.2. Отсутствие последействия.
Найдем Р{т> л: + г |т > г } . Смысл этой вероятности -  это вероят

ность того, что новое событие потока не наступит еще в течение време
ни х , если известно, что оно уже не наступило в течение времени t . 

Имеем
, , , Р{х>д: + Г,х>?} Р ( т > х  + Л 

P { x > x  + t т>*} = —*-----р------Л-----*■ = —Ц ------г 1  =

I ̂е е-Чх+<)
■ = е**.

J Xe~Xzd  т
-X/е

Здесь использовано то, что событие {т > х + f, т > ?} = { т > / + х } .
Таким образом, независимо от того, что событие не наступило в те

чение времени t , оставшееся до его наступления время распределено 
по тому же закону, что и исходное время между событиями, независимо 
от того, какое время t прошло. В этом и проявляется отсутствие после
действия в пуассоновском потоке.

А.З. Условная равномерность наступления событий.
Пусть мы имеем временной интервал длительности Т . Пусть t{, t2 , 

..., tn есть моменты наступления событий на этом интервале. Тогда 
формула (2.10) примет вид

Так как вероятность наступления п событий на интервале [0,Г]

равна (ХТ)"е~хт / п \ , то условная плотность вероятностей моментов на
ступления событий t2, ..., tn при условии, что их наступило ровно 
п , равна

I п) = п\/Т" , 0 <t{ <t2 <. . .<tn < T  , 

и она не зависит ни от X , ни от f,,  t2 , tn . Это говорит о том, что в 
данном случае t{, t2, ..., tn распределены равномерно по интервалу 
[0, Г] (с учетом их упорядочивания, которое проявляется в сомножите
ле и!).
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Б. Эрлангоеский поток k-го порядка
Предположим, что в исходном пуассоновском потоке постоянной 

интенсивности X после наступления какого-то события следующие 
(к  — 1) событие пропадают и появляется только к  -е по счету событие. 
Получающийся поток называется эрланговским потоком к -го порядка.

Пусть р к(т) есть плотность вероятностей длин интервалов между 
моментами наступления событий в таком потоке. Тогда

р к(х)с1т = 0 ^ — e~x*Xdx,
(Ус-1)!

так как на интервале (0,т) наступило (хоть и пропали) к — 1 событие, а 

на интервале [т,т + с?т] ровно одно ( к - с  по счету). Поэтому

(£ — 1)!

В получившейся формуле обычно заменяют X на к ■ X , чтобы со
хранить за X смысл интенсивности потока, и пишут Pk(i )  в виде

Рк{х) = ̂ 1 е- ^  . (2Л2) 
* к\ к\

Эрланговский поток можно интерпретировать еще и так: каждое со
бытие, прежде чем появится на свет, должно пройти к фаз, каждая из 
которых имеет длительность, распределенную с плотностью вероятно
стей р{т) = {Хк)е~ш , т.е. распределенной по экспоненциальному закону. 

Поток называется гиперэрланговским, если р ( т) имеет вид

p(T) = i c t M ^ e-” *, (2.13)
*=i к\

оо

где все Ск > 0 и £  Ск = 1.
к= 1

В. Пуассоновский неординарный поток
Рассмотрим поток событий, в котором выполняются свойства ста

ционарности и отсутствия последействия, но не выполняется свойство 
ординарности.
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Пусть события появляются в моменты f ,, t2, t3 ,... «пачками», так 
что в момент tk появляются сразу r\k событий. Будем считать, что % 
есть последовательность независимых одинаково распределенных слу
чайных величин с распределением

= «} = /„ •
Такой поток называется простым (или пуассоновским) неординар

ным (или групповым) потоком однородных событий.
Найдем распределение вероятностей Pk{t) числа событий потока, 

наступивших на интервале длиной t . Пусть v, -  число событий, насту
пивших на этом интервале, и N t -  число моментов времени, в которые 
наступали группы событий, то есть

N t = max {п : 0 < tn < t ) .
N,

Тогда v, = • Введем производящую функцию 
*=1

cp,(z)=M {zv'} = jrp { A r , = n } M { z v' | N, = n}  =
n=Q

= £ p { W , = n } M  { z ^ +-+̂ } =  t P { N ,  = и } Г м  {zn }T ,
«=0 n=0

так как все rjJ. независимы и одинаково распределены. Введем функцию

/ ( z )  = M {z’v }= Y s f kz k ,
Аг=0

имеющую смысл производящей функции числа событий в группе. 
Тогда

Ф,00 = Ё ^ 7 -e " * '[ /(z ) ] "  = e x p { ;u [ / ( z ) - l ] } .  (2-14)
«=о п\

Вероятности Pk (t) в принципе можно определить из формул

1 d*cp,(z)
Pk(t) = к\ dzk

, £ > 1 .
:=0

Найдем еще среднее число событий, наступивших на интервале 
(0,£). Имеем
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00

где к  = kfk . Отсюда интенсивность такого потока равна
к=О

t

где к -  среднее число событий в группе. Смысл этой формулы очеви
ден.

Г. Простой поток разнотипных событий
Пусть {?„} -  моменты, образующие пуассоновский поток событий 

интенсивности X , а стл — независимые одинаково распределенные слу
чайные величины, принимающие значения из множества целых чисел

Если а п = a(tn) = г , то в момент tn происходит событие типа г . 
Обозначая р { = / >{стл = /}, мы получим простой поток разнотипных со
бытий.

Обозначая через v,.(f) число событий типа г на интервале (0,г), 
определим производящую функцию

{1, 2, . .. ,к}.

Для вычисления явного вида этой функции введем величины
1, если а п = i, 

О, если стл ^  г. 

Тогда v, (f) = Х стл. > и мы имеем
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где учтено, что в разные моменты времени величины ст„ независимы и 
одинаково распределены. Так как а п, принимают значения 0 или 1 и 

значение 1 принимает только одна из них, то

М [  O i l  (Ti 2 ° l  *  I|Zi z2 ...zk |=  p tzx+ p 2z2 +...+ p kzk .

Поэтому
оо П Л *

ф/(21’г2>"ч2*) = X  [Plz l + PlZ2 **" •••’*" PkZk ] =m= 0 ml

= e x p { ^ [ - l  + (p,z, + p 2z2 + . . . + Р Л ) ] }  = Пе'1'й(к') - (2.15)
i = i

Отсюда следует, что v(.(f) есть независимые пуассоновские потоки 
событий с параметрами X p t,, и мы наблюдаем сумму (суперпозицию) 
этих потоков.

§ 2.4. Потоки восстановления

Пусть на временной оси некоторый момент времени выбран за 0 и 
пусть tlt t2, > 0 -  моменты наступления событий (рис. 2.1).

— I----------1---------------1-------- 1----------1---------------------- 1------------t
О t\ ti ty ?4 ts

Рис. 2.1. Поток событий

Обозначим х, = , i n = 1„ -  tn_x -  длины интервалов между момен
тами наступления событий. Отметим принципиальное отличие х, от 
всех остальных хл : если х„, п > 2 , отсчитываются от момента наступ
ления предыдущего события потока, то х, отсчитывается от нуля на оси 
времени, никакого отношения к потоку не имеющего.

Случайный поток называется потоком с ограниченны м последей
ствием, если {х„} -  независимые случайные величины.

Смысл слов «ограниченное последействие» следующий: будущее 
поведение потока после момента времени t, tn < t<  tn+l зависит лишь 
от конечной величины {t — tn) , а от остального прошлого не зависит.
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Для описания потока с ограниченным последействием достаточно 
задать функции распределения Ак(х) = Р \ х к < х ] , к>  1.

Поток с ограниченным последействием, для которого Ак (х) = А(х)  
для к >2  (заметьте: Л,(х) это не касается), называется потоком вос
становления. В последнем случае вместо слов «наступило событие по
тока» часто говорят «наступило восстановление».

Пусть N, -  число событий, наступивших на интервале (0,0- Функ

ция H(t)  = М  {N,)  называется функцией восстановления. Функция 
h(t) = H \ t ) , если она существует, называется плотностью восстанов
ления. По смыслу h(t)dt (или d H ( t ) ) есть вероятность того, что на ин

тервале [f, t + dt\ наступит событие потока (интенсивность равна пара
метру потока).

Выведем теперь одно из основных уравнений -  уравнение для H ( t ) .  
Имеем

P { N '= n }  = P { t„ < t , t n+1>t}.

Но, с другой стороны,
P{t„ <t} =P{tn+l < t }+ P{tn < t, tn+} > t } ,

откуда
P{tn < t, *„♦, >t} = P{t„ < t} -  P{tn+l < t ) .

Поэтому для H (t)  = M { N , }  имеем

H{t) = M { N t} = X nP{N = n} = 1 [P{tx < t } - P { t 2 < t}] +
n=l

+2[Р{12 < 1 } - Р { ^  <r}] + 3[P{r3 < t } - P { t A <*}]+.... = f , P { t n < t } .
n=i

Так как tn = т1 + т2 + т3.....+ тя , то

P{tl <t} = Fl(t) = A{(t),

I
P{t2 <t} = F2(t) =P{tx + т  2 <t} = \ F x( t —x) dA (x ) ,

о

P{t3 <t} = F3(t) = P{t2 +x} < t } = j F 2( t - x )  dA(x) ,
0
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P{tn < t } = F n(t)=  />{?„_, + т я < t } = \ F n_ X t - х ) dA (x ) .
О

Поэтому

H(t)  = £  f „ (0  = Л  (0  + Z  J -  *) <*Д*) =
л=1 л=2 о

= А ( О  + J  f  £  ^,-1 ( ' -  * )W )  = Л, (О + j H ( t - х )  d A ( x ) .
О \л=2 J (I

Итак, функция восстановления удовлетворяет интегральному урав
нению

H(t)  = Ax{t) + \ H ( t - x )  dA (x ) . (2.16)
О

Решить его можно через преобразования Лапласа -  Стилтьеса. Дей
ствительно, применяя это преобразование к обеим частям уравнения, 
получим

H ' ( s ) = A ; (s) + H \ s) A \ s) ,

откуда

Я  * СО = А' ?  • (2.17)
\ - А \ s )

Зная A*(s') и A*(s) , отсюда находится H * ( s ) ,  а по таблицам об
ратного преобразования Лапласа -  Стилтьеса и H ( t ) .

Пример
Пусть А(х) = 1 - e_x*, А1(х) = \ - . Тогда

XЛ*С?) = /  e~sxd  (1 -  е~**) = X J =

Л* ( j)  =
|1 + 5

Поэтому

Я * ( - ) ~  ц /(й  + -у) _ ц(А + .?)^А, 1 ц -А
1 — Х/(Х + s) (ц + s)s s ц + j  ’
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и отсюда

H(t)  = X t + ̂ — —( l - e -^ ) .
И

Рассмотрим теперь некоторые следствия из уравнения (2.16) и его 
решения (2.17).

оо

1. Пусть a = j  xdA(x)  и X = 1 /а . Заметим, что
о

А ' (0) =  л((оо) -  ДО) =  1.

1 Д  = Х.

Тогда

l i m ^ ^  = 1ш1дЯ*(я) = lim А> s = ----- — s
«->«> t j-+о j-»o i _  A ( j)  А  (0) -  A (s) —А (0) а

»-> о s

то есть при t -»  со H{t)  ведет себя как X t .
2. Пусть Q(t) -  неотрицательная интегрируемая на (0, оо) функция. 

Тогда по свойствам преобразования Лапласа -  Стилтьеса

}Q(t -  x )dH(x)  <=> Q \ s ) H \ s )  = (s)y ‘ (f  ■
0 I - A  (s)

По свойствам преобразования Лапласа -  Стилтьеса

lim Г Q(t — x ) d H (х) = lim Q* (s ) H * (s) =
f-юо ^ s—►O

= lim ^  ^  Н тД *(д)Н т-----—  = —J Q(x)dx.
s-л о s *->o I —A  ( j)  a о

Окончательно

lim f Q ( t - x ) d H ( x )  = X \ Q { x ) d x , A,=—. (2.18)
о о a

Эта формула называется основной теоремой теории восстановления.

§ 2.5. Распределение величины перескока и недоскока 
для потоков восстановления

Рассмотрим некоторый произвольный момент времени t в потоке 
восстановления, который окружают моменты tn и tn+l наступления



Глава 2. Теория потоков событий 55

событий потока. Величина tn+l- t  = y(t) называется временем (или ве
личиной) перескока, а величина y* = t - t n -  величиной недоскока 
(рис. 2.2).

У*(0 y(f)

.____ I 1
О tn t t»+\

Рис. 2.2. Перескок и недоскок

Пусть F(t,  х ) = Р{у(0  < х }. Выведем уравнение для F{t, х ) . 
Возможны следующие варианты:
1. До момента t вообще не наступило ни одного события (рис. 2.3).

У(0

----------- 1---------------------1-------------------------------------------------------
h

Рис. 2.3

Это будет тогда, когда f, > t . Так как при этом у(t) = / , —/ ,  то собы
тие у (i) < х  эквивалентно t{ <t + x .  Итак, в этом случае

■Р{у(0< -*:} = 'Р{ t < t x <t  + х} = Ai(t + х ) - А , ( ( ) .

2. Пусть tn < t<  tn+l (рис. 2.4).

у(0

^ = \ ----------------------------------►.
t tfl tn+\

Рис.2.4

В этом случае должно быть, с одной стороны, т > t - t n , где 
т = tn+l - t n -  длина интервала между моментами наступления событий в 
потоке восстановления. Далее, так как х = (f — tn) + y ( t ) , то событие 
у(t) < х  эквивалентно т < ( t - t n) + x  . Итак, окончательно должно вы
полняться условие

t - t „ < x < t - t „ + x .
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Так как п может быть любым в интервале значений 1,оо , то вероят
ность этой ситуации равна ( tn = s )

X j \ A ( t  — s + x )  — A(t — s )] dFn (s) =J [A(t — 5 + x) — A ( t — 5 ) ] d H (5 ) .
n=l 0 0

Складывая эти два выражения, получим

F(t ,x)  = Al{t + x ) - A l(t) + \ [ A ( t - s + x ) - A ( t - s ) \ d H ( s ) . (2.19)
О

Найдем F(x)  = Н тР (г ,;с ), предполагая, что этот предел существует./->оо
Тогда

lim[y4,(f + х ) -  А(/)1 = Л,(оо)- Л,(оо) = 1 -1 =  0.
f -> o o  L J

Далее, представляя второе слагаемое в (2.19) в виде

|  [A(t — s + х)  — A(t — j)]  dH  (s) =
о

= } [1 -  A(t  -  j)]  dH(s)  -  j [1 -  A(t -  s + x)]dH(s),  
о 0

(введение 1 необходимо для того, чтобы подынтегральная функция бы
ла интегрируемой на (0, оо)) и используя основную теорему теории 
восстановления, получим

оо оо оо
F(x)  = ^ J [ l~  A ( z ) \ d z A ( z  + x)]dz  = Я, J [ l - A ( z ) ] d z -

0 0 z+x=u 0
00

—Xj [ l  — A(u)]du.
X

Окончательно имеем следующую важную формулу:

F ( x ) = X f [ l - A ( z ) ] d z ,  Х = 1 /а, (2.20)
о

дающую функцию распределения величины перескока в асимптотиче
ском случае t -> 00 .

Рассмотрим теперь величину недоскока y'(t)  и введем функцию 

F"(t ,х) = P \ y ’(t) < д:}. Выведем уравнение для этой функции. Опять- 
таки возможны два варианта.



Глава 2. Теория потоков событий 57

1. До момента t не наступило ни одного события. Тогда у* (О = t .

А) Если взять х < t (рис. 2.5), то мы получим невозможную комби

нацию, так как y\t) = t>  х , а нам надо найти Р|у*(0 = t < *}• Поэтому 

вероятность такой ситуации равна нулю.

7 *( 0

х

Рис. 2.5

Б) Если взять х > t (рис. 2.6), то рассматриваемая ситуация насту

пит в том случае, когда т, > t . Вероятность этого равна 1 — Ах ( t ) .

t\ =Ti

-X-

°V_______________  ________________ *

y*(t)

Рис. 2.6

Итак, искомая вероятность данной ситуации равна

гч. \ [ 1 - ^ (0 .  если t<x ,
Fx (t, х) — <

[ 0 , если t>  х.

2. Пусть tn < t<  tn+l (рис. 2.7).

Г

y*(t)

In t tn+1

< -------------------1------------------►
Рис. 2.7
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Тогда должно быть 1) т > t — tn; 2) t - tn = у* (О < x . Отсюда следует, 

что tn лежит в интервале t- x < tn< t .  Так как вероятность события 

т > t - ta равна 1 - A(t - tn) , то вероятность этой ситуации равна ( t„ = s )

2 ;} [ 1 - Д ? - 5)] й ВД  = } [ 1 -Л(г-5)] dH{s).
"=1 l-х 1-х

Окончательно

F\t,x) = Fl(t,x) + \[\-A(t-s)] dH{s)- ~\[\-A(t-s)] dH (s). (2.21) 
о о

Найдем F*(x) = lim F*(^x), предполагая, что предел существует. 
/—>00

Легко видеть, что lim F^^x) = 0. Далее, по основной теореме теории 
/—>00

восстановления

/
limj[l-y4(r-s)]c/#(s) =A.J[l- A(z)]dz.

0~х)
lim J [l-Дг-5)]^Я(5) = lim J [ l-A[(t-x) +x-s]]fittT(s) =

(/-Jf)->oo

Г

L
T—>00

- lim lT l-ЛГГ + x — j]lc/i/(i>) = A.J[l - A(u +x)]du = A.J [l -A(z)]dz .

Г^ ° °  О О x

Окончательно

F'(x) = A{z)\dz-X\\\-A(z)]dz = Л.J[ l- A(z)]dz ,
0 x 0

то есть F*(x) = F (x ) , даваемое формулой (2.20).

Заметим, что распределение величины перескока и недоскока 
можно получить и другим способом, используя тот факт, что процес

сы у(t) и у* (t) являются марковскими.

Очевидны следующие выкладки.

Для процесса у(t) , характеризующего величину перескока, обозна

чим

P(y(t)<x) = F(t,x),

тогда
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F(t + At,х) = F(t,x + At)- F(t,At) + F(t,At)A(x) + o(At).

Разложим функцию F  по приращению аргументов в ряд Тейлора с 

точностью до o(At):

иг, \ * * dF(t,x) dF(t,x) 8F(t,0)
F(t, x) + At— = F(t, x) + At — - At— + 

dt дх dx

+A/aF(^°) A(x) + o(At). 
dx

Уничтожая F(t,x) в обеих частях и сокращая на A t, получим

dF(t,x) _  8F(t,x) dF(t,Q) ^ dFjuQ) dF(t,x) dF(t,0) . .

dt dx dx dx dx dx

В стационарном режиме F(t,x) = F(x), тогда F'(x) = F'(0)(l-A(x)), 

следовательно,

Р(;с) = Г (0 )} (1 - Д 5 ))* .
О

Полагая х —> со , получим

1 = F'(0)J (1 - A(s))ds = F'(0)a ,
О

откуда

F '(0 )= - = a ..
а

Таким образом, функция распределения F(x) величины перескока 

имеет вид

F(x) = Aj (l .
о

Для процесса y’ (t) , характеризующего величину недоскока, обо

значим

P(y\t)<x) = G(t,x),

Р(х <y*(t)<x + dx) = g(t,x)dx,

тогда
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g(t + Д t,x + At) = g(x, t)P(z > х  + Д ф > х )  = g(x, t) * +-^ 2 =
P( т > x)

i l-A (x  + A t ) _ ^ r  ̂ ^  1 - A(x) + AtA'jx) _  A'(x)
= g(x ,o x g(x,o '7 ' = g(x,o

1 - A(x) 1 - A(x)

\

1 - A(x)

и, следовательно,

dg(t,x) , dg(t,x) _  Л'О)
g(t,x).

dt дх 1 - Д х)

В стационарном режиме g(t, х) = g(x) , поэтому g(x) удовлетворяет 

уравнению

g '0 )  = - A -.f--g(x),
1 - А(х)

решение которого имеет вид

g(x) = С (  1 - А(х)).

Интегрируя это равенство по х в интервале 0 < х < со, получим

оо
1 = C j (l — A(s))ds - С а ,

откуда следует, что

С = -  = Х. 
а

Таким образом,

£ ( Х )  =  Ц 1 - Д Х ) ) ,

а для функции распределения G(x) величины недоскока можно за

писать как

G(x) = A, J(l-^(s))c/5.
о

Парадокс остаточного времени

Пусть поток трамваев есть поток событий восстановления с функ

цией распределения интервалов между трамваями А(х) . В случайный 

момент времени t человек приходит на остановку. Сколько в среднем 

времени ему ждать трамвая?
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1. Первое решение. Так как в среднем длина интервала времени
оо

между трамваями равна а = j  xdA(x) и человек приходит совершенно
о

произвольно, то ему ждать в среднем а/2 .

2. Второе решение. Время ожидания трамвая — это время переско-

1 х
ка, распределенное с функцией распределения — J[l - A(z)]dz, т.е. с

я о

плотностью вероятностей —[1 — Л(х)~\. Поэтому ждать ему в среднем
а

1 00 1 00 1 100 
-\x\\-A(x)]dx = — f [1 -А(х)] d(x2) = — x2[l-A(x)] + 
а о 2а о 2а '»

1 г 2 j , /  ч М (х 2\ а2+ а2 а а 2 а „-.ч
+— Г х dA(x) = — —̂ >- = ----  = — I—  > — . (2.22)

2а о 2а 2а 2 2а 2

Как видно, два решения дали два разных результата, причем второе 

решение дает большее среднее время ожидания, чем первое. Какой же 

результат верен?

Верен второй результат. Разгадка в том, что промежутки времени 

между приходами трамваев разные. И, приходя в произвольный мо

мент времени, человек с большей вероятностью попадает на более 

длинный промежуток времени между трамваями, чем на более корот

кий.

§ 2.6. Основное свойство рекуррентных потоков

Определение. Стационарный поток восстановления называется ре

куррентным.

Теорема. Если поток восстановления является стационарным, то
оо

есть является рекуррентным и а = J xdA(x) < +<х>, то
о

4(*)=1}[1-Л (г)] dz. (2.23)
а о

Доказательство

1. Докажем, что если поток стационарен, то H(t) — линейная по t 

функция.
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Так как поток стационарен, то величины Nt+S — Ns и N: — N0 = Nt 

распределены одинаково, тогда

H(t + s) = M {N M } = M {N ,„- N t + N ,-N 0} =

= М {Nl+S - Ns} + М {Ns- N 0} = М {N,} + М {Ns} = H(t) + H (s ) . 

Следовательно, H(t) является линейной функцией вида

H(t) = kt,

г я (0 i / i 1 а так как lim— —  = А,, то к = к = —.
t а

2. Возьмем уравнение для функции восстановления

H{t) = А, (0 + j  A[t- s)dH(s)
о

и подставим туда H(t) = kt, где к = —. Тогда
а

— t = Al(t) + — f A{t-s)ds = Al(t) + —\ A(z)dz, 
a a о a „

откуда

A,(t) — — j  A(t-s)ds = — J [ l- A(z)]dz, 
a a 0 a 0

или, если заменить £ = x ,то

4 M = - J [  l-v4(z)]rfz.
a 0

Таким образом, рекуррентный поток определяется единственной 

функцией распределения А (х).

1 *
Следствие. Если А,(х) Ф—J[l - A(z)]dz, то процесс восстановления

а о

не может быть стационарным, то есть не является рекуррентным.

Частный случай. Найдем, при каких условиях выполняется соот

ношение А,(х) = А(х). Тогда
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Дифференцируя по х , получим

А\х) = X [1 - А(х)] = - [1 - А(х)] = - 

Разделяя переменные

d[l~A(x)]

dx

d{\-A(x))
= —Xdx

1 -A(x) 

и интегрируя, получим

ln(l - А(х)) = Хх ,

откуда А(х) = 1 - е~кх и поток является пуассоновским потоком с посто

янной интенсивностью X .

Сумма независимых рекуррентных потоков

Рассмотрим сумму двух независимых рекуррентных потоков, опре

деляемых функциями Aj(x) и А2(х) (рис. 2.8).

А,(х)

А 2(х)

А(х)

t

t
-- ►

Суммарный поток

Рис. 2.8. Схема образования суммарного потока

Пусть т - величина перескока суммарного потока. Тогда очевидно, 

что т = min(x,,т2) , где т,,х2 - независимые величины перескоков для 

первого и второго суммируемых рекуррентных потоков.

Поэтому

Р {т > х) = / >(min(x1 ,х2) > х) = Р{т, > x)P(z2 > х) =

{ X \( X \
1 - X J  (1 - А{ (s))ds l- X 2j(\-A2 (s))ds

Следовательно,
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l-*,j(l-i4(j))<&= 1-Я,,}(1-4(л))Л 1-Х2|(1-Л, (*))<&
J  V

тогда

A.J (1 — A(s))ds = X, J (1 -A, (s))ds + X2j( l- A 2 (s))ds -
О О О

-Я,,А.2} (1 - 4  (*))<*} (1 - A2(s))ds .

Таким образом,

Ц1 - А(х)) = X, (1 - А, (х)) + Х2(1-А2(х ))-

—A, j  Л,2 (1 - А, (х))} (1 - А2 (s))ds + (1 -Аг (x))J (1 - A, (s))ds 
о о

Так как Х = Х1 +Х2, то функция А(х) для суммы рекуррентных по

токов будет иметь вид

А(х) = 1--- (1 - А. (л))-------(1-A(;t))+
k x , + V  1 х {+х2 к и

х {\2
(1 - А, (х))1 (1 -А2 (s))ds + (1 -А2 (х ))! (1 - A, (s))ds

о о

В частности, если Ак(х) = 1 — е~чх , к = 1, 2, то есть суммируются 

простейшие потоки, то

А(х) = 1- h — e- v  — +
+ Я-2 Л-1 + Х2

+■
A-j + Х2

-к'х —  (1 - ) + е * *  —  (1 - е~к'х) 
7̂2

1

Я-j + 7̂2

x [v ~ V  + Х2е~х'х - Х^ (1 - е~>1Х) - Х2е Чх(1 - е ^ ‘х)] = 1 - е~а ' >*.

Следовательно, суммой независимых простейших потоков является 

простейший поток с параметром, равным сумме параметров исходных 

потоков.
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Биноминальная схема деления рекуррентного потока 

Биноминальная схема деления рекуррентного потока реализуется 

следующим образом. Каждое событие исходного потока с заданной и 

постоянной вероятностью р  назначается в первый, а с вероятностью 

1 — р  во второй разделенные потоки соответственно (рис. 2.9).

А(х) 1-р 1-р 1-р

А,(х)

А 2(х )

Рис. 2.9. Схема деления потока

Исходный поток определяется функцией распределения А(х) длин 

интервалов между моментами наступления событий. Обозначим через 

At (jc) и А2 (х) функции распределения длин интервалов между момен

тами наступления событий в разделенных потоках. Найдем характери

стическую функцию М  |е_ат | длин интервалов для первого из разде

ленных потоков.

Пусть т - длина интервала в первом из разделенных потоков, a v - 

случайное число интервалов исходного потока, реализующий интервал 

длины т . Очевидно,

V Вероятность

1 Р

2 (1 ~Р)Р

к (1 - p f 'p
Тогда

М  |е “т|= | v = ftj.P{v = к) = Хф *(а )Р(1“  Р)к ' =
'• * /г=1

1

*=I

= рф (а)
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Обращая эту функцию, можно найти функцию распределения Л}(х) 

для первого потока. Аналогично определяется и А2(х ) .

Найдем среднее значение длины интервалов в первом из разделен

ных потоков. Используя свойства характеристических функций и диф

ференцируя по а  в нуле это равенство, запишем

- М х  = - а  - р ф'(а Х1~(1~^)(р(а )) + ф(а Х1~.Р)ф'(а )

[1-(1-р)ф(а)]

_-ар-{\ -р)а _  а
= Р ----- j---- ----»

Р Р

то есть средняя длина интервала для выделенного потока имеет вид 

«1 = а / р .

Тогда А,, = \/ах = р /а  = Ар  => А,1 = р Х .

Для простейшего потока с параметром А имеем

ф(а) = f е~т Х e~**dx = —-— ,
о А. + а

следовательно,

М\ е-'}.р --------= р -----------------------------------* ----------- =  - » £ - .
*• ‘ 1-(1-/г)А,/(А. + а )  А + а-(1-/?)А а  + А,р

При биномиальной схеме деления простейшего потока каждый по

ток - простейший с параметром Ар  или А(1 - р ) .



Глава 3. МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

§ 3.1. Модели и обозначения

Всякая система массового обслуживания (СМО) состоит из:

1) входящих потоков заявок (требований);

2) накопителей (бункеров) для ожидающих обслуживания заявок 

или источника повторных вызовов (ИПВ);

3) обслуживающих приборов (линий);

4) дисциплины обслуживания.

Все это кратко записывается символикой Кендалла в виде

А | В  | N i  | N 2 1 f

Здесь первый символ означает входящий поток заявок. Наиболее часто 

встречаются следующие символы: М  - простейший поток заявок с по

стоянной интенсивностью; M{t) - пуассоновский с X - X(t); Ек - эрлан-

говский поток к-то порядка; GI — рекуррентный поток; G - поток с зави

симыми интервалами.

Если потоков п, то индексом указывается число потоков и вверху 

ставится стрелка. Например, Мп означает, что в систему поступает п 

простейших потоков заявок постоянной интенсивности.

Второй символ - распределение времени обслуживания: М -  экспо

ненциальное распределение; Ек - эрланговское порядка к\ G -  распреде

ление времени обслуживания произвольное.

Если время обслуживания разное для разных типов заявок, то над 

соответствующим символом ставится стрелка; N\ — число обслуживаю

щих приборов; N2 - число мест для ожидания.

Что касается дисциплины обслуживания, то в этой главе мы рас

смотрим лишь те дисциплины, которые встречаются в СМО с одним 

входящим потоком. Наиболее часто используются:

FIFO — «first input — first output» - дисциплина «первым пришел — 

первым обслужен»;

LIFO — «last input — first output» — дисциплина «последний пришел — 

первый обслужен».
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§ 3.2. Нестационарный режим в системе М  | М  | оо

Рассмотрим (рис. 3.1) бесконечно линейную СМО, на вход которой 

поступает простейший с параметром X поток заявок, обслуживание 

экспоненциальное с параметром ц . Пусть /(f) - число заявок в систе

ме, то есть число приборов, заня

тых в момент времени t.

Рассмотрим этот случайный 

процесс. В силу того, что входя

щий поток простейший (обладает 

свойством отсутствия последей

ствия), а время обслуживания 

имеет экспоненциальное распре

деление (также обладает этим 

свойством), то очевидно, что 

процесс /(f) является цепью Мар

кова с непрерывным временем.

Систему массового обслу

живания будем называть мар

ковской, если процесс измене- 

Рис. 3.1. Блок-схема бесконечно ния ее состояний является це
лине йной СМО пью Маркова с непрерывным

временем. Следовательно, рас

сматриваемая система М  \ М  | со относится к классу марковских моделей 

массового обслуживания и поэтому для ее исследования можно приме

нить теорию цепей Маркова с непрерывным временем и прежде всего 

составить прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

для следующего распределения вероятностей:

/?(0 = Р(/(0 = 0-

Из курса «Теории случайных процессов» известно, что такая систе

ма имеет вид

где

4j, = Hm P(i(t + At) = j  | i{t) = i) при / *  j ,
J Д/->0 Д  t
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q“ = + = 1i ̂ =г) _  ̂  '

Так как рассматриваемый случайный процесс i(t) является процес

сом гибели и размножения, то ненулевыми могут быть лишь qt , qu и 

qi M для г > 0, а также qaa и q0l. При этом, как обычно, имеет место 

равенство

Чи + ?/,,41) •

Из свойств простейшего потока для рассматриваемой СМО очевидно 

P(i(t + At) = i +11 i(t) = /) = XAt + o(At), 

и поэтому qi J+1 = X .

Для i > 0 рассмотрим переходные вероятности 

P(i(t + At) = i-l\i(t) = i). Это - условная вероятность того, что к мо

менту времени t + At в системе останется i — 1 заявка при условии, что 

в момент времени t было занято i приборов, то есть за время At освобо

дится один из приборов. Так как остаточное время обслуживания каж

дым прибором экспоненциальное с параметром ц, а занятых приборов i 

и освободиться может любой из них, то

P(i(t + At) = i — 11 i(t) = i) = i\iAt + o(At), 

откуда = in и q, = -(X + /ц).

Таким образом, прямая система дифференциальных уравнений 

Колмогорова для рассматриваемого распределения вероятностей J?(t) 

имеет вид

p;st)=-xpn(t)+\xpx(t\ 

т = м?_,(о - (к +щ ) т +<7+1)vlpm  {t). (3.i)

В теории массового обслуживания вывод этих уравнений осуществ

ляется обычно по-другому. Для этого записывают допредельные ра

венства

Р0(t + At) = (1 - XAt)P0(t) + (t) + o(At) ,

/>(t + At) = XAtPt (t) + [1 - (X + iv)At]/>(t) + i^AtPM (t) + o(At),

которые получаются с использованием формулы полной вероятности. 

По сути, вероятности P^t + At) в момент времени t + At выражаются
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через вероятности /?(?) в момент времени t и вероятности переходов в 

состояние i за бесконечно малый промежуток времени A t .
Затем от полученных допредельных равенств переходим к пределу 

при At -> 0 и получаем систему (3.1).

Такой способ вывода уравнений Колмогорова в теории массового 

обслуживания называют иногда Д?-методом, хотя достаточно очевидно, 

что Д/‘-метод есть просто процедура вывода прямой системы дифферен

циальных уравнений Колмогорова для распределения вероятностей це

пи Маркова с непрерывным временем, описывающих процесс измене

ния состояний СМО.

Для однозначного решения системы (3.1) надо задать начальные ус

ловия. Рассмотрим случай, когда в момент времени t = 0 система пуста, 

то есть все приборы свободны. Тогда начальные условия имеют вид

Г1, если i = 0,

[0, если i > 0.

Чтобы решить систему (3.1), определим производящую функцию
оо

F(z, t) = X z'^/(0 > Для которой выполнены следующие свойства:
1=0

F(z,  0) = 1,

± z iPi_l(t) = zF(z,  0 ,
1*1

;=i oz

ЕО'-ы )г'р,+1(0 = ^ Л .
i=o oz

Следовательно, из системы (3.1) можно получить уравнение для

производящей функции в виде

dF(z, t) ,  dF(z, t )  dF(z, t)
— — - = XzF(z, t)-XF(z, t)-\xz-- ----+ ц-------.

dt oz oz

Делая несложные преобразования и опуская аргументы у F(z, t) , по

лучим

—  + u (z- l)—  = X ( z - l ) F .  (3.2)
dt dz
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Для полученного дифференциального уравнения в частных произ

водных первого порядка система обыкновенных дифференциальных 

уравнений для характеристик имеет вид

dt _  dz _  dF

T -n(z-l)-A.(r-l)F'

Для этой системы найдем два первых интеграла. Сначала рассмот

рим первое равенство. Для него

t = —ln(z -1) +—In Q ,
Н И

следовательно, е  = C{(z -1), тогда С,
1

z — 1

Т/Г rfz c/F
Из второго равенства получим —  = -- , откуда следует

ц XF

X. - -

In F  - — z + In С , , тогда F  = ец С , , а С, = е м F  .
Ц

Следовательно, общее решение уравнения (3.2) имеет вид

1 .

z — 1

1

z — 1

где ф - произвольная дифференцируемая функция. Найдем ее вид, ис

пользуя начальное условие F(z, 0) = 1:

F(z, 0) = ф
1

z — 1
= 1.

Отсюда

Ф
z-1

-- е

Выполнив замену
z — 1

= , получим
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4>(у) = е

Следовательно, F(z,t) имеет вид

z —1

(3.3)

где ф определяется равенством (3.3), используя которое, запишем

г-1
Ьг

J  —  ^  Q  И _  ^ M= eF(z, t) = e

Таким образом, производящая функция F(z,t) имеет вид

_ V z)r,_e-M»i 
F (z ,t )  = e *  1 J .

Разлагая эту функцию в ряд по степеням z‘ , найдем вероятности 

Pt(t) следующим образом:

= e

= 2> '

V l - e - ' l  
.й  L J

1=0 11

■ ^L = 1 ^ ( 0 .

Следовательно, распределение является пуассоновским:

'X ,

т -

[ 1 - е - ]

I !

Отсюда определим финальное распределение

l im ^ ( 0  = 7i(f) = е~'ф  .
'->0° i !

Известно, что финальное распределение совпадает со стационар

ным. Следовательно, стационарное распределение n(i) числа приборов 

занятых в системе М  | М  | со, является пуассоновским с парамет

ром А./ц.
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§ 3.3. Нестационарный режим в системе M(t) | М  | оо

Аналогично рассмотрим бесконечно линейную СМО с нестацио

нарным пуассоновским потоком (рис. 3.1), когда интенсивность входя

щего потока X(t) зависит от времени.

Пусть i(t) — число приборов, занятых в момент t. Обозначим 

P(i(t) = i) =P (i,t) . Начальные условия в момент t0 зададим в общем 

виде P(i,t0) = q(i), где q{i) - заданное распределение вероятностей.

Так как

Р(0, t +АО = (1 - МОЛОДО,0+ цД -

P{i,t + At) = [\-{X{t) + i\x)At]P{i,t)+X{t)P(i- 1,0+ (1+ 1)iA/P(i+ 1,0.

то распределение P{i,t) удовлетворяет системе уравнений, аналогич

ной (3.1):

ЗР(0,0
dt

dP(i,t)

- + X(t)P(0,t) = iiP(U),

+ (X(t) + in)P(i, 0  = X(t)P(i - l,t) + (i + l)nP(i +1,0 • (3.4)
dt

Применяя метод производящих функций, запишем 

f> 'P (/ ,0  = G (z ,0 , Y,z'q(i) = Q(z),
i=о (=o

£ jz 'P ( i,0  = z f f> 'P ( / ,o j  = z dG^ ’~- ’
i=1 \/=0

iz 4 i4 l ) P ( i  + i,0  = | - & 2 '+1P O '+ l ,o V | - | i^ P O ‘.o} =1=0 dz (To ) dz [y=i J

8G(z,t)

dz

Из (3.4) получим равенство

SG(z,0 , , ч SG(z,0 , , ч ч SG(z,0
— --- + X(t)G(z,t) + |iz— ----= X(t)zG(z,t) + ц— --- ,

dt dz dz

из которого вытекает уравнение для производящей функции

^ A  + VL{z- l ) ^ A  = X{t){z-\)G{z,t) (3.5)
dt dz

с начальным условием
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G(z, t0) = Q(z) . (3.6)

Аналогично уравнению (3.2), решим уравнение (3.5), используя сис

тему обыкновенных дифференциальных уравнений для характеристик

dt _  dz _  dG

~\~ \i{z-\)~ \(t){z-\)G'

Из уравнения \idt = ^Z найдем первый интеграл: 
z-1

nt + In с, = ln(z -1), с, = (z - \)е~̂

cle'1,= z - 1. (3.7)

Из второго уравнения найдем другой первый интеграл:

i /ч/ iw  dG X(t)(z — l )dt = -- .
G

Переменную z заменим, используя равенство (3.7):

'k{t)ciewdt = ,
G

откуда получим

InG = \пс2 +1 .

(о

Выполняя несложные преобразования, запишем 

G = с2ехр j j  j  - c2exp|j A.(s)(z- l)e-M<f_s>cZs| = [f- s = t] -

= c2exp j- J X(t-x )(z- l)e_MTJx| = c2exp|(z- 1) J X(t-x)e~^dx^ . 

Таким образом, общее решение уравнения (3.5) имеет вид 

G = Ф ((z- 1)е-ц' ) exp|(z- l)J А,(;-х)е_мтл | ,

где Ф(-) — произвольная функция.

Используя начальное условие (3.6), запишем

G(z,t0) = Q(z) = <b((z- \ )е^).
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Выполнив замены (z — 1)е ц<0 = у , z = 1 + je 1"0, получим 

следовательно, производящая функция G(z, О имеет вид

G(z,0 = 2 (l + (z-l)e",l('"'l,)) exp j ( z - 1)7°М;-т>Гмтл | .  (3.8)

Разложив ее в ряд по степеням z ' , нетрудно найти нестационарное 

распределение вероятностей P(i, t) , числа приборов, занятых в системе 

M(t) | М| оо.

§ 3.4. Стационарный режим в М  \ М  | оо

Пусть X(t) = X , ^P ( i,t )z ‘ = G(z,t) . Используя равенство (3.8)
i

Г 1 _  -м('-'о) ’
G(z,0 = 2 (l + (z-l)c->1<'-'',)) expU z - ^ X 1

И

найдем lim G(z,t) = H(z) - производящую функцию финального рас-
t-*cc

пределения. Выполняя предельный переход, получим

tf(z) = exp{(z-l)p} = f > ‘'£-£>_p = |>(г>'' .
;=о i ! /=о

Естественно, что полученный результат совпадает с распределени

ем, полученным ранее:

n(i) = ?-e-p.

Покажем, что если в однородной СМО в качестве начального рас

пределения Q(z) взять финальное H (z ) , то система функционирует в 

стационарном режиме:

Q(z) = H (z),

G(z, t) = Я (1 + (z- 1)е-м('-'“)) exp{(z- 1)р(1- )}=

= exp {p(z-l)e“M('“'o) }exp{p(z-l)(l-e_,l('"'o))}= exp{p(z-1)},

P(i,t) = я(/) = — e_p. 
i !
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§ 3.5. Система М\М\\\ ИПВ

Рассмотрим однолинейную марковскую СМО с источником по

вторных вызовов (рис. 3.2)

На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсивно

стью X. Требование, заставшее прибор свободным, занимает его для 

обслуживания в течение случайного времени, распределенного по экс

поненциальному закону с параметром ц. Если прибор занят, то посту

пившая заявка переходит в источник повторных вызовов (ИПВ), в кото

ром осуществляет случайную задержку, продолжительность которой 

имеет экспоненциальное распределение с параметром ст. Из ИПВ после 

случайной задержки заявка вновь обращается к прибору с повторной 

попыткой его захвата. Если прибор свободен, то заявка из ИПВ зани

мает его на случайное время обслуживания, если же он занят, то заяв

ка мгновенно возвращается в источник повторных вызовов для реали

зации следующей задержки случайной продолжительности.

Примером подобной СМО является обычный телефонный аппарат, 

стоящий у абонента, которому звонят клиенты. Она является наиболее 

простой моделью возникающей ситуации.

Пусть i(t) - число заявок в ИПВ, a k(t) определяет состояние при

бора следующим образом:

[О, если прибор свободен,

[l, если прибор занят.

Обозначим P(k(t) = к, i(t) = i) = Рк (i,t).

Нетрудно показать, что распределение Pk(i,t) удовлетворяет равен

ствам

Р0 (0, t + А 0  = Р} (0, t)\xAt+ Р0 (0,0(1-- ХА 0+ о(Д t),

Pt (0, t + Дt) = ХАtP0 (0, t) + сгД tP0 (1, t) + [ 1 ■- (к + ц )Д *] Pt (0,0+ о(Д 0 , 

P0(i,t + At) = \iAtPi(i,t) + [l- (A+ г'ст)Дг] P0(i,t)+ o(At) ,

X

Рис. 3.2. Блок-схема СМО с источником повторных вызовов
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Pt(i,t + At) = XAtP0(i,t) + (i + 1)<тЛ tP0(i+ l,t)+XAtPl (i- 1,0+

+ [1 - (X + p.)At] Pt (i,t) + o(At).

Отсюда следует, что распределение Pk(i,t) определяется следую

щей системой дифференциальных уравнений:

р0'(о, о  =  - хр0(о, о + ^ ( о, о ,

^'(0 , о  = хр0 (0, о +стР0 (1 ,0  - (X+ц)/’ ( о ,о ,

Р0'(/, 0  = 0‘, 0  - (k + to)P0 (/, о ,

/>'(!,О = ХР0( I ,о  + (| + 1)°Р0(/ + 1,0 + kP, ( i - l , t ) - < X  + n  )Р, (г,0  • (3.9)

Составим систему уравнений, определяющих производящие 

функции:

Рк(2’0 ~ ILzPkiUt) ■ 
t=0

Из (3.9) получим

BF (т t\ 00
= HF,(z,0 -LF0(z ,0  - oXz'iP0(i,t) ,

(л /=1

^ ^  = x f0(z ,o-A zp ;(z ,o  +
ot

+0ГЕ (г  +  !> '  P0 0 +  1 , 0 -  (Я- +  Ц Ж  ( z ,0 ,
r=0

ог 5z

= XF0(z,0  - XzF,(z ,0 + - (X + ji)F,(z ,0 - .
5? oz dz

Следовательно, производящие функции Fk{z,t) распределения ве

роятностей Pk(i,t) состояний (k,i) СМО с источником повторных вы

зовов определяются системой двух уравнений с частными производны

ми первого порядка следующего вида:

^3^£) + Огащь о = г>0_
ot oz
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Щ Л  _  = XF0 (z, t) + (Xz-X-  мЖ (*, 0  •
dt oz

Решение этой системы в стационарном случае не представляет особого 

труда.

§ 3.6. Графы вероятностей переходов цепей Маркова

Удобным способом задания марковских СМО являются графы ве

роятностей переходов состояний таких систем.

Для марковских СМО графы вероятностей переходов строятся со

вершенно аналогично построению таких графов для цепей Маркова с 

непрерывным временем.

Вершина графа обозначает состояние системы. Ребра графа ориен

тированы и показывают возможные переходы из одного состояния в 

другое. В графе рисуют лишь те ребра, которые показывают переходы с 

ненулевыми инфинитезимальными характеристиками. Эти характери

стики обычно пишут рядом с ребрами и называют весами ребер.

Удобство такого способа описания СМО заключается в его нагляд

ности и возможности реализации простого правила построения системы 

дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состоя

ний СМО.

Это правило имеет следующий вид: производная по времени от ве

роятности состояния в момент времени t равна сумме произведений ве

роятностей состояний на веса ребер, входящих в данное состояние (как 

будто вероятности втекают в данное состояние), минус произведение 

вероятности рассматриваемого состояния на сумму весов всех ребер, 

выходящих из него (как будто вероятность вытекает из рассматривае

мого состояния).

Приведем несколько примеров таких графов для простейших мар

ковских СМО и соответствующих систем дифференциальных урав

нений, определяющих распределение вероятностей состояний этих 

систем.

1)М\ М\ 1 1 оо

Рассматриваемая СМО состоит из одного обслуживающего прибора 

(одной линии), на который поступает простейший поток заявок (требо

ваний) с интенсивностью X. Если в системе нет заявок, то поступившая 

заявка занимает прибор для своего обслуживания, продолжительность 

которого случайная, распределенная по экспоненциальному закону с 

параметром ц. Если в момент поступления заявки прибор занят, то по
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ступившая заявка становится в очередь (поступает в бункер). Считается, 

что длина очереди (объем бункера) может быть сколь угодно велика. В 

момент освобождения прибора из очереди по какому-то правилу выби

рается следующая заявка для обслуживания.

Пусть i(t) есть число заявок, находящихся в системе в момент вре

мени t. В силу свойств простейшего потока и экспоненциального об

служивания процесс i(t) является цепью Маркова с непрерывным вре

менем. Граф вероятностей переходов для процесса i(t) изображен на 

рис. 3.3.

1 3'

ц И ц ц

Рис. 3.3. Граф переходов в СМО М  \ М 11 | <х>

P'(i, t) = XP(i -1,0 + ЦР(/ + 1 ,0- (Л + и ■

2)М\М\оэ

Описание этой системы приведено в § 3.2. Граф вероятностей пере

ходов для процесса i{t) изображен на рис. 3.4.

ц 2ц Зц 4ц

Рис. 3.4. Граф переходов в СМО А/| М  | оо

P'(i, 0  = XP(i -1,0 + (i + 1)цР(| +1) - (Я. + /ц)Р(/, 0  -

3) СМО с источником повторных вызовов

Описание этой системы приведено в § 3.5. Граф вероятностей пере

ходов для процесса i(t) изображен на рис. 3.5.
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Рис. 3.5. Граф переходов в СМО с источником повторных вызовов

Р0'(/, 0  =  0  ~  (*■ +  ia)P<> 0  

P ’{i,t) = yj\(i - 1 , 0  + O' + 1)стР0(г + 1 ,t) +  kP0(/ ,0 ~ ( ^  + 0‘»0  •

§ 3.7. Эргодичность цепей Маркова

Существование стационарного распределения вероятностей состоя

ний СМО определяется эргодическими свойствами соответствующей 

цепи Маркова. Приведем основные результаты из эргодической теории 

цепей Маркова.

Эргодические свойства цепей Маркова с непрерывным временем 

полностью определяются эргодическими свойствами вложенных цепей 

Маркова с дискретным временем.

Определение 1. Состояние i называется несущественным, если 

существует такое состояние j ,  в которое система может перейти за ко

нечное число шагов п, но не может вернуться в г'-е ни за какое число 

шагов, то есть

Рц(п) > 0 Рм(т) = 0 Vm.

Все остальные состояния существенные.

Определение 2. Состояния i и j  называются сообщающимися 

(/ *-* j), если существуют пик  такие, что

Ру(п)> 0 Рл(к)> 0.

Определение 3. Все существенные состояния можно разбить на 

классы, которые состоят из сообщающихся состояний, и ни из одного 

состояния данного класса нельзя перейти в состояние другого класса. 

Такие классы называют неразложимыми или замкнутыми.



Рассмотрим неразложимый класс S.

Тогда для Vi eS  3п, что р и(п) > 0. Пусть Mt — множества числа 

шагов п, для которых Ри{п) > 0 .

Определение 4. Наибольший общий делитель d, этих чисел назы

вается периодом состояния i.

Теорема солидарности. Все состояния одного неразложимого 

класса имеют одинаковый период d.

Определение 5. Если d = 1, то класс называется непериодическим, 

или эргодическим.

Введем вероятность

f i n ) = р<&п)= i | т = i ,« i )  *  а с  2) *  -1) *  о

того, что система впервые возвращается в /-е состояние на п-и шаге. 

Тогда вероятность

уГ - Ё / л »)
Л=1

можно рассматривать как вероятность того, что система, выйдя из /-го 

состояния, хотя бы один раз вернется в него.

Определение 6. Состояние / называется возвратным, если f*  = 1, 

и невозвратным, если f . <  1.

Теорема солидарности. Если имеется два сообщающихся состоя

ния и одно из них возвратно, то второе возвратно также.

Для возвратного состояния / вероятности f ( n )  образуют вероят

ностное распределение времени возвращения в /-е состояние.
оо

Определение 7. Если / - возвратное состояние и £и/](и) = оо, то
п-1

оо

состояние / называется нулевым, если £«/|(w)<co, то возвратное со-
Л=1

стояние называется ненулевым или положительным.

Основная эргодическая теорема для марковских цепей 

Теорема. Рассмотрим возвратную, неприводимую, непериодиче

скую марковскую цепь, тогда имеет место равенство

= 0, если / нулевое состояние,

> 0, если / положительное состояние.

л=1
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lim Р., (и) = -------
J1 4 J  00

UnfXn)
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При этих же условиях

lim РЛп) — lim Ри(п).
п—>00 J п—>00

Теорема альтернативы. Пусть для марковской цепи со счетным 

числом состояний и матрицей переходных вероятностей Р~ существу

ют пределы

lim/>.(n) = 7i V/.
л—>эо J J

Тогда

X  = я •, и либо все я,. = 0, либо £  я. = 1.
I I

Если я, = 0, то стационарное распределение не существует; если 

£  я, = 1, то я, называются финальными вероятностями, а их набор об-
I

разует эргодическое распределение, которое совпадает с единственным 

стационарным распределением.

Таким образом, для того, чтобы существовало стационарное рас

пределение вероятностей, необходимо и достаточно, чтобы цепь Мар

кова была

1) неразложима;

2) непериодична;

3) возвратна;

4) положительна.

Для проверки условий возвратности и положительности сформули

руем две конструктивные теоремы.

Теорема Фостера (эргодическая теорема Фостера)

Для того, чтобы неприводимая, непериодическая цепь Маркова бы

ла строго эргодической, необходимо и достаточно, чтобы система урав

нений

x(j) = Z x(i)P9 , j e X ,
ieX

имела нетривиальное решение x(i) i е X  такое, что | x(i) | < оо i е X  .
i&X

При этом существует единственное стационарное распределение, кото

рое совпадает с эргодическим.
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Теорема Мустафы (эргодическая теорема Мустафы)

Для того, чтобы неприводимая, непериодическая цепь Маркова бы

ла эргодической, достаточно существование е > 0 , натурального числа 

/0 и набора неотрицательных чисел х0, х1, х2, ..., таких, что

X  РуХ; < х, - е для 1 > /0,
jsX

X  PyXj < со для / < /0.
j*x

При этом существует единственное эргодическое распределение, 

которое совпадает со стационарным.

Теорему Мустафы можно сформулировать и по-другому.

Теорема. Для того, чтобы неприводимая непериодическая цепь 

Маркова была эргодической, достаточно существование е > 0, нату

рального числа г'о и неотрицательной функции / (г) такой, что

^ { / ( С и Ж ,,  = i} £ / ( i ')- e  для />г0,

^ { Ж , +(Ж „ =/}<°° для г</0.

При этом существует единственное эргодическое распределение, кото

рое совпадает со стационарным.

§ 3.8. Стационарный режим в системе М  \ М  \ 1 1 оо

В СМО при определенных условиях существуют так называемые 

финальные вероятности, то есть Нт/^(0 = я1.. Эти распределения тг.

для однородной СМО обладают свойством стационарности, то есть они 

не меняются со временем. Стационарный режим представляет наи

больший интерес при изучении СМО, и обычно, анализируя какую-то 

СМО, как раз и стремятся найти эти финальные вероятности. Как же их 

вычислять?

Наиболее строгим путем является получение сначала Pit), а затем 

нахождение lim fj(/) = n(i) , если этот предел существует.

Рассмотрим системуМ\М \ 1 | сю, то есть однолинейную систему, на 

вход которой поступает простейший с интенсивностью X поток заявок, 

время обслуживания экспоненциальное с параметром ц . В системе 

имеется бункер с неограниченным числом мест для ожидания (рис. 3.6).
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Пусть /(?) - число заявок в системе в момент времени ?. Обозна

чим /?(?) = P(i(t) = i). Так как

Р0 (? + At) = (1 - XAt)P0 (?) + цДtPx (?) + о(Д?),

Pt{t + At) = ХА ?/?_,(?) + (1 - (X + ц)Д?)^(?) + цД?^+1(?) + о(Д?),

то, выполнив несложные преобразования, получим систему дифферен

циальных уравнений

Р0'(?) = -М>0(?) + ̂ ( ? ) ,

P/(t) = ХР^ (?) - (А + ц)/> (?) + ц^+1 (?), /> 1 , (ЗЛО)

определяющую распределение вероятностей P.(t) числа заявок в рас

сматриваемой СМО.

X
------ ►

Рис. 3.6. Блок-схема однолинейной СМО с бесконечным бункером

Заметим, что решение системы (3.10) не выражается в элементар

ных функциях и найти его достаточно сложно.

Однако указанный выше способ нахождения финального распреде

ления хоть и является строгим, но очень громоздок, так как требует 

предварительного нахождения /*(?) или их преобразований Лапласа. 

Поэтому поступают обычно следующим образом: переходят к пределу 

? —> оо не в решении, а в самих уравнениях, определяющих Р{ (?), считая

lim /?'(?) = 0. По-хорошему, прежде чем делать такой предельный пере- 
t— >00

ход, следовало бы доказать существование lim Pi (?) = я; и тем более то,
f-> оо

что lim P/(t) - 0. Однако это очень сложно, и обычно это не делают, а о 
f—>00

существовании lim/?(?) судят исходя из решения, 
f—>»

Продемонстрируем это на системе М  \ М  \ 1 | оо. Делая в уравнениях 

(3.10) предельный переход ? —» °о, получим систему
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-A.7C0+Hrt,=0,

А,я._, - (А. + |д)я,. + ця,.+1 = 0, г > 1.

Решим систему (3.11). Второе уравнение этой системы является одно

родным уравнением в конечных разностях второго порядка. Его харак

теристическое уравнение

\xz2 — (Я, + fx)z -I- X = О 

имеет корни z, = 1 и z2= -  = p, так что общее решение имеет вид
Ц

я,. = С, + С2р‘ .

Первое уравнение (3.11) имеет смысл «граничного условия». Под

ставляя это решение, получим

—A.(Cj + С2) + ц(С*| + С2 р) = о ,

откуда получится, что С, = 0 и я,. = С2р ' .

При решении систем уравнений, определяющих финальные вероят

ности, следует иметь в виду, что одна из констант всегда остается неоп-
оо

ределенной; она находится из условия нормировки я; = 1. Это усло-
/=0

вие нормировки следует всегда добавлять к системе уравнений, опреде

ляющих финальные вероятности.

В нашем случае условие нормировки имеет вид

с 2£ р ' = 1-
;=о

Так как входящий сюда ряд сходится при р < 1, то и стационарный 

режим существует лишь при р < 1. В этом случае С2 = 1 — р и

Я, =  (1 — р ) р ‘ . (3 .1 2 )

Финальные вероятности позволяют найти ряд важных характери

стик СМО.

А. Среднее число заявок в системе

М { i } = Ё /я ,.= (1 - р )£ф ' =(1-р)р£ф--1=(1-р)рГ|:р-1
i=0 /=0 /=О Vi= о J 1 — р

Б. Средняя длина очереди 

Так как длина очереди равна /-1 и очередь есть лишь при i > 1, то
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м  {п} = п = X(I- - 1)7Г,. = (1 - p)i(i - 1)р' =(1-р)р2£  s p .
1=2 i=l 5=0 1 — Р

В. Дисперсия числа заявок
И

м  {/(* -1)} = b ( i  -  I K  = (1 - Р)Р2 Ь ( !  -  1)Р"2 = (1 - Р)Р2 ( £ р '  1 = т ^ т г  ■
1=2 1=2 V/=0 )  ( 1 - р )

Отсюда

D{ i} = M [  i2}-M {i}2 = М {  i(i —1)} + М { /}- м {  /2}=

_  2 р 2 t р  р 2 _  р  

( 1 - р ) 2 1 - р  ( 1 - р ) 2 ( 1 - р ) 2 ‘

Г. Дисперсия длины очереди (Найдите сами).

§ 3.9. Виртуальное время ожидания М  \ М  \ 1 1 со (процедура FIFO)

Представим себе, что в некоторый произвольный момент времени t 

в СМО поступает заявка, которую будем называть виртуальной, так как 

реальная заявка может и не поступить в систему в момент t . Время, 

прошедшее между поступлением виртуальной заявки в систему и момен

том начала ее обслуживания, называется виртуальным временем ожида

ния. Мы будем обозначать его через £,.

Разумеется, Е, - случайная величина. Обычно интересуются такими 

параметрами, как М  {£,} = тож, £){£,}, р-(т). Несмотря на то, что в сис

теме М|М|1|оо все эти величины можно вычислить очень просто, мы 

изложим ниже более общий, хотя и более сложный способ вычисления 

этих величин. Этот метод также основан на графах и свойствах марков

ских процессов.

Пусть в момент времени t\, когда заявка поступила в систему, там 

уже находилось i заявок. Так как те заявки, которые поступят после мо

мента t\, уже не влияют на интересующее нас время ожидания, то их 

можно не учитывать. Надо учитывать лишь окончание обслуживания 

заявок, стоящих в очереди впереди находящихся в системе. Это проис

ходит с интенсивностью ja.

Определим соответствующий марковский процесс j{t) как число 

оставшихся (не обслуженных) к моменту t заявок из тех i , которые 

были в системе в момент времени tt поступления виртуальной заявки.
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Процесс j(t)  является процессом чистой гибели. Его граф переходов 

имеет вид, изображенный на рис. 3.7.

- L - 4 > J L - 0 - 1L- M 0
( (-1 i-2 2 1 О

Рис. 3.7

Найдем время перехода построенного процесса j(t) из состоя

ния j  в состояние 0. Обозначим М  {^. | у'} через , здесь 0 < j  < i . Нас 

интересует величина /и,.

Далее рассуждаем, как в Д?-методе. Пусть прошло время At. Если за 

это время не произошло освобождение прибора (это будет с вероятно

стью 1 —|1 Д? + о(Д?)), то наше время ожидания составит = At + .

Основным является то, что так как спустя At мы снова окажемся в со

стоянии j ,  то ! распределено так же, как и Если же за время At 

произойдет освобождение прибора (это будет с вероятностью 

цД? + o(At) ), то время ожидания составит At + ,  так как мы перей

дем в состояние j  — 1. Поэтому, усредняя по ^ , мы получим

м  1 У} = mj = (1 - цД?) (Д? + М  У })+[iAt(At + М  })+ o(At) =

= (1 — цДг)(Д? +rrij) + \iAt{At +mj_l) +o(At) .

Как обычно, раскрывая скобки, получим

т . = mj + At — \inijAt + nnij^At + o(At).

Уничтожая mj , деля на At и переходя к пределу Д/ —> 0, получим

(3.13)
Ц

Сюда надо добавить естественное граничное условие т 0 = 0.

Уравнение (3.13) есть линейное неоднородное уравнение первого 

порядка; корень его характеристического уравнения равен 1. Поэтому 

его частное решение следует искать в виде т } = A- j . Подставляя это 

решение в (3.13), получим
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A - j- A U - 1) = - ,
Ц

откуда следует, что А = — , и общее решение (3.13) имеет вид 
И

ш = —+ С .
Ц

Граничное условие т 0 = 0 дает С = 0, так что окончательно = у'/ц,

0 < У < / -

Следовательно, mi = г'/ц.

Осталось усреднить по г . В стационарном режиме приходящая за

явка застает в СМО г заявок с вероятностью я ,. Поэтому

^ Ш  = тож = =-М {г} = - - ^ - . (3.14)
i=o ц й 1-р

Для вычисления дисперсии найдем М  |г'|=/и2(г). Аналогично 

тому, как выводилось уравнение (3.13), теперь для всех 0 < j  < i можно 

записать

m2(j)  = М{%  | j} =  (1 - 1Ш ) М {(А^ + S',)2}+ ЦАШ {(Дг + )2}+ °(А0 • 

Раскрывая скобки и усредняя по Ъ, , получим

т 2 (j ) = (1 - цА/) [m2 ( j)  + 2Atntj + At2 J +

+цД? [m2 ( j  — 1) + 2Дгту_, + At2 J + o(At).

Отсюда

miU ) — m2(J) — m2(J)nAt + 2ntj-At + im 2(J — l)At + o(At) , 

и мы обычным способом получаем уравнение относительно m2( j ) :

2

И

Но frij нам уже известно - оно равно rtij = —, так что
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m2( j)- m 2( j- l )  = —  (3.15)
Ц

с очевидным граничным условием т 2 (0) = 0.

Ищем решение этого уравнения в виде m2(j)  = A-j + В • j 2 (при 

этом условие т 2(0) = 0 выполняется автоматически). Подставляя это 

решение в (3.15), получим

A-j + B- j2- A ( j - l ) - B ( j - l f = ^  = 2B - j+ A-B .
И

Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях j ,  

получим

2 В = \ , А -В  = 0,
Ц

откуда для всех 0 < j  < i получим

Ц

Следовательно, при j  = i имеем

«ьСО = г— т-- (ЗЛ6)
И

Усредняя по i , получим окончательно

М {  % }= Ъ п г (0*, = ̂ [ М { /2}+ М ( *'}] =

■ ?["{

= (3.17)

Вычислим, наконец, плотность вероятностей времени ожидания 

точнее, преобразования Лапласа от р^(х) :

g%(s) = М [  е~’%}= J e~sxp^(x)dx.
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Для вычисления g^(s) приходится вводить вспомогательные функ

ции g,.(j) = M  | e~st,i |, где означает время ожидания, если в началь

ный момент поступления заявки в системе уже находилось i заявок. То

гда рассуждения, аналогичные тем, что применялись при выводе урав

нения (3.13) для всех 0 < j < i , дают

g j(s) = Л/| e~*J }= (1 - цДt )M { е-1(д'+̂> }+цДгЛ/{ J=

= (1 - \iAt)e~sM ■ gj (j) + yAt ■ e~sAI ■ gh l( j) + о(Дt ) .

Так как е~ш = 1 - sAt + o(At) , то

g j(s) = 0  “  1̂А0(1 “  sAt)gj(s) + цДг(1 - sAt)gj_Xs) + o(At) =

= gj (s) ~ (M + s)Atgj (s) + \xAtgj_x (s) + o(At).

Отсюда обычным путем получаем

Так как ^ = 0  с вероятностью 1, то g0(.?) = 1. Отсюда легко получить, 

что для всех 0 < j  < i

gj(s) =

Следовательно g<(s) =

Для получения g^(s) надо g,.(s) усреднить no i

/ \ 
Ц

л,=(1-р)Е
1=0

p' =-
1

1-р _ (1-р)(ц + д) 
5 + ц(1-р)цр

Ц + 5

Разлагая это дробно рациональное выражение на простейшие дроби, 

получим

gc(j) = l-p + p—  , 
я + ц(1-р)

и, используя обратное преобразование Лапласа - Стилтьеса, будем 

иметь функцию распределения виртуального времени ожидания в виде
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F^(x) = l- pe ^H »*  

Отсюда можно еще раз найти М  {^} и £){^}

(3-18)

М  {^} = р f ч/1 - o'» хр-^-^Их = --В.

л# ^ } - р ! мО - р >х

что совпадает с тем, что было ранее.

§ 3.10. Виртуальное время ожидания М  \ М  | 1 1 оо (процедура LIFO)

Рассмотрим таким же образом статистические характеристики вре

мени ожидания при процедуре обслуживания LIFO (инверсионный поря

док обслуживания - «последним пришел - первым обслужен»), В этом 

случае значение имеют только те заявки, которые пришли после интере

сующей нас заявки. Обозначая через j(t) число оставшихся к моменту t 

тех заявок, которые пришли в систему после интересующей нас заявки, 

поступившей в момент времени t{, за время ее ожидания, мы получим 

следующий граф переходов для процесса j ( t ) , где состояние (—1) означа

ет, что интересующая нас заявка берется на обслуживание (рис. 3.8).

П Н  п и (д ц

Рис. 3.8

Пусть \j по-прежнему означает время перехода из состояния j  в со

стояние (-1). Нас интересует Е,0. В этом случае Л/-метод дает

-1

А/ + ̂ +1 с вероятностью ХАt,

^ j=-A t + ̂ 'j с вероятностью (1-АД/-цД;),

At + 2 ; с вероятностью рЛ?.

Поэтому для rtij = М  | |  получаем
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itij — (1 — XAt - \iAt)M {At + ̂ 'j}+ ХАtM {Лг + %'у+1}+ vAtM {дt + % } +

+о(Af) = (1 — ХАt — \xAt)(At + nij) + XAt(At + mJ+l) + цДг(Д/ + /я;_,) + o{At). 

Отсюда

Xmj+l ~(X + \i)mj + = -1.

Для величины m0 получается особое уравнение, так как переход в 

состояние (-1) означает начало обслуживания

т 0 =(l-XAt-]iAt)(At+m0) + XAt(At+ m,)+(iA«Af,

откуда

Хт1 -(А, + ц)т0 =-1.

Формально это совпадает с предыдущим уравнением, если поло

жить ш_, =0 . Таким образом, окончательно имеем

f - (X. + ц)/и,. + цш,_, = -1, 

т_х = 0.

Так как характеристическое уравнение для (3.19) имеет вид

Xz2 - (А, + |i)z + ц = 0,

то его корни z, = 1 и z2 = — = —. Следовательно, частное решение неод-
X р

нородного уравнения (3.19) ищем в виде mi -A-i. Подстановка в урав

нение дает

XA(i +1) - (X + ц)А ■ i + fiA(i -1) = -1,

, 1
откуда А = ----, и поэтому

ц-Я.

„ С, i 
т, = С. ч— т- + -

' ' I  ( Л

Р Ц-Я. 

с
Но слагаемое растет до бесконечности в геометрической про- 

Р

грессии при i —> о о , чего быть не может, поэтому следует взять С2 = 0. 

Условие ш_, = 0 дает окончательно
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г +1
т. = ----.
' ц-Х

При вычислении М  {^} надо принять во внимание то, что с вероят

ностью л0 =1-р поступающая заявка сразу попадает в состояние (-1) 

(система пуста) и с вероятностью 1-л0 = р  она попадает в состояние 0. 

Поэтому

M{£} = t0w =(l-p)"»-i+PWfr = - A -  = - , , Р  ' • (3-20)
ц-А. ц(1-р)

Интересно отметить, что среднее время ожидания в процедуре LIFO 

такое же, как и в процедуре FIFO. Аналогично тому, как это проделано 

выше, можно было бы вычислить D  {%}. Но мы продемонстрируем вы

числение другим путем.

Введем снова gj{s) = М  j  е st=1 j. Тогда А^-метод дает

gj (s) = ХА tM {e"J(A'+̂ +l)}+ (1 - XAt - \iAt)M \е~5Ш+̂ ]}+ MAtM  J+

+o(Af) = XAte~sA,gj+l (s) + (1 - XAt - цА t)e~sMgj (s)+цА te~s“  gM (5) + o(A t ) .

Представляя е~ш = 1 — sAt + o(At), получим после стандартных пре

образований

kg j+1 (я)-(А, + ц + s)gj(s) + \i,gj_x (s) = 0, (3.21)

с граничным условием g_,(.y) = 1 (так как = 0 с вероятностью 1). 

Характеристическое уравнение для (3.21)

Xz2 - (X + п + s)z + ц = 0.

Его корни равны z, = —  и z2 = — , где z, и z2 определяются фор-
Z , Z,

мулами

поэтому

X + [i + s±yJ(X + n + s)2 -4Х.Ц 

2^

С С
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Но | z, |< 1, и поэтому надо брать С, = 0, чтобы выполнялось усло

вие g/(s) < 1. Условие g,(0) = 1 дает окончательно g, (s) = l/z 2'+t.

Учитывая снова, что заявка попадает в состояние (—1) с вероятно

стью 1—р и в состояние 0 с вероятностью р, получаем

2 (0.
g5(s) = l- p  + — = 1-р + р

:1-р + р

X +  ц +  s +  yj(X +  ц +  s')2 — 4X[i 

X + ц -ь ̂  — yj (А, + |i + .у)2 — 4Х.ц

2Х
(3.22)

Используя таблицы обратного преобразования Лапласа, можно по

лучить, что

р^(х) = (1-р)8(х) + р ^ 1 1(2 ф ^х )е-(1̂ х, (3.23)

где /, (•) есть модифицированная функция Бесселя.

Но знание р^(х) совсем не обязательно для нахождения Л/ {^} и 

£){^}, их можно определить и непосредственно из формулы (3.22) для 

g^(s). Имеем

£$(•*) =
2Х

1-
Я, + |Д + 5

■\J (А, ч- р, +  s)2 — 4Хц

откуда

M{^} = -g'(0) = - ^  

что совпадает с (3.20). Далее

1-
X *+• ц 

ц-Х,

gl(s) =
2Х %J(X + [x + s)2 —AX[i

+ -

ц-Я. K i- p )

(A + (j. + j )2

(3.24)

откуда

_А___h (Л+ц)

ц-Л, (ц-А.)

■*J(X + ц + *у)2 — 4A.JU

2р 

ц2(1-р)
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и поэтому

о {У = м {62}-м {У‘ = £ И ^ Е ^ 1 .  (3.25)

Легко видеть, что D {Q  по процедуре LIFO всегда больше D{^} по 

процедуре FIFO.

§ 3.11. Задача Эрланга для системы М  | М  | N  | О

В заключение данной главы приведем решение классической задачи 

Эрланга. Рассмотрим jV-линейную СМО, на вход которой поступает 

простейший с параметром X поток заявок. Обслуживание каждым при

бором экспоненциальное с параметром ц. Необходимо найти стацио

нарное распределение л(7) числа занятых приборов, если заявки, по

ступившие в систему, когда заняты все приборы, теряются.

Очевидно, финальные вероятности тг(г') удовлетворяют системе 

уравнений

Хл:(0) = цгс(1),

(Я, + гц)я(г') = Xn(i -1) + (г + 1)|1л(г +1),

Nyin(N) = Xn(N - 1), (3.26)

из которой нетрудно получить рекуррентные соотношения

тг(1) = ря(0),

7С0' + 1)=Т^7П(0»
I +1

n ( N ) = ^ n ( N - 1), 

откуда следует, что n(i) имеют вид
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Заметим, что при N = оо (бесконечно линейная СМО) эти формулы 

принимают очень простой вид

тф-) = Р-е-р. (3.28)
г!

Полученные формулы (3.27) называются формулами Эрланга и по

лучены в 1921 г. В то же время Эрланг ставил задачу и пытался найти 

аналогичное распределение вероятностей, если обслуживание неэкспо

ненциальное. Эту задачу решил Б.А. Севастьянов, опубликовав ее в ра

боте «Эргодическая теорема для марковских процессов и ее применение 

к телефонным линиям» в журнале «Теория вероятностей и ее примене

ние» еще в 1957 г.

В теории телетрафика этими формулами пользуются до сих пор, хо

тя в связи с повышенной компьютеризацией и передачей по телефон

ным каналам разнородной информации требуется дальнейшее обобще

ние этих классических результатов.

Такие обобщения мы рассмотрим в главе по немарковским систе

мам массового обслуживания.



Глава 4. ПОЛУМАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

§ 4.1. Основные идеи

Перейдем теперь к рассмотрению полумарковских однолинейных 

систем, в которых одно из двух — либо длины интервалов между момен

тами поступления заявок потока, либо время обслуживания имеет про

извольное распределение, то есть к рассмотрению систем типа М  \ G 

или GI | М. Это СМО с рекуррентным потоком или рекуррентным об

служиванием. Основной трудностью, возникающей здесь, является то, 

что процесс i(t) , где / - число требований в системе в произвольный 

момент времени t , перестает быть марковским процессом, так как либо 

поток заявок, либо время обслуживания теперь обладает последействи

ем. Однако такой случайный процесс можно свести к марковскому про

цессу, и поэтому его называют полумарковским.

Для преодоления этой трудности используют в основном два прие

ма: метод дополнительной переменной или метод вложенных цепей 

Маркова. Наиболее популярным является так называемый метод вло

женных цепей Маркова, основанный на двух идеях:

1. СМО рассматривается не в произвольный момент времени ; , а в  

некоторые специальным образом подобранные моменты времени f,, 

t2, ,...

2. Эти моменты времени tn подбираются так, чтобы процесс i(tn), 

рассматриваемый только в эти моменты времени, был марковским про

цессом - цепью Маркова с дискретным временем.

Таким образом, происходит возврат к марковским процессам, но - 

ценой отказа от рассмотрения системы в произвольный момент 

времени.
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§ 4.2. Система М  | G \ 1 1 оо. Метод вложенных цепей Маркова

Рассмотрим СМО с одним обслуживающим прибором, на вход ко

торой поступает простейший поток заявок интенсивности X . Обслужи

вание произвольное с функцией распределения длительности обслужи

вания В(х).

При применении метода вложенных цепей Маркова прежде всего 

надо выбрать особые моменты времени tn. Так как обслуживание про

извольное, то эти моменты должны быть связаны именно с обслужива

нием. Возьмем поэтому в качестве рассматриваемых моментов времени 

моменты окончания обслуживания (можно взять и моменты начала 

обслуживания, результаты будут аналогичными), и пусть v„ есть число 

заявок в СМО сразу после ухода п -й по счету обслуженной заявки (то 

есть сама ушедшая заявка не считается). Очевидно, что vn = 0,1,2,3,...

Обозначим момент окончания обслуживания п -й заявки через /„ и 

через Д„ — число заявок, поступивших в систему на интервале времени, 

равном длительности обслуживания п -й заявки. Тогда, если vn_, > 0 , то 

v„ = v„_, + Дя -1, так как после окончания обслуживания немедленно 

(так как vn_, > 0) началось обслуживание п -й заявки. За время ее об

служивания в систему пришло Д„ заявок, и в момент окончания обслу

живания п -й заявки она покинула систему. Но если vn_, = 0 , то v„ = Ап 

потому, что произошло следующее: в момент окончания обслуживания 

п — 1 -й заявки система оказалась пустой. Пришедшая в систему п -я 

заявка встала сразу же на обслуживание, то есть в системе оказалась 

одна заявка. Затем в течение времени ее обслуживание пришло еще Дл 

заявок; в момент окончания эта самая п -я заявка покинула систему и в 

ней осталось ровно Д„ заявок. Итак,

1 4 -1 +Д..-1» если v„.,>0,
Vn = 1

|Д„ , если v„_, = 0.

Обозначим Р{Ап=к} = f k . Если время обслуживания и-й заявки 

равно х , то

Р{ Ап = к \х} = ̂ е^ .
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Но так как х есть значение случайной величины с функцией рас

пределения В(х) , то, усредняя по х , получим

" J к\

Обратим внимание на то, что вероятности f k вообще от vn_, не за

висят. Поэтому распределение вероятностей величины v„ зависит лишь 

от величины v„_, и ни от чего более. Это и говорит о том, что vn обра

зуют марковский случайный процесс.

Найдем теперь переходные вероятности р и { vn = j  | vn_l =г}. Если 

v„_, = 0 , то v„ = А„, и поэтому

Poj=fj> j  = 0,1,2,...

Если же vn_, = i > 0, то при минимальном значении Лп = 0 окажет

ся, что v„ = г -1. Поэтому ptJ = 0, если j  < i - 1. В силу соотношения 

А„-1 п риу> /-1

Pij J'j-i+l ’

так как Дп = v„ - vn_[ +1. Окончательно получаем, что матрица пере

ходных вероятностей имеет вид

/ о А /г А

/ о А А А

0 / о А А

0 0 / о А

0 0 0 А

Отсюда видно, что:

1. Эта цепь неприводима, так как из любого состояния i можно по

пасть в состояние / -1, а из состояния О-в любое другое состояние.

2. Цепь непериодична, так как из состояния 0 в состояние 0 можно 

попасть за один шаг.

3. Используя эргодическую теорему Мустафы с функцией f ( i )  вида 

/ (г) = г, получим, что при г > 0
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M {vn+i К  =i} = M {vn +An+,-\\vn ==г} = / + М{Ли+1}-1,

но

M K +i} = Ё  к 1 ^ - Л в д  = х]«/я(х ) = ,
*=о о о

со
где 6 = JxaB(x). Величина р = АУ> имеет смысл загрузки системы.

о

Тогда

M {vn+\ lv„ =i} = i~(l~Xb) при г >0 ,

М К +1 К  =0} = М{Д„} = М><-ко,

откуда следует, что при Xb< 1 в системе существует стационарный 

режим.

Найдем теперь финальные вероятности пк из системы

оо

Ч  = 'L nJPjk> к = 0,1,2,... ,
j=о

00
£  я4=1.

о

Основное - первое уравнение этой системы имеет вид

к

Я* = ло f t  + ЩЛ + я2/*-1 + я3/*_2 +... + n k+lf 0 = n 0f k + X  rcw+1/ y ,(4.1)
j=o

т.к. в матрице Р  суммирование идет по элементам к -го столбца, а они 

равны / 0.

Введем производящие функции

Д г) = Ё  Л 2* > л(г) = Ё  •
*=0 к=О

Тогда, умножая (4.1) на zk и складывая все уравнения системы, по

лучим

n(z) = Ё  nkzk = n0f (z )  + Ё  zk X  п*_,+1/ у , (4.2)
*=0 Аг=0 у=0

НО
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ОО к  00 00 00 оо

Z ** Z nk~j+\fj = Z /, Z ч - j + J  = Z / / 1 =
it =0 у =0 у=0 Л=/ j —0

= Z f j z i f Z 1 = /(z) ~[n(z) - rt0 ] .
>=o v^o У z

Поэтому уравнение (4.2) примет вид

jt ( z )  = / (z )  Я(~  ̂ Я° + я 0/ ( г ) ,
Z

откуда

я(7) = я/ (г)(1 2)-. (4.3)
/ (z )- z

Осталось найти л0. Для этого воспользуемся условием нормировки

00

lim i(z) = Z  п к  = 1 •
z_>1 к =  о

Выполняя в (4.3) предельный переход и пользуясь правилом Лопи- 

таля, получим

limrc(z) = l = 7i0——^
r_>1 /(z)|2=1- l

так как /(1) в силу условия нормировки также равно 1. Отсюда

л0 = !- / '( ! )  и

, И  = [ . - Л 1 ) ] ^ Ю .

Осталось получить явное выражение для / ( z ) . Обозначая через 

В* (s) преобразование Лапласа — Стилтьеса от В(х)

оо

B'(s) — | e~sxdB(x) , 
о

получим

/(z) = X  z k] e~h!dB(x) = f e^e^dB(x) = J e K^ )xdB(x) = В* (X(l - z )).
о k\ о о

Тогда
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f '( l)  = lkxe-ul-z)xdB(x)
о

= X J xdB(x) = "kb .

Поэтому окончательно

(4.4,
В (Л,(1- z ))- z

Эта формула называется формулой Полачека - Хинчина. Она, по 

крайней мере в принципе, позволяет вычислить стационарное распреде

ление вероятностей числа заявок в системе в моменты tn + 0.

§ 4.3. Распределение числа заявок в системе М  \ G | 1 | со в 

произвольный момент времени. Метод дополнительной переменной

Формула Полачека - Хинчина определяет распределение числа зая

вок в СМО в моменты окончания обслуживания заявок. А каково рас

пределение вероятностей для произвольных моментов времени?

Обозначим

к(к) = limP(i(f) = £).
/-►со 4 '

Для того чтобы найти п(к), введем дополнительную переменную, 

рассмотрев двумерный процесс [i(t),z(t)} , где z(t) - длина интервала 

от момента t до момента окончания обслуживания заявки, стоящей на 

приборе в момент t , то есть компонента z{t) определяется только в те 

моменты времени, когда i(t) > 0 . Если i(t) = 0, компонента z(t) не оп

ределяется.

Пусть

Р0(t) = Р (i(t) = 0), P.(z,t) = P (i(t) = i,z(t) < z) , 

тогда в стационарном режиме

ро(О = "(0 ), * > (г ,о = а д ,  /?(«) = я (о .

Так как двумерный процесс {/(£), z(/)} марковский, то для распреде

ления вероятностей P0(t) , Pj{z,t) можно составить систему урав

нений

Р0 (t + At) = (1 - XAt)P0 (t) + Px (At, t) + o(At) ,
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Pl(z,t + At) = XAtP0 (t)B(z) + (1 - XA t) [/̂  (z + At, t) - Px (At, ?)] +

+P2 (At, t)B(z) + o(At),

P, (z, t + At) = XA (z, t) + (1 - XAt) [Pt(z + At, t ) - ^  (At, f)] + 

+PM(At,t)B(z) + o(At).

Откуда в стационарном режиме для Р0 = я(0) и Pt(z) получим сле

дующую систему уравнений:

хр0= р;( о),

(z) = ф )  - РХ0) + XP0B(z) + P2(0)B(z), 

xPj(z)= p;(z) - p;( о )+u>_, (z )+ (o  )b(z) , (4.5)

с краевым условием /J(0) = 0, V />  1.

При z со из системы (4.5) получим

Х я (0 )= д а ,

Ая(1) = -/>'(0) + А.л(0) + р;(0),

Ая(0 = -^.'(0) + Ая(/-1) + С ( 0 ) ,  

откуда нетрудно получить, что

Ал(0) = Р/(0),

Ая (1) = Р2'(0),

Ая(/)=/>;,(0).

Следовательно, систему (4.5) можно записать в виде

ХР{ (z) = P;(z) - Xk(G) + Xn(0)B(z) + Xn(l)B(z) ,

XPt(z) = Pt'(z) - Xn(i -1) + (z) + Xn(i)B(z).

Пусть YJx‘Pi(z )- F (x ,z ) , ^ x ‘K(i) = Ф(лг), тогда 
/=1 1=0

XF(x, z) = - ЯлгФ(х) + Ajctc(O)5(z) + XxF(x, z) + XB(z) [Ф(х) - я(0)],
dz

и, следовательно,

А(1 - x)F(x, z) = -5/Г(х,г) - X (x - B(z)) Ф(х) - Xn(0)B(z) [l - x]. 
dz
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Решая полученное линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение первого порядка относительно F(x, z) , получим

F(x, z) = ex<1_Jt)zJ e~xl-l~x)s {Я,(х-.б(£))Ф(х) + Ajt(0)2?(s)[l -x]}flfr.
о

Так как существует limF(x,z) = Ф (х)-я(0) и первый сомножитель в
Z—ЮО

правой части последнего равенства неограниченно возрастает, то при 

z —> оо имеет место равенство

J e-Ml-x)s {Л. (х - 5(я)) Ф(х) + Я,я(0)Я($) [1 - x]}<fc = 0,
О

откуда можно записать

Ф(х) J (дс - B(S)) ds = -я(0) [1 - jc] J e~ui-x)s В (s)ds,
О

и,следовательно,

[ l- x ] jV X(1-x)l5(.?)^ 
ф ( * )  =  ---------- о---------------------- л(0)

00

Обозначим B*(s) = J e~sxdB(x), тогда
о

J e sxB(x)dx = --{ B(x)de~sx = --  B{x)esxГ - J e sxdB(x)
10 о

1 °° 1 
= — f e~sxdB{x) = -B\s), 

s 0 s

и, следовательно

1 — x

о м .  ,
------Я *(Ц 1- х ))- х------  B (M 1- * ))- *
Ц 1-х) v ’ Ц 1-х)
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Таким образом, производящая функция Ф(х) числа заявок i(t) для 

произвольного момента времени t в стационарном режиме определяет

ся равенством

«"-‘rg S S U -
совпадающим с формулой (4.4) Полачека — Хинчина.

Следовательно, стационарное распределение числа заявок в системе 

в произвольный момент времени совпадает с распределением, давае

мым формулой Полачека - Хинчина для числа заявок в системе в мо

менты времени tn+ 0, непосредственно следующие за моментами окон

чания обслуживания.

§ 4.4. Период занятости в системе М  \ G 11 |со

Периодом занятости СМО будем называть интервал от момента 

прихода заявки в пустую систему до момента ее следующего опусто

шения.

Пусть Е, есть длительность периода занятости и F(x) = Р{ ^ < х }.

Пусть СМО пуста. Представим себе, что в некоторый момент 

времени ( = 0 в систему поступила заявка, которая обслуживалась вре

мя у . Возможны следующие варианты.

A) За время у в систему других заявок не поступит. Вероятность 

этого события равна е~Ху , и в этом случае ^ = у .

Б) За время у в систему поступит ровно одна заявка. Вероятность та

кого события равна (ky)e~ly. Самое главное заключается в том, что по

сле окончания обслуживания исходной заявки мы вновь оказываемся в 

той же ситуации, с которой начиналось исходное рассмотрение - то 

есть в СМО одна заявка и ее обслуживание только начинается. Поэтому 

в этой ситуации Е, = у + Е,, и (и это самое главное) i;, распределено так

же, как и £,, то есть < х} = F(x ).

B) Пусть вообще за время обслуживания исходной заявки в систему 

поступило п заявок. Вероятность этого равна (Xу)"е~Ху /п\. Пусть они 

обслуживаются по процедуре LIFO (какая нам разница, прибор же все 

равно занят). Обозначим через моменты начала обслу
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живания и-й, л-1 -й,..., 1-й из пришедших заявок и через tg - момент 

освобождения системы.

Обозначим через . Самое главное — это уяснить себе, что

эти интервалы (то есть - tt) имеют точно такую же структуру, как и 

весь период занятости, то есть в этом случае

$ = .у+ S . + J U (4.7)

где 4,- независимы и распределены по закону Р{^  < х} = F(x).

Если это понять, то все дальнейшее очень просто. Из (4.7) с учетом 

вероятностей поступления п заявок записываем

F(x) = t ] ^ f e ^ F ^ ( x - y ) d B ( y ) ,  
п=оо п !

где F in)(-) есть и-кратная свертка F(x ) . Переходя к преобразованию 

Лапласа — Стилтьеса, получим

F\а) = J e-“ dF(x) = ] e ” dx ±  y)dB(y) =
0 О [я = О о  П-

я=0 0 о [о п - )

= Z F '" (а) J e ° * d y {J е - ь щ о ]  =
i=o о [о

= S  ̂ '" (a )J  e"“v ̂ - e - * d B (y )  = J e~ayeXyF'(a)e-kydB(y) = 
n=o о n ! о

= J e ^ - ^ ' ^ d B i y )  = B\X + a -  XF\ a)),
0

где B\s) есть преобразование Лапласа - Стилтьеса от В(х) . Итак, 

F '(a ) определяется как корень уравнения

F\a) = B\X + a - X F '(a )) ,  (4.8)

лежащий в интервале 0 < F\a) < 1.
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§ 4.S. Виртуальное время ожидания в системе М  | G | 1 | оо

Обозначим через у(t) виртуальное время ожидания начала обслу

живания виртуальной заявки, поступившей в систему в некоторый про

извольный момент времени t, и пусть F(t,x) = Р  [у (t) < х } . Выведем 

уравнение для F(t, х) , учитывая, что у(t) - марковский процесс.

Рассмотрим для этого два бесконечно близких момента времени t и 

t + At. Что могло произойти за этот период?

А) В систему за период At с вероятностью 1 - XAt не пришло ни 

одной заявки. Тогда довольно очевидно, что y(t + At) = y(t) - A t, и по

этому

F(t + At,x) = Р{у(У + At)< x} = P{y(?)< x + A/}= F(t,x+At).

Б) В систему за период At с вероятностью XAt пришла заявка. То

гда виртуальной заявке, пришедшей в момент времени t + A t, придется 

ждать время y(t) — At + y , где у - время обслуживания заявки, при

шедшей на интервале At. Так как у имеет функцию распределения 

В (у ) , то

X
F(t + At,x- At) = (1 - XAt)F(t, x) + XAt J B(x - y)dyF{t, y) + o(At).

о

Сократив на At и устремляя At к нулю, получим уравнение, опреде

ляющее F(t, х ) :

¥ ^  = -XF(t,x) + ¥ ^  + x jB (x-y )d ,F (t,y ). (4.9)
ot дх о

Предположим, что существует limF(f,x) = F(x) и что при этом
1—>эо

lim--- -—  = 0 . Тогда, переходя к этому пределу в (4.9), получим урав-
<-*» St

нение

XF(x) = F ’(x) + Х\ В(х - y)dF(y). (4.10)
о

Найдем преобразование Лапласа- Стилтьеса от производной F '(x ), 

учитывая, что /г(0) = /, (г(0 = 0) = 1 — ХЬ :
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J e^dF 'ix) = F'(+0) + J e-“ dF\x) = F'(+0) + e-^F 'ix f - J F\x)de~ax =
0 +o 40 +0

= F'(+0) - F'(+0) + a J e-MF\x)dx = a J e-axF'(x)dx = a J e_“ dF(x) =
+0 40 +0

- a j e~axdF(x) - a(l - kb) = aF* (a) - a(l - kb). 
о

Теперь найдем преобразование Лапласа - Стилтьеса от правой и левой 
части (4.10):

kF* (a) = aF ' (a) - a(l ■- kb) + кВ* (a)F* (a), (4.11)

(A. - a - A.-8*(a))/r*(;t) = -a(l-A.6),

откуда получаем

F \ x). ------ --------- . (4.12)
X 3 (  a) + a-X  , _ £ ( i _ B-(a))

Зная явный вид B’ (а), можно найти F*(а) и, следовательно, яв

ный вид F(x).

Найдем математическое ожидание М {y(t)}, то есть среднее вирту

альное время ожидания в очереди. Уравнение (4.11) перепишем в виде 

aF* (a) = a(l - kb) + к (l ■- В' (a))F* (a). 

Продифференцируем это соотношение дважды по a :

F*(a) + aF*' (a) = 1 - + X.F*' (a) - XF*' (a)B* (a)- kF* (a )£*' (a),

2F*(a) + aF* (a) = kF* (a)-A.F* (a)B* (a) - 2kF* (a)5* (a)-

-X,F*(a)5*'(a), 

и подставим a = 0 , помня, что
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F'\0) = -Таж , F*'(0) = D = \x2dF(x) ,
о

а также то, что F*(0) = б*(0) = 1. В результате получим 

~2Т0Ж = - XD - 2ХТ0ЖЬ - ХЬ2,

откуда

= — — —  = Х<<Ь +° ь\ (4.13)
2(1 —ЯА) 2(1 -ХЬ)

где <jj есть дисперсия времени обслуживания заявки.

Обратим внимание на один очень интересный момент: среднее вре

мя ожидания растет с увеличением дисперсии времени обслуживания 

а 2ь. Поэтому, чем более стандартизовано время обслуживания заявок, 

тем меньше среднее время ожидания начала обслуживания, и Тож ми

нимально при а 2ь = 0.

§ 4.6. Система G I | М  | 1 | оо. Метод вложенных цепей Маркова

Пусть на обслуживающее устройство поступает рекуррентный по

ток заявок с функцией распределения длин интервалов между момента

ми поступления заявок А(х). Обслуживание будем предполагать экс

поненциальным с интенсивностью |д , то есть В(х) = 1 - e_vx.

Изучим данную систему также методом вложенных цепей Маркова. 

Так как произвольным является поток, то и вложенные моменты време

ни tn должны быть связаны с потоком. Выберем в качестве моментов 

времени, в которые рассматривается система, моменты прихода в сис

тему п -й по счету заявки. Если i(t) есть число заявок в момент време

ни tn, то в качестве величин, характеризующих систему, выберем вели

чины vn = i(tn - 0), то есть число заявок в системе перед приходом за

явки. Очевидно, что v„ =0,1,2,...

Рассчитаем переходные вероятности в данной системе, то есть ве

личины ptj = -P{vn+1 = j  | v„ = /}. Возможны следующие варианты.
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1. j  > i +1. Такого быть не может, так как это означало бы, что на 

интервале \tn - 0, tn+x - 0] в систему пришло более одной заявки. По

этому в этом случае ptj = 0.

2. i > 1, 1 < j  < i + 1. Это означает, что на интервале [ tn,tn+x) обслу

жено i +1 - j  заявок. Вероятность этого

'  !о + 1 - Л !

3. / > 1, У = 0 . Это означает, что момент окончания обслуживания 

последней, г +1, заявки, лежит левее точки tn - 0 .

Соответствующие р у проще всего найти из условия нормировки

(+1

£  Ру = 15 откуда, при i +1 - j  = п , получим
j =о

л=о п !
dA(x).

1+1 1+1“ Л irV41--' °°

М  + о

4. Аналогично получаем

Ли = J e'^dA(x), p00= j[ l- e _MJC] ^ ( x ) .  
о о

Выписав матрицу переходных вероятностей, легко получить, что 

цепь Маркова неприводима и непериодична, так как эта матрица имеет 

вид

I
j

0 1 2 3 4

0 * *

1 * * *

2 * * * *

3 * * * * *

где * означает ненулевые величины.

Система уравнений, определяющая финальные вероятности, примет

вид
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= = Ё
1=0 1=у-1

для _/ > 1. Не рассматривая пока уравнения для я0, попробуем найти 

решение этого уравнения.

Подставляя сюда явное выражение для ptJ, получим

Z  я , 1 (МХ),+1 е - ^ ( х ) , у>1 . (4.14)
■'=7-1 о ( г + 1  ~ 7 ) !

Будем искать решение этих уравнений в виде я . = CzJ . Подставляя 

это решение в (4.14) и выполнив замену / +1 — j  -п , получим

CzJ = £  ^e-^dL4(x)=Czy-! E  zn] ^ - d A ( x )  =
i = j - 1 0 ( г +  1 — j )  - л=0 0 й !

= Cz‘~x J e~vx+vxzdA(x) =CzJ-lA* (ц(1 - z ) ) , 
о

где А'(а) есть преобразование Лапласа - Стилтьеса от А(х). Сокращая 

на CzJ~l , получим

г = Л > (  1-2)). (4.15)

Теорема. Если а = J xdA(x) > —, то уравнение z = А' (ц(1 - z)) имеет
о Ц

единственный корень, лежащий в интервале (0, 1).

Доказательство

Обозначая ц(1 — z) = х , приведем уравнение к виду

А'(х) = 1- - .
И-

Рассмотрим вид графика функции

г

и(х) = А*( х)-

Имеем:

1) м(0) = А'(0) —1 = 1 —1 = 0;

1 - *
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2) и'(х) = А* (х) + —,
Ц

м'(0) = у4*'(0) + — = — — а < 0,
И Ц

то есть в окрестности точки х - О и(х) монотонно убывает;

оо

3) и"(х) = А* (х) = J t2e~x‘dA(t) > 0,
о

то есть м(х) выпуклая вниз функция;

4 )п рих  = ц и(ц) = А*(у) > 0.

Все это говорит о том, что график функции и(х) имеет вид, изо

браженный на рис. 4.1. Из него следует, что уравнение y4*(jt) = l ——
И

имеет единственный корень х ,, лежащий в интервале (0, ц). Возвраща

ясь к z , получим, что уравнение z = X  (ц(1 — z)) имеет единственный 

корень z , , лежащий в интервале (0, 1).

Таким образом, уравнениям (4.14) удовлетворят решения вида 

Kj = Cz( .

Но у нас еще не было записано уравнение для я0, так как оно осо

бое, из-за особого вида величин pi0. Покажем теперь, что найденное 

решение удовлетворяет и этому уравнению.
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Используя выражение для р ш , получим

*о =2>»Ао = 2 > J
1=0 /=0 о п=о П!

dA(x). (4.16)

Подставим сюда предполагаемое решение. Левая часть (4.16) будет 

тогда равна С . Посмотрим, чему равна правая часть:

Е С  z;
/=0

С

) л=0 П\

00 00 * (I I у\П
-CYJ Y .A \ ^~ e ^d A (x ) =

1 Zj 0 i—n 0 It !

1 - z, „=о 1 - z, о n ! ' 1 - z, 1 — Zj о

_ C [ l- ^ ( n ( l- z , ) ) ] _

l ~zi
= С .

Таким образом, предполагаемое решение обращает (4.16) в тож

дество.

Что касается С , то она находится из условия нормировки. Оконча

тельно

л,. = (l- z ,)z f, (4.17)

что по своей форме совпадает с видом финальных вероятностей в сис

теме М\М\ 1 | со. Только вместо р стоит z, — корень уравнения (4.15). 

Найдем время ожидания в системе GI \ М  | 1 | оо.

Приходящая в систему заявка с вероятностью лп застает там п зая

вок. Все время ожидания будет равно

где х; - время обслуживания п -й заявки. Так как все т( независимы и 

распределены экспоненциально, то

М  {е~1Хож | п} = \ —У—
1 ’ ^ц +s

Л"

Усредняя по п , получим 

М {  e-iT- } = £ ( l- z ,) z " l ~zi .... С1 — )(М + __
j  + (i(l-z,)

ц + s



114 А.А. Назаров, А.Ф. Терпугов

‘ l - Z j + Z , ------ 1
s + |a (l-z ,)

Обратное преобразование Лапласа -  Стилтьеса определяет функцию 
распределения для времени ожидания

^ ( x )  = P{x01K<x} = l - z 1e - ^ )%

что по своей форме также совпадает с результатом для системы 
М  | М  | 1 | оо с заменой р на z , . В частности,

Отметим, что аналогично марковской модели функция распределе
ния (х) в нуле имеет разрыв и F  (+0) = 1 -  z ,.

§ 4.7. Распределение числа заявок в системе GI \ М  | 1 1 оо 
в произвольный момент времени. Метод дополнительной

переменной

Так как для рассматриваемой СМО случайный процесс i(t) немар
ковский, то марковизируем его, введя дополнительную переменную 
z ( t ) , равную длине интервала от момента t до момента поступления 
следующей заявки. Тогда для произвольной функции распределения 
А(х) -  определяющей входной рекуррентный поток заявок -  двумер
ный процесс [i(t) ,z(t j)  будет марковским.

Пусть P.(z,t) = P(i(t) = i ,z( t) < z ) , тогда

PQ(z, t + At) = PQ(z  + At, t ) - P 0(At,t) + pAtPl(z,t) + o(At) ,

/J (z, t +At)  = P0 (At, t)A(z) + \\AtP2 (z, t) +
+(1 -  цА?) (P, (z + At, t) -  Pt (At, t)) + o(At),

Pi(z,t + At) = />_, (At, t)A(z) + цА?/?+| (z, t) +
+(1 -  цДг) (/? (z + At, t ) - P t (At, 0 ) + o(At).

В стационарном режиме P((z,t) = /J(z) удовлетворяет системе урав
нений

0 = P0'( r ) - P 0'(0) + n/>(z),
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ц Р , ( г )  =  PXz) -  р;(0) +  Р0'(  0)A(Z)  + ц З Д  , 

ц/> (z) = PXz) -  т  + PU (О )A(Z) + ц/>+1 (z ) .  (4.18)
Обозначим Um/J(z) = тг(г'), тогда из системы (4.18) следует, что

Г-» 00

0 = -Ро'(0) + ця(1), 

ця(1) = -РДО) + Р0'(0) + ця(2), 

ця(/) = - д а  + PU (0) + ця(г +1),
откуда получим

Ро'(0) = ця(1),

д а = ц п ( 2),

/Г(0) = ця(/ +1), 
а систему (4.18) перепишем в виде

0 = P0'(z)-(in(l) + ji/»(z),
\*Pi(z) = PXz) -  ця(2) + \m(l)A(z)  + цР2(z ) ,

(z) = PXz) ~  Иrc(i +1) + \m(i)A(z) + ц/>+1 (z ) .
Решать эту систему будем в виде

P0(z) = я(0)F0( z ) , PXz) = K(i)F(z) для / = 1,2,...
Тогда получим систему

О = k(0)Fq(z) -  ця(1) + nic(l)F(z); (4.19)

^ ( l ) F ( z )  = я(1 ) F \ z )  -  ця(2) + цп(\)А(г) + H 2 )F (z ) ,  2
\ in(i)F(z) =  я (i)F'(z) -  цл(г + 1) + \in(i)A(z) 4- цл(/ + l)/r(z), 

в которой две неизвестные функции распределения F0(z) и F ( z ) , а так
же неизвестное распределение я(/) дискретной случайной величины. 

Сначала рассмотрим систему (4.20), которую представим в виде

Ц f  -  -^777 ) f ( z )  = F ' ( z ) + цА(г),
I  - 0 >J *0 ) (4 2 i)

я(0  )  я(г)
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Пусть для всех / = 1,2,... + ^  _ г  Тогда в системе (4.21) все
7С(/)

уравнения совпадают и имеют вид обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка

ц(1 -  r)F(z)  = F'(z) -  ц(г -  A(z) ) , F(0) = 0 , 
решение F(z) которого представим как

F(z) = ец(-1~г): J — A(s))ds .
о

Так как существует lim F(z) = 1, тог-к»

|  е-м(1-г)1ц (г -  Л(.у)) ds = 0 , 
о

следовательно,

г = ц(1 — r)J e~^~r)s A(s)ds = J e~^l~r)s dA(s) = Л* (ц(1 — r))
о о

и уравнение

г = Л > ( 1 - г ) ) ,  (4.22)
определяющее величину г , совпадает с уравнением (4.15), определяю
щим корень z, в методе вложенных цепей Маркова для этой же СМО. 

Таким образом, если в качестве г  взять корень уравнения (4.22), то

n(i) = 7i(l)r‘- ' ,

а функция распределения F(z) имеет вид

F(z) = ец(1_г)г|  — A(s))ds .
о

Чтобы найти л(1) и F0(z),  рассмотрим уравнение (4.19), которое 
представим в виде

откуда

^0(г) = й - ^ К 1 - ^ ) ) Л .  (4.23)
7Г(0) о
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_/1 \ 00
Но так как F0(co) = 1, то ц ------J (1 -  F(s))ds  = 1, следовательно,

тг(0) о

-------. (4.24)

О
Полученные формулы (4.23) и (4.24) определяют FQ(z) и тг(1). Ве-

00
роятность 7t(0) определим условием нормировки £ л ( /)  = 1.

1=0
00

Чтобы найти J (1 — F(s))ds  , рассмотрим
о

Е Е Е z

J (1 — F(z))dz  = Е — j  F(z)dz = Е — J e ^ l-r)zJe-M(I-r)5|a(r -  A(s))dsdz =
О 0 0 0

= Е - ]  е - ^ ‘ф [х{г -  A(s)) J e^x-r)zdzds =
О 5

= Е - ] e - ^ - r)s\ i ( r -  Л(5))---- ----- Гem -r)E - e ^ )s 1 ds =
о  ̂ V ( l - r ) L J

= Е ---- —  1 ем(1_г)£ f (r — ds — f (r  — Л(.у) ) ds 1 =
1 - r I  0 0 J

= E - J ( r- 1 +1 - A(s)) & J  =

=  E  - - L j l / r ( £ ) - ( r - l ) E  - J ( 1 . -  Л ( * ) ) * |  =  

= E - — 1 _ Д £ ) - £  +  т ^ - } ( 1 - Д 5 ) ) *  =  - - 5 - Г | ( 1 - ^ ) ) * - - Д £ )  
ц(1-г) 1 - r 0 1-r^o Ц

Таким образом, при E - » 00
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следовательно,

Я (1):
я(0)

1-г

1 Г-я(0) = р(1 ^ я(О).
1 -р

Так как ]Гя(г) = л(0)+ Z 7I0 ) r ' ! =я(0) + я(1)----- = 1,то
,=о i=i 1 -  г

т i+ p a - о  1
1 - р  1 - г

Я(0)1_ Р ± £  = я(0)—!— = 1.
1 -р 1 -р

и поэтому
я(0) = 1 -  р , 

я(1) = р (1 -г ) ,

я (0  = р (1 -г )г ,_1, I = 1,2,3,... (4.25)
Здесь г определяется уравнением (4.22)

г = А ' { » ( \ - г ) ) ,

где А'(а)  = je~°*dA(x).
о

Для системы GI \ М  | 1 |оо распределение n(i) в произвольный мо
мент времени отличается от распределения я ; из (4.17) для моментов, 
предшествующих моментам поступления заявок в систему, и определя
ется равенством (4.25).



Глава 5. НЕМАРКОВСКИЕ СИСТЕМЫ  
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Системы массового обслуживания, в которых число i(t) заявок в 
системе является цепью Маркова с непрерывным временем, называются 
марковскими СМО. Системы массового обслуживания, в которых число 
i(t) заявок в системе является полумарковским процессом, называются 
полумарковскими СМО.

Системы массового обслуживания, не являющиеся полумарковски
ми, будем называть немарковскими.

§ 5.1. Время ожидания в системе GI \ G 11 | оо

5.1.1. Уравнение Линдли

Рассмотрим однолинейную СМО, на вход которой поступает рекур
рентный поток, длины z„ интервалов между моментами поступления 
заявок, в котором имеют функцию распределения A(z).  Длительности 
г)„ обслуживания заявок имеют функцию распределения В(х) . После
довательности {г„}и { т]п} независимы. Блок-схема рассматриваемой 
СМО изображена на рис. 5.1.

А(х)

Рис. 5.1

В системе имеется буфер неограниченного объема. Заявка, застав
шая прибор занятым, ожидает обслуживания в очереди, реализующей 
прямой порядок обслуживания. Такая СМО является немарковской сис
темой массового обслуживания.
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Обозначим Wn — время ожидания начала обслуживания п -й заявки. 
Очевидно, что Wx = 0 , так как первая заявка приходит в пустую систе
му.

Выразим Wn через Wn_t следующим образом:

В первом случае п -я заявка приходит в пустую систему, так как 
длина zn интервала между моментами поступления (п — 1) -й и п -й за
явками больше суммарной величины времени ожидания Wn_: (п -1 )  -й 
заявки и ее времени обслуживания Г)„_1.

Следовательно, последовательность Wl , W2 , W3, ... образует мар

ковский процесс с дискретным временем и непрерывным множеством 

состояний из полубесконечного интервала [0, оо).

Обозначим

Последовательность Fn(x) удовлетворяет уравнению Чепмена — 
Колмогорова

Обозначим К ( у ) -  функцию распределения разности двух незави
симых случайных величин г|„ -  zn+1, то есть

0, если Wn_, +ri„_, -z„  <0,

К -i + Лл-i -  , если Wn_, + л„_х -  > 0.
(5.1)

Fn{x) = P(Wn < x ) .

Fn+i(x) = P(Wn+l < x )  = P(Wn + r|„ - zn+l < x )  =
X

= J  P { W n + T \ n - z n+ i < x ,  y ^ v \ n - z n+ i < y  +  d y )  =
—00

X

= ! p {Wn < x - y ) p { y ^ T \ n - z n+l< y  + dy) .  (5.2)
—00

Р { Л п - 2 п̂ < у )  = К ( у ) ,

тогда
X

J Fn(x — y)dK(y ) ,  x > 0 ,

0 , ;c< 0 .
(5 .3 )



Глава 5. Немарковские системы массового обслуживания 121

Если существует финальное распределение

F ( »  = lim F„(.r),

то это распределение совпадает со стационарным и определяется урав
нением

F(x) =
] F(x — y)dK(y) ,  х > 0 ,

(5.4)
О, х < О,

которое называется интегральным уравнением Линдли. Здесь
оо

К (у) = Р(п„ -z „ +1 < у )  = \  Р(т]п -z „ +1 < y , z  <z„+I < z + d z )  =

= \ р (т\п<У+г ) P ( z < z n+l< z + d z )  =

J B(y + z)dA{z) при у  > О,
О

оо
j  B(y  + z)dA(z) при _y<0. 

L-у
Так как B( у  + z) = 0 при у + z <  0 , то отсюда следует, что при у  < О

Таким образом,

К ( у ) =  j  B(y  + z)dA(z).

К ( у ) =  \  B(y  + z)dA(z)\
max(0,->y)

F{x) =
] F ( x -  y)dK(y ) ,  x > 0 ,
—oo <

0, x<0 .

(5.5)

(5.6)

5.1.2. Метод Винера - Х о п ф а  решения уравнения Линдли

Проблема решения уравнения Линдли заключается в том, что его 
правая часть не является сверткой функций, поэтому предлагается сле
дующий метод его решения.
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Введем
О при х > О,

F  (*) = Ь  (5.7)
|  F ( x - y ) d K ( y )  при х < 0 ,

ч—ос

тогда уравнение Линдли перепишем в виде

F_(x) + F(x) = ] f {x -  y )d K (y )  (5.8)
—00

при всех -оо < х < оо , и в этом случае правая часть становится сверткой 
функций F(x)  и К ( у ) .

Определим следующие преобразования Лапласа:
со

Ф+(а) = J e~axF (x )d x,
о
о

Ф _(а)= { e~axFSx)dx.
—X

Функция Ф+(а) аналитична в области R e a > 0 . Аналитичность
функции Ф_(а) требует дополнительных условий.

Пусть существуют плотности распределения
а(х) = А'(х), b(x) = В'(х) , A:(x) = К'(х) .

Пусть существует такое с > 0 , что
а(х) lim—̂ -< о о ,—сх ~е

то есть на бесконечности а(х) ведет себя как е~сх . Тогда
оо оо оо

К(х)  = J В(х + z)dA(z) = J В(х + z)a(z)dz = j В(у)а(у  - x ) d y  ~ е сх
- х  - х  О

при х  -оо .
Для функции F_(x) получим при х —» -00

F_(x)= \  F(x — y )d K (y )  = J F ( x - y ) k ( y ) d y  = \ F ( z ) k ( x - y ) d z  ~ е сх.
—00 —со О

Следовательно, преобразование Лапласа
о

Ф_(а) = J e-axF(x)dx
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будет аналитической функцией при R ea < с . Таким образом, обе функ
ции Ф+(а) и Ф_(а) одновременно аналитичны в полосе

О < Re a  < с .
Применяя к уравнению (5.8)

F_(x) + F(x) = } F ( x -  y )dK(y )
—00

двухстороннее преобразование Лапласа, получим

Ф_(а) + Ф+(а )=  J j  F ( x - y ) d K ( y ) \ d x =  ] ] e ° * F ( x - y ) d x d K ( y ) =
-oo L “ 00 J  “00 У

00 00 00 
= J J e~ab+:)F(z)dzdK(y)  = } e-ay<b+(a)dK(y)  =

—00 0 —00

= Ф+(а) J e~aydK(y)  = Ф+( а ) К \ а ) .
—oo

Здесь К.' (a) -  двухстороннее преобразование Лапласа -  Стилтьеса 
функции распределения К ( х ) . Далее имеем

tf* (a)=  J e-aydK(y)  = e-ayK (y ) \^  - ]  K(y)de~ay =
—СО —00

lim e~ayK (y )  = 0
у-+ао

lim е~ауК (у )  = 0, так как К  (у)  ~ есу, при у -со

оо 0 оо

= a  J K(y)e~aydy = a  J К  (у)е~ау dy + a j K(y)e~aydy =
—СО —GO О

= a  J e~ay J J B(y  + z)dA(z) 1 dy + a j  e~ay J J B(y  + z)dA(z) I dy =
-CO { - y  J о L 0 J

= [поменяем порядок интегрирования] =
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= a |J  J e-a(jr~2) B(x)dx ic^(z) + a j  |  J e a(x z)B(x)dx\dA(z) =
о Lo J о L :  J

OO 00 00 oo
= aj e02 J e-arB(x)dxdA(z) ~ aj e~wcB(x)dx ■ J ea2dA(z) = 

0 0 0 0
oo oo

= a j  e“ a(z)dz ■ J B(x)d ( -e _aI) = a*(-a)£*(a),
о 0

где a*(a) и 6*(a) -  преобразования Лапласа от плотностей a(x) и 

6 (х); a*( -а )  существует, так как а(х) ~ е~сх при R e a < c .
Таким образом, в полосе

О < Re a  < с

Ф_(а) + Ф+(а) = Ф+(а ) К ‘ (а) = Ф+(а )а* ( -а  )6* (а ),
то есть

Ф_(а) = Ф+(а )(а* (-а )6* (а )-  l) . (5.9)

Основная идея метода Винера — Хопфа заключается в том, чтобы 
найти функции vF+(a) и vF_(a) такие, что

Ч 'д а )
При этом Ч/+(а) должна быть аналитической в области R e a > 0  и не 
иметь нулей в этой области, а vF_(a) аналитична в области R e a c c  и 
также не иметь нулей в этой полуплоскости. Тогда будет выполнено 
уравнение

Ф_(а) = ф +( а) — или Ф (а)Ч^ (а) = Ф+( а ) ^ +(а ) . (5.10) 
Ч^_(а)

Левая часть является функцией аналитической в полуплоскости 
Re a  > 0 , правая — в полуплоскости Re a  < с . Их общая область анали
тичности является полосой 0 < Re a  < с , в которой нет нулей этих 
функций и эти функции ограничены.

Их аналитические продолжения на всю комплексную плоскость яв
ляются ограниченной аналитической функцией на всей комплексной 
плоскости, не имеющей нулей. Следовательно, в силу теоремы Лиувил- 
ля, эта функция является константой, которую обозначим L :
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Ф+(а)Ч,+ (а) = £ или Ф+(а) = — — . (5.11)
Ч 'Да)

Здесь (а) -известная функция, а

Ф+(а) = J e~axF(x)dx
О

— преобразование Лапласа искомой функции распределения F ( x ) .
Для однозначного определения функции Ф+(а) осталось найти 

константу L . Так как
LН таФ д.(а) = limF(jc) = 1, то lim a

а —>0 х—̂со а —>0 Ч'Да) = 1,

следовательно,

L = lim ¥ +(a) (5.12)a->0 a
Зная преобразование Лапласа Ф+(а ) , можно найти функцию рас

пределения F(x ) , используя либо формулу обращения, либо таблицы 
обратного преобразования Лапласа.

Пример. Рассмотрим систему М \ М  \ 1 | оо, для которой а(х) = Хе~и ,

Ь(х) = це_,и:. Поэтому a* ( -а )  

а*(—а )6*(а) - 1  =

Я .-а  

X )д

^  и* Г \ I1, Ь (а) = ------- и, следовательно,

—  1 =

[i + a  

А41 -  (X -  а)(ц + а)
Х - а ц  + а  (A.-a)(ja + a)
a (a  + fj.-X.) _  Ч 'Д а)

(А ,-а)(ц + а ) ^ . ( а )

Нули этой функции находятся в 
точках a  = 0 , а  = Х -  р < 0 , а  полюса
-  в точках a  = X , a  = -|д (рис. 5.2).

Так как функция Ч 'Да) должна 
быть аналитична при Re a  > 0 , то ее 
следует взять в виде

а(а + ц-Х)^ +(а) = -

1Лша 1 « - полюса 
| • - нули 

! с Rea
И 0 \ X *

(ц + а) Рис.5.2
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Так как функция vF_(a) должна быть аналитична при R e a < c , то 
ее следует взять в виде vF_(a) = A .- a . Тогда и будет выполнено соот
ношение

Найдем L :

следовательно,
а->° а  (I

- , ч L . . .  \1  + а  А В Д а  + п-Х,) + Ва
Ф .(а) = -------- = (1 -р )--------------- = —+ ------------ = —----- --------------='РДа) а(а + ц-А.) а а + ц-А, а(а + ц-Я.)

_ ц-А + (1-р)а 
а(а + ц-А,)

Так как Л(ц — А,) = ц — А,, то А = 1, так как А + В = 1 — р ,т о  В = — р . По
этому

Ф+(а) = - -  Р
а  а  + ц -Х  

Обратное преобразование Лапласа имеет вид

а д  = 1- р  е~(11~Х)х,
00 -J OO j

так как |  e~™dx -  —, \ e ~ ™ d x  = ----------- , что совпадает с полу-
о а  о a  + f i - X

ченным ранее результатом (3.18) для распределения времени ожидания
в марковской системе М \ М  \ 1 | оо.

§ 5.2. Теорема Литтла

В системе массового обслуживания определим: vn — время пребы
вания в системе л-й заявки; i(t) — число заявок в системе в момент 
времени t ; N(t) — число заявок, поступивших в систему за время t . 

Теорема Литтла. Пусть выполнены условия
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2) процессы v„ и /(f) -  эргодичны.
Тогда

M{i(t)} = X - M { v n}.

Доказат ельство
Обозначим А(а,Ь,с) -  суммарное время, проведенное в системе на 

интервале (Ь, с) теми заявками, которые поступили в систему на интер
вале (а ,Ь) .

Тогда имеем равенство

Т N( T )
|  i(t)dt = Д(-оо,0,Г) + £  v„ -  Д(0,Г,оо).
О «= 1

т
Здесь \ i( t)dt  — суммарное время, проведенное на интервале (О, Г) заяв- 

о
N( T )

ками, которые на этом интервале находились в системе; Z  — сум-
/1=1

марное время пребывания в системе заявок, поступивших на интервале 
(О, Г ).

Имеем

+ v - А(0’Г’°°) .
Г о Т Т N(T)  „tj " Т

В силу стационарности величины А(-оо,0,Г) и А(0,7’,оо) конечны, 
поэтому при Т —> со в силу эргодичности имеем

1 г 1 w7-)
- \ i ( t ) d t ^ > M { i ( t ) } ,  — —  Z  v„ = M { v n),
To N(T)  „=i

следовательно, M {/(?)} = X ■ M { v n} .
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§ 5.3. Исследование немарковской однолинейной СМО 
при инверсионном порядке обслуживания с прерыванием 

и дообслуживанием вытесненных заявок

Рассмотрим однолинейную СМО с неограниченным бункером, на 
вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью X 
(рис. 5.3).

ВЛ*)

Если в момент поступления заявки в системе находится п — 1 требо
вание (здесь п =  1, 2 , 3 ,...) , то поступившей заявке присваивается номер 
п и она ставится на прибор, вытесняя обслуживаемую заявку в очередь. 
Поступившей заявке с номером п назначается время обслуживания слу
чайной продолжительности с функцией распределения Вп ( х ) . Если за 
время обслуживания этой заявки другие требования в систему не по
ступят, то, завершив обслуживание, эта заявка покинет систему, а на 
прибор ставится заявка из очереди с максимальным п - 1  -м номером. 
Тем самым реализуется инверсионный порядок обслуживания (дисцип
лина LIFO). При вытеснении заявки с прибора ее обслуживание преры
вается, а при возвращении этой заявки из очереди на прибор ее обслу
живание начинается с прерванного момента, то есть реализуется проце
дура дообслуживания заявки.

При реализации такой дисциплины обслуживания принципиальным 
является то, что все заявки, поступающие в систему, проходят тест на 
продолжительность реализации своего времени обслуживания. Заявки с 
короткими реализациями успевают завершить обслуживание и поки
нуть систему до момента прерывания, связанного с приходом следую
щей заявки.

Обозначим через n(t) число заявок в системе в момент времени t , 
z.(t) — продолжительность остаточного времени обслуживания заявки с 
номером i , находящейся в системе, и пусть

P(n(t) = n ,z l(t) < z,,...,z„(0 < z„) = P„(z,,z2,...,z„,0 .
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Для распределения Рп(z,, z2,...,zn,t) можно записать

Р0 (t + At) = (1 -  XAt)P0 (t) + Px (At, t) + o(At) ,

Px (z, -  At, t + At) -  (1 -  XAt) [/J (z, , 1 ) -Р х (At, 0] +
+XA tP0 (t)Bx (z,) + P2 (Zj, At, t) + o(At),

P2 (z, ,z2 - A t , t  + At) = (1 -  XAt) [P2 (z, , z2, t ) - P 2 (zx, At, ?)] +

+XAtP{(z,, t)B2(z2) + P3(zx, z2, At,t) + o(At) ,

pn (zi > zn-i.z„ -  At, t + A/) = (1 -  XAt) [Pn (z,, z„, t) -  P2 (z,, z„_,, At, f)] +

+XAtP„_i(z,, z2,..., z„_,, t)Bn(z„) + P„+1 (z,,..., z„, At,t) + o(A t) .

В стационарном режиме обозначим
P„(zx,z2,...,zn,t) = Pn(zx,z2,...,zn)

и перепишем, выполнив несложные преобразования, последнюю систе
му в виде

? п _ ^ ( 0)
5z,

OZ, oz, oz2

XP2(z1,z2) = ̂ ^ - ^ ^  + X^(z1)S2(z2) + ̂ i | ^ ,  
oz2 oz2 oz3

i n / _  .  _ dPe(z„z2,...,zJ ap,(z„z2,...,0)/ ~SAz i> -> z „ _ ,,z j  - ------------------------------------ -------------+
oz„ 8z„fl It

+XP„-i(zx,z2,...,zn_x)Bn(zn) + ^ H-|(Z|’Z2’" ',Z"’0) ; л = 2,3,...
&«+i

Решение полученной системы будем икать в мультипликативном 
виде

Pn(zx,z2,...,zn) =P0fl/ i (z ,) , п > 1.
1=1
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Тогда система примет вид
3/,(0)

я,=-
8zi

dzx dzl dz.2

dz2 oz2 5z3

dzn 8z„ 8zn+1

Положим системе (5.13) все z, равными бесконечности, 
те получим

d f № _ ,  Э/2( 0) , 5/„(0) ,
-------------— А- , ---------------— А  , ,  ---------------— А  .

3z, 3z2 3zn
Следовательно, систему (5.13) можно записать в виде

^ ^  = X (l-5„(z„ )).
°Zn

Отсюда находится вид функций yj(z( ):

у;.(г<)=я.}'(1- а д ) л .
о

Таким образом,

P„(zi,z2,...,zn) =Р0П М 0  “  А О ))*  ■
>=1 о

Полагая z, = z2 =... = 0 0 , получим

(5.13) 

в результа-

(5 .1 4 )
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Рп =^оП Р, = р« = У 1+Е П р,П=1 1 = 1
(5.15)

где р,. = Xbs -  Х\ (1 - B ^ s ^ d s  .

Если все функции распределения 5,(z) одинаковые, то, обозначив 
2?,(z) = B(z) ,  b j = b , р, = р , получим

Р„=Р0Р",

где Р0 = 1/ i + Z p" = 1 -  р и, следовательно, Рп = (1 -  р)р".

Таким образом, для рассматриваемой немарковской СМО стацио
нарное распределение вероятностей Рп является, аналогично марков
ской системе, геометрическим и определяется лишь загрузкой р канала 
обслуживания. Здесь р -ХЬ  зависит лишь от интенсивности входящего 
потока и среднего времени обслуживания и не зависит от вида функции 
распределения B(z) времени обслуживания.

§ 5.4. Исследование системы М \  G | оо

Рассмотрим систему M|G|ce, то есть бесконечно линейную СМО, на 
вход которой поступает простейший поток с параметром X . Обслужи
вание каждым прибором рекуррентное с функцией распределения В(х) 
времени обслуживания (рис. 5.4).

Обозначим i(t) -  число заявок в системе 
в момент времени t . Очевидно, случайный 
процесс i(t) — немарковский. ___ I

Для нахождения распределения вероят
ностей п(г) = P(i(t) = г) в стационарном ре
жиме поступим следующим образом.

Рассмотрим вспомогательную N  линейную СМО, состоящую из N  
независимых однолинейных систем, каждая из которых имеет сле
дующую структуру.

Имеется один источник заявок и один обслуживающий прибор.

В(х)

В(х)

Рис. 5.4
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Источник в течение случайного времени, распределенного по экс-
К ^поненциальному закону с параметром --------- , где Ъ = J (1 -  B(x))dx ,

N - X b  I
генерирует заявку, которую в момент окончания генерирования отправ
ляет на прибор, где она обслуживается в течение случайного времени с 
функцией распределения В(х) . Завершив обслуживание, заявка поки
дает систему, а источник начинает генерировать новую заявку.

Состояние рассматриваемой однолинейной СМО определим вели
чиной г , принимающей только два значения: г  = 0 , если источник ге
нерирует заявку, и г = 1, если заявка находится на обслуживании. Про
цесс r(t) изменения во времени состояний г  немарковский. Его иссле
дование выполним методом дополнительной переменной, определив 
компоненту z(t) как длину интервала от момента t до момента окон
чания обслуживания. Если в момент t заявка генерируется источником, 
то компонента z(t) не определяется в силу экспоненциальное™ време
ни генерирования заявки.

Естественно, что случайный процесс {r(t ), z(t)} — марковский. 
Обозначим

P0(t) = P(r(t) = 0),

Pl(z, t )  = P № )  = l , z ( t ) < z ) .

Для этого распределения можно записать

P0(t + At) = { \ -  — At1Р0 (0  + Р, (At , t )+o(Al) ,
V N - X b  J

Р\( z - A t , t  + At) = Р,(z,t) - P ^ A tJ )  + ^ AtP0(t)B(z) +o(At) ,
N - X b

откуда получим

Р о '(0 + Т Г ^ 7 Ро(0
dP,( 0,0

N - X b  dz

dP^ ‘) _  d4 b l ) . . = J P^ )  + _ A - m B ( z ) .

dt dz dz N  — Xb
В стационарном режиме полученную систему, обозначив Р0 (t) = Р0, 

= /J (z ) , перепишем в виде
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N - X b  dz 

с Щ г ) _ д Р 1( 0) X
dz dz N  — Xb 

Отсюда очевидно следует, что

P0B ( z ) .

dPi(z) _  X
dz N - X b

то есть

Р0 (1- В Д ) ,

P ^ ) = 1r ^ T rP0h - B ( x ) ) d x .
iV A.U q

При z - >  со получаем

Р° = 1 _ ^ г’ где P = U -

Распределение вероятностей PN(i) числа приборов, занятых в 
iV-линейной вспомогательной СМО, определяется схемой Бернулли и 
имеет биноминальное распределение

где = — , которое в силу предельной теоремы Пуассона при N  —> оо 
N

имеет вид

P(i ) = v m Pn (0 = ~7е~Р •00 J !
На каждую однолинейную СМО во вспомогательной TV-линейной 

системе поступает рекуррентный поток заявок, средняя длина интерва
лов между моментами поступления которых составляет

. N - X b  Nb + --------- = — ,
X X

Xи, следовательно, его интенсивность равна — .
N

Суммарная интенсивность поступления заявок в бесконечно линей
ную СМО равна X и не зависит от N  .
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При N  -» оо сумма независимых рекуррентных потоков, в силу тео
ремы Григелиониса, дает предельный поток, который является про
стейшим с параметром X , равным интенсивности поступления заявок в 
//-линейную СМО.

Таким образом, при N  —> оо вспомогательная /^-линейная СМО пе
реходит в исходную бесконечно линейную систему с простейшим вхо
дящим потоком и рекуррентным обслуживанием, поэтому для распре
деления вероятностей 7i(i) можно записать

n(i) = P ( i )=  lim PN(i) = ̂ - e -p ,N-wо 11

то есть распределение к(г) числа приборов, занятых в системе М  | G | со,
является пуассоновским с параметром р = ХЬ , зависящим лишь от ин-

00

тенсивности X и среднего значения = J (1 -  B(x))dx времени обслу-
о

живания, и не зависит от вида функции распределения В(х).

§ 5.5. Выходящий поток системы М  \ G \ оо

Вновь рассмотрим вспомогательную jV-линейную СМО, состоящую 
из N  независимых однолинейных систем.

Очевидно, что выходящий поток каждой из этих СМО является ре
куррентным, длины интервалов между моментами появления заявок в 
котором складываются из времени г| обслуживания с функцией распре
деления В(х) и экспоненциально распределенного времени генери

рования заявок с параметром — - — . Функцию распределения длины
N - X b

такого интервала обозначим Аы( х ) . Тогда
X

АЛ х ) = Р ( % „ +  л < х ) = } Р ( ^ +T1<JC, у < ^  < y + d y )  =
О

= < у  + d y ) = \ B ( x - y ) ^ j ^ - ^ e  N~u 'dy .

Среднее значение длины такого интервала составит
N - X b  N
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Обозначим тя -  величину перескока выходящего потока для п-й 
однолинейной СМО. Запишем ее функцию распределения GA,(z ) :

GN{z ) = ^ ) ( y - A A x ) d x ) = P ( x „  < z ) .

Все т„ распределены одинаково и независимы.
Для суммарного выходящего потока величина xN перескока со

ставит

Найдем

= mm т„
1 S/iSW

P(xN > и) = Р ( min т„ > и) = P N (т„ > и) = (1 -  GN (и))" =I йпйЫ

= j 1- — = exp TV ■ InX ' ....................' I ”  ' I j o -А т М У *

Предел выражения в фигурных скобках при TV ->  оо составит

lim TV • In
N —>00

i - J O - A  (*))<* = lim TV
N -+  oo

X “r
N J0

\ { \ - A N(x))dx

: -X  lim f (1 — AN(x))dx = - X \ (1 -  lim AN(x))dx = —Xu ,N—►00 J

следовательно,
ИтДтдг <u)  = l - e -A .U

Таким образом, предельное значение величины перескока для сум
марного выходящего потока имеет экспоненциальное распределение с 
параметром X , следовательно, выходящий поток для СМО М  \G | оо яв
ляется простейшим с тем же параметром X , что и входящий.

Полученный результат достаточно очевидно следует из предельной 
теоремы Григелиониса о сумме независимых редких рекуррентных по
токов, которая утверждает, что предельный поток является про
стейшим.

А совпадение интенсивностей входящего и выходящего потоков для 
СМО М  |G |co очевиден в силу закона сохранения, так как в этой системе 
обслуживаются и покидают систему все поступившие в нее заявки.
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§ 5.6. Период занятости в системе М  \ G | оо

Периодом занятости системы М  \G |оо назовем интервал от момента 
поступления заявки в свободную систему до момента ее опустошения. 
Его длину обозначим Т .

Рассмотрим Т(/) -  длину интервала от момента t , когда в системе 
имеются заявки, до момента ее опустошения.

Для нахождения распределения вероятностей величины Т(7) опре
делим z(t) как продолжительность остаточного времени обслуживания, 
максимального для всех заявок, находящихся в системе в момент вре
мени t .

Обозначим

g(a , z , t )  = M {  e~aT(l)\ z(t) = z} .

Рассмотрим
g ( a , z  + A t , t - A t )  = Л / |  е-аТ('-А!> \ z ( t - A t )  = z  + Д?}=

+'KAt

= (1 -  XAt)M { e-aiA,+T(,)) | z(t) = z } +  

B(z)M  |e"“T(,) | z(t) = z j+ 1  g(a,  x, t)dB(x)

В стационарном режиме это равенство перепишется в ви-

де g(a,  z  + At) = [l — (А +  a)A f)]g (tx , z) + XAt B(z)g(a,z )  + jg(a ,x)dB(x)

откуда, после несложных преобразований, получим

Щ Л  + [(Я, + а) -  Щ г ) ]  g (a , z) = g (a ,x)dB(x) , (5.16)
OZ 2

g(a ,0 ) = l .  (5.17)
Полученная задача Коши для интегродифференциального уравне

ния (5.16) определяет условную характеристическую функцию длины 
T(f) интервала от момента t до момента опустошения системы при 
условии, что выполняется равенство z(t) = z .

Период занятости начинается поступлением заявки в пустую систе
му, и в этот момент величина z(t) остаточного времени обслуживания 
совпадает с полным временем обслуживания заявки, имеющим функ
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цию распределения В(х) , поэтому безусловная характеристическая 
функция g (а)  длины Т периода занятости имеет вид

g(a) = M{e-aT} = fg(a,x)rfB(jc). (5.18)
О

Решение интегродифференциального уравнения (5.16) представляет 
определенные сложности, поэтому выполним следующие преобра
зования.

Дифференцируя (5.16) по z , получим

d2g(a , z )  г -,dg(a,z) dB(z) dB(z)
- 2 + [Я. + a  -  XB(z)] svя ’ J -  X - j - t - g i  a , z)  = -X g(  a , z) — , 
dz dz dz dz

откуда для функции g ( a, z) получим обыкновенное дифференциальное 
уравнение

dz L 1 dz

второго порядка, в которое входят только производные функции 
g (a ,z) по z . Поэтому его порядок можно понизить заменой

dz

Для функции h(a, z) получим уравнение

dh(a , z) + + a _ (z)l A (a ,z )= 0 ,
dz

решение которого имеет вид
г

A(a,z) = С(а)е  0

Учитывая начальное условие (5.17), функцию g(a , z )  запишем в 
виде

У
2  — J ( X + a - X / f ( * ) ) i £ t

g(a , z )  = 1 + C ( a ) j e  0 dy . (5.19)
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Так как при а  = 0 g(0,z) = l,TO С(0) = 0 .П р и  а > 0  не зависящую от 
z функцию С(а)  определим, подставив (5.19) в (5.16). Тогда получим 
тождественное по z  равенство

-|(Х + а-Х Й (х ))Л :

С(а)е  0 + [А, + а -  kB(z)\

у
2  —|(Х.+а-Х5(л))а!г

l + C (a)Je 0 dy

= ц
v —J

1 + С (а )| е 0 dy dB(v) ,

в котором выполним предельный переход при z —> оо. 
Учитывая, что при a  > 0 имеет место равенство

Z Z

—Я-J (1 -B(x))dx

l im e 0 = lim е~ше " = 0 ,

получим

С(а) = -
-1 -1

- |(Х + а-> Л (д г))Л  „  —k j  (l-B(x))dx

J е 0 dy J e~aye “ dy

Далее, подставляя выражение (5.19) в (5.18), получим

g(a) = I l + C(a)Je 0 dy

(5.20)

„ г  - |( Х + а - Щ х ) )Л

dB(z) = 1 + С(a) j J е " dydB(z) =

ОО -|(> .+а-Х Й (д:))Л

= \ + С ( а ) \ ( \  — В(у))е  0 dy =
о

У
Г ' ( п \  "О -j(t.+u-)M (x))ilx

= 1 + —-—  J (к + а -  кВ(у) -  а)е  0 dy =
к  о
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= 1 + О Д
оо -J(k+a-M?(jc))i& к, -J (X+a-kB(x))dx

j (X + a - ХВ(у))е 0 dy -  a j  е 0 dy

=  1 + О Д 1-aJ e 'e dy

Подставляя сюда выражение (5.20) для С ( а ) , получим вид характери
стической функции g (a) продолжительности Т периода занятости в 
бесконечно линейной СМО М  |G |оо

- X \ ( \ - B ( x ) ) d x

1 -  a  |  е~ауе 0 dy
g(  a ) = l -------- 5------- ;---------------rrlH- - - - 1

- } . f ( l - B ( x ) ) d x

Xj e~aye 0 dy
X X

j  e~aye °

(5.21)

dy

Обозначив

-> .]( l-B(x))dx

ф(а) = a j  e~aye 0 dy ,

функцию g ( а) запишем в виде

. . .  a  l a
g (a) = l + T _

Например, если

B(x) =

то

X X cp(a)

0 , при х < b,
1, при х > Ь,

а

(5.22)

(5.23)

ф(а) = a j  e-aye-Xydy + a j  e ^ e ' ^ d y  = ——  (l -  е<а+Х)Ь) + =
ь a  + X

a  X -(a+X.)6
a  + X. a  + A,



140 А.А. Назаров, А.Ф. Терпугов

и, следовательно,
. . , а  1 а  а  + Я. (а + ЯЛа

г (а )  = 1+ т -Я, X а  [ Я. с-(а+Х)Ь X Х(а  + Хе~(а+Х)ь) 
а + Я, а + А,

а  + А а  + Ае‘(а+мь- а  а  + Х е '(а+Х)Ь Х + а
X a  + Xe~ia+X)b 1 а  + Хе'(а+Х)Ь Х + ае(а+Х)Ь '

Таким образом, характеристическая функция g(a )  продолжитель
ности Т периода занятости для СМО M\G\ao с детерминированным об
служиванием имеет вид

г ( а )  = ___Х +  а
g W  Х + а е ^ '

Найдем среднее значение М{Т} продолжительности периода заня
тости для произвольной функции распределения В(х) времени обслу
живания.

Из формулы (5.23) следует, что

g .(a ) = l _ l $ t o b H X E ) .  ,5.24)
X X  ф (а)

Так как
У У

к  -X j( l - f i (* ) ) &  ->.|(1-В(дг))Лс

limm(a) = lim а  Г е~ауе 0 d y -  lime 0 =e~xb=e~p,
а->0 а->0 JQ у -ю с

TO

1 е-р 1 ер —I
М {  T} = - ? '(a )L = :

X e~2r X X 
и не зависит от вида функции В(х).

Найдем второй момент М  | т 2} продолжительности периода занято
сти. Из (5.24) получим

1 (ф '(а )-ф '(а )-аф " (а))ф (а)-(ф (а)-аф '(а))2ф '(а)
X ф (а)

_ 1 2{ф (а)-аф '(а))ф '(а) + аф"(а)ф(а)
X ф3(а )
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следовательно,

M{T2}=limg''(a) = — e3pe_plimcp'(a) = —е2р Нгпф'(а).
I  > а->0 ^  а->0 ^  а-»0

Из формулы (5.22) получим

X
ф(а) = - | е

У

de~ay = - е  0

г

+ J e~ayde

у

У
-х|(1-В(дг))Л

= 1 + J e~ayde 0

и,следовательно,

ф'(а) = - J e  ауу  de

Поэтому

00
lim ф'(а) = — \ У de
а-» 0  J

у
—k j ( l - B ( x ) ) d x

Найдем это значение для функции распределения детерминированной 
величины Ь. Имеем

Н тф '(а) = - f у  de~Xy= - y  ё~Ху\ + [ е~Ху dy = 
а ->0  J  lo J

= -Ье~хь + -  (l - е~хь) = 1~ в Р~ р£ Р .
А, А,

Следовательно, второй момент М  |т 2} продолжительности периода
занятости при детерминированном обслуживании составит

М { T̂2} = ^ J l ( i - e - p - p e-p) ,

а для произвольной функции В(х) запишем
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2 _ 2р оо - Х |( 1 - й ( * ) ) *  „  -X \(\-B (x ))d x

Л /{т2| = --------J yde  0 = 2elpj y ( l - B ( y ) ) e  0 dy .
"X О о

Очевидно, что второй момент М  {т2 j  зависит от вида функции 
В(х).

§ 5.7. Формулы Энгсета для марковских СМО

Рассмотрим систему массового обслуживания, содержащую N  ис
точников и блока обслуживания произвольной структуры. Функциони
рование системы реализуется следующим способом: «-источник (то 
есть источник с номером п = 1, 2, ..., N) случайное время с функцией 
распределения Ап(х) = 1 — е~х"х генерирует заявку и отправляет ее в 
блок обслуживания. Если требование принимается к обслуживанию, то 
оно находится в блоке обслуживания случайное время с функцией рас
пределения Вп (х) = 1 -  ё~**х . Завершив обслуживание, источник вновь 
начинает генерировать заявку. Если требованию отказано в обслужива
нии, источник начинает генерировать заявку заново. Время формирова
ния новой заявки не зависит от того, было ли успешным обслуживание 
предыдущей заявки, либо ей в этом отказано.

Определим состояние системы состоянием источников, для этого 
обозначим через гп состояние л-источника, положив гл = 0 , если п- 
источник генерирует заявку, и rn = 1 , если она находится на обслужива
нии. Состояние системы определим А^-мерным булевым вектором

R = (rl,r2,...,rN) ,

значения которого образуют вершины единичного Димерного гиперкуба.
Если множество G существенных состояний R рассматриваемой 

СМО включает все вершины гиперкуба (то есть все заявки принимают
ся к обслуживанию), то исследование системы тривиально, так как ис
точники функционируют стохастически независимо и распределение 
вероятностей состояний вектора R является произведением распреде
лений вероятностей его компонент, а распределение вероятностей 
Рп (г) = Р(гп = г) его п-й компоненты удовлетворят уравнению

^ ( 0) = цяРл(1)
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и условию нормировки Рп (0) + Рп (1) = 1. Поэтому

Ря(0) = — — , рл(1) = ^ _ ,  где р = — .
1 + Ря 1 + Р„

Таким образом,
1

а д =
1+ рл

рп
1+ р л

, если г  = 0 ,

, если г = 1,
(5.25)

для всех и = 1, 2, ..., N .
Выражение (5.25) можно записать в виде

а д = т ^ ,
1+р„

тогда распределение P(R) = P(rl,r2,...,rN) вектора R состояний систе
мы примет вид

Р(п,г2,...,гк ) = П Р „ Ы  = П т т ^  = П т ^ П р : -  = P ( 0 ) f [ p r:  • (5-26)
л=1 л=1 1 +  р„ л=1 1 +  Р „  Л=1 Я=1

Гораздо более сложная, но практически интересная ситуация возни
кает в системах, в которых заявка принимается к обслуживанию в зави
симости от состояния системы и заполненности блока обслуживания. В 
этом случае функционирование источников стохастически зависимо и 
необходимо их рассматривать в совокупности, в отличие от предыду
щего случая независимого функционирования источников.

Будем полагать, что существуют подмножества G ,c G  существен
ных состояний

Ко =(.n>r2>-r»- iArm+i -> rN) ,
таких, что состояния

Rm ={r{,r2,-r„_l,\,r„+l...,rN) 

являются несущественными, то есть в состояниях R e G n заявкам п- 
источника отказывается в обслуживании.

Определим функции 5(R) в виде

fl, если Rn0e G n,
^л(^ло) "i D[0, если Rn0e G n.
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Функция bn(R) является индикатором множества Gn. Структура мно
жества G существенных состояний такова, что если R е G , то Rn0e G  
для всех п = 1, 2, ..., N .  Если R & G ,  то Rn\ £ G  для всех 
п = 1, 2 , ..., N .

Найдем распределение вероятностей P(R)  для такой СМО. 
Формулы для распределения вероятностей P(R)  назовем формула

ми Энгсета для марковской СМО.
Процесс R(t) изменения во времени состояний R рассматриваемой

СМО является дискретным марковским процессом, поэтому его распре
деление

P(R,t) = P(R(t) = R)

удовлетворят равенствам

P(R, t + д о  = (i -  X  [ К  С1 -  r„) + i v ;  ]д4 p (R’О + Е  K rnAtp(R„o> О +
(  Л =  1 )  /7=1

+ 1 ( 1 - ' ; ) [Р(Ля1,0й„At + 5Я(Дя0)P(Rn0,t)X„At] + о(ДО .
П=1

В стационарном режиме P(R,t)  = P ( R ) .
Для распределения P(R) получим систему уравнений

£ { - К о  -  О  + + '-АДЯ,,о) +
л = 1

+ (1 -гя)[ ц Л ^ . )  + 8л(Ля0К Р (Л „ 0) ] } = 0 . (5.27)

Отметим, что Яя1 может быть несущественным, тогда P(Rnl) - 0 .
Каждое уравнение этой системы заменим на N  уравнений, полагая 

каждое слагаемое в (5.27) равным нулю:
[кп(1 - О  + цЛ ]Р(Д) = rn\ P ( R n0) + (1 ■- г я)[цяР(Д„,) + 5я(Ля0)ХяР(/гя0) ] .

(5.28)
Пусть Rn0 е  Gn, тогда Rnl -  несущественное состояние и его вероят
ность P(R„i) = 0 , a 8n(i?n0) = 1 . Следовательно, система (5.28) при гп -  О 
примет вид тождества

KP(R„o) = KP(R„  о)-
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Пусть Rn0 е Gn. Тогда Rnl -  существенное состояние, a &„(R„0) = 0 . По
этому система (4) примет вид

1) для гп = О

К П К о  ) = н , Л ^ . ) ;
2) для rn = 1

Следовательно, для любых п и тех R, для которых Rltl -  существенное 
состояние, выполняется равенство

P(Rnl) = PnP(Rn0) ,

откуда

д й ) = д о ) П р :л -
/7 =  1

Так как

1= Е Д Д ) = Д 0 ) 1  Пр:%
ReG ReG  n=l

то формулы Энгсета для марковской СМО имеют вид

P(o) = i / z f l p r̂
/  ReG n= 1

д л ) = д о ) П р :л.
n—\

(5.29)

Отметим, что если G содержит все вершины Л'-мерного гиперкуба, то

Z  П Р л  = П (1  + Р „) (5-30)
ReG  л=1 л=1

и формулы Энгсета, совпадающие с (5.26), дают произведение одно
мерных распределений.

Докажем равенство (5.30).
1. При N  = 1 получим

Z П Р ?  = Р ?  + р ! = 1  +  P i -
ReG л=1

2. Пусть (5.30) верна для N  — 1. Тогда для N  получим
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£  П р* = £  £  П р« = £ р Ш ( 1+ р*) =
A e G  л = 1  гд г= 0  Л лг” 1еС7ЛГ*’1 Л = 1 г^= Ю  п = 1

= П(1+р„)+р^П(1+рп) = (1+р^)П(1+ря)=П(1+р„)-
п~  1 /1= 1 Я=1 /1=1

В общем случае, как следует из (5.29), компоненты ги вектора R сто
хастически зависимы, ибо

р т * п р л г я) ,л=1

где р д о =  Рп
1+ р . 

Действительно,

р (Д)=р (0 )П р ? , п Рп ( 0 = П т т —П р ? .л=1 л=1 я=1 1 “г Рл я=1

но Р(0) из (5.29) не равно П  ^
л=1 1 +  р „

Пусть N  = 2 ,  а состояние i? = (1, 1) несущественное, тогда 
G = {(0, 0),(1, 0),(0, 1)},

P(0) = l /  Z П р« = 1/{ 1 + Pi р2} ’ П т - — - 1/{1 + Pi + р2 + PiP2} >
/  R e G n =1 л=:11 +  Р я

откуда очевидно следует, что

Д 0) * Г Ь  1
«=11+ рл

Таким образом, несмотря на то, что P(R ) в (5.29) имеет форму про-
N

изведения ПРл > тем не менее компоненты гп вектора R стохастиче- 
/1=1

ски зависимы, так как в (5.29) сомножители не являются распределе
ниями вероятностей компонент.
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§ 5.8. Формулы Энгсета для неоднородных немарковских СМО

Рассмотрим систему массового обслуживания, исследование кото
рой приведено в предыдущем разделе, для произвольных функций рас
пределения Ап(х) и Вп( х ) .

В этом случае процесс R(t) является немарковским, поэтому опре
делим вектор

Z(t) = {zx(t),z2(t),...zN(t)},

где zn{t) -  длина интервала от момента t до момента окончания теку
щего режима «-источника, то это есть либо остаточное время генериро
вания заявки, если гп (?) = 0 , либо остаточное время обслуживания, если
rn{ t ) - \ .  Тогда 2N  -мерный случайный процесс { R(t),Z(t)} является
марковским.

Обозначим

P(R,X, t )  = P{rx{t) = rx,...,rN{t) = rN,zx{ t ) < x x,...,zN{ t ) < x N),

единичный iV-мерный вектор
Е = { 1, 1, ..., 1},

а также вектор вида

Х „ = { х х,...,хп_х,А t,xn+l,...,xN}.

Для распределения вероятностей P{R,X , t )  можно записать ра
венства

P ( R , X - A t E , t  + At) = P ( R , X , t ) - t P ( R , X n,t) + i r nBn(xn)P(Rn0, X n,t) +
и=1 п-1

+Z( i - r jA„(x j [P(R„l, x n,t) + 5n(R„0)P(R„0, x n,t)]+o(At).
N

£И=1

В стационарном режиме P ( R , X , t ) -  P ( R , X ) , и система уравнений 
для него имеет вид

,8P(Rn0, X )£ \ dP(R,X)  8P(R,X)  
»=i| dx„ n <3xx„=0 «

+
x„=0
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+ 0 - 0 4 .0 0 dP(R„ ,Д )
Эх„ + 5И(Л„0)

dP(R„ 0, Х )
ох„

= 0. (5.31)

Каждое уравнение этой системы заменим на N  уравнений, полагая 
каждое слагаемое в (5.31) равным нулю:

8P(R, X )  8P(R,X)
дх„

- 0 - 0 4 ( 0

дхп 

dP(Rn„ X )

~ г Л М
dP(R„ 0, Х )

Зх„ + 8„(^о )
dP(R„0,X )

Эх„
, (5.32)

х„=0

п = 1, 2 , ..., N .

Пусть Rn0 е  Gn, тогда P(Rnl, X )  = 0 и в  системе (5.32) такие уравне
ния примут вид для Rn0

dP(Rn0, X ) _ dP(Rn0, X )
дх.. Зхп 

dP(Rn0, X )

-4 0 0 Зх

Эх„

(5.33)

(1_40 0 )-

Пусть Rn0 € G n. Тогда Rni -  существенное состояние, 5n(Rn0) = 0, и 
поэтому система (5.32) примет вид 

1) для гп = 0

8P(R„0, X )  _ d P (R ni, X )
Зх„ дх„ 

dP(Rn], X )

- 4  (О
dP{RnX, X )

Зх„ *„=0

Эхл

2) для = 1

ЭР(Ц,„ЛГ) аР(Д„„ЛГ)

(5.34)

С1- 4 0 0 ) ;

Эх„ Эх, ~ ВЛ Хп)
dP(R„0, X )

Эх„
(5.35)
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Таким образом, для любого состояния R в систему уравнений 
(5.32) входят уравнения трех типов (5.33) -  (5.35).

Для уравнения (5.35) можно записать

■Ва(У)
dP(Rn0, X )

дх.
\dy.  (5.36)

Так как P(Rn{, X )  имеет конечный предел при хп —><х>, то в силу 
необходимого условия сходимости несобственного интеграла имеет 
место равенство

dP(Rnl, X ) dP(Rn0, X )

и, следовательно, уравнение (5.36) можно записать в виде

dP(Rni, X )
P {R . i ,X )= -

дх„
}(1  - B n(y))dy .

Аналогично из равенства (5.34), с учетом (5.37), запишем
dP(R„0, X )

P i K  „ ,* )  = - дх„ J  ( 1  ~A„(y))dy-

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Полученное равенство является также и решением уравнения (5.33). 
Из (5.38) и (5.39) получим распределение P (R ,X )  в виде

P(R,X )  = dP(Rna, X )
\ { \ - в п(у )Уу \ \ \ { \ - А ( у ) ¥ у

I-'/!

(5.40)

где С в силу (5.37) от R не зависит.
Как и ранее, R = 0 означает вектор, все компоненты которого равны 

нулю.
Из равенства (5.40) получим

Д0,Х) = СП
п =1 L О

| ] ( 1 -

откуда
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с = д о , х ) / п | | ( 1- л ( > ') ) Ф '^

и окончательно

р ( д ,х )  = т * ) П
J (i-^ .O O X v

J ( i - 4 ,W X v

(5.41)

Обозначив P(R) = P(R,оо) и положив в (5.41) Х  = оо, получим ра
венство

д л )  = р(0)Пй М \
-1  K J

(5.42)

совпадающее с формулой (5.35) для P(R)  предыдущего раздела, если 
обозначить

<*я
Из условия нормировки аналогично найдем

m = i / z n p r: ,
/  ЛеС я=1

также совпадающее с Р(0) из формул (5.35) предыдущего раздела.
Отметим, что распределение вероятностей P(R)  состояний R рас

сматриваемой немарковской СМО не зависит от вида функций распре
деления времени генерирования Д, (х) и времени обслуживания заявок 
Вп (х ) , а определяется только их средними значениями

ап = J (1- 4 ( J ) H ’. К  = J (l-fi„(^))£fy.
о о

Равенство (5.42) назовем формулами Энгсета для немарковских 
СМО.

§ 5.9. Некоторые частные случаи формул Энгсета

Таким образом, для рассматриваемых систем массового обслужива
ния получены формулы (5.42)
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р (Д) = д о ) П р ;",
(5-43)

Z  П р « •
ReG л=1

определяющие распределение вероятностей P(R) состояний системы 
R = (rl,r2,...,rN) , где г„ -  состояние и-го источника.

Рассмотрим некоторые следствия, вытекающие из формул (5.43).

5.9.1. Формулы Энгсета для СМО с одинаковыми источниками

Так как распределение (5.43) определяется только величинами р„,
то источники, для которых эти величины совпадают, будем называть 
одинаковыми.

Рассмотрим СМО, в которой tV, источников первого типа, характе
ризуемые величиной р, = Yi > N 2 источников второго типа с параметром 
Рг = У2 > источников типа к  с параметром рк = ук , и пусть
к = 1,2,..., К , т.е. в системе К  типов источников.

Состояние системы определим вектором

I  = гАг) >
где ik -  число ^-источников, заявки которых в данный момент находят
ся на обслуживании.

От распределения P(R) , определяемого равенством (5.43), перей
дем к распределению

n(I) = P(il (t) = il ,i2(t) = i2,...,iK(t) = iK) = £  P(R)  =
ReG  

' l + ' 5 + - + '5 v 1 = 'l  

Til +1 +■■•+% +N2 =*2
W l 1 +1 + - + ' ) V 1 *W2 +..+N/C = ‘АГ

= P ( 0 ) f [ Q kyt-  
*=1

Пусть yk = - ^ - , т.е. суммарная интенсивность поступления заявок 
Nk

от всей группы одинаковых ^-источников не зависит от N k — числа ис
точников в группе, тогда

Р ф )  = \ /
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(5.44)

5.9.2. Формулы Эрланга для однородных немарковских систем 
обслуживания

В равенстве (5.44) положим k = 1 и обозначим р, = р , N, = N . То
гда получим

Пусть в блоке обслуживания имеется J  полнодоступных приборов, 
на каждом из которых может обслуживаться только одна заявка. Когда 
заняты все J  приборов, поступившая заявка получает отказ в обслужи
вании, так что 0 < i < J .  Это равенство определяет множество G суще
ственных состояний, поэтому

Рассмотрим в (5.45) и (5.46) предельное соотношение при N  со :

Полученные формулы определяют распределение вероятностей 
я (г) числа занятых приборов в J -линейной немарковской СМО, на вход 
которой поступает простейший, в силу предельной теоремы Григелио- 
ниса для суммы редких потоков, поток заявок, то есть (5.47) дают фор
мулы Эрланга для немарковской СМО.

(5.45)

(5.46)

Следовательно.

(5.47)
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5.9.3. Формулы Эрланга для неоднородных немарковских систем 
обслуживания

Рассмотрим формулы (5.44) и положим в них все N t -> оо . Пусть 
блок обслуживания, на вход которого поступает К  простейших потоков 
заявок, аналогично предыдущему случаю содержит /  полнодоступных 
обслуживающих приборов.

В этом случае (5.44) при Nk —> оо примет вид

5.9.4. Формулы Эрланга для заявок, требующих случайное число 
приборов

Рассмотрим /-линейную СМО, на вход которой поступает простей
ший с параметром "К поток заявок, каждая из которых с вероятностью 
q( j )  требует для своего обслуживания j  приборов, j  = 1,2,.. . ,7 . Если в 
системе недостаточно свободных приборов, то поступившая заявка по
лучает отказ в обслуживании, в противном случае она занимает все вы
деленные приборы, на время обслуживания имеющие функцию распре
деления B j ( x ) . Зависимость Bj(x) от j  может быть достаточно произ
вольной. Освобождение всех j  приборов, занятых одной заявкой, проис
ходит одновременно в момент окончания ее обслуживания.

Состояние системы определим вектором

где ij -  число обслуживаемых у'-заявок, каждая из которых занимает j  
приборов.

Для нахождения распределения вероятностей к(1) воспользуемся 
формулой (5.44). Пусть в системе имеется 7V, источник, заявки которо
го требуют для своего обслуживания по одному прибору, N2 источни
ков, для заявок которого необходимо по 2 прибора, Nj  источников по j  
приборов. Здесь j  —1 ,2 ,...,/.
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В формулах (5.44) положим
Ру = M U ) b j ,

где bj -  среднее время обслуживания у'-заявки. Равенство (5.44) пере
пишем в виде

" ( /)  = я(0) П С ^
j=1 N j

и рассмотрим N  j —> оо для всех j .  Тогда получим

тг( /)  = Ч 0 )П рУА.!- (5.48)
м

Для нахождения л(0) необходимо определить множество G сущест
венных состояний / .

Очевидно, /  будет существенным состоянием, если для его компо
нент выполнено условие

/. + И2 + Зг3 +... + Jij < N ,
поэтому

4 0 )  = l /  t  ПРУ А-!- (5-49)
/  i2 ij k=t / /j+2»2+...+y

Формулы (5.48) и (5.49) решают поставленную задачу. Их можно на
звать формулами Эрланга для заявок, требующих случайное число об
служивающих приборов.



Глава 6. ПРИОРИТЕТНЫЕ СМО. 
ЭРГОДИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

§ 6.1. Дисциплины обслуживания

До сих пор мы рассматривали СМО с одним входящим потоком 
заявок. Теперь мы перейдем к рассмотрению СМО с несколькими вхо
дящими потоками заявок.

Пусть на СМО поступают п пуассоновских потоков заявок с интен
сивностью А,, Д 2,...Д Л. Эти заявки разные, т.е. они требуют разного 
времени обслуживания. Будем считать, что функция распределения 
времени обслуживания заявки г'-го типа есть Bt(x) , / = 1,п . Если обслу
живающий прибор 1, то получающая СМО обозначается как 
M J G J  1/оо.п п

Прежде всего возникает вопрос, как быть с заявками разного типа. 
Простейший вариант ставить их в общую очередь. Однако он не самый 
лучший, потому что заявки разного типа могут иметь разную значи
мость для системы. Поэтому более естественно ставить заявки разного 
типа в разные очереди. Возникающая картина имеет следующий вид 
(рис. 6 .1):

Рис. 6.1. Блок-схема приоритетной СМО

Теперь между прибором и очередями возникает фигура диспетчера 
который управляет поступлением заявок на прибор. Возникающие здесь 
дисциплины диспетчеризации очень разнообразны, но основную роль 
играют так называемые приоритетные дисциплины.

Пусть первый поток имеет приоритет 1, второй поток -  приоритет 
2,..., п-й поток — приоритет п. Основные дисциплины следующие.
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Абсолютные приоритеты

Пусть на обслуживающем приборе находится заявка, имеющая к-й 
приоритет. Если в систему поступает заявка с приоритетом 1, 2, ..., 
(к— 1) (как говорят, заявка с более высоким приоритетом), то обслужи
вание заявки прерывается и ее место занимает поступившая заявка. 
При этом возможны следующие основные варианты:

Абсолютные приоритеты с дообслуживанием

Когда заявки более высокого приоритета покинут систему, заявка, 
чье обслуживание было прервано, дообслуживается, то есть общее 
время пребывания заявки на приборе, несмотря на перерывы в обслу
живании, все равно имеет функцию распределения Вк ( х ) .

Абсолютные приоритеты с обслуживанием заново

В этом случае после окончания обслуживания заявок более высоко
го приоритета обслуживание прерванной заявки начинается заново, так 
что заявка покинет систему только в том случае, если она будет обслу
живаться непрерывно от начала до конца.

Есть и другие варианты абсолютных приоритетов, но приведенные 
выше, — основные.

Относительные приоритеты

В этом случае обслуживание заявки, находящейся на приборе, не 
может быть прервано, т.е. поступившая на прибор заявка обслужива
ется до конца. Но по окончании ее обслуживания на прибор берется 
заявка из очереди с наименьшим номером, то есть заявка самого высо
кого приоритета из имеющихся в наличии. Внутри очереди из заявок с 
одним приоритетом применяется дисциплина FIFO или LIFO.

Динамические приоритеты

В этом случае выбор на обслуживание заявки с тем или иным номе
ром зависит от длин очередей (/,(*)> ьСО* *'„(0 ), имеющихся в сис
теме в момент освобождения прибора.

В данном курсе мы ограничимся только этими дисциплинами, хотя 
имеются и другие.
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Прежде чем переходить к исследованию, заметим следующее. Сис
темы с абсолютным и относительным приоритетами могут быть рас
считаны точно, то есть получены формулы для Z-преобразования от 
финальных вероятностей и преобразования Лапласа -  Стилтьеса от 
времени ожидания. Однако эти точные формулы чрезвычайно громозд
ки, и их вывод также очень громоздок. Однако основные характеристи
ки таких систем могут быть получены гораздо проще, хотя и недоста
точно строго, исходя из так называемых эргодических соображений, в 
которых предполагается равенство средних по ансамблю и средних по 
времени. Именно этот путь и избран в настоящем курсе.

§ 6.2. Системы с общей очередью

Выведем прежде всего выражение для загрузки нашего прибора. 
Рассуждения здесь выглядят следующим образом.

Рассмотрим очень большой интервал времени Т (точнее, рассмат
ривается асимптотика Т —»оо). За этот интервал в среднем в систему 
поступит А.,Т заявок /-го типа. Если Ь- есть среднее время обслужива-

оо
ния заявки /-го типа {bi = \xdBt(x) ), то прибор будет занят обслужива-

о
нием этих заявок в среднем А./Г • Ь{ времени. Всего, если пренебречь 
«краевыми эффектами» (это можно сделать в силу того, что Т —» оо),

п
прибор занят обслуживанием заявок время ■ Так как весь интер-

i=i
вал времени равен Т , то вероятность того, что, входя в систему в произ
вольный момент времени, мы застанем прибор занятым обслуживанием 

Х Т -6заявки i-го типа, р, = ' ' = Х-b.. Вероятность застать прибор занятым

п /  п п
«вообще», то есть загрузка прибора равна Rn = £А .Д Т /Т  = = £ р /  >

i=i /  /=1 i-i 
а вероятность застать прибор свободным равна 1 -  Rn. Очевидно, что
система будет работоспособной при условии Rn < 1, иначе очереди в 
системе будут нарастать до бесконечности.

Пусть теперь v, -  среднее время пребывания в системе заявки /-го 
типа; W/ — среднее время ожидания в очереди начала обслуживания
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заявок /'-го типа; /; -  среднее число находящихся в системе заявок /'-го 
типа; q.t -  среднее число находящихся в очереди заявок /'-го типа.

Тогда по формуле Литтла
l ,=X,v, .  (6.1)

Далее, так как вероятность застать прибор занятым заявкой /'-го типа 
равна р ., то /,. = <7, + р(. Очевидно, что среднее время пребывания в сис
теме складывается из среднего времени ожидания и среднего времени 
обслуживания bt , т.е. v,. = щ + й,. Поэтому

/,. = = Xiwi + ХД = q, + р ,, (6.2)
то есть верна еще одна формула Литтла

<7, = h wi • (6-3)
Рассмотрим еще вопрос о среднем времени дообслуживания заявки. 

Пусть, входя в систему, мы застаем на приборе заявку /'-го типа. Так как 
время, прошедшее с момента нашего входа в систему до момента окон
чания обслуживания есть то, что мы называем «временем перескока», 
то время дообслуживания заявки имеет функцию распределения

1 } ( 1 -5 , . ( 2 ) ) * .  
о, о

Поэтому среднее время дообслуживания заявки равно

a i = ^ - ] x d  J(l-fi,.(z))afe =-^-J*(l ~Bi{x))dx = 
bi о Vo /  о,- о

c m )

oo

где было проделано интегрирование по частям и b\2) = J x 2dBi( x ) .
о

Система с общей очередью
Чтобы стало ясно дальнейшее, рассмотрим сначала уже известную 

нам систему M\G\\\xs. Пусть w -  среднее время ожидания заявки в оче
реди. В момент поступления заявки в систему она застанет в очереди в 
среднем q = Xw заявок, а на приборе в среднем р заявок.

Перед тем, как наша заявка поступит на прибор: 1) должна быть до- 
обслужена заявка, находящаяся на приборе, что займет в среднем р • ст
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единиц времени; 2) должны быть обслужены все заявки, находящиеся в 
очереди, что займет в среднем Xw • Ь единиц времени. Поэтому

w = p - a  + w - X b , (6.5)
откуда

рсх ХЬ(2)
W 1 -Jib 2(1 - X b ) ’

что мы в свое время получали и раньше, но гораздо более сложным 
путем.

Вернемся теперь к СМО М п \ Gn | 11 оо с общей очередью. Посту
пающая в систему заявка с вероятностью р. застанет прибор занятым 
обслуживанием заявки г-го типа, среднее время дообслуживания кото
рой равно а г  С вероятностью Rn прибор будет занят. Так как среднее 
время ожидания не зависит от типа заявки и складывается из среднего 
времени дообслуживания и из среднего времени обслуживания заявок, 
стоящих в очереди впереди, то

w = Z ? A + Е р /Ст/ = 2 > М +Zp,ct,. =wRn + 2 р,ст, + ^ х $ 2) , 
»=1 i = i  /= 1  1=1 i = i  2. i = i

(6.7)
откуда

» =  „ ■ (6 .8) 
1 - к п

По формулам Литтла отсюда получаем
qt =XiW,  v,.=w + 6,., г = 1,л ,

что и определяет важнейшие средние характеристики в рассматривае
мой СМО.

§ 6.3. Системы с относительными приоритетами

В этом случае среднее время обслуживания заявки /-го типа равно 
Ь., так как, начавшись, обслуживание продолжается до его завершения. 
Поэтому вероятность застать на обслуживании заявку /-го типа равна 
по-прежнему р; = Xibi .
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Пусть в СМО поступает заявка, имеющая j -й приоритет ( j  = 1, п ). 
Проследим за движением этой заявки. Перед тем, как ей попасть на 
прибор: 1) должно быть закончено обслуживание той заявки, которая 
находится на приборе; 2) должны быть обслужены все имеющиеся за
явки из очередей с номерами от 1 до j ,  а также 3) те заявки, которые 
имеют приоритет от 1 до j  — 1 и которые поступили за время ожидания 
в очереди поступившей заявки у'-го типа. Соответствующие слагаемые 
будут иметь вид

Wj = Е р с г  + £  Xj-ŵ bj + Wj £  X , b, . (6.9)
j-1 (-1  ̂ /-1

Последнее слагаемое выписывается из тех соображений, что за вре
мя ожидания Wj в СМО поступило в среднем wJXi заявок /-го типа,
которые обслуживались время wJXi ■ bt .

Беря У = 1, получим
w, = ст + wlXl ■ 6,,

Ч\
откуда

^ = - 5 - ,  (6 .10)
1 - К х

где а  = 5 > ,а , и Rj = f JXibi .
/=1 I  ,=1 i=i

Докажем теперь, пользуясь методом математической индукции, со
отношение (считая Rq = 0 )

w , = -------- --------- . (6.11)
'  (1 - R j J d - R j )

Заметим, что для 7 = 1 формула (6.11) верна. Предположим теперь, 
что (6 .11) верно для всех i < j . Перепишем (6.9) в виде

" •/-1 -М,
Wj = ZP/tf/ + Е  w,P; + ,

1=1 1*1 1=1
откуда получим рекуррентное соотношение
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Подставим сюда вместо vv( выражение (6.11), считая R̂  = 0  :
г -< л

w, = ------
1 1- R 1 +  Z

р I (6 .12)

Но так как р. = Rt -  , то

р,- _ ( l - JR,_1) - ( l - i ? , )  1
(1-Л,._,)(1-Д,.) (1-* ,_ ,)( ! -Л ,)  \ - R ,  1

поэтому

Р. 1 1 Г 1 i }1

1т L l- R ,  1 - ^ . J ^1—/?i 1—Ra ^

1 1
Ч1 -Д 2 1 -Л ,

1 1
1 - R H  1 - R H\ - R „  I - Rj-г j

и формула (6 .12) приобретет вид Wj = ст/(1  -  Лу)(1 -  Лу_,), что и доказы
вает формулу (6 .11).

Выражение для позволяет находить все остальные интересую
щие нас величины -  vf, q . , /,. по формулам Литтла.

Из формулы (6.11) следует формула, которая получила название
л

«закона сохранения работы». Вычислим величину Z p .w/ • Имеем

Р,Yp.w. - стУ1—
' S ( l - / ? y) ( l - ^ _ , )  1- д ,  1 2 5- = ( ^ м 2)

R.
1- R .

Заметим, что правая часть этой формулы не зависит от того, какие при
оритеты назначены заявкам того или иного типа. Поэтому

X p ,w, = const, 
i=i

(6.13)

где const понимается как независимость от назначаемых приоритетов. 
Так как р(. = , a A.;w ■= q( , то этот же закон можно переписать в виде

п
'Z.qA = const. (6.14)
i-i

Он и называется «законом сохранения работы», так как слагаемое qfy 
имеет смысл времени (работы), которое надо потратить на обслужива
ние находящихся в системе заявок /-го типа.
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Оптимальное назначение относительного приоритета
Рассмотрим теперь вопрос о назначении приоритетов, то есть о том, 

какой приоритет назначить заявкам того или иного типа. Здесь прихо
дится начинать с вопроса о выборе критерия эффективности работы 
СМО.

Будем считать, что от пребывания в СМО заявки типа / общество 
несет потери, равные С, в единицу времени. Тогда так как среднее чис
ло заявок /-го типа равно A..v(. , средние потери в единицу времени равны

L = ± С М  = XCA-W, + ± С р , . (6.15)
1=1 1=1 1=1

Начнем с системы М 2 \ G2 | 1 |оо , где все наиболее ясно. В СМО по
ступает два потока заявок — первый поток интенсивности А., со стоимо
стью пребывания заявки в СМО С, в единицу времени, и второй поток 
с интенсивностью Х2 со стоимостью пребывания заявки С2 в единицу 
времени.

Если первому потоку назначить высший приоритет, а второму низ
ший, то средние очереди в СМО будут qx и q2 и средние потери 
L = C]ql + C2q2 . Если приоритеты назначить наоборот, то длины очере
дей станут q{ и q2 , а средние потери L = Cxqt + C2q2 . Найдем условия, 
при которых

Cxqx + C2q2 ^ Ctqt + C2q2 . (6.16)

В силу закона сохранения работы независимо от правила назначе
ния приоритетов bxqx + b2q2 = const, т.е. bxqx + b2q2 = bxqx + b2q2. Поэтому 
разделим левую часть (6.16) на bxqx + b2q2, а правую -  на bxqx + b2q2 :

Cxqx + C2q2 ^  С,<7, + C2q2 
bxqx+ b2q2 b{q + b2q2

Приводя к общему знаменателю, после элементарных преобразова
ний получим

b2Cx(qxq2 ~ qxq2) >  k C 2(q2qx -  qxq2) . (6.17)

Ясно, что qx < qx (ведь qt получается, когда первому потоку пред
ставляется приоритет), a q2 > q 2 (ведь q2 получается, когда второму
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потоку предоставляется приоритет). Поэтому qxq2 > qxq2 и выражение в 
скобках положительно. Поэтому условие (6.17) переходит в условие

С ССХЬ2 > С2ЪХ или в условие —  > — . Таким образом, в СМО с двумя по-
ь\ ъ2

токами событий более высокий приоритет следует назначить тому по
току, у которого больше отношение С,/ 6,. .

Покажем, что это правило верно и для СМО с произвольным числом 
входящих потоков, т.е. оптимальное правило выглядит следующим об
разом: все типы заявок упорядочить по убыванию отношения Cifbi и 
назначать приоритеты так, чтобы С,/ 6, > С2/Ь2 > С3/Ь3 >... > Сп/Ьп .

Действительно, пусть мы имеем СМО, в которой потоки пронуме
рованы в порядке убывания относительных приоритетов и которая ми
нимизирует величину L. Представим себе, что мЫ поменяли приори
теты лишь j-vo и j  +1 -го потоков. Так как остальных потоков это не 
коснулось, то должно получиться

£  CAw, + CjkjWj + C;+1A.;+IW;+I + X  C'Aw# * 
i- 1 i= j+2

+ + t  CAw,- (6-18)
1=1 i-j+ 2

Уничтожая одинаковые слагаемые, получим

Cjqj + Cj+Xqj+] < Cj+tqj+x +Cjqj  . (6.19)

В силу закона сохранения работы

+ bjqj + bJ+xqJ+x + £  btqt = £ b,q, + bj qj + bj+xqjM + X  kq t , (6 .20) 
/=1 i= j+2 /=1 i-j+2

то есть снова верно условие bjqj + bj+xqJ+x = b^qj + bj+iqJ+1. Таким обра
зом, все свелось к прежнему случаю, откуда и получится условие

Замечательно, что оптимальное правило назначения приоритетов не 
зависит от интенсивностей входящих потоков заявок Л.,..
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Сравнение приоритетной СМО и СМО с общей очередью
С СПусть —  > — . Подсчитаем потери в приоритетной СМО и в СМО 
ь \ Ь 2 

с общей очередью. Имеем
Г /1 Л /ч я4 р = C 1A1W1+C 2A2W2 = - ------+ - ------- ----------------- - ,

1 —Pi (1 —P,)(l —Pi —Р2)

Г л у»-» *> ^  1 ̂  ^ 7 ̂4бЩ = wi + c2x2w2 = -— *-j— +-
1 Pi Рг 1 Pi P 2 

Отсюда получаем, что
_  С,Х,а + С2Х2<з C,X.[CT С2Я.2сг _

общ р 1 -р , -р2 + 1 -р , - р2 1-р, ( l - p J C l - p ! - р 2)

[CjA-j (1 p )̂ + C2X2(l — Pi) — C,X.i(l — Pi — p2) — C2A,2] =
( I - P 1K I-P 1 - P 2 )

~~ П n Л/"1 \ ^  ^l^lPl + ^2^2 Q ^ 2Pl( l- P iX l - P i  - p 2)

-c,x, + qxtpt +clx1p2 - c 2x2] = a(̂c^ P 2 -c2x2pi) =
21 ( 1 - P1) ( 1 - P , - P 2)

a(CiXlX2b2 —C2X1XibI) _  <3XxX2bxb2

А  Ь2
> 0 .

(1—P l)(l—Pi — p2) (1—Pl)(l—Pi — p2)
Таким образом, приоритетная СМО всегда лучше СМО с общей очере
дью, разумеется, только в смысле выбранного критерия оптимальности. 
Общественные и иные аспекты мы не рассматриваем.

§ 6.4. Абсолютные приоритеты с дообслуживанием

Пусть в системе М п \ Gn | 11 оо потоки занумерованы в порядке убы
вания их приоритетов. Будем говорить, что в системе действуют абсо
лютные приоритеты с дообслуживанием, если поступающая в СМО 
/-заявка замещает на приборе 7-заявку при / < j . Будем считать, что 
7-заявка возвращается в этом случае в начало j -й очереди и вновь посту
пит на обслуживание, когда будут обслужены все заявки с номерами от
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1 до у - 1 .  Так как дообслуживание продолжается с прерванного места, 
то чистое время ее обслуживания не зависит от числа прерываний.

Выведем некоторые соотношения, необходимые нам для даль
нейшего.

Структура цикла обслуживания

Пусть на обслуживание поступает заявка k-vo типа со средним вре
менем обслуживания Ьк . Пусть (для общности) ее обслуживание может 
быть прервано заявками с приоритетом 1, 2 , 3, ..., / < к .

Тогда цикл обслуживания этой заявки выглядит так (рис. 6.2):

I ^ I < i I ^ I < i I к I < i I ^ 1

V O -й)
Рис. 6.2. Структура цикла обслуживания

где через обозначены периоды обслуживания самой к-заявки, а
через | < / | — перерывы в обслуживании, вызванные приходом заявок 
с приоритетами от 1 до /. Легко догадаться, что эти перерывы есть пе
риоды занятости системы этими приоритетными заявками. Рассчитаем 
их длину.

/ i
Пусть Л, = = X Pi > Т -  большой интервал времени.

5=1 =̂1

Расчет средней длины периода занятости

ТК, -  время, в течение которого СМО была занята обслуживанием 
заявок с приоритетами 1, i ;

Т(1 —Л(.) — время, в течение которого на приборе не было этих зая
вок.

Так как Л,- есть суммарная интенсивность потока заявок с приорите
тами 1,/, то за время Т(1 - R,) пришло Т(1 -  Л,)Л, этих заявок, каждая 
из которых начала период занятости, т.е. за время Т было всего 
Т(1 — /?, )Л, периодов занятости.

Поэтому средняя длительность периода , < i , равна
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-----^ ^ -----  (6.21)
Т(1-Л,)Л,. (1 -Л,.)Л,.

— средняя длительность периода занятости < i заявок.

Расчет средней длины периода обслуживания

Так как на интервале длиной Ьк пришло в среднем ЬкА ( заявок типа
1,г , то суммарная длина периодов , < i , на одну к-заявку составила

ЬкА,---^ = (622)
' ( 1-/г,)л ,. 1-Л,.

-  суммарная длина /-периодов на одну ^-заявку.
Поэтому средняя длительность цикла обслуживания заявки к-го ти

па есть

Ьк + - ^ -  = - ^ — (6.23)
* 1 -Л,. 1-Л,.

— средняя длина цикла обслуживания ^-заявки с прерыванием 1 — / -за
явками.

Связь среднего времени ожидания и среднего времени пребывания 
заявки в СМО

Пусть Wj есть среднее время ожидания в очереди /-заявки до начала
обслуживания, a Vj -  ее среднее время пребывания в системе. Тогда,
так как обслуживание /-заявки прерывается заявками с приоритетами от
1 до /  - 1, то

Ъ,V, = w, + ------— . (6.24)
'  '  1- ^ - .

Отсюда lj = X f l j , qj = , и нам осталось найти лишь Wj.

Среднее время ожидания в очереди

Обозначим с, = b .2)/2b t , Ду = £р,а,. •
i=i

Рассмотрим движение заявки /-го типа, поступающей в СМО. Ее 
среднее время ожидания в очереди складывается из:
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A) Среднего времени дообслуживания заявки, находящейся на при
боре. Так как при этом не стоит учитывать заявки с приоритетами, 
большими j  (они будут вытеснены этой заявкой), то это среднее время 
равно A ..

Б) Среднего времени обслуживания заявок приоритета < j , которые 
были «вытеснены» обратно в очередь той заявкой, которая находится на 
обслуживании сейчас. Обозначим это время через т]..

B) Среднего времени обслуживания тех заявок, которые находятся в 
очереди с приоритетами 1, j .

Г) Среднего времени обслуживания тех заявок с приоритетами
1, j  - 1 , которые придут в систему за время ожидания в очереди заявки 

у-типа.
Окончательно

Wj = AJ + П,- + X K wibi + wj X ^  А  • (6-25)
i=i 1=1

От СМО с относительными приоритетами это выражение отличается 
слагаемым г|у. . Вычислим его. Для этого найдем вероятность p i k -  ве
роятность того, что в системе находится заявка £-типа, вытесненная с 
прибора заявкой /-типа ( i < k ). Пусть Pik есть вероятность того, что в
системе находится заявка /г-типа, вытесненная заявками с приорите
том 1, i .

Пусть имеется большой интервал Т . За это время пришло зая-

вок i -типа. Суммарное время /-периодов , <i , составило А.Д -— .
1 — R,

Поэтому

р  — \  т  / г  =
ik к 1 - Л /  1 -д . 1- R ,

Отсюда легко находится и p j k :
(

= P b ~  Р 1 = X. А
1-Я,. 1 (1- Л,)(!-/?,_,)

(6.26)

(6.27)

Поэтому
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£1 р, ^  #  р,(л,-л,)  
Лу S ' (1 -  i?,. )(1 -  Д_, PfcCTjfc

R j - 1 <r P .A= Д , - ^ ± - - Т .£ ( 1- ^ _ ,) ( 1-Д,.)

Поэтому уравнение (6.25) приобретает вид
А • -Н п Л i У-i

w ■ = ----------- -------------—--------+ • (6.28)
'  1 w ( l - ^ ._ , ) ( l - ^ )  ' f t  "  w ' "

При y = l имеем (считая = 0 )

Wj = Д, + w,i?,,
откуда

А, А,
w, = ----1 !-------- .

1 -Д , (1- Д Д 1-Д ,)
Прямой подстановкой в (6.28) можно показать, что w. имеет вид

w, = ---------^ --------- , (6.29)
'  а - ^ о а - Л ; )

что по форме очень напоминает выражение для wy- при относительных 
приоритетах (отличие лишь в одном -  вместо ст стоит Ду).

Что касается вопроса о назначении абсолютных приоритетов, то 
здесь можно сказать следующее. Для системы М п \ М п 111 оо оптималь
ное правило назначения абсолютных приоритетов совпадает с правилом 
назначения относительных приоритетов. В общем случае системы 
М п | Gn 111 со правило назначения абсолютных приоритетов зависит от

всех параметров { А.,.,bi,b-2), с,., i = 1,и| и не может быть сформулировано 

в простом виде.
Что касается сравнения всех этих систем, то для систем 

М п |М п 11 [со они располагаются в таком порядке: лучшая — СМ О с аб
солютными приоритетами, худшая -  СМО с общей очередью. В общем 
случае СМ О М п \ Gn 111 оо система с общей очередью всегда хуже при
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оритетных СМО, однако какая СМО -  с абсолютными или относитель
ными приоритетами -  лучше зависит от параметров { ^п Ьп Ь.2),ct j .

§ 6.5. Системы с динамическими приоритетами

В приведенных выше ситуациях приоритеты заявкам каждого типа 
назначались заранее. Поэтому они называются еще статическими при
оритетами.

Однако вполне возможна ситуация, когда выбор на обслуживание 
заявки того или иного типа зависит от ситуации, складывающейся в 
данный момент в СМО, например, от длин очередей, от времен ожида
ния в очередях и т.п. Такой выбор называется ситуационным или дина
мическим приоритетом.

Рассмотрим основные идеи исследования подобных систем на при
мере системы М 2 \ M \ l \ N l,N 2, блок-схема которой изображена на 
рис. 6.3.

------►

А.2 
------►

Пусть в систему поступают два пуассоновских потока заявок с ин
тенсивностями I ,  и 1 2, которые становятся в отдельные очереди. Для 
простоты будем считать обслуживание экспоненциальным с одинаковой 
интенсивностью |д. Будем считать, что если в некоторый момент вре
мени t в очередях находится i заявок первого типа и j  заявок второго 
типа, то система в единицу времени несет потери, равные F(i, у ) . Каче
ство функционирования СМО описывается величиной L = М  { F ( i , j )} , 
где усреднение ведется по стационарному распределению вероятностей 
n(i, j )  состояний (г,у) рассматриваемой СМО.

N,
л

•  •

n 2 Y
i

Рис. 6.3
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Пусть в момент освобождения прибора в очередях было i заявок 
первого типа и j  заявок второго типа. Обозначим через 5(г, j )  вероят
ность взятия на обслуживание заявки первого типа в описанной выше 
ситуации. Очевидно, что вероятность взятия на обслуживание заявки 
второго типа равна 1-8(7, j ) .  Величины 5( i , j )  и определяют искомые 
динамические приоритеты.

Очевидно, что средние (в единицу времени) потери L = M  {F(i, j ) }  
зависят от величин 5(/, j ) . Поэтому задача оптимизации рассматривае
мой СМО приобретает вид

L = M { F ( i ,  /)} => min . (6.30)
1 V J>i  {«(.V)}

Для решения этой задачи применяются в основном два метода.

Метод линейного программирования

Рассмотрим СМО М 2 \ М  \ 11 N l, N2 .
Обозначим через я ( i , j )  финальную вероятность того, что в очере

дях находятся i заявок первого типа и j  заявок второго типа. Тогда 
граф переходов соответствующих состояний с г, j  > 0 имеет вид, изо
браженный на рис 6.4.

i,i

Рис. 6.4. Граф переходов в рассматриваемой СМО

Соответствующее ему уравнение для финальных вероятностей имеет 
вид
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А.,71 (/ - 1  , j )  + X2n (i ,j  - 1) +цп(/ + 1,у)8(г +1 , j )  +

+ця(/,у + 1)[1-6(/ ,7 + 1)] -(X .j+X,2 +n)nO',y) = 0 .  (6.31) 

Можно легко выписать и все уравнения для n (i ,j )  для граничных со
стояний (то есть с ( = 0 или N x, j  = 0 или N2 ), но мы этого делать не

будем. Сюда же следует добавить условие нормировки = 1 •
U

Средние потери тогда составят величину
L = 'Z F ( i , j )n ( i , j )= > n d n ,  (6.32)

и

которая должна быть минимизирована по 8(г ,у ), удовлетворяющих 
ограничениям 0 < 5(/, j ) < 1.

Перейдем к величинам
x {i ,j )  = n { i , j )b { i , j ) ,

y (U j) = я(/, У)[1 -  8(/, у')], (6.33)

так что n(i,j)  = x (i ,j )  + y ( i , j ) ;  очевидно, что x ( i , j ) >  0 , y ( i , j ) >  0 .  То
гда условия (6.31) — (6.33) примут вид

Z^0',./')[4«',y') + >;0 'J ) ]= >  minitj {-ФлЫ»../)}

X., [ * 0  - 1 ,  j )  + y(i - 1 ,  j )] + X2 [x(i, j  - 1 )  + y(i, j  - 1)] +

+fjx(i +1, j )  + \i.y{i,j +1) -  (A., +X 2 + n ) [ * (/ J )  + y { i , j )] = 0 ,

Z [*0',y ')+ .y0',y ')] = i ,
ij

x ( i , j ) > 0 , y (i , j )  > 0 .  (6.34)

Мы получим типичную задачу линейного программирования. Если 
решить ее и найти x (i , j )  и y ( i , j ) , то легко найти и 8 ( i , j ) :

50',у) = x ( i , j ) / [x ( i , j )  + ^0',У)] ■ (6.35)

Однако, пользуясь теорией линейного программирования, можно 
показать, что 8(г,/) принимает лишь значения 0 или 1.

Главная трудность задачи (6.34) заключается в ее большой размер
ности, равной (JV, +1 )(N2 + 1). Для численного решения подобных за
дач, учитывающих специфику СМО, разрабатывались специальные
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численные методы (работы В .В . Мовы, Л.А. Понамаренко, А.М. Кали
новского).

Метод динамического программирования

Другой метод численного исследования таких СМО разрабатывался 
А.А. Назаровым.

Рассмотрим ту же СМО М 2 1М 111 N t, N2 и введем величину

Z ( i , j ,а) = a]e~a('~,)M {F{i(x)J(x))\i{t)==i,j(t )  = j } d x  . (6.36) 
t

В силу стационарности режима Z (i ,j ,  а )  от t не зависит. Кроме то
го, в силу эргодичности

lim Z (i,y ,a )- L , (6.37)
a —>0

где L есть те самые средние потери, которые нас и интересуют.
Пусть 0 < / < jV, , 0 < у < N2 . Рассмотрим малый интервал времени 

(t,t + At) . Тогда можно записать
t+A t

Z ( i , j ,a ) = a  J  e-a('-‘)M {F (i (T )J ( i ) )\ i(t )  = i , M  = j } d x  + 
t

+e~aA>ct J  e - ^ - '^ M { F ( i ( x ) J ( x ) ) \ i ( t )  = i,jXt) = j } d x .  (6.38)
t+ A i

Для того, чтобы выразить второй интеграл через функцию Z(i ,j ,  a ) , 
нам необходимо условное математическое ожидание при условии, на
кладываемом в момент t ,  выразить через условное математическое 
ожидание при условии, накладываемом в момент времени t + A t .

За время At с точностью до o(At) система из состояния ( i , j )  с веро
ятностью

Я., At перейдет в состояние i + 1, у ;

X2At перейдет в состояние i , j  + 1 ;

[iAt5(i, j ) перейдет в состояние г - 1, j  ; 

цД/[1 -  5(г,у)] перейдет в состояние г,у — 1;

1 — (Я. ,+Х,2 + jj.)Af вообще не изменит своего состояния.
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Поэтому

М  {F (i(x ) ,j (x ) )  | i(t) = i ,j (t )  = j )  =

= Х{АtM [F {i {x ) ,j {x )  I i(t + At) = i + l ,j (t  + At) = j }  +

+X2AtM {F (i(x ) ,j (x ))  \i(t + At) = i ,j (t  + At) = j +  l} +

+^Atd(i,j)M {F(i(x),j(x))  \i(t + At) = i -  At) = j } +  (6.39)

+цД?[1 -  8(z,у )]M {F ( i( t ) ,  j{x))\i{t + At) = i ,j(t  + At) = у - 1 }  +

+(1 -  (A., + X2 + ц)Аt )M {F ( i (t) , j (x )  \i(t + At) = i ,j(t  + At) = j } .

Учитывая, что е_аЛ' = 1 -  схЛt + o(At) и
t+At

| е_а(т_,)М  {F(i(x ) ,j (x ))  \i(t) = i ,j(t)  = j } d x  = AtF(i,j)  + o(A t), 
t

не выписывая слагаемые с o(At), получим

Z (i,j ,  а)  = aAtF(i, j ) + [A,, AtZ (i + l , j ,a )  + X2AtZ(i,j + l ,a )  + 

+цА?5(/, j )Z (i  - 1, j ,  a )  + цА? [l -  8 (i, j ) ]  Z (i, j  - 1 ,  a )  +

+(1-(A., +A-2 + ц )Д 0 ^ (г ,у ,а ) ] (1 -а А ;) . (6.40)

Уничтожая Z ( i , j ,a ) ,  деля на At и делая предельный переход 
At -»  0 , получим

(A., + X2 +y. + a )Z ( i , j ,a )  = a F ( i , j )  + XlZ ( i + l , j , a ) + X 2Z ( i , j+  l ,a )+

+ ц 5 (г ,у )г (г -1 ,у ,а ) + |1[1-5(г,у)] Z ( i , j - l , a ) .  (6.41)

Глядя на структуру этого уравнения, можно, не делая предыдущих 
выкладок, выписать уравнения для Z (i ,j ,  а )  при различных значениях
i и j .

Решение этой системы будем искать в виде
Z (i ,j ,  a) = L + a /(i ,J )  + o(a)  (6.42)

в силу того, что lim Z (i,y ,a ) = L . Тогда, подставляя это решение в (6.41)
а->0

и оставляя лишь члены со степенью а  не выше первой, получим после 
сокращения на а  и предельного перехода a  —> 0

L + (Xl +Я.2 + \i)l(i,j) = F ( i , j )  + XJ(i + \,j) + X2l( i ,j  + l) +
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+ц5(/, j)l(i  - 1, j )  + |i [1 -  8(/,у)] /(i, j  - 1 ) (6.43)

или
L -  F ( i , j )  + XJ(i  + 1,/) + X2l ( i , j  + 1) -  (A,, + +

“  1) + № , j )  [/(/ - 1  , j ) - K i , j  ~ 0 ]  • (6.44)

Аналогичные уравнения можно выписать и для граничных значений 
/ и  у . Если известно 8 (г ,/ ), то можно, решив эту систему уравнений, 

найти /(/,/) и L . Но так как мы стремимся сделать L => m in, то мы

На самом деле решение систем (6.44) и (6.45) осуществляется ите
ративно. Пусть на какой-то итерации известны 8w ( i , j ) .  Подставив их 
вместо 8(/,/) в систему (6.44), можно найти lt ( i , j ) и i , , a затем найти 

5 <t+i)( U )  по правилу

Как показал один из авторов (А.А. Назаров), такой итеративный 
процесс является сходящимся, причем в силу того, что 5(/,/) равны О 
или 1 и их конечное число, то поэтому процесс сходится за конечное 
число шагов.

Основная трудность при численном решении системы (6.44) -  это ее 
большая размерность. Им же были разработаны эффективные методы 
понижения размерности системы (6.44), позволяющие существенно со
кратить время ее решения.

Заметим еще, что 1к (/, j )  определятся с точностью до произвольной 
константы, и поэтому одну из них можно задавать произвольно.

ни)
должны добиться того, что

5(1,/)[/(/ - 1  , j ) - l { i , j  ~ 1)] min .во,,/)
Отсюда очевидно, что

1, если l(i — l , j ) < l ( i , j  — l), 

S(i,y) = > 0, если /(г — 1, j )  > /(/, j  — 1),
лю бое, если l ( i - l , j )  = l ( i , j -\ ) .

(6.45)

1, если /*(/-1,у)</*(/,У-1), 
О, если /*(/-1,/)>/*(/, у -1 ) .
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§ 6 .6 . Асимптотические методы в СМО 
с динамическими приоритетами

В общем случае нахождение оптимальных динамических приорите
тов возможно, по-видимому, лишь численно. Аналитические результа
ты можно получить лишь для случая больших загрузок.

Рассмотрим чуть более общую систему М 2 \ М г \ 11 оо, где интенсив
ности входящих потоков равны А,, и Х2 , а интенсивность обслуживания

-  Mi и ц2.
Пусть р, =Я.1/ц1 и р2 =А.2/ц2 есть загрузки прибора первого и вто

рого типов, р = р, + р2 -  общая загрузка, i n  j  -  длины очередей заявок 
первого и второго типов.

При р —> 1 длины очередей неограниченно возрастают. Вводя ста
билизирующий множитель 8 = 1 — р , перейдем к новым переменным 
х  = (1 -  р )( , у = (1 — р) j  и выполним исследование СМО с динамиче
скими приоритетами в условиях большой загрузки р -> 1. Предвари
тельно уточним предельное поведение слагаемых р, и р2 в сумме 
р ,+ р 2 =р при р -> 1 .

Будем считать, что при р —» 1 для каждого слагаемого выполняется 
соотношение р* sk , где sl + s2 = 1. Для этого будем полагать, что 
значения ц, и ц2 фиксированы, а при р* —> sk меняются значения А,* 
следующим образом:

Xk —» s*)!*, к = 1 ,2 . (6.46)

В этих условиях докажем следующую теорему.
Теорема 1. Для СМО с динамическими приоритетами при s -> О 

случайные процессы х(т) = е/(т/е), ^(х) = еДт/е), где т = £t , по рас
пределению сходятся к детерминированным функциям.

Доказательство
Состояние рассматриваемой СМО определим трехмерным вектором 

{k, i, j } , где к = 1, если прибор занят заявкой первого типа, и к = 2 ,  
если он занят заявкой второго типа, и к = 0 , если прибор свободен.

Так как трехмерный случайный процесс {k{t), i(t), j (t)}  является 
цепью Маркова, то распределение вероятностей
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Pk{i,j ,t)  = P{k{t) = k, i(t) = i, j(t)  = j )  

удовлетворяет системе дифференциальных уравнений Колмогорова

^ 0 , 7 , 0  + + х  +V L)P(iJtt)  = + X2Pl( j , j - l , t )  +
dt

+5(/ + 1 ,y ){  n ^ O  + l.y .O  + ^ O '  + ^ i.O } ,

+ (*., + ̂ 2 + \h )p2 О,Л0 = O' -  1../> 0 + ^ 2  O', У -1. 0 +
o t

+ ( i - 6 0 ' , 7  + i ) ) {  Hi^0',y + 1 ,0  + MzO', j  + 1 ,0 }  ■

В этой системе выполним замены

/б = т, iz = x, j£  = y, ~Pk(i, j ,  t) = nk(x ,y ,x ,z ) .
8

Тогда получим
dn,(x, у,х,е) , ч , ч .

е— ---------+ (А, +Л2 + ц ,) тг, (х, х, е) = А., тг, (х  -  е, _у, х, е) +
от

+Х.2 л, (х, у  -  е, х, е) + 5(х + е, у ) {ц,т:, (х  + е, у, х, е) + ц2 7t2 (х + е, >>, х, е)} , 

£-5Я2(Х’^ ,Т,£) +(Л., + Л.2 + ц 2) я 2(х ,^ ,т ,е ) = Х 1712(х -Е ,у ,т :,8 )  + (6.47)
ОХ

+Х,2Я 2 ( х , ^ - Е , Т , Е )  +  (1 -5 (д :,7  + е ) ) {| И ,Я 1( х , > ’ +  Е , Т , Е )  +  (12712 ( х , ^  +  Е )Т , Е ) } .  

Эту систему будем решать в два этапа.
Этап 1. Полагая, что в системе (6.47) функции непрерывны и суще

ствуют конечные пределы

lim пк (х, у, х, е )  = пк (х, у,  т ) ,
е->0

выполним в ней предельный переход е —> 0 .  Тогда она примет вид 

|Д, 71, (х, у,  т) = 5(х, у) {ц, тс, (х, у,х) + \х2п2(х,у,  т )} ,

H2ti2 (*> у, т) = (1 -  5(х, у)) {ц,тс, (х ,у ,  х) + ц2 к2 (х, у ,х ) } .

Отсюда получаем

ц25(.х, у)к 2 (х, у,  х) = ц, (1 -  8(д:, у))п, (х, у,  х ) . (6.48)

Обозначим

7г(л:, у,  х) = я, (х, у, х) + п2 (х, у, х ) .
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Тогда из (6.48) получим
Я*(х ,у ,  х) = Rk (х ,у )л (х ,у ,  х ) , (6.49)

где

----------- в & ы ! ----------- ,
ц25(х,>>) + ц,(1-5(дс,>;))

\12д(х,у) + ц 1(\ -5 (х ,у ))

Этап 2. В системе (6.47) разложим функции в ряд Тейлора по при
ращениям аргументов х  и у  с точностью до о (е ) . Тогда получим сле
дующие равенства:

дп. _ дп. , . дп,
е— -L (A-i -ьЛ,2 + ц ,)я , =^71, -еА ,,— !- + Х2л1 - е ^ — -̂ + 

дх дх ду

+ 5 ( ^ 7 1 ,  +Ц2Я2) +  £  — [ 5 ( ^ 7 1 ,  + Ц 2 Л2 ) ] + о ( е )  ,

дк7 *\ \ л  ̂ дп7  ̂ п дп-у
£ ----- -  +  (А., + Л 2 + ( I 2 ) j t 2 =А.[7Г2 -  Е Л .,----- — +  Л.27С2 - е А , 2 ----- -  +

дх дх ду
д (6 5 1 ) 

+ (1 -5 )(ц ,п , +|д2я2) + £ — [(1 -5 Х ц ,л , + ц 2 я 2 ) ]  +  о ( е )  . 
ду

Сложив эти равенства и выполнив несложные преобразования, в 
пределе е - > 0  с учетом (6.46) из (6.51) получим

дп(х^у,х) = _ д _| | - ^  _ g(.  ̂ ^ ^ ^  + ̂ ^ ^ j ^ х ) } —

— —  {  [-̂ 2^2 — (1 — $(х, У)) ( M l  (х, у) + [ijR2 (х, у ) ) ]  п(х, у, х)},

(6.52)
которое является вырожденным уравнением Фоккера -  Планка для 
плотности вероятностей п(х,у ,х)  значений некоторого двумерного 
диффузионного процесса {х(х), _у(х)} с нулевыми коэффициентами 
диффузии. Следовательно, функции jc( x )  и у(х) являются детермини
рованными.

Теорема доказана.
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Следствие. Функции х(т) и у (т) являются решением системы 
двух обыкновенных дифференциальных уравнений

Доказат ельство
Система дифференциальных уравнений (6.53) является следствием 

уравнения (6.52) и определения коэффициентов переноса диффузион
ных процессов. Точки покоя системы (6.53) определяются системой 
алгебраических уравнений

Следствие доказано.
Смысл доказанных утверждений заключается в том, что в допре

дельной модели точка с координатами {/(г), j(t )}  почти детерминиро
вано движется к точке множества (6.54), достигнув которое, продолжает 
движение в этом множестве, но движение там становится уже стохасти

Гх'(т) = 5,ц, -  5(лг, > 0 0 ,Д, (х ,у )  + ц2Д2 (х, у)] , 

1 / 0 0  =^И2 - ( l - S ^ , ^ ) ) ^ ^ , ^ , ^ ) ^ - ^ ^ , ^ ) ]  , 

точками покоя которой являются точки (лг, у)  множества

(6.53)

Г 5 (* , ̂ )[ц,Л, (х, у)  + \i2R2 {х, >0] = ,

|(1 -  Ь(х, >>)) [ц, Д, (х, у ) + Ц2К2 (х, >>)] = 52Ц2. 

Подставляя сюда (6.50), получим

5____^ 2 ____ = s a
ц25 + ц,(1- 5) ,Ц,>

Отсюда следует, что

И25 Ц1О - 8 )
ц25 + Ц1( 1 - 8 )  * ’ ц26 + Ц1( 1 - 5 )  2 ’

что и дает равенство

(6.54)
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ческим. На этом множестве при р < 1 процесс {i(t), j (t ) }  переходит в 
стационарный режим.

Найдем это стационарное распределение в условиях большой за
грузки из системы (6.47), полагая в которой 5 постоянным и равным
(6.54), а распределение пк(х ,у ,х ,г )  не зависящем от х, то есть 

л*(я:,>',т,е) = я*(*,.у ,Е ).
Запишем систему (6.47) в виде

(Я,, + Х2 + ц ,) щ (х, у, е) = X, я, (х  -  г, у, е) + Х2 л, (х, у  -  е, е) +

+ -----— ----- [ц,Л, (х + Е,у,Е) + |Х, п2 (X + Е, у, е)1 ,
+ s2[l2

(Xt +Х2 +Ц2)%2 (х, у, е) = A-J 7Г2 (х  -  е, у, е) + Х2п2(х ,у  - е, е) +

г / \ / \1 (6.55)
+ ------— —  [И1л 1 <Х ^ + е, е) + ц2 л2 (*> У + Е>£) ]•

‘S’lM’l *̂ 2̂ 2
Найдем траектории системы (6.53) в окрестности точек покоя (6.54). 

Из системы (6.53) имеем

Предел этого выражения при 5 —>$,^,/(5,(0., +^2ц2) находится по прави
лу Лопиталя. Он равен

Пусть множество точек покоя системы (6.53), на котором рассмат
ривается решение, образует некоторую замкнутую область. Тогда в до
предельной модели краевые условия на решение системы (6.55) опреде
ляются главным образом лишь значениями величины z из (6.56). По

dy s2[i2 -(1 -5 (х ,^ ))[| а ,Д 1(х ,y) + \x2R2{x,y)]  
dx - 6 (x ,j)[| ii/?1(x ,7 ) + |u2/?2 ( x , j ) ]

Используя равенства (6.50), получим

dy ^ 2[^25 + ^ , ( 1 - 5 ) ] - ( 1 - S ) ^ h 2

dy 52|а2[Ц 2 -М  + Й1М2 

dx (1 ,ц2 Ц,

(6.56)



180 А.А. Назаров, А.Ф. Терпугов

этому в условиях большой загрузки р —» 1 можно доказать следующую 
теорему.

Теорема 2. В рассматриваемой области при е —>0 стационарное 
распределение п(х,у) = п1(х ,у) + п2(х ,у ) ,  определяемое системой (6.55), 
зависит лишь от переменной z и имеет вид

я(х ,у) = Се~а:,

где
a = l/(s2n, +stn2) .

Доказательство
В системе (6.55) выполним замену кк{х ,у ,г )  = Н к( г , г ) . Тогда по

лучим

(А., +Х,2 + n ,)tf ,(z ,8 )  = A.,tf,(z —ецз.е) + X2H l(z - е ц ,, е) +

+ -----— ----- [ h ^ 1(z + EH2,8) + ^ 2(z+E|i2,E)] ,
5]Ц1 + 32Ц2

(X, + Х2 + ц2 )Н 2 (z, Е) = \ Н 2 (z -  E(J ,̂ Е) + Х2Н 1 (z -  Щ , Е) +

+ ---- — -----\n,ff,(z + ЕЦ 2 , Е )  +[l2H 2(z + Е Щ , Е ) ] .  6̂ '57^
2̂̂ 2

Эту систему будем решать в три этапа.
Этап 1. Полагая

\imHk(z,z) = H k(z ) ,£->0

выполним в системе (6.57) предельный переход е  —> 0 .  Получаем 

(z) = -----— ----- (z) + Р-2Н 2 (z) ] .

ц2Я 2(z) = — S-B2—  [Ц1я ,  (z) + ц2Я 2 (z ) ] ,
SlHl+ S2 2̂ 

откуда следует соотношение

s2H l{z) = slH 1{z ) .  (6.58)

Обозначив H (z)  = # ,(z )  + # 2( z ) , из (6.58) получим

H k(z) = skH ( z ) .  (6.59)
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Этап 2. Будем искать решение системы (6.57) в виде
H k (z, е) = skH (z ) + zhk (z) + o (e ). (6.60)

Для этого в системе (6.57) функции H k( z ± е|д, е) разложим в ряд Тей
лора по приращениям аргумента z с точностью до о (е ) . Получаем

Mi— -----Н , - ц 2-----------------н 2 =-e(M2^i + И Л ) ^ Г  +

+ЕЦ2 ~Г~ {щ^1 + М-2-̂ 2 } + °(е)>
5,|Д, + Л 2Ц2 OZ

^2-----~ -----Я 2~Н1— — ----- Hi = -£ (ц 2А., + ц1Х2) ^ 2 '
,У,Ц, + .У2Ц2 5,Ц, +52Ц2 ^

s.u, 8 i 1
+ЕЦ,--------------- —  IHi^i + Ц2Я 2} + 0 ( е).

OZ

Выполнив несложные преобразования и подставляя сюда разложения 
(6.60), будем иметь

*2  Is 1Н 0 0  + ЕЙ] 0 0 }  - 5 ,  {.*2Я (z) + £h2 (z)} =

= -е { ( Р :  + Р 2 — l)-s-i( î-si +Й252 ) }Я '(2) + о( £),

j ,  {s2H  (z) + ей2 (z) } -  s2 {5 ,Я  (z) + ей, (z )} =
(o .o lj

= -£ {(p , + p 2 -1 )5 2(|I,J, +Ц252) } Я  (z) +o(e), 

откуда при e —> 0 получим систему

s2hl( z ) - s lh2(z )= 0 ,

5,й2( г ) - 5 2й ,(г )= 0 .

Обозначив й(г) = й,(г) + A2( z ) , аналогично (6.59) можно записать 
й*(г) = skh{z) . Следовательно, разложение (6.60) имеет вид

H k (z, е) = skH {z)  + eskh(z) + о (е ) . (6.62)

Этап 3. На этом этапе функции Н к( г ± е ц ,  е) в системе (6.57) раз
ложим в ряд Тейлора по приращениям аргумента z с точностью до 
о(е2) . Имеем

ц ,Я , = -е (\ , ц2 + ^ 2M i ) ^ L + 4 r ( X'iM2 + ^ И ? )^ г т 1- + -— ~
dz 2 dz j,ja, + s2|i2
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2Q 2 ^
X \ + V-2H 2 + еи2 ^  [̂ 1Я 1 + V-2H 2 ]■+ уЙ2 [̂ 1Я 1 + ̂ 2 Н 2 ] Г+ °(е")

гг /-1 л ч^Я, е2 2 . 2ч52Я 2 , 52ц2 
ц2Я 2 — е(А,,Ц2 + Я,2Ц[) + (̂ [М-2 + ̂ -2^1) _ 2 х

OZ 2 OZ ^jjlj + S2\i2

Г 5 в2 S 2 ]X j Ц,я, +И2Я2 + £Ml —[И А +Й2Я2]+у И? ̂ Г̂ 1Я1 + ̂ 2Я2] [ + °(£2)-
Сложив уравнения этой системы, получим следующее равенство:

- E - f  j (Я.,ц2 + )Н ------ (ц.Я, + |!2Я 2 )}  +
5 Z  [  5 , Ц ! + 5 2 Ц 2 J

(^1^2 + Ь2Ц?)н  + Ц,Ц2 ^ 2+ J2fl‘ (^1я 1 + Ргн г ) \ =  о(е2)- 2 OZ [ 5 ,Ц , +  5 2|Д2 J

Подставив сюда разложение (6.62), получим

-е(р , + р2 - 1  )H \z)  -  е2 (р, + р2 -  1)/ф) +
£2

+ у  (Р1Н2 + P 2Hi + s iM2 +^ 2Ц1) Я ' ( г )  = о(Е2).

Здесь р ,+ р 2 = р  = 1 -  е . Поэтому, деля на е2 и переходя к пределу
е —> 0 ,  получим, что H {z)  удовлетворяет уравнению

H \z)  + (5,ц2 + s ^ H ' i z )  = 0 ,

то есть обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянными 
коэффициентами.

Решение этого уравнения имеет вид

H{z) = Ce~az, (6.63)

где

a = l/(s1n2 + s2n1) ,

а константа С определяется из условия нормировки.
Теорема доказана.
Как и ранее, определим область Q следующим образом:
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Тогда в четверти плоскости { * > 0 ,  у  > 0} стационарная плотность ве
роятностей п(х, у)  имеет вид

я (* , у) =
0, если ( x ,y )£ Q ,

[Се_‘'(Ц1-’'+М2ЛС), если (x ,y )e Q .  

Константа С  найдется из условия нормировки

C\\e-â x̂ d x d y  = 1. (6.64)

Для любой функции G(x, у)  ее математическое ожидание 
L = M {G (x ,y ) }  имеет вид

L = J j  G(x,y)e~â x+W)dxdy/JJ e-a(^ w )dxdy .
Q /  в

Как показано в предыдущем разделе, оптимальные динамические 
приоритеты являются нерандомизированными. Возникающая ситуация 
изображена на рис. 6.5.

Вся плоскость (х, у) разбивает
ся кривой Q на две области. В об
ласти I выбираются на обслужива
ние заявки первого типа, то есть 
6 ( j c j >) = 1. В  области II выбираются 
на обслуживание заявки второго 
типа, то есть 8(х,у) = 0. И лишь на 
кривой Q остается рандомизиро
ванный выбор на обслуживание, 
эта кривая и есть та самая область 
Q, о которой говорилось выше.

Зададим кривую Q в парамет
рическом виде. В качестве параметра выберем величину z = |д2д: + , и 
будем задавать кривую Q в форме

*  = /(*)/ц2 , >' = (^ -/ (2 ))/ ц , •
Тогда соотношение z = n 2x + [iiy  будет выполнено автоматически.

Из вида п(х ,у )  следует, что n(z) = ae~az. Так как л: и у  определяют
ся величиной z однозначно, то для совместной плотности вероятностей 
величин jc, у  и z можем записать
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п(х, y ,z) = а е  azb Х --№  

И2 .
у -

Z - / 0 0

м.
(6.65)

где 5(.) -  5-функция Дирака.
Задачей является нахождение такой функции / ( z ) , для которой 

L = M { F ( i , j ) }  минимально. Дадим решение этой задачи в условиях 
большой загрузки р -> 1  и найдем вид функции / ( z ) , минимизирую
щий значение функционала

L = M \ F  

Тогда для (6.66) получим

}< т) Л
l - p ’ l - p .

L = a\e-azF
О

Очевидно, что при фиксированном z 

F

ш О - р ) M iO -p).
dz.

(6.66)

(6.67)

И2О - Р )  H iO -p ).
> m in F

О йийг

z — u

.H z fl-p ) M i(l-P ).
и поэтому для любой функции / (z) имеет место неравенство

L = a\e-°ZF Л * ) '  z - f ( z )

Ц2О -Р )  Р).
dz > a f е min FJ (\<4<T

z — u
d z ,

чц2(1 -р )  H i( l-p ) ,

(6.68)
которое обращается в равенство, если взять / (z ) = / *(z ) , где /*(z)
определяется условием 

F
И2 О - Р )  M i 0 - P ) .

=  m i n F
О йийг

z — u

.ц20 - р ) HiO - p ).
При этом минимальное значение L составит величину

Z,* = a f е 02 min F
1 ййи<2

Z — U
dz.

(6.69)

(6.70)
ц2( 1 -р )  И-i (1 Р)>

Таким образом, (6.69) и (6.70) решают задачу нахождения опти
мальных динамических приоритетов (функция /  ( z ) ) и соответствую

щего минимального значения L" величины потерь L.
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Рассмотрим примеры.
Пример 1
Пусть F ( i , j )  = (1 -  p)C,z + (1 -  p ) C J . Тогда

■ l C1 С2 ,  ч1mm —  и Л— - ( z - u )  =
Ы  h

С,
—±-, если
Hi
С
— , если С ,ц ,< С 2ц2. 
.^2

Следовательно, при линейной функции потерь оптимальными в классе 
динамических являются статические приоритеты. При С,ц, > С2ц2

высший приоритет имеют заявки первого типа, при С ,^  < С2ц2 -
второго.

Заметим, что так как ц(. = 1/й; , где Ь( -  среднее время обслуживания 
заявки /-го типа, то полученное правило назначения приоритетов совпа
дает с правилом, сформулированным в § 6.3.

Пример 2
Пусть F(i,  j ) = (1 -  р)2 [ С /  + С2/  ] .  Тогда

• [ С1 2 С2 . л21 С,С2 2 + - f ( z - u )  ----- r-i-2— —z .
И? J с , ^ + с 2^

При этом границей раздела является прямая, уравнение которой в пара
метрической форме имеет вид

_ -̂'2\Ь2 _
Х "  C t f  + C & l * ’ у ~ C r f + C 2lx l Z ’ 

или в явной форме

c iMi у = — .
C2[i2

Минимальное значение функционала потерь составляет

Q C2 _2 j_ С,С2 2L' = jae  ----- j-!— —̂ 2 z2dz
о С Х + З Д  ’ " С,ц? + C 2\i\ a1 '

Пусть заявкам первого типа назначен статический высший приоритет. 
Это соответствует тому, что f ( z )  = 0 и значение функционала потерь в 
этом случае равно
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L‘ i ae~"c ‘ r i d2 

При этом выигрыш от применения динамических приоритетов равен

L) С,ц, + С2ц2 . 1 

С  С,ц2

то есть динамические приоритеты в этом случае всегда лучше статиче
ских.

Пример 3
Пусть F(i, j ) = (1 -  р)2 С,/2 + (1 -  р)C2j  . Тогда задача принимает вид

-̂ ■j-м2 + — (z -w )= >  min . (6.71)
Ц2 Hi 0SuS-'

Рассмотрим функцию

G(u) = -^-ы2 + — (z -  и ) .
Й2 Ц|

Очевидно, что это — парабола, минимум которой находится в точке 
w* = С2ц2/2С, ц , . Поэтому, если z <  QH2/2Q ц ,, то минимум в (6.71) 

достигается при u = z ,  если же г > С 2ц2/2С, ц ,, то минимум в (6.71) 

достигается при и = C2\̂2jlC^ ц , . Таким образом,

2 1 , если z >  1 
г '(  \ 2ц,С, 2ц,С,

/  00 = (6.72)
Ш 2z, если z < —
2ц, С,

Отсюда определяется и граница раздела Q. При г > С 2ц2/2С, ц, по
лучаем

*  = = = 0<д><+оо, (6.73)
ц2 2ц,С,

а при г < С 2ц2/2С, ц,

0< л:< л:\  у = 0 . (6.74)
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Таким образом, правило выбора заявок из очереди имеет вид:
- если 0 < х < х * , то на обслуживание берется заявка из второй оче

реди;
- если х  > х ' , то на обслуживание берется заявка из первой очереди.
Вид соответствующих областей приведен на рис. 6.6.
При переходе с случаю произ

вольной загрузки это означает сле
дующее. Имеется два потока заявок -  
заявки первого и второго типа, кото
рые становятся в отдельные очереди.
Пусть в очередях i заявок первого 
типа и j  заявок второго типа соответ
ственно. Устанавливается некоторое 
пороговое значение С и, при осво
бождении обслуживающего прибора, 
если выполнено условие / > С , берет- * *  х
ся на обслуживание заявка первого рИс. 6.6
типа, а при выполнении условия i < С
-  второго типа (естественно, если они имеются). Математически это оз
начает, что

ч 10, если i < i' л  j  > О,
5 0 , 7 ) 4 ,

[1, в противном случае;

5(0, 0) не определена.

Эта дисциплина обслуживания обобщает дисциплину статических при
оритетов и переходит в нее при г* = 1.

У

Область II
ц2С2 •

х =■-■■■ ■ ■ = X 
^  2ц,С,

Область I



Глава 7. СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
С ЦИКЛИЧЕСКИМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ

В качестве математических моделей локальных вычислительных се
тей с маркерным доступом довольно часто используют системы массо
вого обслуживания с циклическим обслуживанием очередей. Рассмот
рим некоторые методы их исследования.

§ 7.1. СМО с циклическим обслуживанием очередей (cyclic queue)

Имеется один обслуживающий прибор, на 
который поступают п потоков заявок с интен
сивностями А,,, А2 Хп. Время обслуживания 
заявок из /-Й очереди имеет функцию распреде
ления Bi(x). Очереди обходятся в циклическом 
порядке, время на перестройку с г'-й очереди на 
z' + l -ю очередь имеет функцию распределения 
4 ( х )  (рис. 7.1).

А,,,

Рис. 7.1

СМО с прогулками (vacances) обслуживающего прибора 
(vacation queues)

Имеется СМО M\G\ 1, в которой прибор время от времени уходит на 
прогулку, время которой случайное с функцией распределения А(х) 
(рис. 7.2).

Исследование СМО с циклическим обслужи
ванием п очередей выполняется следующим обра
зом: систему декомпозируют на п систем с про
гулками обслуживающего прибора и выбором 
функции распределения времени прогулки в за
висимости от дисциплины переключения. Затем 
каким-то образом все эти системы «завязываются» в одну систему, хотя 
бы приближенно эквивалентную исходной.

Здесь надо еще уточнить правило, по которому прибор переключа
ется с г'-й очереди на г +1 -ю (в cyclic queue) или уходит на прогулку

А,
------------ ► В(х)

Рис. 7.2
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(в vacation queues). Дисциплины здесь могут быть самые разнообраз
ные. Наиболее часто встречаются следующие:

1. Ar-limited (^-ограниченная). Переключившись на ю очередь (или 
вернувшись с прогулки), прибор обслуживает там к заявок (если оче
редь будет исчерпана ранее, -  то меньше) и затем переключается на 
следующую очередь (или уходит на прогулку). Дисциплина 1-limited 
называется ординарной.

2. Исчерпывающая (exhaustive). Подключившись к /-й очереди, при
бор обслуживает ее до тех пор, пока в ней не останется ни одной заявки 
(то есть до полного ее исчерпания), а затем переключается на другую 
очередь.

3. С сокращением (semi-exhaustive или decrementing). Прибор ухо
дит, оставляя в очереди на одну заявку меньше, чем в момент своего 
прихода (то есть, если в очереди в момент его прихода было i заявок, он 
уйдет, когда в момент его освобождения в очереди будет i - 1 заявка).

4. Вентильная (gated). Подключаясь к очереди, прибор замечает, ка
кие заявки в ней находятся, и уходит, когда все заявки, бывшие в очере
ди в момент его прихода, будут обслужены.

Заметим, что теория СМО с циклическим обслуживанием гораздо 
сложнее теории СМО с прогулками обслуживающего прибора.

Рассмотрим для примера СМО с прогулками и дисциплиной 
1-limited.

Итак, имеется СМО М  |G|1|°° с функцией распределения времени 
обслуживания В (х ) .  Прибор уходит на прогулку, функция распределе
ния времени которой есть А(х) .

Пусть tn -  моменты начала или конца прогулки. Обозначим: Qi -  
вероятность того, что в момент времени tn + 0 идет прогулка и в систе
ме / заявок; Я -  вероятность того, что в момент времени + 0 в систе
ме идет обслуживание и в системе i заявок; а , -  вероятность того, что 
за время прогулки в систему пришло / заявок; р; — вероятность того, 
что за время обслуживания в систему пришло i заявок.

Тогда имеем следующую систему уравнений:

бо — ^Ро ■*" а о£?о > — 0 >

(7.1)
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Введем производящие функции

F (z )  = Z V ,  G(z) = ± Q kzk ,

a(z) = £  a kzk , P(z) = X
A:=0 *= 0

Тогда стандартным путем получаем

G(z) = Р0/> + a nQ0 + £ z '  Z Р*/>,_*+1 = Oofio + 5>'X pt/>.
j= l *= 0  1*0 k =0

00 I

R  D ■k+1

00 00

= «обо + £ P t  £ z ‘ p i-k+ l = а обо + X P*Z* Z = 
£=0 i=k k=0 j= 0

= ao6„ + P (z )-[F (z ) -  P0 ] = «обо +'— Ж  • 
z z

Итак, имеем систему

Ее решение
( l - a ( z ) ) z  

a (z)P (z)—z

G (z) _ M /r(z) = a oe o,
Z

a (z)G(z) -  F (z )  = a 06 0. 

F (z ) = a 0g 0 -

(7.2)

G (z) =  a 0g 0 .P(* } *  , (7-3)
a (z )P (z )-z

откуда

P .4 )a(z)P(z) -  z

Заметим, что F (z )  + G(z) имеет смысл производящей функции ве
роятностей того, что в системе находится г заявок в выбранные нами 
моменты t„. Поэтому, в силу условия нормировки, должно быть 
F ( l )  + G (l) = 1. Отсюда находится константа Qn. По правилу Лопиталя 
имеем
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F ( l )  +  G ( l )  =  a 0Q0 U m - ^ L  , ( 7 .5 )
•-»1 a  (z)p(z) + a(z)P (z) - 1

но, как это было в системе М  \ G | 1 | °о,

a (z ) = A* (X — Xz) ,

a \z) = -X A '\ X -X z),

a '( l)  = aX ,

${z) = B '{X - X z ) ,

p\z) = -X B " (X -X z ) ,

т = ь х ,

и поэтому

/^(1) +  G ( l )  =  a 02 0 —г гг ~ =  &0Q0 "j 7 7 7 7 '=  1 • (7 -6 )  
aX + bX — 1 1 — (a+b)X

Отсюда получается условие существования стационарного режима в 
рассматриваемой СМО

1 - ( а  + 6 )А > 0 ,т .е . X (a + b )<  1,

что вполне логично и могло бы быть написано из эргодических сообра
жений. Окончательно

F(z )  1 ~(а+ Ь )Х  z ( l - a ( z ) )
1 - { b - a ) X  a ( z ) P ( z ) - z ’

G(Z) = } ~ ( a + b^  P(z) _ z
\ - ( b - a ) X  a (z )P (z )-z

А теперь надо сделать самое главное -  произвести возврат к цикличе
ской СМО. Для этого надо найти Aj (х ) в циклической СМО для какой-то 
г-й очереди.

Обозначим: т; -  время перестройки после /-Й очереди; v( -  время, 
которое прибор проводит, посещая г-ю очередь; -  время прогулки 
для г'-й очереди.

Тогда
N N

^  = Е ^  + 2 > , .  (7.7)
;=i >=i 

j*i
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Но
Гг); , если в момент подключения прибора в очереди были заявки,

V; = <
[О, если этих заявок не было.

Заметим (и это главное), что vi , вообще говоря, — зависимые случай
ные величины.

Из наших рассуждений следует, что вероятность застать очередь по 
возвращению из прогулки пустой равна a 0Q0, так как это произойдет 
тогда, когда прибор оставил ее пустой, и за время его прогулки в нее не 
поступило ни одной заявки. Так как нам нужна условная вероятность 
ухода из пустой очереди (ведь tn есть не только моменты ухода, но и 
моменты начала работы прибора), то

л о =  а о б о / Z f i  =  a -sQ jG iY ).
/ 1=0

Беря выражение для G(z) и переходя к пределу z —> 1, получим 

1 - ( а ,+ *,)*., Р\ (z)-zG (l) =

(7.8)

и поэтому

1 -  (Ъ, -  а, ) \  а,' (z)P,. (z) + а,, (г)р; (z) -  z

1 ~ (а,- + b, Ж  Kbt ~ 1 ... 1 ~ Kb,
1 -  (й,- -  а,. )X. V ,.  + ^ A  “ 1 1 “  (A ~ ’

1 - ( a i + b i)'ki Х ^ + Х Д - 1 l-(a ,-  + 6,.)Я.,.
1 - (6 ,-a ,)A ., l - X f y  1 -Я .Д  ’

1-Л ,Д

Так как M  } = я,-, то, усредняя (7.7), получим

Д  , а Л 
Ь,-
'  1-Я . А,

у*
ЛГ _

где Т = £  xf . Обозначим р . = А. .6 .. Тогда
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где через А обозначено А = £ а .  ——— . Отсюда
м  1 - Р .

1 +  - Р.-
1 -Р ;.

Pj

= — ‘—  = Т + А ,
1 - Р .

то есть ai = (А + Т)(1 - р;) .

Подставляя это обратно в выражение для А , получим

А = Х ( А  + Т )р ;  = (А + Т ) р ,  р =  Е р
м  j

Отсюда окончательно

(7.10)
1-р 1-р 

Любопытно, что:
а) вероятность того, что i-я очередь не пуста в момент подключения 

прибора, равна

- 2 £ S — M ;  (7 .Ц )
1 - V ,  1 - р ’

б) среднее время, которое прибор проводит за 1 визит у /-й очереди, 
равно

_  у г  h  -  P/T .V,i 1 « 1  ’ 1-р 1-р
в) среднее время цикла равно

р,т , (1-р, )Т _ т
С :

(7.12)

(7.13)
1-р 1-р 1-р

Теперь можно найти и функцию распределения времени прогулки 
Ai(x ) .  Точно решить задачу трудно, так как v. зависимы. Однако при 
п » 1 можно приближенно считать, что v; независимы, и тогда для 
преобразований Лапласа от соответствующих функций распределений 
получим

4 ( * ) = т » п
j=1 j*‘

i —
w

XjT 

! —P.

T

1 - p
(7.14)
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где T*(s) -  преобразование Лапласа от суммарного времени перестрой
те

ки £ т у .
у=1
Знание функции распределения для времени прогулки г'-го прибора 

позволяет приближенно найти все характеристики й очереди.

§ 7.2. Эргодические соображения для циклических СМ О

П
Пусть т;. -  среднее время перестройки после г-й очереди и Т -  ;

(=1
6, = M\rI,.} и b(.2) = Л/|г|2|, где г), -  время обслуживания в /-Й очереди; 

Xt -  интенсивность потока заявок г'-й очереди; р; = ХД -  загрузка /-й
п

очереди и р = ]Гр,. • 
i=i

Определим время цикла как время между двумя соседними (после
довательными) подключениями прибора к г'-й станции. Среднее время 
цикла обозначим через С (оно, очевидно, от i не зависит).

Тогда
- за время С в систему придет в среднем А,С заявок z'-го типа, и они 

будут обслуживаться в среднем время XiCbi = р,С ;
- суммарное время обслуживания всех заявок, поступивших за вре-

п
мя цикла, займет в среднем С]Гр. = С • р времени.

i=i
С другой стороны, время цикла складывается из времени обслужи

вания и времени переключения.
Поэтому

С — р ■ С  + т ,
откуда

С = Т/(  1 - р ) .

Пусть V- -  среднее время визита в г'-ю очередь. Чтобы в системе су
ществовал стационарный режим, надо, чтобы за среднее время визита 
обслуживались те заявки, которые пришли за время цикла. Так как та

ких заявок Х/С , то должно быть XlCbl = , откуда vj. = '—■.
1 -р
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Рассмотрим еще вопрос о существовании стационарного режима. 
Ясно, что должно выполняться условие р < 1, и этого достаточно для 
исчерпывающей «вентильной» дисциплины обслуживания. Однако для 
других дисциплин нужны дополнительные ограничения. Так, для орди
нарной дисциплины должно быть еще

A,C = V / ( l - p ) < l ,

так как за время цикла должно приходить в среднем меньше одной за
явки. Для semi-exhaustive-дисциплины должно быть еще

M C -v ,- )  = M |~P' ) r < l ,
1 -р

так как для нее среднее число поступлений заявок за межвизитное вре
мя должно быть меньше 1 для каждой очереди.

§ 7.3. Законы сохранения для циклических СМО

Пусть имеется система М п \Gn\\ |оо, /-й входящий поток является пу- 
ассоновским потоком интенсивности к- и функцией распределения 
времени обслуживания 5 ,( х ) . Прибор обслуживает очереди в цикличе
ском порядке.

Пусть время на перестройку равно 0. Обозначим незавершенную 
работу в момент времени t через u(t) . Тогда

п N k ( t )

« ( О ^ о  + Ё Ё  5<*. 
к= 1 i= l

где -  остаточное время обслуживания требования, стоящего на при
боре в момент времени t; Nk (t) -  число заявок к-то потока в системе в 
момент времени t; 4  к -  время обслуживания г'-й заявки к-то потока. 

Берем математическое ожидание

M {u(t)}  = MZ0 + ± t  P {N l ( t ) = s } ±  M ^ik,
k = l  s = 1 /=1

и устремим t -> оо. Тогда M  {м(?)} = м , P { N k(t) = s} —» ns k (финальные 

вероятности), k - b k. Поэтому
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п 00

и=А^о + Е Е  nt k -s-bl =MZl0 + 'L bk'Ls +Х >Л ,
k=l $=1 *=1 s=l t=l

где Пк — средняя длина к-й очереди. По формулам Литтла пк = Xkwk, и 
поэтому

п п
« = + Z Ък\кщ  = М̂ о + X  ? kwk . 

t=i *=i
Найдем теперь МЕ,0 . С вероятностью р* на приборе обслуживается 

заявка /г-го типа. Среднее время ее дообслуживания равно b{k ] j i b к. По
этому

п 1 п
M5« = X p . T h 4 l V > ; ! ’ = * v

Таким образом,

“ = wo + Z P t w* •*=1
Назовем «corresponding» систему Af|G|l|oo с входным потоком ин

тенсивности А = и функцией распределения времени обслужива-
i

" X- "
ния ^ — В[(х) , р = ]Гр,-. Если Т, = 0 ,  то в смысле незавершенной рабо- 

/=1 А ;=1
ты эти СМО эквивалентны. Но в «corresponding» СМО

_  КЬт
и = - - x w ? =-2(1- р )  2 ( I - p )  ST Л 1 - р

и поэтому

wo + X  P*wifc = Т~^~ ■
*=1 1 - р

Откуда получается закон сохранения незавершенной работы

SP *w * = у — Щ = 7 ^ - ~ ■ 
к=1 1 — Р  1 — Р  2  к=\

Он дает хоть что-то относительно времен ожидания.
В случае, когда Т ( Ф 0 , показывается, что между и и йс существует

соотношение
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и = и с + М  \Y) ,

где M { Y }  -  среднее количество незавершенной работы на периодах 
переключения. Отсюда получается закон сохранения

Z p ^ = — ^ - ± K b l 2)+ M { Y } .  
к=\ 2(1 — p)*=i

Величину M { Y }  можно рассчитать. Она зависит от дисциплины 

ухода на обслуживание другой очереди.



Глава 8. ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ КОМПЬЮТЕРНЫХ СЕТЕЙ СВЯЗИ, 

УПРАВЛЯЕМЫХ ПРОТОКОЛАМИ СЛУЧАЙНОГО 
МНОЖЕСТВЕННОГО ДОСТУПА.

МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

§ 8.1. М атематическая модель сети случайного доступа

Компьютерные сети связи, управляемые протоколами случайного 
множественного доступа, реализуются, как правило, на топологиях ши
ны (рис. 8.1, а) либо звезды (рис. 8.1, б). Звезда используется при созда-

______  а
AC-l|

АС-2

Рис. 8.1. Блок-схема топологии шина (я) и топология звезда (б)

нии космических (спутниковых) сетей связи (рис. 8.2), в которых спут
ник-ретранслятор исполняет роль центрального узла сети связи. Топо
логия шины применятся при создании офисных, корпоративных или

региональных сетей связи.
В сетях случайного доступа обязательно 

наличие общего ресурса (центрального узла 
в звезде или моноканала в шине), который 
совместно используется всеми абонентски
ми станциями (АС) на правах конкуренции 
за захват общего ресурса.

Случайный множественный доступ в се
тях связи реализуется следующим образом. 
Абонентская станция, сформировав сооб

щение, отправляет его в общий ресурс сети (центральный узел или мо
ноканал), где происходит его обработка, если ресурс свободен. Если

АС-2

Рис. 8.2. Схема косми
ческой связи
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ресурс занят другим сообщением, то оба сообщения искажаются (гово
рят, что попадают в конфликт) и возвращаются на свои абонентские 
станции, где осуществляется их задержка случайной длительности, после 
которой АС повторяет попытку захвата общего ресурса. Далее процедура 
повторяется. В  случае успешной обработки (передачи) сообщения в об
щем ресурсе сети считается, что 
сеанс связи реализован успешно.

Математическую модель сети 
случайного доступа определим в 
виде однолинейной СМО с источ
ником повторных вызовов, на вход 
которой поступает поток заявок 
(рис. 8.3).

Здесь в обозначениях Кендал
ла а  | Р | у 18 для сетей связи слу
чайного доступа имеем:

а ) входящий поток заявок — это суммарный поток сообщений от 
всех АС;

р) обслуживающий прибор -  общий ресурс сети (центральный узел 
или моноканал);

у) структура сети, заданная рис. 8.3;
8) дисциплина обслуживания, определяемая процедурой повторе

ния попыток захвата общего ресурса при возникновении конфликтов 
(протокол случайного множественного доступа).

Возможны различные модификации протокола случайного множе
ственного доступа при наличии технических возможностей аппаратуры 
сети либо соответствующего алгоритмического и программного обес
печения.

1. Сигнал оповещения о конфликте (сигнал заглушки). При воз
никновении конфликта рассылается сигнал оповещения всех АС 
о том, что произошло искажение сообщений в результате их на
ложений в общем ресурсе сети.

2. Резервирование. Для уменьшения вероятности возникновения 
конфликта абонентская станция, сформировав сообщение, по
сылает сигнал-запрос на резервирование общего ресурса. При 
резервировании возможны конфликты с другими запросами на

Общий
ресурс
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резервирование. Если резервирование прошло успешно, то пе
редача сообщения реализуется без конфликтов.

8.1.1. Математическая модель сети случайного доступа 
с оповещением о конфликте

Рассмотрим однолинейную СМО, на вход которой поступает про
стейший поток заявок с параметром р (рис. 8.4). Если в момент посту
пления заявки прибор свободен, то заявка начинает обслуживаться.

Продолжительность обслужива
ния случайная с функцией рас
пределения В (х ) .  Если за время 
обслуживания другие заявки не 
поступали, то полагают, что об
служивание прошло успешно и 
заявка покидает систему. Если во 
время обслуживания поступает 
другая заявка, то обе заявки счи
таются искаженными и перехо
дят в источник повторных вызо

вов. От этого момента начинает рассылаться сигнал оповещения о кон
фликте случайной продолжительности с функцией распределения А(х) .  
Заявки, поступившие во время рассылки сигнала оповещения, также 
переходят в ИПВ. Продолжительность задержки в ИПВ случайная и 
имеет экспоненциальное распределение с одним и тем же параметром 
у для всех заявок. Времена задержки разных заявок стохастически не
зависимы. После случайной задержки в ИПВ заявка вновь обращается к 
прибору с повторной попыткой его захвата.

Будем различать три класса протоколов доступа в компьютерных 
сетях связи:

1. Если параметр у является постоянной величиной, не зависящей 
от состояний системы, то протокол будем называть статическим.

2. Если параметр у имеет вид у = у J i , где i -  число заявок в ИПВ, 
то протокол назовем динамическим. Отметим, что в этом случае рас
пределение вероятностей времени задержки заявки в ИПВ будет не экс
поненциальным и определяется состоянием системы, но поток заявок, 
выходящих из ИПВ, принадлежит классу марковских потоков.

° V

°Y А(х)

В(х)

Рис. 8.4
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3. Если параметр у имеет вид у = у ,/ Г , где Т -  состояние адаптера 
(эту конструкцию опишем ниже), то протокол будем называть адап
тивным.

Ниже проведем исследование всех трех классов компьютерных се
тей случайного доступа, управляемых статическим, динамическим либо 
адаптивным протоколом доступа.

Если функции распределения А(х) и В(х) произвольные, то по

строенная СМО называется немарковской моделью сети случайного 

доступа с оповещением о конфликте. Если А(х) и В(х)  экспоненциаль

ные, то модель называется марковской.

Далее будем полагать

В(х) = ц = 1,

А(х)  = 1 — е~щх , ц ,= 1 / а ,

то есть рассматривать марковскую модель.
Аналогично, методом дополнительной переменной, можно провести 

исследование немарковской модели рассмотренной сети случайного 
доступа.

Для рассматриваемой модели состояния определим вектор (k, i) ,  
где / -  число заявок в ИПВ, а к характеризует состояние канала:

0, если прибор свободен, 

к = - 1, если прибор занят обслуживанием,

2, если прибор находится в режиме оповещения.

Процесс {k(t),i(t)} изменения во времени состояний системы для

марковской модели является марковским, а для немарковской модели -  
немарковским, и в этом случае необходимо определить дополнитель
ную компоненту z(t) , равную длине интервала от момента t до момента 
окончания текущего режима функционирования прибора, если 
k(t) = 1 или 2 , тогда процесс { k(t),i(t),z(t)} является марковским.
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8.1.2. Математическая модель сети случайного доступа 
с протоколом Алоха

В отличие от предыдущей модели, заявки, попавшие в конфликт, 
остаются на приборе и продолжают обслуживание в искаженном режи
ме, завершив которое, переходят в ИПВ. Заявки, поступившие во время 
обслуживания искаженных заявок, также искажаются и остаются на 
приборе до завершения их обслуживания, после чего также переходят в 
ИПВ. Таким образом, роль сигнала оповещения о конфликте для сети 
Алоха играет обслуживание искаженных заявок. Очевидно, его про
должительность зависит от числа заявок в ИПВ, так как чем больше г, 
тем выше интенсивность поступления заявок из источника повторных 
вызовов и, следовательно, продолжительность периода занятости при
бора искаженными заявками увеличивается. Такая процедура разреше
ния конфликта значительно усложняет методы исследования ее матема
тических моделей как марковской, так и немарковской.

8.1.3. Математическая модель сети случайного доступа Ethernet

В сети случайного доступа Ethernet реализуется протокол доступа с 
резервированием канала связи и оповещением о конфликте. Следова
тельно, канал может находиться в одном из четырех состояний, которые 
определим следующим образом:

0, если прибор свободен,

1, если реализуется этап резервирования,
к = <

2, если прибор занят обслуживанием,

с, если прибор находится в режиме оповещения.

Заявками являются сигнал-запросы на резервирование, во время 
реализации которого возможны конфликты. От момента наступления 
конфликта начинает распространяться сигнал оповещения о конфликте.

Заявки, поступившие на этапах обслуживания заявки (передачи со
общения) и оповещения, переходят в ИПВ, не искажая текущих режи
мов на приборе. Отличие модели сети Ethernet от модели сети с опове
щением незначительное и заключается в увеличении числа состояний 
прибора еще одним, характеризующим режим запроса на резервиро
вание.
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Из рассмотренных шести моделей наиболее простой является мар
ковская модель сети с оповещением о конфликте. Именно исследова
нию этой модели и будет посвящено дальнейшее изложение.

Остальные модели можно исследовать аналогично, выполнив соот
ветствующую модификацию, наиболее принципиальной из которых 
является введение дополнительной компоненты для немарковских мо
делей.

§ 8.2. Общий подход к  исследованию марковских моделей сетей 
случайного доступа, управляемых статическими протоколами

Рассмотрим математическую модель сети случайного доступа в ви
де однолинейной марковской СМО с ИПВ вида, изображенного на 
рис. 8.5.

и матрицы А0 (г) ,  А, (7), 5 ,(7), В2 определим таким образом, что систе
му (8.1) представим в виде

Двумерный случайный про
цесс [k(t),i(t)} _  марковский, по
этому его распределения вероят
ностей

Обозначим состояния прибора:

0 -  свободен,

2 — оповещение.

Р

Рис. 8.5

Pk(i,t) = P(k(t) = k,i(t) = i)
удовлетворяет системе уравнений

^ М = _ (р +i-y)po(i- ,o + Pl( i , t ) + - p 2(i,t) ,
at а

= _(р + iy + щ  (/>,) + р P(ij t) + (/ + 1) yP ( i  + U h  (8 л)
at

Обозначим вектор-столбец

P(i, t) = (Р0(г, t), Р, (i, t), Р2 (г, t))T,
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=  A,(H)P{i,t) +  A,(r(i +  l))P(i + 1 , 0  +

Щ  (y(i -  1))Р(/ -1 ,  г) + B2P ( i -  2, t).

Обозначим у = £2 , e2t = x и покажем, что 

х ( т )  =  Н т Е 2г'(т/е2)
Е - » 0

является детерминированной функцией,

Е - » 0  £

-  диффузионным процессом авторегрессии. Процесс изменения состоя
ний канала к(т/е2) при е - > 0  является дискретным марковским про

цессом, независимым от процесса у (т ) .
Используя предельные процессы х(т) и у (т ) , для достаточно малых 

£ рассмотрим процесс
z( т) = х(т) + £у(т),

который с точностью до о(е) совпадает с процессом г2;(т/ е2 ) и харак
теризует процесс изменения числа заявок в ИПВ.

Покажем, что процесс z(т) является диффузионным, и найдем его 
коэффициенты переноса и диффузии.

Сформулированные результаты получим с помощью исследования 
системы (8.2), которая имеет место не только для рассматриваемой 
СМО, но также и для других сетей случайного доступа, математические 
модели которых можно представить в виде марковских СМО с источ
ником повторных вызовов и конечным числом состояний канала.

Для получения указанных результатов в системе (8.2) выполним за
мены

= т , £2/ = х(т) 4- £у , —P(i,t) = H (y ,  т , е ) ,  (8.3)
£

где х(т) -  некоторая функция, вид которой будет определен ниже. То
гда систему (8.2) перепишем следующим образом:

sl , М г + е у т у л е ) + 
от ду
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+ А  (х  +  е(у  +  г ) )Н (у  +  8, X, 8) +  В ^ х  +  £(у  -  z ) )H (y  -  8, X, 8) +  

+ В 2Н ( у -  28, X, 8).

Систему (8.4) будем решать в четыре этапа.
На первом этапе найдем распределение вероятностей значений 

процесса к(х) . Для этого в системе (8.4) перейдем к пределу при 8 —> 0
и, обозначив Н (у ,х ,0 )  = Н (у ,х ) , получим относительно вектора 
Н (у ,  х) однородную систему линейных алгебраических уравнений

К (х )Н (у ,х )  = 0 , (8.5)

где матрица К (х)  имеет вид

K(x) = Ai>(x) + Al(x) + Bl(x) + B1 (8.6)

и является инфинитезимальной матрицей интенсивностей переходов 
случайного процесса к (х ) . Из свойств таких матриц следует, что их 
строки линейно зависимы, так как

Е ТК (х)  = 0 , (8.7)

где Е  -  единичный вектор-столбец. Следовательно, система (8.5) имеет 
нетривиальное решение, которое представим в виде

H (y ,x) = R (x )F (y ,x ) ,  (8.8)

где F (y ,  х) -  скалярная функция, а вектор R(x) определяется анало
гично (8.5) однородной системой линейных алгебраических уравнений

K (x)R (x) = 0 . (8.9)

Положим, что вектор R(x) удовлетворяет условию нормировки

E TR(x) = 1. (8.10)

Тогда R(x) имеет смысл распределения вероятностей значений процес
са k ( x ) , a F (y ,  х) является плотностью распределения вероятностей 
значений процесса >’(х ) , ее вид будет определен ниже.

Отметим, что в силу равенства (8.8) процессы к(х) и j ( x )  стохас
тически независимы.

Покажем, что решение R(x)  системы (8.9), удовлетворяющее усло
вию нормировки (8.10), существует и единственно.

Теорема 1. Решение R(x) системы (8.9), удовлетворяющее условию 
нормировки (8.10), существует и единственно.
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Доказательство
Для доказательства теоремы формально воспользуемся теоремой 

эргодичности.
По инфинитезимальной матрице построим матрицу переходных ве

роятностей вложенной цепи Маркова с дискретным временем. Это реа
лизуется исключением диагональных элементов матрицы К (х)  и нор
мировкой ее строк. Полученная матрица неприводима и непериодична, 
поэтому выполнены условия теоремы эргодичности для цепей Маркова 
с конечным числом состояний. Следовательно, существует единствен
ное эргодическое распределение, которое для процесса с непрерывным 
временем определяется системой (8.9) и условием нормировки (8.10).

Таким образом, решение R(x)  однородной системой линейных ал
гебраических уравнений (8.9), удовлетворяющих условию (8.10), суще
ствует и единственно.

Теорема доказана.
Еще раз подчеркнем, что приведенное доказательство использует 

теорему эргодичности не по существу, а чисто формально, так как рас
пределение R(x) зависит от значений функции х(т) и, следовательно, 
не является, вообще говоря, стационарным.

Решение системы (8.9), удовлетворяющее условию (8.10), можно 
найти достаточно просто, хотя оно имеет довольно громоздкий вид, а 
записать его в явном виде возможно следующим образом.

Одно из уравнений системы (8.9), например первое, заменим на ус
ловие (8.10). Тогда систему (8.9) -  (8.10) перепишем в виде

K (x)R (x) = Ql , (8.11)

где 8, -  вектор, в котором первая компонента равна 1, а остальные ну

лю, в матрице К (х)  первая строка является единичным вектором, а ос
тальные элементы совпадают с элементами матрицы К (х ) .  В  силу до

казанной теоремы матрица К (х)  невырождена, поэтому из (8.11) сле
дует, что для нее существует обратная матрица. В результате

R(x) = K~l( x ) Q (8.12)

В частности, для рассматриваемой системы (8.1) компоненты Rk(x) 
вектора R(x) имеют вид
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а (р + х ) + 2(р + х) + 1 а(р + х)  + 2(p + jt) + l '

\2

в д  = -------- -------------------- .
я (р + х ) + 2(р + х )+ 1

На втором этапе решения системы (8.4) найдем вид функции 
х  = jc(t) .

Теорема 2. Функция x = x ( i )  является решением обыкновенного 
дифференциального уравнения

x'(z) = E TV (x)R (x ) ,  (8.13)

где матрица V(x)  имеет вид

V(x) = B1(x) + 2B2 - A i(x) .  (8.14)

Доказательство
Функции в правой части системы (8.4) разложим в ряд по прираще

ниям аргумента у  с точностью до о(е) и перепишем эту систему в виде

-ех:'(т) 5 Я ^ ’ Т’ £'> = К ( х  + еу)Н(у, t, s) - e V(х ) + 0(е) ; (8 \5)
ду ду

где матрица V(x ) , очевидно, имеет вид (8.14).
Просуммируем все уравнения системы (8.15) и, учитывая свойство

(8.7) матрицы К ( х ) , получим

-гх 'Ы Е ’ ЭН^ Ь й ^ гЕгЧ х )т У ’^  .
ду ду

Поделив левую и правую части этого равенства на е и полагая s —» 0 , 
запишем

х Ь ) Е г Ш Ш = Е ’ у ( х ) Ё И ы > .
ду ду

Подставляя в это равенство Н (у ,  т) в виде (8.8), получим

х -Ы Е т а д а д = £ грМ « и а д ,
ду ду

откуда, учитывая условие нормировки (8.10), получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение
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x'(x) = E TV (x)R (x),  (8.16)

определяющее вид функции х = х (х ) .
Теорема доказана.
На третьем этапе найдем разложение функции Н (у ,  т, е) в виде

Щ у ,  х, е) = R (x)F (y ,  х) + £h(y, х) + о (е ) . (8.17)

Теорема 3. Вектор h{y,x)  является решением неоднородной систе
мы линейных алгебраических уравнений

K {x)h{y ,x) = [ V { x ) - x X x ) l ] R { x ) ^ ^ - - K \ x ) R { x ) y F { y , x ) , (8.18)
ду

где / -  диагональная единичная матрица, а х'(х) определяется равен
ством (8.16).

Доказательство
Систему (8.15) перепишем в виде

К (х  + гу)Н(у, х, £) = £ [V(x)  -  х '(х)1]дЩ у’ Х’£) + о ( е )
ду

и подставим в это равенство разложение матрицы К (х  + еу) в виде 

К (х  + еу) = К (х)  + в:уК'(х).

Тогда получим

К (х )Н (у ,  х ,  е )  +  е:уК'(х)Н(у, X, е )  =  е  [V (х) -  x \ x ) l ]dH ŷ ’Z’^  + о ( е )  .
ду

Подставив в это равенство разложение (8.17), получим
К  (x )R (x )F (y ,  х) + еК  (x)h (у, х) + в:yK'(x)R(x)F(y, х) =

= £ \V(x) -  х'(х)/1 R(x)  — (-£■-?- + о (е ) .
ду

Учитывая равенство (8.9) и выполнив несложные преобразования, 
последнее равенство перепишем в виде

K (x )h (y ,х )  = [V(x)  -  jc ' ( x ) / ] R ( x ) -  K '(x )R (x )y F (y ,x ) ,
ду

совпадающем с (8.18).
Матрица К {х)  неоднородной системы (8.18) имеет определитель, 

равный нулю, поэтому данная система линейных алгебраических урав-
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нений имеет решение только тогда, когда ранг собственной матрицы 
К (х)  системы совпадает с рангом расширенной матрицы.

В силу теоремы 1 ранг матрицы К (х )  на единицу меньше ее раз
мерности. Покажем, что уравнения неоднородной системы (8.18) ли
нейно зависимы.

Суммируя все уравнения системы (8.18), получим

E TK (x)h(y ,  т) = Е Т [V(x) -  jc'(t)/] R(x) 8 Г [У’ Х) -  Е тK \ x )R {x )y F {у ,х) =
ду

= [ £ гК (х )В Д  -  x\ x)E TR ( x ) ] ^ ^ - - A { £ гВ Д } y F ( y ,х ) .

В силу равенства (8.7) левая часть равна нулю. В силу равенств
(8.7), (8.10) и (8.16) правая часть также равна нулю, следовательно, ран
ги соответствующих матриц совпадают, а система (8.18) имеет реше
ние, определяемое с точностью до однопараметрического семейства 
векторов вида R(x)C  , где С -  произвольная скалярная величина. 

Следствие 1. Решение h(y,x)  системы (8.18) имеет вид

h(y, X) = hm (х) d F (y ’ x) + R '(x )y F (y ,X) + R (x )C , (8.19) 
ду

где вектор h([)(x)  является решением системы

K (x)h 0) (х) = [V(x) -  лг'(х)/] R(X) . (8.20)

Доказательство
Выражение (8.19) подставим в систему (8.18) и получим

K (x)hw ( х ) дР(<У,Х) + K (x)R '(x )yF(y ,  х) + K (x)R (x)C  = 
ду

= [F(jc) -  x '(x) l ] R ( x ) ^ ^ -  -  K '(x )R (x)yF(y ,  x ) .

В силу (8.9) и (8.20) это равенство можно переписать в виде 
K(x)RXx)yF(y,T)  = -K \ x )R {x )y F {y ,x ) , 

откуда получим равенство

( K ( x ) R ( x ) j =  0 ,
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которое выполняется тождественно в силу равенства (8.9).
Следствие доказано.
Следствие 2. Частное решение /г(|)(х) системы (8.20) имеет вид

А(|)(х) = ^ _1( л ) [ ^ ( * ) - л ,(т )/ ]Л (л ), (8.21)

где К {х)  -  та же матрица, что и в (8.12).

Доказательство
Аналогично (8.18), система (8.20) имеет бесконечное множество 

решений, из которых, в силу (8.19), достаточно выделить единственное 
частное решение, наложив одно дополнительное условие, например по
ложив, что E Th(y, т) равно первой компоненте вектора свободных чле
нов системы (8.20). Тогда это частное решение определяется системой 
уравнений

K (x )h 0)(x ) = [К (х )х '(т )/ ]В Д  

с невырожденной матрицей К ( х ) . Поэтому

hw (х) = К ' 1 (х) [V(x) -  х'(т)/] R ( x ) .

Следствие доказано.
На четвертом этапе найдем вид функции F (y ,  т ) .
Теорема 4. Функция F ( y , i )  является плотностью распределения 

вероятностей значений диффузионного процесса авторегрессии и опре
деляется уравнением Фоккера -  Планка вида

= - ( E r V(,x )R<.x))at-yF^ Z ))*

(8.22)
где матрица D (x)  имеет вид

D (x) = B,(x) + 4B2 + A l(x ) .  (8.23)

Доказательство
Разлагая в ряд функции в правой части системы (8.4) по прираще

ниям аргумента у  с точностью до о(е2) , получим
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2 д Н (у ,т,е) ,д Н {у ,х ,г )  г_. ^ТТ.
е -----^ — " « С О -----^-------- = К (х  + £у)Н(у,т,г)-

дх ду

- e ^ - { V ( x  + ey)H(y,x,B)} + ̂ -D (x )  8  Я < * т>е> + 0 ^ ) , 
су 2 оу

где матрица / J(x ), очевидно, имеет вид (8.23).
Сложив все уравнения этой системы и используя свойство матрицы 

К , получим

^  m z + й  _  а Ь ) Е г т ь м > = ± { П х + t y m y , r i t ) ) +
дх ду ду

+ ^ £ гд м Й Д О ^ = ) + ,

2 Sy2 V '

Используя разложение
V(x + Ey) = V(x) + eyV'(x),  

перепишем это равенство следующим образом:

г>ЕТ ВН(уЛ$ - в ,Ъ ) Е т ,ЕгУ(х)ВН(-’’Л'е) -
дх ду ду

- t E ' v X x ) Э( ^ ^ »  Г Н & х . е )  + ф 1 )
ду 2 ду

Подставляя в это равенство разложение (8.17) функции Н { у ,х , г ) , по
лучим равенство

_ ы .(х )£ >-а д  _  e V (T )£ r  м м  =
дх <Эу ду

= - г Д У ( , № ) -  ̂ ( х )  ^  Т) -
<Эу ду

е2£ гГ ( * ) В Д  + — E TD(x)R(x)  - - F (^ ’T )+ o (s2)
Sy 2 Зу

которое, в силу условия нормировки (8.10) и дифференциального урав
нения (8.16), перепишем следующим образом:
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s’ S Z l E l  _  EV ( t ) £ r = - в  ' E ’ V ( x ) ? h M
дх ду ду

- z 2E TV\x)R{x) 3 ŷ F ŷ ' т)) + — E TD (x )R (x )8  F ^ - - - + о (е2) .
ду 2 cjy

Выполнив несложные преобразования в этом равенстве, получим

№ W  „  —£ г ( г ( , )  - * Ь ) 1 )  е 1 , ( л ' ) -  Е ' У Ы Х Ы  г | , % 0 )  4-
0Т <3у

+ - £ ,rD(x)i?(jc)— . (8.24)± E TD ( x ) R ( x ) ^ ? ’ X)
2 ду

Рассмотрим первое слагаемое в правой части этого равенства. Под
ставляя в него представление (8.19) вектора h { y ,x ) , получим

Е ’  ( V W - х Ь ) 1 ) * Ш .  Е т( И М  +
ду ду

+ Е Т (V(x)  - x '(x )I )R \ x )д (y F (y ’т)) . (8.25)
ду

Здесь

Е т ( V { x ) - x \ x ) l ) R \ x ) = E TV { x ) R \ x ) - E Tx\x)R\x) =
t

= E TV (x )R X x )- x ' (x ) [E TR (x))  .

Используя равенство (8.21), запишем 

Е т (V(x) - х'(х)/ )hw (х) = Е т (V(x)  -  x '(x ) l )К ' 1 (х ) (V(x) -  x ' ( x ) l ) R ( x ) . 

Подставляя эти выражения в (8.25), получим

Е г { у м _ хЬ ) 1 ) ? ! ! Ш . = Е . у М П х ) № Ш +
ду ду

+ Е Т (П х )- х ' (т )1 )К - '  (Г (х )  - х ’(т) / } R ( x ) d2F(y ’ X).
ду

Подставляя это выражение в (8.24), получим равенство
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- Е Т (Г(х) -  х'( х)1) К {V(x) -  х\х)/) R (x )-2F(y2,T) +

которое очевидно совпадает с уравнением (8.22).
Теорема доказана.
В силу (8.13) коэффициент диффузии случайного процесса у(х) 

можно переписать в виде

В 2 (х) = Е г {£>(л:) -  2 (V(x) -  E TV(x)R(x))K-1 (V(x) -  E rV(x)R(x))jR(x),

а для диффузионного процесса _у(т) соответствующее стохастическое 
дифференциальное уравнение имеет вид

где w(t) -  стандартный винеровский процесс.
Теперь рассмотрим для достаточно малых значений параметра е 

случайный процесс

и докажем следующую теорему:
Теорема 5. С точностью до о(е) случайный процесс z(т) является 

решением стохастического дифференциального уравнения

то есть z ( t )  является однородным диффузионным процессом с коэф

фициентами переноса E TV(z)R(z) и диффузии s1B 1(z).  

Доказательство
Дифференцируя равенство (8.26), получим dz(т) = jc ' ( t ) dx  + zdy{x). 

В силу (8.13) и (8.25) его правую часть перепишем в виде

Й?Х(Т) = (E TV(x)R(x ) )  y(x)dx  + B(x)dw (x),

z(x) = x(x) + е^(т) , z = s2i(x/e2) (8.26)

dz(x) = E TV (z)R(z)dx + eB(z)dw(x) , (8.27)

x\x)dx + edy(x) = E TV (x)R (x)dх + г ( E TV (x)i?(x )) ydx  + zB(x)dw(x) =
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= E TV(x + sy)R(x + sy)d х + гВ(х + zy)dw(x) + о(е) =

= E TV (z)R(z)d  т + eB(z)dw(x) + o( s ) , 

следовательно, процесс z(x) с точностью до о(е) удовлетворяет стохас
тическому дифференциальному уравнению (8.27).

Теорема доказана.
Таким образом, для достаточно малых значений параметра г слу

чайный процесс е2г'(т/е2) можно аппроксимировать однородным диф
фузионным процессом z ( t )  , удовлетворяющим стохастическому диф
ференциальному уравнению (8.27).

§ 8.3. Исследование сетей случайного доступа с динамическими
протоколами

Рассмотрим компьютерную сеть связи с оповещением о конфликте, 
управляемую динамическим протоколом случайного множественного 
доступа. Структура математической модели такой сети изображена на 
рис. 8.6.

ки вступают в конфликт и переходят в источник повторных вызовов. От 
момента возникновения конфликта в канале реализуется сигнал опове
щения о конфликте, продолжительность которого случайная и также 
имеет экспоненциальное распределение с параметром 1 /а . По заверше
нии этапа оповещения канал вновь становится свободным. Заявки, по
ступившие во время оповещения, также переходят в ИПВ. Все заявки в

Здесь рассматривается одно
линейная СМО, на вход которой 
поступает простейший поток зая
вок с параметром р . Заявка, за
ставшая прибор свободным, на
чинает обслуживаться. Продол
жительность обслуживания слу-

ц=1 чайная, имеет экспоненциальное
распределение с параметром

Рис. 8.6
|i = 1. Если прибор занят, то об
служиваемая и поступившая заяв-
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ИПВ осуществляют случайную задержку, после которой повторно обра
щаются к обслуживающему прибору.

Будем полагать, что для каждой заявки в ИПВ вероятность оконча
ния случайной задержки за бесконечно малый промежуток времени

у
длительности At равна — At + o(At), где / -  число заявок в ИПВ, а у -

/
некоторый положительный параметр, характеризующий продолжитель
ность случайной задержки в ИПВ.

Определим состояние СМО вектором (&,/), где к -  состояние кана

ла. Очевидно, процесс {k(t),i(t)} изменения состояний СМО во време

ни является двумерным марковским процессом с дискретным множест
вом состояний. Его распределение вероятностей 

P(k(t) = k,i(t) = i) = Pk(i,t) 

удовлетворяет следующим равенствам:

Р0(/',t + At) = [l - (р + у)A/]Р0(/,t) + AtPx( г , 0 + - AtP2(/,t) + o (A t) ,
a

P} (/, t + At) =  [1 -  (p + у + l)Aj] Pt (/, t) + pA tP0 (/, t) + у A tP0 (/ + 1,0 + o(At),

P2 (/', t + At) =
(  П  1

1 -

■*»*
<'1+о.

К a )  J
P2 (/, 0  + p A tP2 (/ — 1,0 + jAtPl ( / - 1 , 0  +

+pA//̂  (/ -  2 ,0  + o(At).

Отсюда, выполнив несложные преобразования, для стационарного рас
пределения Pk(i,t) = Pk(i) получаем систему уравнений

- ( р + у )^о(о + ^ ( о + - е д = о ,
а

- ( р + у + а д  (/ )+рр0 ( 0 + у о̂ 0 '+о = °>

-  р + — ,(/') + рР2(/ -1 )  + уР,(/ - 1 )  + р/5,(/ - 2 )  = 0  . (8.28) 
V а )

Обозначив вектор P(i) = {P0(i), P^i), P2(i) }T, систему (8.28) перепишем в 
виде

Д, (р )Р(/) + A,P(i +1) + 5 , (р )P(i - 1 )  + B2P(i -  2) = 0 , (8.29)
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где постоянные относительно г, не зависящие от величины р, матрицы 
Ад, Ах, 5 , ,  В2 определяются системой (8.28). Нетрудно выписать яв
ный вид этих матриц.

Отметим, что совершенно аналогично можно выписать уравнение 
(8.29) для марковских моделей и других сетей случайного доступа, на
пример сети Ethernet.

Систему (8.29) будем решать методом асимптотического анализа в 
условиях большой загрузки, полагая, что

Р = 5 - Е ,

где s -  величина пропускной способности сети, ее значение определим 
ниже, а е -  малый положительный параметр, рассматриваемый в асим
птотических условиях е —> 0 .

В системе (8.29) выполним замену ie = х , - Р ( 0  = п(х, в) и получим
8

Д,(р)я(д:,е) + Дп(д: + 8,е) + 5 1(р)л(д :-Е ,8) + 5 2я (д :-2 е ,е )  = 0 .  (8.30)

Уравнение (8.30) будем решать в четыре этапа.
Этап 1. Положив в (8.30) е —» 0 , р —>s и обозначив п (х ,0) = тс(х), 

уравнение (8.30) перепишем в виде

В Д я (л :)  = 0 , (8.31)

где K (s) = Ад (5 ) + А1 + 5 , (5 ) + В2 ( s ) .
Уравнение (8.31) является однородной системой линейных алгеб

раических уравнений относительно векторной функции л(х) с опреде
лителем матрицы K ( s ) , равным нулю, так как выполняется равенство

E TK (s) = 0 ,  (8.32)

где Е  -  единичный вектор.
Решение п(х) системы (8.31) найдем в виде

n(x) = R (x )H (x ) ,  (8.33)

где Н (х )  — скалярная функция, а вектор R(x) определяется системой

R(s)K(s) = 0 (8.34)

и условием нормировки

E TR(s) = 1. (8.35)
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Отметим, что вектор R{s) имеет смысл асимптотического распре
деления вероятностей состояний канала, то есть стационарного распре
деления вероятностей значений процесса k(x/e) при £ —» 0 .

Этап 2. В уравнении (8.30) разложим функции в ряд по приращени
ям аргумента х  с точностью до о (е ) , получим

K (p )k(x, e) - e V(s ) ^ ^ -  = o( e) ,  (8.36)
дх

где матрица V (s) имеет вид

K(s) = J51( j )  + 2 5 2(ff)-i4 1. (8.37)

Представим матрицу А'(р) в виде

К (Р) = К ( * ) - еЩ ^ - ,  (8.38)
ds

подставим в (8.36), получим

K (s )k(x, s) = е ^ ^ - п(х, е) + e F ( j ) ^ ^ ^ + o ( £ ) . (8.39) 
ds дх

Сложив все уравнения системы (8.39) и учитывая свойство (8.32) 
матрицы K (s ) , получим

дх
Поделив первую и правую часть этого равенства на в и полагая 

е -»  0 ,  получим

0 .
дх

Подставив сюда вид (8.33) для вектора п(х ) , запишем равенство 

E TV(s)R(s)H'(x) = 0 .

Так как производная Н '(х)  плотности распределения вероятностей не 
может тождественно равняться нулю, то имеет место равенство

E TV(s)R(s) = 0 ,  (8.40)

которое определяет значение s пропускной способности рассматривае
мой СМО.

Таким образом, значение 5 является решением уравнения (8.40).
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Этап 3. Решение п(х,е)  системы (8.36) найдем в виде 

тс(х, г) = R (s)H (x ) + е/г(х) + о (е ) . (8.41)

Подставляя (8.38) и (8.41) в (8.36), получим

J^ ( s )  -  j(^ (.y )tf ( * )  + Eh(x)) -  г V(s)R(s)H'(x)  = о (г ) .

Выполнив в этом равенстве несложные преобразования и учитывая ра
венство (8.34), получим систему

которая является неоднородной системой линейных алгебраических 
уравнений относительно компонент вектора h(x) , в которой ранги соб
ственной матрицы K (s)  и расширенной матрицы системы совпадают, 
поэтому система (8.42) имеет решение.

Решение h(x)  системы (8.42) будем искать в виде

K(s)h(x) = ^ ^ - R ( s ) H ( x )  + V(s)R(s)H'(x)
ds

(8.42)

(8.43)

K (s)h(2\ x) = ^ ^ - R ( s ) .

R(s) -  K (s)hm (*)  = 0 .
ds

Очевидно, положив h<2](x) = ------ — , получим
ds

, получим

М £ > Д ( Я) + В Д ^ 1  = | - ( В Д Л ( Я) ) = 0 .
os OS OS

Следовательно, h(x)  имеет вид

ds
где hw(s) определяется системой (8.43).

h(x ) = (х) + h (l\ s )H '(x ) , ( 8 .4 4 )
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Этап 4. В уравнении (8.30) разложим функции в ряд по приращени
ям аргумента х  с точностью до о(е2) , получим

AT(P)7C(JC,в ) -  £ V ( р ) D { s ) =  о (е 2)  , ( 8 .45 )  
ох 2 дх

где матрица D(x)  имеет вид

D (*) = 5 1( j )  + 4fl2( j )  + 4 .  (8.46)

Сложив все уравнения системы (8.45) и учитывая свойство (8.32) мат
рицы К (р ) , получим

~2 я2'ц
2дх 2 дх

В это равенство подставим п(х,г)  в виде (8.41), а матрицу V(p) в виде

V(p) = r ( s ) - e ? W - .
ds

В результате будем иметь

- г £ г | V ( s ) - s —  (R(s)H(x) + eh(x)) + — E TD (s)R(s)H\x) = o(e2) . 
\ ds у дх 2

Выполнив в этом равенстве несложные преобразования, перепишем его 
в виде

-ЕЕ Т |г(а)Л (л)Я '(*) -  в^ ^ - R (s )H \ x )  + eV(s)h '(*) j  +

+ ^ - E TD(s)R(s)H',(x) = о(е2) . (8.47)

Учитывая равенство (8.40), перепишем (8.47) следующим образом:

E T^ ^ - R ( s ) H ' ( x ) - E TV(s)h'(x) + —E TD(s)R(s)H"(x) = 0 .  
ds 2

Подставляя сюда (8.44), получим равенство

E T^ ^ - R ( s ) H ’(x) + E TV ( s ) ^ ^ - H ' ( x ) - E TV(s)h(l)(s )H \ jc) + 
ds ds

+ ^ E TD (s)R (s)H "(x)=  0 ,

которое перепишем в виде

2
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| - { £ гК ( 5 ) а д } я '( х )  + £ г |^£)(5)/г(5) - К ( 5)/г(,,(5 )| я ''(х ) = 0 ,

то есть в виде линейного однородного обыкновенного дифференциаль
ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами отно
сительно неизвестной функции Я ( х ) . Его решение, которое удовлетво
ряет условию нормировки, имеет вид

Н {х)  = ve~vx , (8.48)

где

v = j Е т | I D(s)R(s) -  V(s)hmЦ .

Здесь hm(s) является решением системы (8.43).

(8.49)

§ 8.4. Исследование сетей случайного доступа с адаптивными
протоколами

Рассмотрим компьютерную сеть связи, управляемую адаптивным 
протоколом случайного множественного доступа с оповещением о кон
фликте. Структура математической модели такой сети изображена на 
рис. 8.7.

Здесь Т  — состояние адаптера в текущий момент времени, которое 
меняется следующим образом:

T(t) + аДt, если k{t) = 0,

T(t + At) = -T(t),  если &(f) = l,

Г(?) + рД?, если k(t) = 2,

где к -  состояние прибора; а  > 0 , 
Р > 0 -  параметры, характери-° \ i , r

° \ „ г

° v 1/а

ц=1

Рис. 8.7

зующие структуру адаптера.
Будем полагать, что для каж

дой заявки в ИПВ вероятность 
окончания случайной задержки 
за бесконечно малый промежуток 
времени длительности At равна 
At/T + o(At), где Т — текущее 
состояние адаптера.
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Трехмерный случайный процесс {k(t),i(t),T(t)} является марков
ским, поэтому распределение вероятностей

Рк (/, Т, t) = P{k(t) = к, i (0  = i ,T <  T(t) < T  + d T }/d T  

удовлетворяет следующим равенствам:

Р0 (/, Т -  aAt, t + At) = P0(i, T,t) + AtPx{i, T,t) +

1
н—  AtP2 (/, T, t) + o(At), 

a

/J (i, T, t + At) = 1-| P + — + 1 At Pl(i,T,t) + pAtP0(i,T,t) +

+ - j r A t P 0(i + l, T,t) + o(At),

P2(i,T + fiAt,t + At) ■ 1 —| p + — \At p2 (/, t , t ) + рдtP2 о  - 1, t , t) +

+ A tPx (i — \,T,t) + p ДtPt (i — 2, T, t) +o(At).

Отсюда, выполнив несложные преобразования, получим

— ~ J ) =аер°(';7’’0 - f р+7 Vo о. т, о+р, о, г, t)+ - p 2{i, т, t),
ct дТ V Т J а

дц(1,т,1) = Гр+1 +Х (1->г>0+ pp0(i,T,t) + ~ p Q(i + 1 .7 V ) ,

5t дТ
P+^- \P2Q,T,t) + pP2( i - l ,T , t )  +

+ ^ P 1( i - l ,T , t )  + pPi( i - 2 , T , t ) .

Обозначив вектор

P (i,Г ,0  = {^oO'.т>О ,Р\0>T,t),P2O',T ,t) }T , 

систему (8.50) перепишем в виде уравнения

( 8 .5 0 )
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г - 1

' i  + 1
—  |Р(|+1,Г,0 +

щ  | р, —  I P(i - 1 , т, о + В2 (р)P(i -  2, т, о , (8.51)

где матрицы Л , Д ,, At, Вх, В2 однозначно определяются систе
мой (8.51).

Уравнение (8.51) будем решать методом асимптотического анализа 
в условиях большой загрузки, полагая, что

р = 5 - е ,

где 5 -  величина пропускной способности (ее значение определим ни
же), а е -  малый положительный параметр, формирующий асимптоти
ческое условие 8 ->  0 .

В уравнении (8.51), выполнив замены

te = х , ге = х ,  Тг = у ,  \ p { i , T , t )  = n(x,y,  x, s ) ,
е

получим

дп(х, у, X, е) дп(х, у, т, е) 
дх ду

г \ х
Р . -

v У ;

+А,
V У

я(х + 8, у, X, 8) + 5,
/ \ X — 8

Р,-

я(х,.у ,х,г) + 

я(х  -  s, у, х, 8) + (8.52)
V ?  У 

+ £ 2(р )л (х -2 е ,.у ,х ,е ).

Это уравнение будем решать в два этапа.
Этап 1. Положив в (8.52) е —> 0 , р —>s и обозначив тг(х,_у,т,0) = 

= п ( х ,у ,х ) , уравнение (8.52) запишем в виде

К
'  х '  

S —
У.

л (х ,у ,х ) = 0 ,

где

К
/ \ X / \ X ' хЛ г \ X

S,— = 4> S ,~ + А — + 5 , S —
К У ) 1 У J У У )

■B2(s ) .

(8.53)

(8.54)
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Очевидно, это уравнение и его решение обладает всеми свойствами 
уравнения (8.31) из предыдущего раздела, поэтому

n{x,y ,x) = R
{  \ х

S ,—
\ У ;

Н (х ,у ,  т ) ,

где Н (х ,у ,х )  -  скалярная функция, а вектор R 

системой

г \ х  
S —

v y j

(8.55)

определяется

К
/ \ X

R
/ N X

S — S ,—
\ у) 1 у)

= 0

и условием нормировки

E TR
. У

(8.56)

(8.57)

Этап 2. В уравнении (8.52) все функции разложим в ряд по прира
щению аргумента х  с точностью до о (г ) . Тогда получаем

с dn(x,y ,z ,£ ) [ ^ дп(х,у,т,£) к
дх ду р . -

v У ;
п(х,у,  т , е ) -

-8— \v
дх I

/ \ х  
S,— 

v У ;
7 r ( x , J , T , 8 ) ^  +  o ( 8 ) , (8.58)

где

Учитывая свойство

V
г \ X 

S,— = Я,
/ \ X 

S — +  2В2 (5 ) -  Ах
г  \X

К У ) \ у) кУ,

Е ТК
/ \ X 

р , -  
v У j

= 0

матрицы К , из уравнения (8.58) получим
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Подставляя сюда выражение (8.55) для вектора п(х,у,  т ) , получим 
уравнение относительно скалярной функции Н (х ,у ,  т) следую
щего вида:

дН(х,у,т) _  8 
~~И х'di

“ С \ / \
E TV

X
S,— R

X
S,—

{ у) { у)

д
ду

Е т A R
г \ х  

S ,—  
v JV

Щ х ,у ,  т )| -  

Щ х ,у ,  т ) [ ,

которое является вырожденным уравнением Фоккера -  Планка для 
плотности Н {х,у ,\ )  распределения вероятностей значений некоторого

двумерного диффузионного процесса {х (т),> '(т)}, коэффициенты пере-

. Коэффици

енты диффузии в этом случае равны нулю, поэтому {д:(т),_у(т)} явля

ются детерминированными функциями, вид которых определяется сис
темой обыкновенных дифференциальных уравнений

г \ г \

носа которого имеют вид E TV
г \ 

х  
S ,— R

г \ X 
S — ; Е тAR

/  \ 
х

S —
\ у) К У ) К У )

лг'(т) = E TV х 
S ,—

У
R

х 
S ,—

v y j

y\ i) = E TA R
г \ X

s , — 
У .

(8.59)

Если эта система дифференциальных уравнений имеет точку покоя, 
ее координаты (х ,у ) удовлетворяют следующей системе уравнений:

E TV
х

S ,—
\ У.

R
Г \х = О,

Е тA R
f  \ х

S ,—
V У.

У.

= 0 .

(8.60)

Очевидно, что полученная система (8.60) определяет величину s про-
х  х

пускной способности сети и постоянное значение у = — отношения — .
У У

Следовательно, множество точек покоя образуют прямую, определяе
мую уравнением
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х = УУ,
а математическая модель сети с адаптивным протоколом в условиях 
большой загрузки эквивалентна модели сети с динамическим протоко
лом, значение параметра у которого определяется системой (8.60).

Дальнейшее исследование сети с адаптивным протоколом реализу
ется методами, изложенными в предыдущем разделе для сетей с дина
мическими протоколами и найденным значением параметра у .
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