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Ф.Ф. ИДРИСОВ. А.Ф. ТЕРПУГОВ

ФИЛЬТРАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
СПЛАЙНАМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В работе рассматривается возможность фильтрации стационарного случайного процесса сплайнами перво­
го порядка, когда моменты измерений образуют пуассоновский поток событий постоянной интенсивности. На­
ходятся среднеквадратичная погрешность фильтрации и приближенный алгоритм оценки значений процесса в 
узлах сплайна.

Введение

С задачей фильтрации случайных процессов приходится сталкиваться в самых различных об­
ластях науки, техники, экономики и т.д. Теория фильтрации разработана очень подробно, но ис­
следования в этом направлении все еще продолжаются. В данной работе рассматривается новый 
подход к этой проблеме, основанный на использовании сплайнов для фильтрации значений слу­
чайного процесса. Сплайны нашли очень широкое применение в задачах аппроксимации функций, 
но их применение для задач фильтрации авторам неизвестно.

М атематическая модель и постановка задачи

Пусть имеется стационарный случайный процесс y(t)  с математическим ожиданием 
{М )̂} = О и функцией корреляции /?(т).

Разобьем всю временную ось на отрезки длиной Т, и на каждом отрезке будем вести отсчет 
времени от начала этого отрезка. Пусть есть момент /-го измерения на г-м отрезке. В данной 
работе рассматривается случай, когда моменты измерений образуют пуассоновский поток собы­
тий постоянной интенсивности "к.

Пусть есть измеренное значение процесса у ( / ) .  Будем считать, что =
= у(г1'^) + п(/.'^^),где есть ошибки измерений. Предполагается, что n(tY^) являются незави­
симыми случайными величинами с нулевым математическим ожиданием и дисперсией о^.

Рассмотрим отфильтрованные значения случайного процесса y{t)  в виде кусочно-ломаной
линии, то есть в виде сплайна первого порядка. Обозначим через значение сплайна на конце г- 
го отрезка. Тогда отфильтрованные траектории процесса y{t) представляют собой отрезки пря­
мых линий, соединяющих значения и а, для всех г. При наступлении нового временного ин­
тервала на его конце находится значение а , и добавляется новый отрезок прямой. Таким образом, 
сплайн строится в темпе наступления новых интервалов времени.

Оценка узлов сплайна

Рассмотрим оценку значений в форме

/=1 /=1
где N̂ . есть число измерений на г-м отрезке, а f ( t )  -  некоторая весовая функция. Таким образом, 
рассматриваются лишь линейные оценки величин .

Тогда

= Е ' + . (2)

и отфильтрованная траектория процесса y{t)  на г-м отрезке может быть представлена в виде



Я 0  = «,-1

Будем измерять погрешность фильтрации величиной

1- -  

, Т )
t
Т (3)

Так как М {>»(/) -  > (̂/)} = О, то

(4)

где символ £){...} означает вычисление дисперсии. 
Вычислим величину е^. Имеем

я о - я о = 1 - i -

1- -  

. TJ

1 у 7=1 1 1=1

1 (=1
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У=1

Два последних слагаемых не зависят от других слагаемых, и поэтому их дисперсия вычисляется 
особенно легко:

Здесь остается усреднить по моментам измерений . Учитывая, что они образуют пуассонов-
ский поток событий постоянной интенсивности X., и используя методику усреднения из [1], по­
лучим

(6)

..................  Т  о

Наконец, интегрируя по времени t, получим, что соответствующее слагаемое в равно

3 0̂
Точно такое же слагаемое получится и при вычислении дисперсии слагаемого

1 —

Т ) м
Рассмотрим теперь второе слагаемое в (5). Его вклад в будет равен

J  [i=ij=i J

где М,, означает усреднение по моментам измерений гУ’ . Выполняя это усреднение по методике 
из [1], получим выражение

J J/?(m -  v)dudv + Ai?(0) f^{u)du
V T )

(7)

Наконец, интегрируя по /, получим окончательно, что вклад второго слагаемого в равен

— J J/?(m -  v)dudv + XR{0) J {u)du 
3 [ 0 0  о

Точно такой же вклад дает и первое слагаемое. Третье слагаемое дает вклад, равный /?(0).
Рассмотрим теперь вклады, даваемые перекрестными слагаемыми. Комбинация второго и 

третьего слагаемых дает вклад, равный
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2где — 1+ -
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тему уравнений
XT

. Приравнивая нулю производные от этого выражения по а и Ь, получим сис-

2а

а + ь

^  У

( I  2 ^  23 ^
—+—Q ------[2  3 90 °

= 2 - - По»
(14)

Ее решение имеет вид
9 7ro^-56gro-13ro+60e ^^_21 /•„
4 (2го + 150(5го - 9 - 9 0  ’ 2 2г„ + 150 '

(15)

2) r(т) = l- /b (т /Г )^ T o г д a

е" = 1 + е а^+аЬ + — + а ^ + а Ь + ^ -^ а \ -^ а Ь г о -^ Ь \ -2 а -Ь  + аго+^Ьго. (16)

Приравнивая нулю производные от этого выражения по а  и А, получим систему уравнений

2а

а

1 + e - V
^  J i + e - i ' ’»

Г ,  ^  О ( \  2 ^ 2 ^
i + e - r ' o

V ^  J
+  b — + — Q — 'o

U  3 ^^ 9 “ J

= 2 - г . ,
(14)

Ее решение имеет вид

д _  2 j, -
( ^ о + 6 0 ( / Ь - 2 - 2 0 ’ б г о + е ’

(15)

Знание этих коэффициентов и позволяет производить сплайновую фильтрацию случайного 
процесса.
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или после интегрирования по t

о о
Аналогично, комбинация первого и третьего слагаемых дает вклад

- 2 : ^  j f  l - f ■
^ 0 4   ̂ J о

Наконец, комбинация первого и второго слагаемых дает вклад, равный

2 -
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Интегрируя по t, получим окончательно, что этот вклад равен
у 2  Т Т

—  \ \ R { T  ■^u-v) f{u) f{y)dudv .
3 00

(8)

(9)

(10)

Собирая вместе все эти слагаемые, получим окончательно, что среднеквадратичная погреш­
ность сплайновой фильтрации равна

гг - \ 2  тт
е  = — (о" + /?(0)) J / "  {u)du+ —  f \[2R{u - v )  + R{T + u -  v)]f{u)f{v)dudv -  

3 0 3 0 0

1 - -

, T )
R{T + t - u )

(11)
dt +/?(0) .

Нахождение весовой функции

Для удобства дальнейших выкладок перейдем к функциям г{х) = R{x)l R{0) и / о ( т )  = Я-ТУ(т). 
Тогда (11) примет вид

=>Д
3/?(0)

1 +
/?(0)

J  Р -г {и  -  V) +  г (Г  + ы -  v)l^(ы)/o(v)^/м^/v -
ЛУ i о 3 i о о

^ г ( « - 0  + 1 - -

Т )

(12)
r{T + t - u ) dt.

Минимизация этого выражения по f^{t)  приводит к неоднородному уравнению Фредгольма, 
которое может быть решено лишь в очень ограниченном числе случаев. Рассмотрим поэтому лишь 
приближенные решения.

При аппроксимации функций сплайнами первого порядка было показано, что оптимальная 
весовая функция в этом случае также линейна по /. Рассмотрим поэтому лишь случай, когда У ,̂(/) 
имсел вид f„(t) = a + h{ t / T ) .

Что касается вида г (т ) , то, прежде всего, отмстим, что фильтрация сплайнами имеет смысл 
лишь на тех участках [О, Т ] , где значения r ( t)  достаточно велики. Поэтому рассмотрим следую­
щие два частных случая:

1) г(т) = 1-^5 i T / r i .  Тогда (все приведенные ниже формулы получены с помощью програм­
мы MathCad)


