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ДИНАМИЧЕСКАЯ СЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ 

С ИНТЕРВАЛЬНОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ СПРОСА 
И УСТАРЕВАНИЕМ ЗАПАСОВ В УЗЛАХ СЕТИ 

 
Рассматривается динамическая сетевая модель системы управления запасами с интервально заданным спросом и устаревани-
ем запасов. Для анализа и расчета оптимальной стратегии управления применяется аппарат интервальной математики. С при-
влечением полной интервальной арифметики Каухера получены необходимые и достаточные условия существования допус-
тимого управления, достаточные условия существования оптимальной допустимой стратегии управления. Найдена оценка 
скорости сходимости системы к оптимальному допустимому уровню запаса. Разработан вычислительный алгоритм определе-
ния оптимальной допустимой стратегии управления. Рассмотрен численный пример. 
 

Динамические сетевые модели описывают широкий класс 
систем управления запасами [1, 2]. В качестве примера мож-
но привести системы снабжения, производства-распределения, 
транспортные, информационные, финансовые и другие систе-
мы. Узлы сети задают виды и размеры управляемых запасов, 
а дуги – управляемые и неуправляемые потоки в сети. Управ-
ляемые потоки перераспределяют ресурсы между узлами 
сети, возможно, перерабатывая их, и планируют поставки 
извне. Неуправляемые потоки описывают спрос на ресурсы в 
узлах сети, который формируется как со стороны других уз-
лов, так и внешнего окружения. 

Проблеме оптимизации динамических потоков в сети по-
священо большое количество работ (см., к примеру, [1, 2] и об-
ширную библиографию к ним). Современная теория предлагает 
алгоритмы оптимального управления как детерминированными, 
так и стохастическими динамическими сетями. Однако детер-
минированные модели не учитывают априорную неопределен-
ность, свойственную реальным системам управления запасами. 
Вероятностные – требуют точного задания вероятностных ха-
рактеристик неопределенных параметров системы (факторов 
неопределенности) и довольно сложны в смысле получения 
численных результатов. При этом во многих случаях нет осно-
вания или недостаточно информации, чтобы рассматривать фак-
торы неопределенности как случайные (то есть адекватно опи-
сываемые теоретико-вероятностными моделями). Это приводит 
к необходимости учета неопределенности нестохастической 
(или, в общем случае, неизвестной) природы. 

Интересный подход, основанный на концепции «неизвестных, 
но ограниченных» воздействий (unknown-but-bounded inputs), 
предлагается в работах Ф. Бланчини, Ф. Ринальди и В. Уковича 
[3−5]. В них рассматриваются динамические сетевые модели 
систем управления запасами в предположении, что неизвест-
ный спрос принадлежит заданному множеству. Такой подход 
приводит к минимаксным игровым постановкам и гарантиро-
ванным решениям в смысле заданного критерия. Авторы [3−5] 
используют аппарат теории множеств. Однако теоретико-мно-
жественное представление результатов приводит к трудностям  
при проверке условий существования оптимальных стратегий 
управления и вычисления их параметров. Кроме того, предло-
женные в этих работах модели не учитывают возможное уста-
ревание запаса в узлах сети (порчу, естественную убыль, мо-
ральный износ и т.д.). 

В работах [6−10] неопределенность спроса в системе 
управления запасами предлагается моделировать в виде ин-
тервала, в границах которого спрос произвольным образом 
принимает свои значения. Нижнюю и верхнюю границы из-
менения возможных значений спроса всегда можно оценить с 
достаточной степенью достоверности по статистическим 
данным или руководствуясь накопленным опытом и интуи-
тивными предположениями. При этом для анализа и расчета 
оптимальной стратегии управления запасами используется 
аппарат интервальной математики. 

В настоящей работе рассматривается динамическая сетевая 
модель системы управления запасами с интервальной неопреде-
ленностью спроса и устареванием запаса в узлах сети. С привле-
чением полной интервальной арифметики Каухера определяют-
ся необходимые и достаточные условия существования допус-
тимого управления и достаточные условия существования опти-

мальной допустимой стратегии управления. Оценивается ско-
рость сходимости системы к оптимальному допустимому уров-
ню запаса. Разрабатывается вычислительный алгоритм опреде-
ления оптимальной допустимой стратегии управления запасами. 
Предлагается численный пример. 
 

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 
 

Рассмотрим систему управления запасами в дис-
кретном времени (с периодическим контролем уровня 
запасов), представленную в виде динамической сети. 
Динамика сети описывается следующим рекуррентным 
соотношением: 

 0)()()()1( ≥++=+ t,tEdtButAxtx , (1) 
где x(t)∈Rn – вектор состояний системы, i-я компонен-
та которого задает уровень запаса на i-м узле сети; 
u(t)∈Rq – вектор управляющих воздействий (управле-
ние), компоненты которого представляют управляемые 
потоки в сети в момент времени t; d(t)∈Rm – вектор 
неуправляемых воздействий (спрос), компоненты ко-
торого описывают неуправляемые потоки в сети в мо-
мент времени t; структура сети определяется структу-
рой матриц mnqn RERB ×× ∈∈ , ; диагональная матрица 

A = Diag(α1, α2,…, αn), 0 < αi ≤ 1, i = n,1 , учитывает 
устаревание запаса в узлах сети. 

Относительно спроса d(t) известно лишь то, что он 
произвольным образом принимает значения в заданном 
интервале 

 0,)( ≥∈ ttd D , (2) 

где 0,][, ≥=∈ DDD D,DIR m . 
На состояния системы x(t) и управления u(t) накла-

дываются ограничения, которые обусловлены возмож-
ностями системы: 

 ;0,X)( ≥∈ ttx  (3) 
 0,)( ≥∈ ttu U , (4) 

где ],0[, XIR n =∈ XX ; ],0[, UIR q =∈ UU . 
Здесь и далее используется стандартная система обо-

значений [16]. Интервалы и другие интервальные величи-
ны (векторы, матрицы) выделяются жирным шрифтом. 
Арифметические операции с интервальными величинами 
рассматриваются как операции соответствующих интер-
вальных арифметик: классической интервальной арифме-
тики IR [11−13], где IR есть множество всех правильных 
интервалов { }RIR ∈≤== xx,xx|]xx[ ,,x , либо полной 
интервальной арифметики Каухера KR [14, 15], где 

{ }RKR ∈== x,x|]x,x[ x  – расширенное множество ин- 
тервалов. Под векторами (точечными или интерваль-
ными) всюду понимаются вектор-столбцы. 
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Определение 1. Будем называть функцию u(t)=U (x(t), t), 
u(t)∈U, допустимым на интервале X управлением для 
состояния x(t) в момент времени t, t ≥ 0, если для любо-
го значения спроса d(t)∈D выполнено включение 
x(t+1)∈X,, где x(t) определяется рекуррентным соотно-
шением (1).  

Определение 2. Будем называть стратегию Φ={u(t), 
t ≥ 0}, u(t)∈U, допустимой на интервале X стратегией 
управления для начального состояния x(0)∈X, если u(t) 
является допустимым на интервале X управлением для 
состояния x(t) в момент времени t, t ≥ 0, где x(t) опреде-
ляется рекуррентным соотношением (1). 

Определение 3. Будем называть X∈xx ˆ,ˆ , допусти-
мым уровнем запаса в сети, если для любого начально-
го состояния x(0)∈X существует допустимая на интер-
вале X стратегия Φ∈Φ(x(0)) такая, что ),ˆ ,0(X)( xtx ∈  

,0 ≥τ≥t  где интервальнозначная [11−13] функция 
X(a, b) = [a, b] определена для любых a ≤ b, a,b∈Rn; 
Φ(x(0)) – множество стратегий, допустимых на интер-
вале X при начальном состоянии x(0)∈X, а x(t) опреде-
ляется рекуррентным соотношением (1). 

Очевидно, что если для любого начального состоя-
ния x(0)∈X существует допустимая стратегия управле-
ния Φ∈Φ(x(0)), то X  является допустимым уровнем 
запаса. Однако, как известно, при неоправданно высо-
ком уровне запаса система несет потери от омертвле-
ния капитала в запасах и замедления его оборачивае-
мости. Поэтому необходимо найти оптимальный до-
пустимый уровень запаса в сети *x̂ , минимизирующий 
расходы системы на хранение запаса (максимальные 
возможные расходы за один период): 
 xhxC ˆ')ˆ( = , (5) 
и стратегию управления запасами Φ*∈Φ(x(0)), гаран-
тирующую включение 
 0),ˆ0()( * ≥τ≥∈ tx,tx *X , (6) 
где h∈Rn – вектор затрат, h ≥ 0, h ≠ 0, i-я компонента 
которого представляет затраты на хранение единицы запа-
са в i-м узле сети; символ «'» (штрих сверху) означает 
транспонирование. 

Стратегию Φ*∈Φ(x(0)), удовлетворяющую (6), бу-
дем называть оптимальной допустимой стратегией 
управления для начального состояния x(0)∈X, а время 
τ* – скоростью сходимости системы к оптимальному 
допустимому уровню запаса *̂x . При оптимальной 
стратегии управления Φ* затраты системы за один пе-
риод, начиная с момента времени τ*, будут удовлетво-
рять ограничению C(x(t)) *)ˆ(xC≤  для любого значения 
спроса d(t)∈D, t ≥ τ*. 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
ДОПУСТИМОГО УРОВНЯ ЗАПАСА В СЕТИ 

 
Терема 1 (о существовании допустимого управления). 

Для любого состояния системы x(t)∈X в момент времени 
t, t ≥ 0, допустимое на интервале X управление u(t)=U (x(t), t), 
u(t)∈U, существует и определяется из включения 
 EDX opp)()( +∈+ tButAx , (7) 
если и только если выполнены условия 
 ;XwidEDwid ≤  (8) 
 }{ BU−∈ED , (9) 

где x-xwid =x  – ширина интервала х; ED – интервал, 
полученный умножением вещественной матрицы Е на 
интервальный вектор D [11−13]; opp x = [− x, ]x−  есть 
интервал, противоположный к интервалу х [14, 15]; 
множество {− BU}={x∈Rn | x = −Bu, u∈U}. 

Доказательство. Построим управление u(t) в момент 
времени t в виде (7). Заметим, что включение (7) имеет 
смысл, если и только если выполнено условие (8). Дей-
ствительно, 

.XwidEDwid

EDoppXEDoppX

≤⇔−≤−⇔

⇔−≤−⇔+≤+

XXEDED

EDXEDX
 

Покажем, что такое управление существует для любого 
x(t)∈X. Из (7) имеем 

,BU
BUtAx|tx
BUtAx|tx

tButAx|tutx
tButAx|tutx

}opp{
}opp{)()(
}{opp)()(

)(opp)()()(
opp)()()()(

−+⊆⇔
⇔−+∈∈∀⇔
⇔−++∈∈∀⇔

⇔−+∈∈∃∈∀⇔
⇔+∈+∈∃∈∀

EDXAX
EDXX

EDXX
EDXUX

EDXUX

 

где AX  есть интервал, полученный умножением диаго-
нальной матрицы A на интервальный вектор X, множество 

,|{}opp{ BuxxRxBU d
n −=∈=−+ EDX  

},opp UEDX ∈+∈ uxd . 
Учитывая то, что XAX ⊆  для матрицы A = 

=Diag(α1, α2, …, αn), 0 < αi ≤ 1, i = n,1 , и интервального 
вектора nIRX ∈= XX ],,0[ , имеем 

},opp{}opp{
}{oppopp

BUEDXBUEDAX
EDAXEDEDAXAX

−+⊆−+=
=−++⊆++= BU  

если и только если выполнено условие (9). Следова-
тельно, управление u(t)=U(x(t),t), u(t)∈U, гарантирую-
щее (7), существует для любого x(t)∈X. 

Покажем далее, что такое управление является до-
пустимым на интервале X. Действительно, 

.tEdtButAxtdtutx
tButAx|tutx

tButAx|tutx

XDUX
XEDUX

EDXUX

∈++∈∀∈∃∈∀⇔
⇔⊆++∈∃∈∀⇔
⇔+∈+∈∃∈∀

)()()(|)()()(
)()()()(

opp)()()()(
 

По определению 1 управление u(t) является допусти-
мым на интервале X для состояния x(t)∈X в момент 
времени t, t ≥ 0. Теорема доказана. 

Замечание 1. Интервал EDX opp+  определяет уровень 
запаса, необходимого и достаточного для полного и свое-
временного удовлетворения спроса при выполнении огра-
ничения (3). Логично предположить, что 0opp ≥+ EDX . 

Это условие выполняется, если и только если 0≤ED . 
Следствие 1. Для любого начального состояния 

x(0)∈X допустимая на интервале X стратегия управле-
ния Φ∈Φ(x(0)) существует, если и только если выпол-
нены условия (8), (9). Доказательство легко получить с 
учетом определения (2). 

Терема 2 (о виде оптимального допустимого уровня 
запаса). Оптимальный допустимый уровень запаса в сети 

*x̂ , минимизирующий функцию затрат (5), имеет вид 

 EDEDx −=*ˆ . (10) 
Доказательство. Пусть выполнены условия сущест-

вования допустимой на интервале X стратегии управ-
ления (8), (9) и Xˆ ∈x – допустимый уровень запаса. 
Тогда по определению (3) для любого начального 
состояния x(0)∈X существует допустимая стратегия 
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стояния x(0)∈X существует допустимая стратегия 
Φ∈Φ(x(0)) такая, что x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) ∈ 

,01)ˆ0(X ≥−τ≥∈ t,x, для любого d(t)∈D. Следова-
тельно, 

.t,x,tButAxtx
t,x0,tButAxtx

01opp)ˆ0()()()1(
01)ˆ()()()1(
≥−τ≥+∈+=+⇔
⇔≥−τ≥∈++=+

EDX
XED  

(Заметим, что здесь, в отличие от определения 3, τ ≥ 1. 
Однако, если x(0) )ˆ0( x,X∈ , то получаем τ ≥ 0.) Послед-
нее соотношение имеет смысл, если и только если 

.EDEDxEDxED
x,x,

−≤⇔−≤−⇔

⇔+≤+

ˆˆ
opp)ˆ0(opp)ˆ0( EDXEDX

 

Учитывая то, что Xˆ ∈x , получаем ],[ˆ XEDEDx −∈  (в 
силу (8) этот интервал – правильный). 

Далее, так как функция затрат (5) монотонно воз-
растает по x̂ , то для любого вектора h ≥ 0, h ≠ 0, мини-
мум функции (5) доставляет EDEDx −=*ˆ , что и тре-
бовалось доказать. 

Замечание 2. Для оптимального допустимого уров-
ня запаса *x̂  вида (10) справедливо включение 
 *)ˆ,0(widwid xXED ≤ . (11) 

Допустим, что в некоторый момент времени τ* со-
стояние системы попало в интервал *)ˆ,0( xX . Учиты-
вая (11), можно применить теорему 1 для X= *)ˆ,0( xX . 
По теореме 1 для любого состояния x(t) *)ˆ,0( xX∈  в мо-
мент времени t, t ≥ 0, допустимое на интервале *)ˆ,0( xX  
управление u(t)=U(x(t),t), u(t)∈U, существует и опреде-
ляется из включения 
 EDX opp*)ˆ,0()()( +∈+ xtButAx . (12) 
С учетом того, что ],[opp*ˆ,0 EDED)x( −−=+ EDX , из 
(12) получаем матричное уравнение 
 EDtButAx −=+ )()( . (13) 

Управления u(t), u(t)∈U, удовлетворяющие (13), га-
рантируют включения x(t) *)ˆ,0( xX∈  для t ≥ τ* и со-
ставляют оптимальную стратегию управления (будем 
называть их оптимальными управлениями). 

Замечание 3. Величина ED−  определяет опти-
мальный уровень предельного запаса в системе для 
t ≥ τ*. Причем любое управление u(t), u(t)∈U, удовле-
творяющее (13), является оптимальным в смысле (6). В 
этом случае для t ≥ τ* управления u(t) логично выби-
рать, минимизируя затраты на управления (транспорт-
ные расходы, затраты на производство и т.д.) при усло-
виях u(t)∈U и (13). 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ 
ДОПУСТИМОЙ СТРАТЕГИИ УПРАВЛЕНИЯ 

 
Пусть для любого начального состояния x(0)∈X суще-

ствует допустимая на интервале X стратегия управления. 
Для существования оптимальной в смысле (6) допустимой 
стратегии управления этого достаточно в двух случаях: 

− когда оптимальный допустимый уровень запаса 
Xx =*̂ , тогда любая допустимая на интервале X стра-

тегия управления будет оптимальной; 
− когда оптимальный допустимый уровень запаса 

XxXx ≠≤ *ˆ,*ˆ , и начальный уровень запаса x(0) ∈ 

*)ˆ,0( xX∈ , тогда любая допустимая на интервале 
*)ˆ,0( xX  стратегия управления будет оптимальной. 

В этих случаях проблема существования оптималь-
ной допустимой стратегии управления не возникает и 
скорость сходимости τ*=0. Оптимальные управления 
u*(t), u*(t)∈U, составляющие оптимальную стратегию 
Φ*∈Φ(x(0)), являются решениями уравнения (13) в 
каждый момент времени t ≥ 0. 

Рассмотрим далее случай, когда начальный запас 
превосходит оптимальный допустимый уровень запаса 

Xx,Xx,X,xx ≠≤∈ *̂*̂)*̂()0( X . Определим для этого 
случая условия существования оптимальной допусти-
мой стратегии Φ*∈Φ(x(0)) и скорость сходимости τ* к 
оптимальному допустимому уровню запаса *x̂ . 

Терема 3. (о существовании оптимальной допусти-
мой стратегии). Для любого начального состояния 
x(0)∈X существует оптимальная допустимая на интер-
вале X стратегия управления Φ*∈Φ(x(0)), если выпол-
нены условия (8), (9) и существует ε>0 такое, что 
 }{)0()( BU,ED,AED −⊆θε+ XX , (14) 

где *̂, xXRn −=θ∈θ . Причем сходимость к оптималь-
ному допустимому уровню запаса *x̂  достигается не 
более чем за конечное число шагов 

 1
ln

1
ln

max
1

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎥

⎤

⎢
⎢
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⎢

⎢

⎡

α
ε+α−

ε

=
= i

i

,ni
T , (15) 

где ⎡ ⎤x  – наименьшее целое, большее числа x. 
Доказательство. Введем вектор 

0),()()1(~ ≥+=+ ttButAxtx , 
который определяет уровень запаса в сети после по-
ставки в момент времени t, но до очередного предъяв-
ления спроса. Тогда 0)()1(~)1( ≥++=+ t,tEdtxtx . 
Покажем, что x(t+1)∈X для любого значения спроса 
d(t)∈D, если и только если EDX opp)1(~ +∈+tx . 

Действительно, 

.txtx
tEdtx|td

EDXXED
XD

opp)1(~)1(~
)()1(~)(

+∈+⇔⊆++⇔
⇔∈++∈∀  

Покажем по индукции, что для любого начального со-
стояния x(0)∈X существует допустимая на интервале X 
стратегия Φ∈Φ(x(0)) такая, что 

{[ −−−−∈ − )(,max,)(~ 1 EDXAEDEDtx t  

 }] ,1 , )( 2 ≥θ+++ε− − tAAI tK  (16) 

где nnRI ×∈  – единичная матрица. Так как выполнены усло-
вия (8), (9), то по теореме 1 для любого начального состояния 
x(0)∈X существует допустимое управление такое, что 

][opp)1(~ EDX,EDx −−=+∈ EDX . 

С учетом соотношения EDXEDxED −≤−=− *ˆ  ясно, 
что для t = 1 включение (16) справедливо. Далее, пусть 
(16) справедливо для произвольного t, t ≥ 2. Покажем, 
что оно справедливо для t + 1. Заметим, что условие 
(14) можно представить в виде 

.}{)0)((X)0(X)(X BU,EDAI,ED,AEDA −⊆−+θε+  (17) 
Рассмотрим =+ )1(~ tx Ax(t) + Bu(t) = +)(~( txA  Ed(t − 1) + 



 

 104

+ Bu(t) ± εθ(t) . )(~ tθ±  Согласно условию (17), сущест-
вует управление u(t)∈U такое, что +εθ+− )()1( ttAEd  

0)()(~
=+θ+ tBut  для любого d (t − 1)∈D и любых 

)0()( θ∈θ ,t X , )0)(()(~ ,EDAIt −∈θ X . Тогда  

 )(~)()()1(~ tttAxtx θ−εθ−=+ , (18) 
где 
 )0()( θ∈θ ,t X , )0)(()(~ ,EDAIt −∈θ X . (19) 

Определим вектора )(~)( t,t θθ  с компонентами 
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,)(~   if,
)(
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i
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iiiii

i
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EDtxt

ED(t)x
EDtx

t
 (20) 

Покажем, что )(~)( t,t θθ  вида (20) удовлетворяют усло-
вию (19). Согласно (20), θi(t) либо принимает значение θi 
(верхней границы i-ой компоненты интервала X(0, θ)), либо 
равна нулю  (нижней  границе i-й компоненты интервала 

X(0, θ)), либо 0
)(~

)( >
ε
+α

=θ iii
i

EDtx
t , причем из условия 

iiii EDtx −<εθ−α )(~  следует i
iii

i
EDtx

t θ<
ε
+α

=θ
)(~

)( , от-

куда получаем включение )0()( θ∈θ ,t X . Далее, )(~ tiθ  либо 
равна нулю (верхней границе i-ой компоненты интервала 

)0)X(( ,EDAI − ); либо 0)(~)(
~

<+α= iiii EDtxtθ , причем в 
силу предположения индукции (16) имеем ii EDtx −≥)(~ , 

откуда iii EDα1tθ )()(
~

−≥ , что и доказывает включение 

)0)(()(
~

,EDAItθ −∈ X . 
Таким образом, из (18) получаем 

⎩
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⎧
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−≥εθ−αεθ−α
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i ED
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откуда, с учетом предположения индукции (16), 
{[ −−α−−∈+ )(,max,)1(~

ii
t

iii EDXEDEDtx i  

 }] .)1( 1
i

t
ii θα++α+ε− −K  (21) 

Кроме того, учитывая соотношения 

,*̂
,)1()( 1

iiii

iii
t
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EDXEDxED
EDXEDXi

−≤−=−
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получаем включение 
{[ }]
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)1()(,max, 1
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i
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t
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EDXED

EDXEDED i

−−⊆
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Таким образом, EDX opp)1(~ +∈+tx  и x(t+1)∈X для 
любого d(t)∈D. По определению 1 управление u(t), 
удовлетворяющее (21), является допустимым на интер-
вале X в момент времени t. Следовательно, утвержде-
ние (16) имеет силу для любого t ≥ 1. 

Покажем, что стратегия Φ∈Φ(x(0)), является оптималь-
ной, т.е. начиная с некоторого момента времени τ* выпол-
нено включение (6). Рассмотрим случай, когда θi = 0 
( ii Xx =*ˆ ). При этом включение (16) примет вид 

{ }[ ] 1,)*ˆ(,max,)(~ 1 ≥−α−−∈ − tEDxEDEDtx ii
t
iiii . 

Заметим, что 

iiii
t
iii

t
i EDEDEDEDx −≤≤≤α<≤−α=−α −− 0,10)()*ˆ( 11 , 

следовательно, 
[ ] 1,EDopp*)ˆ,0(X,)(~ ≥+=−−∈ txEDEDtx iiiii , 

что гарантирует включение 0*),ˆ,0(X)( ≥∈ txtx ii  (с уче-
том того, что 0*),ˆ,0()0( ≥∈ txx ii X ). 

Для случая, когда θi>0, найдем момент времени τ*, 
начиная с которого [ ] *,,)(~ τ≥−−∈ tEDEDtx iii . Рас-
смотрим функцию 
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Учитывая то, что 
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нетрудно показать, что функция fi(t) убывает по t и  
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Следовательно, из (16) имеем 
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откуда получаем 
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Таким образом, стратегия Φ∈Φ(x(0)), удовлетво-
ряющая (16), является оптимальной, а скорость сходи-
мости к оптимальному допустимому уровню τ*=T, где T 
определяется соотношением (15). Теорема доказана. 

Из доказательства теоремы 3 следует, что если выби-
рать управление u(t)∈U в момент времени t так, чтобы 

{[ }]⊆θ−−ε−−−−∈
∈+

− )()()(,max,
)()(

1 tt AIAIEDXAEDED
tButAx

 

{[ }], ))()((,max, θAIAIAEDEDED t1t −−ε−+−−−⊆ −  
то, начиная с момента времени T–1, будем иметь 

[ ] 1,,)()( −≥−=−−∈+ TtEDEDEDtButAx , 
что гарантирует 

Ttx(tx ≥∈ *),ˆ,0)( X , 
следовательно, стратегия Φ={u(t), t≥0}является опти-
мальной в смысле (6). 

Для того чтобы увеличить скорость сходимости 
системы, будем определять управления u*(t) в момент 
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времени 0 , ≥tt , составляющие оптимальную страте-
гию Φ*={u*(t), t≥0} из решения следующей оптимиза-
ционной задачи: 

 
n

n

i
i tu λλ
⇒λ∑

= K,),( 11
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при ограничениях 

,0,,, U,)(
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где x(t) определяется рекуррентным соотношением (1) 
(x(0) – известное начальное состояние запаса); 
Λ=Diag(λ1, λ2,…, λn) – диагональная nn× -матрица; λ1, 
λ2,…, λn∈R – вспомогательные параметры. Момент 

времени τ*, τ*<T, начиная с которого 0
1

=λ∑
=

n

i
i , опре-

деляет скорость сходимости системы. 
Замечание 4. В случае единичной матрицы 

A=Diag(1,1,…1) (без учета устаревания запаса) оценка 
скорости сходимости системы к оптимальному допус-
тимому уровню запаса *̂x  определяется по формуле T= 
= [1/ε] + 1. (Эта оценка получается в результате пре-
дельного перехода nii ,1,1 =→α , в формуле (15).) 
 

ПРИМЕР 
 

Рассмотрим систему производства-распределения, 
которая описывается динамической сетью, представ-
ленной на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Структура сети 

 
Сеть состоит из трех узлов: узлы 1, 2 производят 

продукцию А и В,  которая используется для производcтва 
продукции АВ в 3-м узле. Управляемые потоки u1, u2 
определяют интенсивность производства продукции А 
и В соответственно; u4 перераспределяет дополнительные 
производственные возможности системы между произ- 
водственными линиями А и В (если u4=0, то все допол-
нительные возможности системы направлены на про-
изводство продукции А);  u3  описывает производствен- 
 
 

ную линию, которая из А и В производит продукцию 
АВ. Неуправляемые потоки d1, d2, d3 определяют спрос в 
узлах сети на продукцию А, В и АВ соответственно; d4, 
d5 представляют спрос в 3-ем узле на продукцию А и В. 

Динамика сети описывается рекуррентным соотно-
шением (1) со структурными матрицами 
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Матрица, учитывающая устаревание запаса, имеет вид 
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Неопределенность спроса и ограничения на состоя-
ния системы и управления заданы в виде соответст-
вующих интервалов 

.

]700[
]1000[
]550[
]1900[

,
]1500[
]1200[
]1300[

,

]300[
]200[
]8006[
]3002[

]255[

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

,
,
,
,

U
,
,
,

X

,
,
,
,

,

D  

Для данной системы оптимально допустимый уро-
вень запаса ')502040(*̂ =x (формула (10)), условия 
теоремы 3 выполнены (ε = 0.158), максимальная ско-
рость сходимости T = 5 (формула (15)). 
 

 
 

Рис. 2. Динамика изменения запаса в узлах сети 
 

В каждый момент времени t, t ≥ 0, решая задачу (22), 
получаем оптимальное управление u*(t). Рис. 2 пока-
зывает динамику изменения запаса в узлах сети при 
оптимальной стратегии управления Φ*={u*(t), t ≥ 0}, 
Φ*∈Φ(x(0)), для начального состояния запаса x(0)= 
=(130 120 150)'. Видно, что скорость сходимости τ*=2, 
так как )ˆ0()( *x,tx X∈  для t ≥ 2. 
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