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В данной работе приводится решение задачи оптимального хеджирования для опционов купли и продажи 
экзотического типа при наличии выплаты по рисковым активам дивидендов. Получены формулы, опреде­
ляющие стоимости опционов, а также эволюцию во времени капиталов и портфелей. Получены соотно­
шения паритета, связывающие решения для опционов купли и продажи. Исследованы свойства решения.
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1. Постановка задачи

Рассмотрение задачи проводится на стандартном вероятностном пространстве (n ,F / ,F  = ( / ‘j ) ^ 0 ,P ) 

[1,2]. Через Р, = P |F , обозначается сужение меры Р на F,. На финансовом рынке обращаются рисковые 

(акции) и безрисковые (банковский счет, государственные облигации) активы, текущие цены которых S, и В, 
в течение интервала времени t е [0,Г] определяются уравнениями из [1,2]:

dSt = St (lidt + adW ,), dB, = rB,dt, (1.1)

где W, -  стандартный винеровский процесс, о  > 0, г > 0 ,50 > 0, В0 > 0 , решение которых имеет вид

S, = 5 0 ех р { (ц -(а 2/2 ))/ + а ^ } ,В ,  = 5 0ехр{г/}. (1.2)

Считаем, что текущее значение капитала инвестора Я', определяется в виде [1,2]

* ,= р ,Я ,+ у Л .  (1-3)
где п, = (Р ,,у ,) -  пара ^-измеримых процессов, составляющая портфель ценных бумаг инвестора. За обла­
дание акцией происходят выплаты дивидендов в соответствии с процессом D, со скоростью 8y,S,, пропор­
циональной рисковой части капитала с коэффициентом 8, таким, что 0 £  8 < г , т.е.

dDt =5y,S,dt. (1.4)

Тогда изменение капитала в задаче с дивидендами происходит в виде
dX, = (J,dB, + y,dS, +dD ,. (1.5)

Из (1.3) следует, что
dX, = р,dB, + у,dS, + B,d$, + S ,d y ,. (1.6)

Тогда, согласно (1.5), (1.6), B,dfi, +S,dyt =dD, , что является балансовым соотношением, заменяющим ус­
ловие самофинансируемости в стандартной задаче [1, 2]. Из (1.1), (1.3) -  (1.5) следует, что капитал опреде­
ляется уравнением

dX, =rXldt + <ri,S,dW?-r+&,

f V r r+6= W ,+ (\i-r  + 5 ) t /o .  (1.7)
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Далее нам потребуется результат, связанный с преобразованием мер вида

с/Р(* = Z 'd P ', (1.8)

математические ожидания относительно которых Е и Е* соответственно.
Теорема Гирсанова [1]. Пусть Y, -  диффузионный процесс, определяемый уравнением 

dY, = b(l,Y ,)dt + dW ,, где W,-  винеровский процесс. Пусть

Z, = е х р { -|А (т ,П ) ^ - ) : ) #  (т,П  ) Л | ,
2 о

причем EZ, = 1 . (1.9)

Тогда процесс Y, является винеровским относительно меры Р * .
Пусть У, = fV̂ ~r+&. Согласно (1.7),

d Y ,= d W y +6 = ( ( ц - г  + 8 ) /о )Л  + </И'. (1.10)

Так как, согласно (1.10), Ь(т, Ут) = ( ц - г  + 8)/ст,то

z , = -  с х р { - Н ^ ± б , }.

Так как Eexp{ofF,} = ехр{(о2/ ) / 2 | ,

то EZ?~r+b = 1, т.е. условие (1.9) для ZfM"r+8 выполняется.

Пусть Р* = Р ,*_г+8, определяемая преобразованием d¥f~r+b = Zf~r*bdW,, и пусть Е* = Ец' г+8. Тогда, со­

гласно теореме Гирсанова, процесс вида (1.7) является винеровским относительно меры Р ц-г+8,т.е.

для / > т Еи_г+8 -  W»~r+& |FT) = 0 , Ем~г+8([0,/ ,"г+8 -  w?~r+s]2 |Ft ) = / -  т . Таким образом, обозначая

через 1ан<-|Р) и £аи<-|Рц' ' '+8) свойства процессов относительно Р  и Р ц~г+8, получаем

L a w i W ^ 6 |РЦ_Г+8 ) = Z .aw (^ |P ). (1.11)

Тогда, согласно (1.2), (1.7), (1.11),

Law(S,-,t Z Т | Р ц-Г+8) = Law(S0 exp{(ц- (<т2/2 )) / + о ^ ,} ; /  S Т |РМ"Г+8) =

= Law(S0 exp | ( r  -  5 -  (о 2/2 )) / + afF/‘~r+8}; / й  7’|Р»Х*Г+5) =

= 1аи<5оехр{(г - 8 - ( о 2/2 ))/ + о ^  } ; /£ Г |Р ) .  (1.12)

Таким образом, Z,aw(S(ц ,г ,5 )|Р Ц“''+8) = L aw (S (r,5 )P ), т.е. вероятностные свойства процесса 5 (ц ,г ,8 ), 

определяемого уравнением d,^ (ц ,г ,8 )  = 5 ,(ц ,г ,8 )((г-8 )<Л  + ск/И7‘~г+8) , относительно Р и~г+* совпадают 

со свойствами процесса 5 (г ,8 ), определяемого уравнением

dlS ,(r ,b ) = Sl ( r , b ) ( ( r -5 )d t  + adfVl ) ,  (1.13)
относительно меры Р .

Задача: Сформировать портфели n,c (8) = (p f  (8 ) ,y f(8 ))  и n f  (8) = (p f (8 ) ,y f  (8)) в случае опционов

купли и продажи таким образом, чтобы формирование капиталов X f  и X ?  согласно (1.3) в конечный мо­
мент времени Г обеспечило выполнение платежного условия Х Г = f T( S ) .

В данной работе для опционов купли и продажи платежные функции имеют вид [3]

f ( S T) = / с (Sr ) = m in{(5Г - К Х) \ К 2) ,  f { S T) = f p (ST) = min{(AT, - ST )+ , K2}, (1.14)

где Kx > 0 -  оговариваемая в момент заключения контракта цена реализации рискового актива в момент ис­

полнения Т,& К2 >0 -  величина, ограничивающая выплату по опциону.

Далее всюду о+ = т а х (а ;0 ) ,

1 ° з1/
Ф (а) = - =  [ e~ / 2 ds.  (1.15)

v 2 n _ i
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2. Основные результаты 

Теорема 1. Пусть b f  (8, t ) , b2 (6 ,/) ,  d f  (5,/) и d2 (S,t) определены формулами

1п(ЛГ1/5 ,, ) - ( г - 6  + о 2/ 2 ) ( Г - 0  

oV f^T
i f  (8 ,/) = V Г  - ' 7 ; (2.1)

tC /_  ln((K 1+* 2) / S J - ( r - 8  + a 2/ 2 ) ( r - 0 .
o2 \Oft)-------------------------- у"  ............................., (2.2)

а ч Т - t

ь № Д ) - ( г - w / ^ r - o ,  (23)
o V r - t

а д * * , й ) - ( г - ! - А 2 ) ( Г - . )
( 8 ,0 --------------------------------  . (2.4)

Тогда в случае опциона купли рациональная стоимость опциона СГ (5) = Л'0, портфель

л(с (8) = { i f  (8),р f  (8)J и капитал X f  (8) определяются формулами

СГ(5) = % - 8Г[Ф (62С( 8 ) ) - Ф ( ^ ( 8 ) ) ] - ^ ^ Г[ Ф ( ^ ( 8 ) ) - Ф ( ^ С(8))] + ̂ ГФ ( - ^ С(8)); (2.5)

у,с (8) = «Г 8<г-'> (Ф(г>2с (8 ,/))-Ф (А кс (8 ,/))); (2.6)

Р ? (8) = [ф(</2с (6,0)-Ф (</,с (& , t ) ) ] + & e- « T- 4 ( - d f  (8 ,/) ) ;  (2.7)

X ?  (8) = S,e-5<r -'> [Ф (62С (8 ,/))-ф (б |С ( 8 ,0 ) ] -  

- K le~r<T-,) [ф(</2с (6 ,0 ) -  Ф К  (8 ,0 )]  + Кге-г(т- Ч ( - ё $  (8 ,/)) , (2.8)

где Ьf  (8) = 6,с (8 ,0 ,  62С (8) = Af ( 8 ,0 ,  4 °  (8) = </f (8 ,0 , </2С (8) = </2с (8 ,/) при / = 0 .
Доказательство. Согласно общей теории [1,2],

* ( =e-'<r -'>Fr _( (S ,) ; (2.9)

Х 0 =e~rTFT(S0); (2.10)

= e-r (J - ' )8Ft-j ( S\ S ' ) ;  (2.11)

(2.12)

Y' - 5,

где FT_,(S,) = E { f T (ST (r,5))\S,}.  Тогда и з (1.1), (1.2), (1.13) и (1.14)с учетом (2 .1)-(2 .4)
2

Ft- i (s ) = ~F=  f min-!Г [r-e— V-O+t^/rwi 'j \ e  2 dz =
\ W  J - k ,J ,K2j

. ^ ( 0 /  ( „2\   \  f i  1 ® i l
= - f =  f r-8-T  (r-/)+oVf=?z e 2 dz+  > f K2e 2 dz =

1 ( s v r  - — +0 ' j T - i z - — ( T - l )  1 ^ ( ' )  _ l i  j  ® _ f i
= - = s e (r- m 4 )  \ e 2 2 d z - K ,- L =  f e *<fe + li:2- i «  f e 2flk =

<#(/) ( r -a ^ 7 )2

=  J  ,  ,  ^  ( 5 i , ) )  _  ф ( ^  ( s . , ) ) ] + AT2<I>(-rff ( a ,  f ) )  =

4 (0

= 5^ - 6«7'- ') [ ф (62с ( 8 , 0 ) - ф (а1с ( 8 , 0 ) ] - / : , [ ф (^ с ( 8 , 0 ) - ф К ( 8 , / ) ) ] + / : 2ф ( - ^ ( 8 , / ) ) .  (2.13)

Таким образом (2.5) -  (2.8) следуют из (2.9) -  (2.13).
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Теорема 2. Пусть ftf(5 ,0»  Ь2 (5 ,/) , d {  (5,t)  и d2 (S,t) определены формулами

1 п (^ /5 ( ) - [ г - 5 + ^ - 1 ( Г - / )

*№#)-----Ь з Н — : (2Л4)

i n ( ( * , - * 2) / s , j X - s + ^ V - o
Ь2Р( 5 , 0 ------------------------- Л -------------1--------- ; (2.15)

а \ Т - 1

In ( K J S , ) -  

< /,'(8 ,0  = ---------------
г7Г^7

(2.16)

1 п ( ( А Г , - ^ ) / 5 , ) - ( г - 8 - ^ ] ( Г - 1 )

* ltJ)------------------ S J F 7  1--------' (1171
Тогда в случае опциона продажи рациональная стоимость опциона Рт (5) = Х 0 , портфель 

ЯГ (8) = {уГ (в)»РГ (8)} и капитал X *  (8) определяются формулами

Р ^ 8 )  = - 5 ое-8г[ ф ( ^ ( 8 ) ) - ф ( ^ ( 8 ) ) ]  + Л:1е-'-г [ ф ( ( /Г ( 8 ) ) - Ф К ( 8 ) ) ]  + / : 2̂ гФ(с/2/ ,(5 )); (2.18) 

y f (8) = - е '8<г-'> [ф (й (  (8 ,0 ) -  <b{bp2 (8, ( ) )] ;  (2.19)

РГ(б) = [ Ф ( < ( 8 , / ) ) - ф ( ^ (8,t ) ) ]+ — e~r T̂~^<b(d2 (8 ,/)) ; (2.20)
Of Of

Х,с  (8) = -S ,e -* T-* [ Ф ( ^  (8 ,/) ) -Ф  ( t f  (8 ,/))] +

+K{e-r{T4)[<t>(d{ (b, t))-<b(d£ (5, /))]  + А'2е"г(7’",)Ф (c/f (8 ,/) ) , (2.21)

где A f(8) = A f(8 ,0 , 4 f(8 )  = t f  (8 ,/) , d p (b) = d p (6,t) и ^ ( 8 )  = ^ ( 8 , / ) при / = 0 .
Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1. Так как 

/ />(5Г) = шт^ЛГ, - S T)+ ,/Г2} »Т0 из (1-1), (1.2), (1.13), с учетом (2.14)-(2.17) следует

N+ 1 —,К 2 \е 2 dz =Ff_, ( , )  -  - L  )  mi„ f  '

1 ^ . 'V  ( aVI ,__ \  1

■ ж 1  2* +^  i ‘ ie 2<fe=

1 dC{') i 2|qiJ f l  °2rr l) 1 d'rP  1 ^ (') _fi
= - - 7L s e (r_8)(r' ,) J e 2 2 dz + - l = K x J <? 2 dz+~Y=?K2 \  e 1 dz

^  А »  Ж  A )  ^  i

df (/)
= _se('-exr-0 1 j  e 2 А + к Т ф Ц '(8 ,0 )-Ф (^  (8,0)1 + ̂ 2Ф(̂ 2 (8.0) =

<*2 (0

= _ ^ -8 К г -0  ( 5 , / ) ) - ф ( ^  (8 ,0 )]  + ̂ , [ ф ( <  (8 ,0 ) ■- Ф К  (8 .0 )]  + (8 .0 ) • (2-22)

Путем подстановки (2.22) в (2.10) -  (2.13) получаем (2.18) -  (2.21).
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Теорема 3. Пусть Ст (8) ,  y f  (8) ,  p f  (8) ,  X f  (8) есть пределы Ст (8) ,  уf  (8) ,  p f (8) ,  X f  (8) при 

A^fcc. Пусть / 7. ( 8) , y f (8), p f (8) ,  X f  (8) есть пределы (8) , y f (8) , p f  (8) ,  Х,р (5) при АГ2ТаГ, . Тогда

3. Анализ решения

Ст (8) = S0e-sr<t>(-lf (8) ) -K,e~r^ ( - d f  (8)); (3.1)

У/7 (8) = е”^ г"^ф(-А|С (8, /) ) ;  (3.2)

P f (8) = - ^ ^ ( - d f  (8, г ) ) ; (3.3)
Dt

X f  (8) = S,e~^T~ '^ ^ - b f  (б,/)) — /С,е-г<г-/)ф ( —л/,47 (8, / ) ) ;  (3.4)

Рт = - 5 0е"8ГФ К ( 8 ) )  + /Г1е-гГф ( ^ ( 8)) ; (3.5)

yf = -е -б(г-')ф(б,я (0 ) ;  (3.6)

p f = х е"г(7" ,)ф К ( 6’') ) ;  (з-7)

*,с = -5 ,е - 8(7' " )ф(А|я (8)/)) + /Г|е-г(г- ')ф ( ^ /,(8, /) ) .  (3.8)

Данные результаты следуют непосредственно из теорем 1 и 2 и представляют собой полное решение за­
дач хеджирования стандартных европейских опционов при наличии выплат по дивидендам. В случае 8 = 0 , 
когда выплаты по дивидендам отсутствуют, формула (3.1) переходит в известную формулу Блэка -  Шоулса 
[4].

Теорема 4. Имеют место паритетные соотношения:

Рт (8) = Ст (8 )+ V 8r | > К  (8)) -  Ф ( £  (8))] -

гГ[ф (^2>(8 ))- Ф (^ £ (8 ))] + ̂ 2е_гГ[ ф (^2*(8))~Ф (“ ^ (8 ))]; (3.9)

y f (8) = У/С (8) + е~^г~^Ф^Ь2 (8 ,/) ) -ф (б £  (8 ,f)) ; (3.10)

Pf (8) = p f (5 )+^ - е - г^  [Ф(с/2С ( 8 , / ) ) - <*(dp2 (8 ,/))] +

+ ^ - ^ г(Г' ' ) [ Ф К (8 ,0 ) - Ф ( - ^ С(8 ,0 ) ] ; (3.11)
"/

Х ?  (8) = ^/C (8) + S,e~^T'^  [ф (б^  (8 ,/) ) -® (ftf  (8 ,/))] —

+ (3.12)

Доказательство следует непосредственно из соотношений теорем 1 и 2.
Теорема 5. Асимптотические свойства решения заключаются в следующем:
1. lim y f (8) = 0 , Кхе-г(Тч) > V 8(r_,); lim y f (8) = 0 ;

о-»0 а-*я>
2. lim p f (8) = 0 , К1<Г г(7'- ') > Sie-&iT- ') ; lim p f (8) = 0;

o->0 o->oo

3. lim X f  (8) = 0 , Kie~r T̂~'̂  > ; lim X f  (8) = 0 ; lim X f  (8) = 0 ; lim X f  (8) = K,<fr(7-_,);
o->0 o-*oo S,-*0 S,-*o0

4. limC7-(8) = 0 , A'le_r(r_' ) > 5 le_8(7’_,); lim C r (8) = 0 ; lim C r (8) = 0 ; lim Cr (8) = K 2e-rT;
c->0 о->00 S0-*0 S0~* 00

5. lim yf (8) = 0 , (К, -  > Sxe~*T 4 ) ; lim yf (8) = 0 ;
o-»0 a->®

6. lim p f (8) = * 1 * - '<r ~ '), ( tf , -  K 2 )e-r(T4) > 5,e’8(r' ' ) ; lim p f (8) = 0 ;
o-»0 Bt a-*co

7. lim A,/>(8)=/k2e"^r ' ^ , (AT, - K 2)e~^r~^ >Sle~s T̂~1̂ ; lim A,f (5 )= 0 ; lim Л',Я(8)=А:2<Г<Г~') ; lim X p(8)=0\
o-*0 o->oo S.-+0 5,-mo
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8. l i m Р г ( б ) = А '2е- г ( г - / ) ,  ( / : , - ^ 2)е _г(г~0 > 5Г,е_б(г_,);  l i m P r ( 8 ) = 0 ;  lim  Рт{Ь)=Кге ЛТч); l i m />г ( 8 ) = 0 .
а-*0  о-*х> S0-»0 S0-**>

Доказательство сформулированных результатов проводится непосредственно с использованием свойств 
функции Лапласа: Н тФ (х ) = 1; lim Ф (х) = 0 ; Ф (х) + Ф (-х ) = 1; Ф (х) -  непрерывна справа п ох. Эконо-

Х -М О  Х -+ -0 0

мическая интерпретация этих свойств очевидна: стоимость опциона равна нулю в ситуации, когда предъяв­
лять его к исполнению не имеет смысла; стоимость опциона резко возрастает, когда он всегда будет предъ­
явлен к исполнению.
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СТОХАСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СТРАХОВОЙ КОМПАНИИ 
С КУМУЛЯТИВНОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ВХОДЯЩЕГО ПОТОКА 

И НЕЗАВИСИМЫМ ВРЕМЕНЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ КЛИЕНТА 

С ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФУНКЦИЕЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

К.А. Горбенко
Томский государственный университет 

E-mail: KirillGorbenko@narod.ru

Рассматривается модель функционирования страховой компании в виде бесконечнолинейной системы 
массового обслуживания. Интенсивность входящего потока является условной и линейно зависит от чис­
ла поступивших клиентов (рисков). Время обслуживания клиента независимое и имеет произвольную 
функцию распределения.

Ключевые слова: кумулятивный поток, произвольное обслуживание.

Предлагаемая модель строится на основе трех случайных процессов:
Щ  -  число клиентов, пришедших в компанию на интервале [/0,/], где to -  момент возникновения компа­

нии и N(t0) = 0;
k(t) -  число обслуживаемых клиентов в момент времени t, k(to) = 0;
S(t) -  величина капитала компании в момент времени /, S(t0) -  S0.
Опишем события, которые могут произойти на интервале [/, /+Д/], где At достаточно мало.
1) Пришел страхователь. Предполагается, что поток страхователей обладает следующими свойствами:

P{AW(f) = \ \N{t) = N} = (Х + Р N)At  + o(At ) ;

P{/W(0 = 0|W(/) = W} = l-(a. + |W)A/ + o(A0,
P{AN(t) > l |N (/) = N} = o(At ) ,

где AN(t)  = N ( t  + A t ) - N ( t ) ,  X > 0 ,  p > 0 .
С каждым приходом клиента связывается страховой взнос, величина которого моделируется независи­

мой случайной величиной £ со средними характеристиками

MJj = a , , М42 = а 2.

2) Пришел повторный страховой взнос. Обозначим через AM(t) число повторных взносов на интервале 
[/, М-Д/], тогда предполагается

Р{ДМ (0 = 1| k( t )  = k} = X^kAt + o ( A t ) ; 

т2 Р{ДM(t )  = m\k( t )  = k} = o ( A t ) .
m=2
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