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Рассматривается задача оптимального оценивания параметров ВМАР-потока событий по наблюдениям за 
моментами наступления событий потока. Находятся выражения для апостериорных вероятностей состоя­
ний управляющего процесса ВМАР-потока. Предлагается алгоритм оптимального оценивания по крите­
рию максимума апостериорной вероятности состояния, основанный на рекуррентном расчете апостери­
орных вероятностей состояний управляющего процесса.
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Введение

В современной литературе по теории массового обслуживания значительное число работ посвящено ис­
следованию систем обслуживания с нестационарными потоками событий. Замечено, что такие математиче­
ские модели потоков достаточно адекватно описывают потоки заявок в реальных современных информаци­
онно-вычислительных сетях. В терминах различных математических школ такие потоки называют дважды 
стохастическими потоками [1,2] или коррелированными потоками [3], ВМАР-потоками событий [3, 4]. При 
исследовании систем обслуживания с входящими ВМАР-потоками событий определенный интерес пред­
ставляют задачи нахождения различных характеристик входящих потоков. Примером таких исследований 
могут служить работы [1, 5, 6]. В данной работе для наиболее общей модели потоков -  ВМАР-потока собы­
тий -  рассмотрена задача оптимального оценивания состояний потока по наблюдениям за моментами насту­
пления событий потока.

1. Постановка задачи

Дадим краткое описание математической модели ВМАР-потока событий. Моменты времени наступле­
ния событий потока определяются поведением стационарного кусочно-постоянного случайного процесса 
v(/) с непрерывным временем и пространством состояний {1,2,..., п), называемого также управляющим про­
цессом MAP-потока событий. Время пребывания процесса v(/) в состоянии / случайно и распределено экс­
поненциально с параметром X,, / = \ , п . По окончании пребывания процесса в состоянии / процесс перехо­
дит в состояние j ,  при этом в момент перехода может наступить к  событий потока, к  1 0 . Вероятность того,
что по окончании состояния / процесс \{t) перейдет в состояние j  и в  момент перехода наступит к  событий,

есть величина р \ ^ , i , j  = \ , п , k t  0 . При этом полагается, что переход процесса v(/) из состояния i в то же 

самое состояние i без наступления событий невозможен, т.е.

р}°} = 0 ,  i = \,n. (1)

Процесс v(/) полагается ненаблюдаемым, параметры потока (параметры распределений длительностей 

состояний X/ и вероятности переходов р}*}, i , j  = l ,n,  k Z  0 ) полагаются известными. Наблюдениями за

процессом v(f) являются моменты времени наступления событий потока. Требуется по наблюдениям за мо­
ментами времени наступления событий /ц/ 2, в  момент окончания наблюдений оценить текущее со­
стояние процесса v(t). Для оценивания состояния будем использовать критерий максимума апостериорной 
вероятности, который, согласно [6], является оптимальным в смысле полной вероятности ошибки вынесения 
решения:

v(/)  = argmaxwy(/),  (2)

где Wj (/) = p ( v ( t )  = j  11 ) = p ( v ( t )  = j  10 < /, < t2 < ... -  апостериорная вероятность состояния j  про­

цесса v(/) в момент времени t. Для построения алгоритма оценивания получим формулы для расчета апосте­
риорных вероятностей Wj ( / ) ,  j  = 1,и.
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2. Вывод выражений для апостериорных вероятностей состояний

Пусть время меняется дискретно с малым шагом Д/: / = к At, А: = 0,1,2... ■ Рассмотрим процесс ( ^ к\ г к) ,  

где v<*> = v(kAt)  -  значение процесса v(f) в момент времени kht, v(A) е{1,2,...,и}, rk = г((£ -1 )Д /,£Д /) -  

число событий, наступивших на интервале времени ( ( k - l ) A t , k A t ) . Процесс (v^k\ r k ) -  марковский, так как 

значение v(k) = v(kAt)  зависит лишь от значения v(*_l) = v((* — 1) Д/) в силу экспоненциального распреде­

ления длительностей состояний процесса v(f), значение г* зависит лишь от значения v(*4) в силу того же 
экспоненциального распределения длительностей состояний. Рассмотрим (v(m),rm) , где 

v(m) = (v <0),v(l),...,v(m)) -  последовательность значений v(** на интервале (0 ,mAt) ,  г„ =(г0,г{,...,гт) -  по­
следовательность наблюдений за наступлением событий на интервале (0,/иД /). В силу марковости процесса 

(v{k\ r k) совместная вероятность значений (v(m\ r m) есть произведение переходных вероятностей:

* - |

Аналогично записывается совместная вероятность значений (v(m+l),rm+1 ):

p(v<"+V ffl+I) = p (v (0),r0) n p ( v ik),rk I ) ,
*-l

откуда, с учетом предыдущей формулы, получаем

В последнем выражении суммируем по всем возможным значениям v(* \  к = \ ,т:

/’(v1" " . ? . . , )  i  p (v |-> .ii,)p (v <-* l» ,r„ , I . (3)
v(«).l

По формуле условной вероятности

Р ^ " " " . ? . , , ) = p ( v' ” ‘ " I ) =. p(v<«  Irm) p « , ) , 

так что (3) можно переписать в виде

PV m + \ ) 1-\ 

и
откуда, используя условие нормировки ^ p ( v (m+l) = j  \ гт) = 1, получаем (3) в виде

J - 1

^ / j ( v (m) = / | r m) p ( v (m+l),rm+1 | v (m) =/ , rm)
/j(v (m+l),rm+l) = -^ -^ !----------------------------------------------------------- . (4)

Y ^ p ( v (m) = i \ f m)p(s/(m*X) = j , rm̂ \ v (m) =i,rm) 
j - \  /-I

Положим в (4) для определенности v(m+l) = j  и рассмотрим переходную вероятность 

p (v (m+l) = j ,r m+11 v(m) = /,rm) .  Учитывая приведенные выше рассуждения о марковости процесса (v(i),rt ) , 

имеем

p ( v (m+l) =у,гда+| | v (m) =/ , rm) = p (v (m+l) = ; , r ffl+l | v(m) =/ ) ,  / = й .  (5)

Пусть rm+, = 0. Тогда вероятность (5) для случая / = j  есть вероятность того, что, находясь в момент mAt
в состоянии j , процесс v(t) оказался в момент (ш + 1)Д/ в том же состоянии j  и при этом событие потока не
наступило. В силу (1) (невозможности перехода из состояния в то же самое состояние без наступления со­
бытия) описанная ситуация может сложиться лишь в случае, если для процесса v(/) не произошло смены со­
стояния на интервале (mAt,(m +1) At ) , то есть

^ ( v(m+1) = y,rm+l = 0 | = у) = 1 — XуД/ + о(Д/), ; = й .  (6)
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Для случая i * j  вероятность (5) есть вероятность того, что процесс v(/), находясь в момент /яД/ в состоя­
нии /, оказался в момент (т +1) Д/ в состоянии j ,  j * i ,  при этом события не наступило. В этом случае

p(v<"+l> = j,rm+l =0|v<"> = /) = (1 -^ Д /+ о (Д /))/> Ц ), i * j ,  / ,7 = й .  (7)

Пусть теперь rm+1 = к , к 2:1. Согласно математической модели потока, из факта наступления событий на 
интервале ( т Д / ,( т  + 1)Д/) следует факт перехода процесса v(/) из состояния в состояние на интервале 
( т Д /,(т  + 1)Д/). В этом случае

/>(v(w+l) = 7 > да+1 =11 v(m) =i) = (Xi&t + o ( M ) ) p « \  = (8)

Введем обозначения: / = /иД/, / + Д /=  ( т  + 1)Д/, = / | г 1Я) = н'у(/), p (v (m+l) = 7‘|rm+1) = Wy(/ + A/).

Положим в (4) гт+| = 0 .  С использованием обозначений и формул (6), (7), учитывая (1), перепишем (4) 
в виде

wy ( 0 ( i - ^ A / ) + Z w/ ( / ) ^ n ? A / + o ( A / )

Z \ wj (0(> -  ■м О  ■+ Z w<
Jm\ L /-1

J = l,w.
+ о(Д/)

Производя в последнем выражении несложные преобразования и устремляя Д/ -> 0 , будем иметь

^ ( , ) = v v , ( / ) Z ^  i -Z ^ S I?  w/ (/ ) - ^ > ( О + Z wi0)> j - и .

Обозначая

d t  i-1 v  y - i  у  / - I

*=i y-i

П W fl
и учитывая, что Z A,у + Z Z Л.У = ^ 1 = Ь n > окончательно получаем 

y-l ’ * - iy - l

f/w Л Я
- ^  = wy ( 0 Z X/z/w/ ( 0 - ^ y wy ( 0  + Z Xr f y w/(^), 7 = l « -  (10)

/ - I  / - I

Система (10) представляет собой систему нелинейных дифференциальных уравнений относительно 
Wj(t),  j  = \ ,n,  где Wj (/) -  апостериорная вероятность состояния j  процесса v(/). Решение системы (10)

определяет поведение апостериорных вероятностей состояний на интервалах между моментами наступле­
ния событий потока.

Положим теперь в (4) гт+] = к  , к  £ 1. Используя введенные обозначения и формулу (8), получаем (4) в 
виде

П
д ^ М ( /.У)и' / (0 + о(Д/) _

Wj(t + At) = — -------------------------- , J = l,n.

у-i  / - I

Пусть t, -  момент времени наступления событий потока, I, € ( / , /  + А/).  Обозначим Дt '  = ts - t ,  
Д/" = / + Д/ -  ( Д/ '+ Д/" = Д / ). Устремим независимо Д/' и Д/" к нулю (при этом Д/ -> 0 ). Получим

1 Х а (* у Ч ( ',- ° )  _

w j( t , +  0) = -J=L----------------------, j  = 1,и, А: = 1,2......  (11)

£ £ Х/А(, у Ч ( ' , - ° )
У-I /-1

Выражения (11) представляют собой формулы пересчета апостериорных вероятностей Wj{t) в момент на­

ступления к  событий потока, к  £ 1. Заметим, что формулы (11) определяют граничные условия для решения 
системы (10) на интервале .
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Найдем решение системы (10) на интервале ( / , , / ) ,  t, -  момент наступления события. Будем искать ре­
шение в виде

и'у (0  = >'>(0ехр | У = 1.и,
Ь* -I (12)

п
ф ( ^ Z V / W ’/ W .

1-1

_Vy (т) -  неизвестные функции, zt , i = \,п  определены в (9). Подставляя (12) в (10), будем иметь 

“ ^ — ехр j  |ф (т )< /т | + ̂ у (Oexpj  |ф (т)< /т |ф (/) = у } ( /)е х р | |ф (х )< /т |ф (/)-

- ’k Jy j  ( O e x p j  |ф ( т ) ^ т | + ̂ Х ./Л(5>'у ( /)е х р | | ф ( т ) л | ,  j  = 1 , и ,  

откуда, произведя необходимые сокращения, получим
Ли ( п __

• = - V ; ( 0  + l M ° y 4 ( 0 .  J = 1." • (13)
d t i-1

Система (13) является системой линейных однородных дифференциальных уравнений относительно y j ( t )  

вида
М О

dt
■ =  А у ( 0 ,

x o - k w L .  ^ = h r |  ' Н К Ь  <■«>
II и ‘ llnxl

f-k/.  i = j ,  —

A,J~ {  v f f ,  , , ‘/ “ u

Заметим, что, согласно [3], матрица Ат невырождена, стабильна и все собственные числа матрицы Ат име­
ют отрицательную действительную часть. Для случая различных вещественных собственных чисел матрицы 
А можно записать решение (14) в виде

•М О  = Е с/Уу)ехР { ^ ('-'*)}> J = l’n ' (15)/-1

где ц ,, / = 1,п ,  -  собственные числа матрицы А системы (14), у(/) =||уу)|| / = 1,и,  -  собственные векто­

ры матрицы А, соответствующие собственным числам s,,  / = 1,«, с,, / = 1,я, -  неизвестные константы.
Константы с, находим из граничного условия для (12) при / = tk + 0:

Zc,y</) = Wj (t, +0),  j  = 1, ti . (16)
/ - I

Система (16) является системой линейных неоднородных уравнений относительно констант с,, / = 1,и, 
вида

Гс = н»(/, +0),  

с = 1 Ы х 1 ’ vv(/J +° )  = b ( / J + ° j [ xi, Г = ||Г(/||пхя,

=y\J\  »,У = 1,я
решая которую, получаем

= d e tT ^  г(/) = | Г(/)I! г (/> = |У / . J  * 1> . . = ^  ( 17)
' d e tr  11 /у 1»х« lJ \ Wj(ts +0), j  = l

П
Используя в (12) условие нормировки ^ W j  (/) = 1, записываем (12) в виде

н
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/,ч ^ (0  • —
wj i t ) = - r — • J  = 1>и-

2>ло
/-I

и далее, с использованием выражений (15), получаем окончательный вид для решения системы (10):

TE,c,yf скр{\1, ( /-/ ,)} _

^ ( 0  = - ^ ---------------------- ; -----. У = (18)
22 с, схр {и# (/ -  ̂ )} 2  т/°
/-1 1 - 1

где ц , , у(/), / = 1,и -  собственные числа и соответствующие им собственные векторы матрицы А системы

(14), константы с,. / = 1,л, определены в (17).

3. Алгоритм оценивания состояний ВМАР-потока событий

Совокупность полученных формул позволяет сформулировать оптимальный алгоритм оценивания со­
стояний ВМАР-потока событий:

1. Для заданных параметров потока X j , j  = 1,я, и pk ( i , j ) , к = 0,1, рассчитываются собственные числа

и собственные векторы матрицы А , определенной в (14). В случае различных вещественных собственных 
чисел переходим к п. 2; в противном случае алгоритм оценивания состояний неприменим.

2. В начальный момент времени наблюдения (0 =0  задается произвольное распределение вероятностей

Wj(t0 +0) ,  j  = l ,w.  Полагается s = 0.

3. Дня любого момента t , t > tk , рассчитываются апостериорные вероятности состояний Wj ( / ) ,  j  = 1 , п , 

по формулам (17), (18). Оценка v(/ )  состояния процесса v(0 находится из условия максимума апостериор­
ных вероятностей состояний (2).

4. В момент времени ts+t наступления к событий полагается s = s +1 и рассчитываются апостериорные

вероятности состояний Wj (t3 - 0 ) ,  j  = l ,n , по формулам (17), (18). По формуле (11) производится пересчет

апостериорных вероятностей Wj (tk + 0), j  = 1, п , в момент наступления события.

5. Повторяются шаги 3 ,4  алгоритма.

Заключение

Таким образом, в данной работе решена задача оптимального оценивания состояний ВМАР-потока со­
бытий, предложен алгоритм рекуррентного расчета апостериорных вероятностей состояний. Подчеркнем, 
что предложенный алгоритм оценивания состояний применим только в случае выполнения условий для соб­
ственных чисел матрицы А (14) (они должны быть вещественны и различны).
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