


Заключение

Результаты моделирования показывают, что при увеличении интенсивности обмена данными между рас­
пределенными сегментами, время моделирования возрастает.

При моделировании нагрузки CPU можно отметить, что преимущества работы распределенного варианта 
ощутимы при интенсивности обмена данными в распределенной среде приблизительно менее 
0,0000075 сообщений/ед. модельного времени. При увеличении интенсивности обмена сообщениями рас­
пределенная модель выполняется медленнее, чем её локальный вариант.

При моделировании обмена данными с HDD ощущается преимущество распределенной модели при ин­
тенсивности обмена данными менее чем 0,0000721 сообщений/ед. модельного времени.

При моделировании комбинированной загрузки CPU+HDD, скорость счета распределенной модели была 
выше локального варианта при интенсивности обмена данными между сегментами распределенного вариан­
та менее чем 0,0000644 сообщений/ед. модельного времени.

Таким образом, предварительная оценка интенсивности обмена сообщениями между отдельными сег­
ментами модели при ее декомпозиции и соответственно степень эффективности самой декомпозиции могут 
быть получены в динамике путем расчета различных комбинаций этих сегментов.

Статический подход к получению соответствующих оценок является предметом дальнейших исследова­
ний.
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В работе находятся основные характеристики бесконечно линейной бесконечно фазной системы массового 
обслуживания (стационарное распределение вероятностей числа заявок по фазам, среднее время пребывания 
заявки в системе) со случайным прерыванием обслуживания после прохождения очередной фазы.

Ключевые слова: Система массового обслуживания, распределение вероятностей, время пребывания.

В работе исследуется следующая система массового обслуживания (СМО).
В систему поступает пуассоновский поток заявок интенсивности X. Сама система состоит из бесконечно­

го числа линий, так что поступившая заявка занимает любую свободную линию. С другой стороны, каждая 
линия представляет собой бесконечно фазную однолинейную СМО. На k-й фазе обслуживание экспоненци­
альное ( Хг = 1,оо) с параметром \хк , так что среднее время ^
пребывания на к-й фазе равно 1/ц* . После окончания обслу­
живания на &-й фазе заявка с вероятностью Rk переходит на 
следующую фазу и с вероятностью 1 -  Rk покидает систему.   s '

Блок-схема изучаемой системы приведена на рис. 1. Она ^ Hi
является математической моделью рынка товаров с так назы- -------
ваемыми нетерпеливыми продавцами [1], которые постепен­
но снижают цену на свой товар (размер цены соответствует 
фазе обслуживания) и после определенного времени либо 
снижают цену на товар, либо товар будет продан и после •  •
продажи товара продавец покидает систему. рис |
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Пусть ik(t) есть число заявок, находящихся на к-й фазе обслуживания в момент времени /. Введем для 
краткости записи вектор I  = {iu i2,i3,—} и через Р{1) = /5{/|(0 = /|,/2(0  = /2»,зС/) = /3,- ■ -} обозначим вероят­

ность того, что в момент времени / на к-й фазе находится ik заявок ( к = 1,оо). Для стационарного распреде­
ления Р(1) не зависит от времени /.

Пусть ек ={0,0,...,0,1,0,0,...}, где 1 находится на &-й позиции. Тогда, рассматривая возможные переходы
* - i

в системе обычным образом [1], получаем систему уравнений

к*\ )  А»1 к*\
Найдем стационарное распределение методом производящих функций. Введем вектор Z = {z1,z2,z3,...} и 

производящую функцию

G(z )=  Е  Г К ^ 7)- (2)
/|,/2 к*\

оо
Тогда, умножая (1) на и суммируя по всем значениям ilti2,i3,... • получим уравнение для производя-

к - \

щей функции

Стационарное распределение вероятностей числа заявок

a .G (Z )+ jr1i>r , ^ p  = k 1G(Z)+ (3)
* -l “ * *=1 6 2  к *-1 * *

Его можно записать в виде

Ё  И* {** -  (1 ■- h ) -  Rk **+i} ̂  = 4*1 -1  )G(Z) (4)

с граничным условием (7(1) = 1 (здесь 1 = {1,1,1,...}).
Будем искать производящую функцию в виде G(Z ) = exp(v|/(Z)). Для нее уравнение (4) можно записать как

f>* {** - (1-  Rk) -  V * +i = Ч *  1 ~ О (5)
ы  & к

с граничным условием \|/(1) = 0 .
Покажем, что решение этого уравнения имеет вид

4/(Z) = f > n - l ) p „ .  (6)
п*\

Действительно, подставляя это выражение в (S), получим уравнение

I X  {** - 1 “ л*(2*+1 ■Ш р* = 4*1 - 1) • (7)
*-i

Возьмем Z| < 1, z2 = z3 = z„ = ... = 1. Тогда (7) примет вид

ц ,(г ,-1)р , = Х (г ,-1 ),
откуда следует, что р, = Х/ц, .

Вообще, пусть г, = z2 =... = z„_, = 1, z„ < 1, zn+1 = z„+2 = zn+3 =... = 1. Тогда (7) дает соотношение

-  OP* = М „-Л -| (*„ -  1)Ря-|.

откуда получается рекуррентная формула для р„:

(8)
пп

Следовательно, р , = -^-Л р, = —  = — R, ,
Иг Иг Hi Иг

РЗ = ^ 2 Р 2  = ^ Л 2 —  *1 = — Л,Л2 .
Из Из Иг Из
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Продолжая, легко получить, что

p - v f k  <9>

Подстановкой этих выражений в (7) можно убедиться, что (7) обращается в тождество.
Таким образом, получается, что

M/(Z) = (z, -1 )—  + -1 )— П Л * . (10)
И| п-2 Ни *-1

С л е д о в а т е л ь н о  G ( Z )  =  e x p f ( z , - 1 ) — 1 - Г Г е х р |  ( z  - 1 ) — Г Г / ? *  | .  ( 1 1 )

I  И |)  Л  \  ИЛ-1 )
Отсюда следует, что многомерное распределение Р{1) факторизуется, то есть является произведением 

одномерных распределений

/ > ( / ) = <12> л-1
где каждый сомножитель P„(i„) является распределением Пуассона с параметром рл ,где

Р„ =
ц1"’ ” = 1,

f f i * .  » * 2 .
"и Ы

(13)

Время пребывания заявки в системе.
Условие существования стационарного режима

В рассматриваемой бесконечно линейной СМО стационарный режим существует при условии, что мате­
матическое ожидание времени пребывания заявки в системе конечно.

Обозначим через Т„ математическое ожидание остаточного времени обслуживания заявки, начиная от 
п-й фазы. Тогда имеет место следующее соотношение

T„= -^-+ RnT„+l, (14)

так как среднее время пребывания на п-й фазе равно 1/ц„ и с вероятностью R„ заявка продолжит свое об­
служивание, но уже на w+1-й фазе.

Отсюда имеем следующую цепочку соотношений:

Г. = —  + R]T1 = — +R, 
h  Hi

C l  + л  r3l  = - U - $ -  + W 3  =
J Hi

1 D D P  1 N-l i k - 1 N - 1

= ± + A + M . + / ? l W 4 = . . . = - l + x — <15)
Hi М2 Нз Ml m-l

Если бы система имела только N  фаз, то тогда TN = \/\xN и среднее время пребывания заявки в системе 
было бы равно

1 ЛМ , *-l I N - 1

т?” = - + 1 — П * . + — П * .  ■ <16>
И | * .2  ц *  „-1

Но у нас число фаз бесконечно, и поэтому необходимо совершить предельный переход N  -> » .
Теорема. Если для системы с бесконечным числом фаз ряд

<0 1 t - l

Е т Н Т * .  о ’ )
*-2 М* т-1

сходится, то в рассматриваемой СМО существует стационарный режим.
Доказательство:

оо | Л-1 j  iV - l

Пусть ряд V — ГТЛ сходится. Тогда его общий член стремится к нулю, то есть lim — Г1 Rm = 0 . 

Переходя в (16) к пределу N  - >  о о , получим
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00 j  i - 1

и если I - П * . .  < +oo, то среднее время пребывания заявки в системе конечно и поэтому в ней существу-
*»2 т=I

ет стационарный режим.
00

Если Нш (Ддг * 0 , что обычно имеет место на практике, то отсюда следует, что ГТ R„ = 0 . С этим усло-
N-*a> ,т-1

вием мы еще встретимся ниже.
Найдем теперь плотность вероятностей времени пребывания заявки в системе. Пусть т„ есть (случайное) 

время пребывания заявки на п-й фазе и /„ есть (случайное) остаточное время обслуживания заявки, начиная 
с п-й фазы. Тогда имеет место следующее очевидное соотношение:

t (т„, с вероятностью 1-Л„,
" K + W  с вероятностью Л„.

Введем функцию g„(q) = M {exp(-qt„)} , являющуюся преобразованием Лапласа от плотности вероятно­
стей p„(t„) времени /„.Тогда из (19) следует соотношение

8„(Я) = 0  -  Ю м (ехр(-?ти)} + R„M{ехр(~qx„ -qt„)} =

= Л/{ехр(-^т„)}(1 -  R„g„+i(q)) = —Ьь—(1 -  Rng „ ,M ) ) . (20)

так как в силу экспоненциальное™ времени обслуживания A/{exp(-gT„)} = ц„/(ц„ + q) .

Отсюда, последовательно применяя это соотношение для g t(q), g 2{q) > gj(q) и т.д. легко получить, что 
g,($) имеет вид

<2|>М  к щ«1 Mm Я

Разложим -—— ГГ на простейшие. Используя так называемый метод вычеркивания, получим
^  »m+q

** i .V « + 9  л* - Н,
(22)

(23)

ехр (-Ц ,0 , (24)

л  ( о = .
l - i  i« i И» ■*" Я j» i И» 4  k-s 

Отсюда, находя обратное преобразование Лапласа:

Р\( 0  =  Z Z Ал  е х Р ( - М , 0  =  f ] e x p ( - n J / ) f ] А,к ,
jfc«l J*l J=1 к*з

t  \  X T ' X T ' ^ “  R jc  Т ~Тили в явном виде Р\(!) = 2^ 2 ^ ------1 |
s-\ k-s ^к т-\ Иш ~  

t, т *з

что и определяет плотность вероятностей времени пребывания заявки в системе.

Распределение вероятностей числа реализованных фаз

Пусть заявка покинет систему после прохождения п-й фазы. Этот факт мы будем называть так: «заявка 
реализована на л-й фазе».

Обозначим через G(n) вероятность того, что заявка будет реализована на л-й фазе. Это означает, что она 
не покинет систему после прохождения 1-й, 2-й, ..., и-1-й фаз и покинет ее после прохождения и-й фазы. 
Поэтому

G(\) = \ - R l , С(И) = (1 -Л Я)П Л „ , л = 2 Я  (25)
т-1
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Эти формулы можно записать в едином виде так:

п = ь * -  (2б>Кп т-1
Обозначим через H (N ) вероятность того, что заявка будет реализована не более чем за N  фаз. Тогда

N N п- 1 N п- 1 N п

Я ( ^ )  = Х С (и ) = 1-Л . + 1 ( 1 - Л Л Л« = 1- Л> + 1 П /г« - 1 П Лт  =
пш I я» 2 т*1 rt*2 т*1 п* 2 т»1

VV л-1 ЛМ п N N

= 1 - л 1+л 1 +£ П л« - 1 П л» - П л« = 1- П л -»- (26>
и»3 т«1 и«2 m=l т=\ т=I

Пусть Я  есть вероятность того, что заявка вообще будет когда-нибудь реализована, то есть вероятность 
того, что она вообще покинет систему. Тогда

Я  = lim H (N ) = \ - f [ R m (27)
N-*oa ,m*l

00

и 1 -Я  = п*. есть вероятность того, что заявка никогда не покинет систему. Для нормального функцио-
т *1

нирования системы и существования в ней стационарного режима надо, чтобы 1 -  Я  = 0 , то есть чтобы вы­
полнялось условие

Г к = ° -  (28)
т=\

Как следует из теории бесконечных произведений [2], для выполнения этого условия необходимо и дос­
таточно, чтобы

> 4 , - к о ,  (29)
/я» 1

то есть чтобы ряд, составленный из In Rm, был расходящимся.
Если lim Rm *  1, то общий член ряда (29) не стремится к нулю, ряд является расходящимся и условие

т-юо

(28) выполнено. Пусть теперь lim Rm = 1. Так как Vm Rm й 1, то представим R„ а виде Rm = \ - а т, ат 2.0 .
т-мо

Так как

.. - I n /L  .. — 1п(1 — <яг_) ,
lim  — = lim —  ----- ^  = 1,

т - > о о  q  т - ¥  оо дт т
оо оо

то ряды -^ 1 п Л т и ^ а т сходятся или расходятся одновременно [2]. Поэтому для выполнения условия
т «  1 т=1

(28) в этом случае достаточно, чтобы

£ a m = Z ( l - / U  = +«>. (30)
т »  1 т«1

Математическое ожидание числа реализованных фаз

Найдем теперь математическое ожидание й числа реализованных фаз, то есть число фаз, которые прой­
дет заявка, прежде чем она покинет систему. Имеем

п = G(n) = 1 -  Л, + £ и (1  -  Ля)П Л т =
я«1 п>2 т * |

оо и-1 оо л

=1-л,+Е"П*.-Е»П'г.=
л-2 т-1 я-2 т»1

= 1 - л 1+ £ ( « + 1 ) П /г и - | ; « П л т =1+ | ; П л т .
л-1 т=1 /1 * 2  т*1 т«1

Таким образом,
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« = 1+П К >  <31)
птI т*\

и для конечности п надо, чтобы ряд СХ°ДИЛСЯ-
я*1 m* I

Распределение связанных с фазами величин

Пусть с каждой фазой связана некоторая неотрицательная случайная величина S, которая на т~й фазе 
имеет плотность вероятностей p m(S). Будем также считать, что вероятность Rm перехода на следующую 
фазу также зависит от значения величины S, то есть Rm = Rm(S).

Рассмотрим случай, когда значения величины S  на разных фазах статистически независимы. Это предпо­
ложение аналогично гипотезе Клейнрока [3] о том, что независимы продолжительности обслуживания од­
ной и той же заявки в различных узлах сети массового обслуживания.

Пусть Se есть то значение случайной величины S, которое она принимает в тот момент, когда заявка по­
кидает систему. Нас будет интересовать плотность вероятностей pe(S) этой величины.

Заявка покинет систему после прохождения п-й фазы с вероятностью

С(я) = (1-Л я(5е))П Л м ,
m* I

оо
где Rm = М  {Rm(S)} = jR n (x)p„ (x)dx ,

о
о _

и по определению считается, что = 1. Тогда для преобразования Лапласа от функции pe(S) имеем
m»i

g, (q )  =  M{exp(-<7S,)} =  f > { e x p ( - * S . )  | « } О Д .
Л- l

Выполняя усреднение, получим

Ее(я) = 1 ) е - ^  ~ R„(x))pn(x)dx- f [ Rm .
я»I o m»l

Обратное преобразование Лапласа от е~чх есть 6(5 -  х ) . Поэтому

Рг(5) = х ] 8 ( х - 5 ) ( 1 - /? яМ )р й(х )Л -П Л т = Х (1 -Л п(5))ри(5) П Л т , (32)
л-l о т-1 л-1 т-1

что и дает искомый результат. В частности, отсюда следует, что

^{5е} = 1 ] 5 ( 1 - Л я(5))ри( 5 №  П ^  • (33)
л-j о т«1

Вычислить его можно лишь при конкретизации всех входящих в него функций.
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