
Г А З О В А Я
Д И Н А М И К А

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



ГАЗОВАЯ
ДИН А МИ КА

ИЗДАТЕЛЬСТВО ТОМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА
Томск — 1984

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



УДК 532.5—6 + 533.6.011+536.24
Газовая динамика: Сборник статей./Под рсд. Л. В. К о м а р о в с к о г о .  — Томск:

Изд-во Томск, ун-та. 1984.— 12,2 л.— 1 р. 80 к. 500 экз. 1703040000.
Сборник составлен из оригинальных теоретических работ по газовой динамике, 

в которых исследуются течения газа в каналах и соплах, турбулентные и струйные 
течения несжимаемой жидкости, рассматриваются вариационные задачи и задачи уп
равления.

Для специалистов по методам решения задач механики жидкости и газа.

Рецензент — В. И. Т а р а к а н о в  

Редактор — Л. В. К о м а р о в с к и й

f

1703040000
177(012)—84

-71—84

(6) Издательство Томского университета, 1984

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



\

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ 
ПУЛЬСАЦИОННЫХ ПАРАМЕТРОВ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА 

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Предложенной в [1, 2] подход к исследованию проблемы турбу
лентности— решение уравнений для осредненных гидродинамических 
величин совместно с уравнениями пульсационных параметров.

В данной работе излагается аналитический алгоритм построения ос
редненных по времени и пульсационных характеристик течения несжима
емой жидкости для одного частного класса решений этих уравнений. 
Полученные зависимости дают пример турбулентного течения жидкости 
вдоль центральной оси трехмерного прямолинейного канала.

Уравнения осредненного движения и уравнения пульсаций

При выводе уравнений турбулентного движения жидкости исходны
ми являются уравнения Стокса [1—4]. Далее применяем обозначения: 
х, у, z — декартовы координаты; t — время; vx, vtJ, vz — компоненты век
тора актуальной скорости; р — давление; р — плотность; v — кинемати
ческий коэффициент вязкости жидкости.

Согласно гипотезе Рейнольдса при актуальном движении жидкости 
имеет место линейная суперпозиция осредненных и пульсационных гид
родинамических величий;

где т — период осреднения, при этом все правила осреднения Рейнольдса 
будут выполнены [3, 4]. Подстановка (1) в уравнения Стокса и последу
ющее осреднение дают уравнения Рейнольдса осредненного турбулент
ного движения. Уравнения для пульсаций скорости и давления получа
ются вычитанием уравнений Рейнольдса из уравнений Стокса. Запись 
всех этих уравнений в общем виде имеется в [1—3].

Выделим частный класс движений жидкости

О. Н. Шабловский

Р = Р (х ,  У, О ( 3 )
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vx =  u(x, у, 0 ; Vy =  v (x ,  у, /); v't  =  w0(x, у, /) +  г® ,(«, у, t);
р' = р '  (X, у, t),

тогда получим уравнения осредненного движения:

f +£[n+t/!-2’f - >r-+“!]+lh-'x
dv  , д Г / м /  (ди ,  — 1 ,  <? Г 1 Г  ,  , / 3  о  Qv
dt д х [  \ д у  дх ) J ду L ду

_ vr i +  ^  +  / / ] = 0 ;

+h[uw'~ ^ +“™']+̂ y[vw'~

(4)

(5)

дГ ,
dt дх l

dW.
+dy

dW о
л

4 -  VWt 4 - 2 ( 4 ? ?  4 - ® ? )  = 0 ;

\uw. f  uw*\ +  f  VW0 - dW°  ,  - - - - - - 1
dx J  dy[ dy U J

4 - 2 ( 4 ? ^ +  o>0® ,)= 0 ;

+  ^ = 0 ,  +  ^ -  =  V ir. +  г»®,,
d x dy dy dy

f  =  П +  B(t).

Уравнения пульсационного движения жидкости в этом случае такие;
ди д \ р ’ . .  . ди -тЛ
dt дх [ р дх

+  — \ Uv +  Vи -\- uv — 
ду L

ди — Л
ду J

f  uWi +  ®,t/ 4- uwx — uwx =  0; (6)

дг>
’ г?А' [

4- —  [ Uv 4- Vu 4~ uv — > — — uvdv — 
dx 4- — 4-

4- 2Vv  — v— 4-

dy p

4- vWx 4- WiV +  v w x — vwi =  0;

dwt d 
dt dx

dw0 d_ 
dt dx

1)* -- <y21
dy J

Uwx-\- W,u — 4- uw, — u® ,l 4- —
1 1  dx ‘ J dy

—  - T/t t/j  J

\ Uw0 — 4- ггй?04- « Щ — “wodx

l/®! 4-

— 4- v w x
dy ^

4- 4U?j®j 4- 2 (®? — w J) =  0;

d
dy .

Vwa — 4-
dy

4- vW о 4~ vwq — t»®0J +  2 ( Г в®, 4- Wxw0 4- ®o®t — ®0®,) =  0,

du dv n------------h ®! =  0.
dx dy
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Преобразование уравнений турбулентного движения к новым 
независимым переменным

В уравнении (5) возьмем

V =  -  — ; UV-  
ду

(dU , дУ \  . —  ду\
" ~ду+  ~д х)+  ду '

Я + П +  y 2- , W t - 2 ^  +  v 2 =
ду dt дх

и преобразуем (4):

Н - [ t / 1- - 2 , Ш  -J- 2v —-  4 -и1 — oJl
j  дх дх дх ду J +

+s h -( f +a ^ +”]-*
Чтобы удовлетворить этому уравнению, применим такие соотношения:

д' = — —  ГР — 1/2  _  н  — ^  -  2v —  4- 9ч - 4 -  ~u2 — v 1= —  ;
ду

U +  —  =  -  — , U2 — I/2 — — 2v —  +  2v —
ду дх дх ду

f/K  +  G idU дУ^\ — дАМ- их» =  — _ д С
\  ду д х ,1 dt дх

После проведенных преобразований зависимыми переменными, опреде
ляющими осредненное течение, являются U, V, И?0, П, А, С, £, ri аргу
ментов X, у, t.

Имеем
dS , д$ , д$ ,

* ' S * dx+ 7 ,i y + 6 idt’
^  =  - ( / - 4 5 ;  =  § = n + K ! +  W - . r , +
дх ду ду д£

+ ^ + е; | + 2 » ^ + лдх д£ д$ (7)

Исключим £ =  £(х, у, t) из числа искомых функций посредством перекре
стного дифференцирования (7):

дУ д I 
дх ду \

U  +
дА
ду У

dt ду \
+  У* +  Н - ^ 1  +  ^  +  *х ^ + 2 * У д- ^  +  "' 

дх д£ д$
v ^  ;

d t \  д у )  д х '
среди этих трех уравнений независимыми являются только два: третье 
есть их дифференциальное следствие; в дальнейшем будем работать с 
первыми двумя уравнениями.

Применяя (7), сделаем замену переменных х, у, t на новые незави
симые переменные х, £, t:

д_ _  _д_ ,  ̂ д_ _д =  _д _д д_ =  _  д_ . 
дх дх ' х dt dt dt’ ‘ д£ ’ ду д$

D (х, $, t)/D(x,  у, t) =  -  V Ф 0.

( 8 )
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Оператор осреднения по времени оставляем в прежней форме: из струк
туры предлагаемого решения будет видно, что замена переменной на не
го не повлияла.

Далее предположим, что функции
U, 1/, Г 0 Wu П, 71, Л, С,

м \ uv, v-, w0wu uwh vwt, w'j, г' =  0, 1,
характеризующие осредненное течение, в новых переменных не зависят 
явно от времени, аргументами для них являются х, £. Учитывая прове
денные преобразования уравнений Рейнольдса, получаем для осреднен- 
ных скоростей и давления следующую систему:

дх дс

дх ох 01

(9)

. дг\ дх\ „ д-г\ ,дСU V - * X, +  V ^  =  0; £Я -  1Л+  =  Я;
д\

д\ о»? дх

дх

( * - С ;
д\

д\

‘ дг
6Л0 дАп
17 + I f

ДР ____
+ 2  0 W + • , » , )  =  <>;

О;

^ a | 1 +  ^ v 1 +  ^ d A i _  к ^ 1 +  2(Ц/? +  да, ) =  0;
оЕ dx о; dE

. dW.t ь -----л,. =  — v — — v5jr — i- -f uwr
дх d$

Ei = V W i +  W d̂  +  4 ^ h i =  0, 1; 
d;

IT vUP, — V2 — H- dr  ̂_  ; d7) _
dx d;

2к V/
d l/

d?
v 2.

Как видим, давление жидкости здесь подсчитывается по формуле, 
автономной от остальных уравнений, после отыскания скорости. Взаим
но однозначное соответствие между старыми и новыми переменными 
дается зависимостью

У = I ell
V(x0, [v dx — const, 7 =  7 (*). V ф 0, ( 10)

которая есть результат интегрирования (7), у (* )— произвольная функ
ция. Пульсации и, v, ш0, W\, р', зависящие от аргументов х, | ,  t, опреде
ляются уравнениями (6), причем операции дифференцирования произ
водятся по формулам (8). Запись уравнений пульсации в новых перемен
ных опускаем.

Построение функциональных рядов, представляющих течение 
в окрестности оси симметрии

Пусть линия х = 0 , z = 0  является центрадьной осью прямолинейного 
трехмерного канала. Для уравнений осредненного турбулентного движе-
6

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



ния и уравнений пульсаций укажем частное решение вида (3), удовлет
воряющее на оси канала условиям симметрии: .

v x — 0; dvy _ — —L =  0; х>. — 0;
ах

оII
- Ml w
ГО Г° ,

’ дх =  0- ^  ’ дх

II о Ч
н

 - 
II о, . ^ -  =  0 - ^  =  0 ’ dz ’ дх

При этих условиях компоненты интенсивности пульсаций, отнесенные к 
осредненной продольной скорости vy, принимают на оси экстремальные 
значения [5, с. 78, 301]. В классе решений (3) условия на центральной 
оси в новых переменных имеют вид

х  =  0 ;  U =  0 ;  —  -  0 ;  =  0 ;  Г ,  =  0 ;  —  =  0 ;  ( И )
СХ <Э;

^ “ = 0 ;  —  =  0;  ^ = 0 ;  * , = 0 .
дх дх дх

Для осредненного и пульсационного течений, определяемых уравнения
ми (6), (8), (9), построим разложения искомых функций в степенные 
ряды:

U = ‘dU.+l 
дх

dx а > 2 ;

У

X

-(f дУ, +2 
дх

dx ) ca+2-f гЛа\

1Г0 =  лг<г0+1£»+> +

-Г

i ^ ^ - d x ] l ' + 2; W’1= jĉ +1S“+,+

X

I
X

С = 2 у ,̂Е* + vs,+1S*+> +  s‘+2;

А =  хха+1̂ +> + ' СdA°+i ; A t
дх

dx $«+'; G =  G.+з5*+3; Я = Я а+2$“+2;

X
и =  ха+1 (о  е-+1 +  а̂+2; 71 =

■у = -y.+i (*, /)£•+>; w{ = wi+2 (JC, t ) l a+ii t = 0, 1;
X

p ' =  t.+i (o e e+1.+ ( j ^ 7 irfjc^ a+lv

( 12)

где повторяющийся индекс а означает суммирование; величины 
ак+1, bK+1, гк, sK+и к > 2  есть произвольные постоянные; г*+1 (0 . 
хк+1 (t) — произвольные функции. Рекуррентные формулы общих чле
нов этих рядов здесь не приводятся. Запишем выражения, нужные 
для подсчета нескольких первых коэффициентов разложений:

V2 ш const; V3 =  const; =  — V2U3: — 2 — 6A3Vl — 2 V2U к\
дх дх

7
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^ - l 2 ( A t V } + A t Vt Va) - 3 V t Us - V , U t + V tU,-, d- ^  =  2V\ +  W['>;dx
dUt
dx

dx

5V2V3 +  Я70); =  3 (U! +  VI) +  6Vt Vt +  Щ»; ъ  =  -  2v03;
dx

-  7 ((/,«/. +  y 2K5 +  i/ 3k4) -  9Л3К20 3 +  П 1»;

4тг)4 =  12v̂ 43Va — 8vf/4 — £/3;
5К2т]5 +  Ut V2 +  10vU5V2 -  20v/l4 V | -  15vi43l/jl/3 +  u3v 3 =  0; C, =  2vK2;

3 l/2C3 =  6vV,Va +  -J- 4  +  3v V2^  1  Г <» +  Я 4;
2 dx 4

^  =  3K2 (vj3 +  \A 3) +  2C2U3\ 
dx

+4 W .  =  2 Г V̂2l/3 +  v (6Vt Vt +  3 Vl) +  ^ - C 2V,
I  d x

+  ^ L  +  H3-  3 (4l£/, -f 2vO’ +  C3 V,); 
dx

dCb =  3^ V t +  4t)4 V2 +  ^  4- 3 (T V3A3 +  C3U3) -  2C2W  -  0 „
dx d t

P(4)-  ‘•дг — 3 A3V2- 0 4;
da3
dx

6“II =  3 f3 V2 -- ®У>; da, _  
dx

З(г>31/3 +  a :

da6
dx

=  3z>,l'4+  4a40 3 -— 3a3 (ЗЛ3 V2 - 0 4) +  4x;t

dir3 d2a, da3 . dir4 d2a 4 da4
dx: V dx:2 d* ’ dx “ dxJ df

Зт«,172;

dw_ L  =  V^  
d.t dx1

d2a, da.
dt

3 tu3V3 +  3v— (u3U3) — U3l* 3 — v

dx>*+1
d/

d2t/K
dx2

=  v_ i ± L + W  М к = , ^  +  й , ,  K » 2 , 1= 0 .1 ; (13,
dt

dx
+  12vl/>«3; 

dx2

da.,
dx +

д

X, в  0; X4 =  3 (V > . -  т ^ 3); ji<'> =  0; =  -  4TV>y>; Г =  f xTdx;
0

h  =  3 ( l > ,  -  vf/» ^ r  -  Т ^ з )  +  4V2 ( r 4 +  'Sw .l',) -

dx
( K2a3 +  3 vu3(/3);

4Я4 =  -  Гу>; 5Я, =  -  Г<»; 50, K, =  -  U3W ^ dry>
dx

=  d3
d r y >
dx

— a»;

dHPO
6Gel/2 =  -  (50, +  t /4ry>  +  0 4ry>); v ^ p -  =  3rU 2&3;

dx

8
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dW™
дх

S W 2a3-

dW[n5 _
дх

b W W

2 1  TW ^ d x  +  3v63 j*=  ЗГКз^  +  41/2 i w p d x  +  3>6, i/,djc +  3v(t/3WO>+2V"M*);

ft»7*0) Г* Г*' * ^ -  =  3 rV ,a , +  4Vr2 +  3va, U3dx  +  3v (f/3«/(30)+ 2l/2a,x3).

Как видим, в данном решении условие d«/djc|x= o=0 удовлетворяет
ся с точностью до величин 0(1*), остальные условия симметрии выпол
няются точно.

Определение гидродинамических величин, удовлетворяющих правилам
осреднения Рейнольдса

Применим построенное решение для локального (по координатам 
х, у, z и времени) описания турбулентного течения жидкости в окрестно
сти оси симметрии канала. Прежде всего произвольную функцию у(*) 
в (10) следует выбирать так, чтобы иметь у (0 )= 0 , и тогда вдоль оси

Г = 5 , V =  V, п =  п , £ 7 = 0 , W0 = 0 .
По правилам Рейнольдса осредненные пульсации должны быть нулевы
ми, т. е.

v'x =  0; v'y =  0; v't =  0; р' =  0. (14)
Отсюда следует, что если применяется правило осреднения (2), то ком
поненты тензора турбулентных напряжений в*2, vx v у и т. д. при опре
деленных условиях не зависят от времени. В самом деле, пусть имеются 
пульсации <р'(0, Ф '(0 (координаты входят сюда как параметры) такие, 
что ф,= 0 , ф '= 0 . Если наряду с этими уравнениями справедливы их 
дифференциальные следствия

д у '
~дТ

т .с о г л а с н о  (2)

то

? '(0 1  “ 0 ; 1  [♦'(< +  * ) - ♦ '( 0 1  « 0 ,
X

I  (1У) = 1  {[f (t + 1) -  <р'(01 Y  (* + 1) + I f  (t + z ) - y  (01Y (0)= 0
at  т
Значит, согласно терминологии, принятой в [4], имеем квазистационар- 
ное турбулентное течение.

Теперь займемся построением функций, характеризующих пульса
ции в потоке. Коэффициенты разложений (12) отыскиваются из линей
ных параболических уравнений вида (13), причем Лк+ь р к1г зависят от 
коэффициентов вг+1, w f/+ 2  с номерами, меньшими соответственно к-f-l и 
к -{-2, характер этой зависимости согласно (6) такой, что

Х*+1 =  0, рк+2 =  0. (15)

9
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Отметим также, что с учетом (11) должны выполняться условия 

х =  0- =  0; =  0; w{" 2 =  0; к > 2 .
<3.х (Зх (16)

Построим частные решения для (13), удовлетворяющие (16)
и такие, чтобы v K+\, wT+2 содержали еще по одной произвольной 
функции. Для этого в малой е окрестности оси возьмем зависимости

I t
г»к+1^ г ;« +1,о+] >-K+i (0, t)dt\ w^\2 ^  w^U.o +  j  ^1+2 (0, t)dt ,  лс G [0, г),

о о
(17)

в которых нижним нулевым индексом отмечены решения однородных 
уравнений, соответствующих (13), (16). Решение для 2 здесь приво
дить не станем, потому что, как нетрудно видеть, эти функции и их про
изводные не входят в формулы пульсаций на оси. Для однородных урав
нений решение представим посредством дифференциальных операторов 
[6]:

00 Д*+о^ пФ(к+1)(* +  П . ,.«» _
дГ“ ’ х+1’0 ^Vk + 1,0 -  У  f t -

п ==0

(«+2)/ , № + « ( х 4 - Пv r 4 (x)
/2 =  0

otn

£ (о*+ ,) =  0; vg(* + '> =  g <*+»; £<*+» =  v (2 £<* + »  -f

gn-1 =  М&Л-2 + Z g n-i +  g n ), П$> 6.
Интегрируем эти рекуррентные формулы, приняв во внимание (16):

х-
£'„*+1) =  1, g \ K+l) =  —  — * +  /лУ'Д1';Ъ

fjU + Ц =
24v

х а
2v

ЧЬ.----- +  2 -  m'f'+Vx + И)

Дк+1) „(«+1)gn ' " (0) =
Коэффициенты Л(п'1+:'(х ) определяются по аналогичным формулам, 
причем Л^+:) (0) =  Sn'c+2). Здесь Ф(К+|) (х +  0 . 'Г(,с+2) (х ф- /) —произволь
ные функции; m{n+l), s*A+2), 2. — произвольные постоянные. Далее
достаточно взять /n)<+1) =  0, syt+2) =  0, у >  1, так что гц+i (0, /) =  
=  Ф(к+1)(/), w (K°+ г(0, /) =  'Г<*+2) (/). В нашем случае требование (14) 
будет выполнено, если

i*+i (0  =  0; ; , +1 (0  =  0; =  0; W ^ ( 0  =  0, (18)
причем последние два равенства получены с учетом (15), (17).

Пользуясь формулой Тейлора, оператор осреднения (2) можно приб
лиженно представить в виде

5, =  У  —  ; (19)
/1 = 1 и! <3/я'"1

погрешность этой формулы равна по абсолютной величине
<3w<p (с, /) т N

д tN (Л/-+-1)!
, 0 < с  <  1, (2 0 )
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N — целое число, его следует задавать так, чтобы правило осреднения 
типа ф '= 0  выполнялось с заданной точностью в исследуемой простран
ственно-временной области. Период осреднения т является в данном слу
чае параметром согласования данных теории и эксперимента.

Применяя оператор осреднения в форме (19), получаем на основе 
(18) уравнения

5[хк+1] =  О, S [•«+,] =  О, S [ф(*+1>] =  О, S [Y<“+2>] -  0
или, что то же

dN~h
dtN~

v 2 д1*  _ п
A 1 dt> ' '

N\

7-1
U +  1)! x ^ -y -1  ’

d7‘/
t =  °; x =  °; -7 j  =  (0); s =  U N  — 2 ,dr

(21)

(22)

где под x(t) понимается одна из функций, фигурирующих в (18).
Решение задачи (21), (22) может быть найдено с помощью преобра

зования Лапласа [7, с. 119]. Более простые формулы для расчета пуль
саций получаются, если взять частный случай начальных условий (22):

о; =  ° ;8  =  °, * - 3 ; ^ n r  =  x * -2(0).dt* dtN~2
(23)

где хд -̂2 (0) есть произвольные постоянные, равные соответственно 
/*+1, тк+1, пк+1, qK+2, к > 2 .  Тогда однородные уравнения вида (21) 
имеют решение

*«+1 =  1к+if, sK+i =  mK+i/ ,  Ф(к+1) =  nK+if, vP(*+2) =  qK+2/ ,  (24)
oo iN+r-2

/ ( 0 = S f r ( N  +  r - 2 ) l  ’ / o  =  U

в котором fr определяются как коэффициенты степенного ряда [7, с. 130]: 
(1 +  Cv-2$ + . . .+  Со*"-1)- ' =  1 + / i s +  f a 2 +•••»

N\
с° ~ ^ '  ci ~

Л'!

(j  +  1 ) ! т А Г - 7 + 1
Производные от решения (24) также удовлетворяют (21), поэтому 

условие типа (14) выполняется в рамках приближения (19), (20). Следо
вательно, обеспечивается выполнение тех ограничений, при которых бы
ли получены системы уравнений (6), (7), (9).

Пульсации на оси, соответствующие решению (12), таковы:
и =  f l a+1̂ + |; р' =  fnia+ila+\ Л > 2 ;  

v  =  fn,+ila+1 -f Z,«+iE“+1; w0 =  fq*+2$e+2 +  Ma+2;a+2;
i t

LK+i (0  =  f *,+i (0, 0 Л ;  M *+ s(0=  J^ + 2 (0 , 0 Л ,
о 0

Здесь /a+i;“+I, m0,+i5!,+1, «a+i;e+\  ?!1+2c'I+2 — произвольные аналитичес
кие функции. Осредненное течение вдоль оси

v~y =  ~vx =  0; =  0;

Г

J Г.Е*
+  const; 0 <  s <  <  1;

p- =  B ( t ) ~  ( 1/* +  ^ + 2v1 / ^  +  t;*

it
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S-»-0; y->  — oo; V y - » 0; - — > B ( t ) ,
P

где raZ\ B(t)  — произвольные функции.
Таким образом, для уравнений гидродинамики получено локальное 

решение, характеризующее квазистационарное турбулентное течение 
вдоль оси симметрии канала.
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О РАСПЫЛИВАНИИ ЖИДКОСТИ ЦЕНТРОБЕЖНОЙ ФОРСУНКОЙ 
ПРИ НИЗКИХ ПЕРЕПАДАХ ДАВЛЕНИЯ

В. П. Волков

В диапазоне давлений от 0,01 до 0,4 МПа предлагается уточненная 
формула для определения коэффициента расхода центробежной фор
сунки.

Процессы превращения топлива в химических реакторах, работаю
щих по схеме жидкость—жидкость или жидкость—газ, иногда сопровож
даются аномальным поведением основных параметров системы (заброс 
давления, колебания давления и температуры и т. п.), в результате чего 
возможны режимы работы центробежных форсунок, обеспечивающих 
подачу одного или более компонентов в жидкой фазе, в условиях, дале
ких от стабильных и надежных, в частности, в условиях пониженных 
перепадов давления на них. В литературе [1] — [3] такие ситуации, как 
правило, не рассматриваются, а экстраполяция результатов для номи
нальных перепадов на низкие их значения не обоснована.

В статье излагаются экспериментальные результаты исследования 
работы центробежной форсунки в указанных условиях, приводится их 
анализ и сравнение с имеющимися теоретическими [1] и эмпирическими 
[2, 3] зависимостями.

Коэффициент расхода центробежной форсунки р для идеальной 
жидкости определяется через геометрическую характеристику, введен
ную Н. Г. Абрамовичем. В случае вязкой жидкости используют понятие 
эквивалентной геометрической характеристики

Аа= А / [  1 +  (V2) (B 'sW / i -A )  ], (1)
где X = l,05 /R e^ — коэффициент трения (возможны и другие выраже
ния для А, [5]). Однако в реальных случаях очень часто для определения 
коэффициента расхода используют эмпирические зависимости, напри
мер [2]:

^  =  1 2 , 9  M t f J r ^ R e r 1 ' 3 ;  ( 2 )
2z> гздесь Re3 =  ——  — число Рейнольдса; v 3 =  GJv:rlpM — эффективная

скорость истечения жидкости из сопла. Формула (2) справедлива для 
значений числа Рейнольдса, удовлетворяющих неравенству Re, <,10‘ 
(в опытах число Re изменялось в пределах от 1000 до 104).

Экспериментально исследовалась зависимость расхода форсунки от 
перепада давления на ней, поэтому для сравнения результатов исполь
зовалась формула _____

Оф =  &сУ'2ЬРфРж (3)
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Расчеты и эксперимент проводились для шнековой центробежной 
форсунки со следующими геометрическими характеристиками: RK=  
=  2,55 • 10-3 м; f t =  1,3 • 10-6 м2; гс=0,45.'- 10~3 м; i = 2, р =  75,7°.

При этих значениях для идеальной жидкости А =  1,08; р,0=0,425. 
Зависимости расхода жидкости от перепада давления на форсунке 
(Арф =  0,02ч-0,6 МПа) приведены на рис. 1. В качестве распиливаемой

Рис. 1. Графики зависимостей расхода жидкости 
С ф(кг-с~1) от перепада давления на форсунке (для 
теоретических кривых) и от перепада давления на 
всей системе подачи жидкости Др(Па) (для экспери

ментальных кривых)

жидкости рассматривался керосин (рж=8,19 кг • м~3, тж =  
=  1,82- 10~6м2-с-1 [4]). На этом рисунке кривая / соответствует идеальг 
ной жидкости и расположена ниже всех остальных расчетных (проведе
ны сплошными линиями). Кривые 2 и 3 соответствуют расчету с учетом 
сил трения, причем их несовпадение обусловлено различными выраже
ниями для; гидравлического сопротивления К. Кривая 4 отвечает законо
мерности, определяемой формулой (2). Она дает более сильную зависи
мость G<j, от Арф. Следует заметить, что формула (2) получена для зна
чений Дрф>0,5 МПа, поэтому ее экстраполяция на значения 
АЦф<0,5 МПа требует проверки.

Экспериментальные результаты были получены па холодных про- 
ливках жидкостной магистрали химического реактора, схема которой 
представлена на рис. 2.

1 \г_ \А.

Рис. 2. Схема системы подачи жидкости

Воздух из ресивера через редуктор 1 наддувает бак 2, в котором на
ходится распыливаемый компонент (керосин). Последний через регуля
тор расхода 3 и обратный клапан 4 попадает в центробежную шнековую 
форсунку 5 и распыливается в объеме реактора при атмосферном давле
нии. Перепад давления определяется между давлением наддува бака 2 и 
давлением в выходном сечении сопла форсунки, равном атмосферному. 
Общее падение давления Аро на рассматриваемой магистрали обуслов-
14
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лено ее постоянным сопротивлением и переменным сопротивлением на 
конусе регулятора расхода 3, причем постоянная составляющая системы 
подачи не зависит от общего перепада давления Ара в силу малых зна
чений скоростей потока жидкости, обусловливающих постоянство коэф
фициента гидравлического сопротивления [5], в диапазоне изменений 
Аре, от 0,01 МПа до 0,4 МПа.

Опытные зависимости расхода жидкости от Apr, при различных зна
чениях площадей проходного сечения регулятора расхода (Fr) приведе
ны на рис. 1 • (пунктирные линии), из которых видно, что единственной 
кривой из рассчитанных ранее и охватывающей все экспериментальные 
является кривая 4, определяемая с помощью эмпирической зависимости 
(2). Она и была принята за основу при определении перепада давления 
на форсунке Арф и постоянной составляющей падения давления на маги
страли жидкости (Дрм).

Из динамики поведения экспериментальных кривых также видно, 
что по мере увеличения Fr при любых Арп пунктирные кривые сближа
ются и при F 1,14 • 10-6 м2 лежат в пределах ошибки опыта (е л; 8,0% ), 
т. е. переменная составляющая падения давления на конусе регулятора 
расхода, обусловленная его движением (Арп), при Fv =  1,14-10-6 м2 
практически рдвна нулю. В таком случае разность Apol^ -  1-н-ю- " м> — 
—Арф при заданном расходе жидкости будет определять потерн давле
ния на магистрали Арм без учета этой переменной составляющей. Следо
вательно

Дрч =  Ape lfr ” 1,410~“ м“ — Арф const. (4)
Тогда Арп при /7Г< 1 ,Ц ~  Ю~6 м2 можно определить выражением 

Др„ = Ар61 С- -  '.н-.о-о ы> _  А/?ф _■ Д/?м.
Из сравнения поведения кривой 4 и экспериментальной кривой при 

Fг =  1,14 • 10~6 м2 видно, что по мере роста Аро они сближаются и при 
Арб>0,4 МПа для любого заданного расхода жидкости имеют практи
чески постоянную разность по перепаду давления, которая и была при
нята за значение постоянной составляющей потерь давления в системе 
подачи жидкости. Для используемой в опытах форсунки при распили
вании керосина постоянная в (4) оказалась равной

Дрм|Дрб> 0 ,4  МПа ^0 ,022  МПа.
Это обстоятельство подтверждается и расчетами местного гидравли

ческого сопротивления: при Fr >.l,14 ■ 10_6 м2 разница между перепада
ми давления в рассматриваемом диапазоне расходов лежит в пределах 
ошибки опыта, а так как Дрм во всем указанном диапазоне постоянно, то 
полученное значение найденной константы было перенесено на все инте
ресующие значения Арп, лежащие в области 0,01 4-0,4 МПа. Выражение 
Арф =  Ap6lFr “ х-14'10—' м2 -Дрм| позволяет получить новую кривую 5 
(штрихпунктирная линия с крестиками на рис. 1), которую можно рас
сматривать в качестве продолжения кривой 4 в область пониженных пе
репадов давления. Эту новую зависимость легко аппроксимировать 
формулой

Сф =  В V 2Дрфрж, (5)
где В —некоторая величина, вообще говоря, переменная, зависящая са
ма от Арф и связанная с коэффициентом расхода р выражением

B =  p fc  . (6)
Анализ поведения величины В, а следовательно и р, показывает, что 

формула (2) не совсем точно описывает динамику изменения коэффици
ента расхода р, если считать показатель степени числа Рейнольдса пос
тоянным и равным— 1/3. В связи с этим представляется более точным 
использовать вместо (2) зависимость

15
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Р  =  1 2 , 9  М Я ж/ г « ) М  R e r * .
где зависимость показателя степени числа Re3 для керосина представле
на на рис. 3. Она получена с помощью аппроксимационной формулы (5) 
и связи (6).

В общем случае характер изменения к можно задать формулой

к — 1/3 +  я/Д/?ф,

Рис. 3. График зависимости показателя степени числа 
Рейнольдса к  от перепада давления на форсунке 

Дрф (Па)

где а, п — константы, зависящие от свойств распыливаемой жидкости и 
определяемые экспериментально по результатам холодных проливок. 
В частности, для керосина

кг =  1/3 +  0.03044/ (Д/>ф)0-738, 
где значения Дрф выражены в атмосферах.
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О ПРИМЕНЕНИИ СКВОЗНОГО СЧЕТА ПРИ РЕШЕНИИ 
НЕКОТОРЫХ ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

Н. А. Новгородцев

В работе [1] рассматривалось численное решение задачи о метании 
свободного тела газовым потоком, причем метаемое тело в [1] заменя
лось вводом импульса в газовый поток. В результате применения такого 
подхода появляется возможность сквозного численного расчета задачи 
без постановки граничных условий на метаемом теле, поэтому представ
ляет интерес рассмотреть задачу о метании тела, когда оно полностью 
перекрывает площадь сечения пусковой трубы, но метаемый элемент за
менить вводом импульса. Применение такого приема при решении одно
мерных задач газовой динамики позволит отказаться от постановки 
граничных условий на метаемом теле. Подобная постановка даст воз
можность значительно уменьшить трудоемкость при разработке и отлад
ке программ, когда требуется решать задачи, связанные с движением 
твердых тел по каналу переменного сечения. Имеются в виду задачи, ког
да метаемое тело, двигаясь по трубе переменного сечения, может как 
полностью перекрывать пусковую трубу, так и частично [1].

В данной работе исследовалась возможность применения сквозного 
счета, когда метаемое тело, которое полностью перекрывает канал пуско
вой установки, заменяется вводом импульса в газовый поток, причем 
вводимый импульс эквивалентен по величине сопротивлению тела этому 
потоку. Задача решалась в одномерной постановке. Уравнения, описы
вающие течение невязкого теплоизолированного газа по пусковой трубе, 
будут иметь вид

~  (Р5) +  - f  (f.US) =  0; ( 1)
dt dx

l<pUS) + ? - i{P+pU *)S \  = P d/ - x ;  (2)
dt dx dx

± ( PeS) +  iL [{P  +  pe)US] =  0, (3)
dt dx '

где p — плотность; U — скорость; P — давление; e — внутренняя энергия 
единицы массы газа; 5 — площадь сечения трубы; % — функция, учиты
вающая наличие тела в газовом потоке и определяемая как ввод им
пульса в этот поток. Она задается так же как и в  [1]:

( 0, х < х т- 1 ;

- { х - Х т +  1), х < х т ;
Г

-  — ( х - х т- 1 )  * < * т +  /;

i 0) х  Xт т  / ,

(4)
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где х — текущая координата; хт — координата левого торца тела; 21—• 
величина зоны влияния тела на газовый поток; R — сила сопротивления 
тела. Величину R определяем по формуле

R =  Р mSm, (5)
где Рт — давление слева от тела; Sm — площадь сечения тела. Давление 
слева от тела определяется по формуле

Т-1, v ^ O ,

. v>0;

( 6)
где у — отношение теплоемкостей; а =  £/*—£/то— относительная ско
рость; Р* — давление; р* — плотность газа; Um — скорость метаемого 
элемента. Газодинамические параметры, отмеченные звездочкой, опре
деляются как параметры набегающего потока газа.

Вычисление этих параметров строилось следующим рбразом. 
а) Для Xm—l^Lx^Xm определялись масса, импульс и энергия газа 

по формулам:
т т пг

М =  J pSdx; J =  j* р(JSdx; г =  j рeSdx:
дг_— / x-- l -Г—/

fdx  — ( / ,+ /< ) х т + l i + K -l
+  2  ( f l+ f l+ l )

X i + l  —  X,
+

-/

+  (//+ * +  / J ^
Xj + к

2
(7)

i — номер текущей расчетной точки разностной схемы; к — количество 
точек, попадающих в указанную область. Газодинамические параметры 
в точках с координатами хт —/, хт определялись линейной интерполяци
ей но значениям в соседних точках.

б) После вычисления массы Af, импульса I и энергии е определяем

Р* -  Af/Г , U,  =  У/(р*Г), Р* = (Т + 1)«  ,

(,

/ ( р * « а

т
где W — j Sdx.

Отметим, что е Р /1
Т +  1 \  Р

— а

Формула (6) определяет «полураспад разрыва» и взята из [2].
Численная реализация данной задачи осуществлялась методом пре

диктор—корректор. Разностная схема для уравнений (1)—(3) записы
валась аналогично [1]. Задача решалась в безразмерных величинах. За 
характерные величины берем длину камеры высокого давления, плот
ность и скорость звука в начальный момент времени. Граничные условия 
выбирались следующим образом: на неподвижной левой стенке пусковой 
трубы (7=0; на срезе пусковой трубы параметры течения газа определя
лись из условия «распада разрыва» [3].
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Начальные условия определялись: в камере высокого давления

0 < j c < I ,  / = 0, U =  0, Р =  — , р =  1;
Т

справа от тела
t =  о, и  =  О, Р =  Ь- , Р =

Т
скорость метаемого элемента бралась из условия

dU„
dt =  °R, ( 8)

о — отношение массы метаемого газа к массе метаемого элемента.
Заметим, что при / =  О,

Um= О, Д =  0.
Численные результаты решения данной задачи показали,' что пред

ложенный метод сквозного расчета может быть использован при реше
нии одномерных задач газовой динамики, когда метаемый элемент дви
жется по каналу переменного сечения. Это позволит, когда нет необходи
мости рассматривать процессы, происходящие в метаемом элементе или 
на его поверхности, упростить логику составляемых программ и сокра
тить время их счета на ЭВМ.

Данная методика расчета сравни
валась с аналитическим решением за
дачи Лагранжа из [4]. На рис. 1 изоб
ражены относительные погрешности в 
определении скорости метаемого эле
мента в зависимости от пройденного 
им пути. Относительная погрешность 
определялась в виде

\ ь и \ ^  Ur~ Ua 100X,

где Ur — численное решение; £/„ — 
аналитическое решение из [4]. Иссле
довалось также влияние протяженнос
ти зоны ввода импульса на точность 
решения задачи. Так, на рис. 1 кри
вая 1 соответствует случаю l= h ,  кри
вая 2 — случаю l=3h,  где h — шаг 
разностной сетки по х. Дальнейшее 
увеличение количества точек, где вво
дится импульс, не приводит к повыше
нию точности решения. Решение, представленное на рис. 1, проведено 
при у =  1,4; о = 4 ; ei =  10-5; ег=  1/600; а' =  0.

С П

Рис. 1
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ОБ АЛГОРИТМАХ РАСЧЕТА ДВУХФАЗНЫХ ТЕЧЕНИЙ В СОПЛАХ

Т. В. Болтрукевич, И. М. Васенин, А. А. Глазунов

Уравнения двухфазного течения при определенных условиях пред
ставляют собой уравнения с малыми параметрами при производных [1]. 
Это приводит к значительным трудностям при построении алгоритмов 
для их численного интегрирования. Чтобы выяснить особенности пробле
мы, рассмотрим линеаризованные уравнения квазиодномерного течения 
без учета теплообмена между фазами.

Невозмущенное течение будем считать одномерным, стационарным 
и равновесным. Пусть s0= const — площадь сечения невозмущенкого 
потока; uQ—const — его скорость; p0= const и ps0= c o n s t— невозмущен
ные плотности газа и частиц; а0= const — скорость звука в газовой фа
зе. Обозначим, кроме того, через и и us размерные возмущения скоростей 
газа и частиц; через р и ps — размерные возмущения их плотности; через 
р — поделенное на р0ао возмущение давления, через s — возмущение 
поперечного сечения. Тогда, пренебрегая величинами высшего порядка 
малости, можно записать следующую систему линеаризованных урав
нений:

да . д . , . w . .— +  — (U0U +  а0р) =  — (us -  и)- 
dt дх а
др , д . , . иаа0 ds77 +  — (а0и +  и0р) = - ■ - * - !  — ; 
ot дх s0 дх

dus ди, 1 . .

дЛ + а , * ~ Щ д- Е + щ ер
dt дх а0

дЛ + и * £ . D dJ b _ -
dt дх dx

д х /

P,,0«0 ds 
s0 dx ’

( 1)

где — ; — = ------отнесенный к единице массы коэффициент
Ро * т

сопротивления частицы.
В качестве модельной задачи рассмотрим сначала задачу о распро

странении краевого режима в слабовозмущенной тонкой двухфазной
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струе. Если давление вне струи постоянно, то, пренебрегая его' перепадом 
поперек струи, в уравнениях (1) можно положить

— =  — =  О 
dt дх

В этом приближении получим
ди , ди w . .
Т 7+ «О — =  — ( « , - « ) :at дх а

ди, . ди. 1 . .
3 7 +  «о 0£ Ох а

( 2 )

£  +  я Д - 0 ;О/ дх

dPs , „ , n dus _  pj0w0 05 .
dt дх дх s0 дх

О (s0u +  и05)
Ох

=  0.

( 3)

Подсистема уравнений (2) с параметром а не содержит возмущений 
р, ps, s, поэтому ее можно решать независимо от подсистемы (3).

Рис. 1. Расчетная область

Решение (2) будем искать в секторе, ограниченном осью и характе
ристикой t—x/uo (рис. 1), с граничными условиями для возмущений

ы(0, t) =WH=const;
М 0, t) — usH =  const. (4)

Точное решение поставленной задачи

uh +  wush Ush—Uh ~ г~ ~и =
1 W

W-
1 +  W

1+ttJ х
„  U H  +  TilU sH  U sH  —  U hu c = --------------- !--------------- e a

1 +  w 1 +  w

(5)
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Проанализируем с его помощью нескольких простейших разностных 
схем. Сначала запишем разностную схему метода характеристик, аппро
ксимировав правые части уравнений (2) явным образом:

ИЙ?!
, I к  Дх (usn — un) w ----;

Usn + 1 Usn —  ( l l n l l s n )

au0

Д.Х
Mn

(6 )

Решение этой задачи с граничными условиями и\ " — ин, " =  
-■ ush  имеет вид

i ин +  wush ush — и Ци п = -----------------V0-------------
1 - f  W  1 +  W

Ajt 1 л
1 - ( 1  +  ™>—  ;аи0 _

u0t.

и  И  4 - 'UlUsH

1 -j- 'W
Usn U [j

1 +  w
1 — (] -f w)

a U0 J

(7)

Когда (1 -j- w )---- < 1 .  разница между решением разностной за-
а«0

Дд;
дачи и точным решением имеет порядок (1 + w ) ---- . Если ( l- f -^ )X

Gt«0
АлгX ---- < 2 , то решение (7) при г->с/э, п-+ с/5 и решение (5) при
аи0

t -> 05, х -* od стремятся к одному и тому же пределу. В случае 
Ах(1+се>)---- > 2  решение разностной задачи расходится. Таким обра

зом, когда параметр ----- - мал, для получения хорошей точности
1 -\-w

в случае явной разностной схемы (6) необходимо выбирать и малый 
шаг интегрирования.

Существенно, что шаг Дх зависит не только от скорости «о и пара
метра а, но также и от концентрации w. Последняя зависимость обуслов
лена тем, что при достаточно больших ш уравнение движения газовой 
фазы содержит малый параметр a/w, поэтому необходимые меры для 
интегрирования уравнений с малым параметром должны применяться 
не только к уравнениям движения частиц, но и к уравнениям движения 
газа.

В упрощенной постановке задачи (1) не принимался во внимание 
теплообмен между фазами. Исследования математической модели двух
фазного потока с учетом теплообмена показывают, что одновременно с 
уравнениями движения малые параметры входят в уравнения энергии 
газа и частиц. В этом случае упомянутые выше меры должны применять
ся также и к этим уравнениям.

Пусть теперь в задаче о распространении краевого режима в двух
фазной тонкой струе давление во внешней среде меняется по известному

А др
закону. Обозначив через f(x, t) известную функцию ~  “о ~  > вместо 
системы (2) получим

ди . ди w .
-  +  “ о г  =  ~  ( “ *dt дх я ■ « ) + / ( * .  О;

( 8 У
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ди, , dut 1 . .
—7  +  м„—^ =  — ( « - « , ) ,

которую, как и прежде, будем решать в области
О< x < u 0t, t > О,

с граничными условиями (4). ч
Точное решение задачи (8), (4) имеет вид

U h  +  W U s H  , U sh  —  U h  - 1 ± . 
U r = ---------------- 1----;— ;------  е  « u„-j-

+ au

.V

Fie ou, (r 0

1 +  w 

(x

1 +  да

rj) dr, j7 (V (9)

и  =  U h  +  W U sH  + m0

X - l d\  — wuSH.

Запишем для этой задачи разностную схему метода характеристик, 
в которой правые части аппроксимируем неявным образом

и‘п+\ — и1п — — («j/j+i — М "г f ( x n+1. /̂+i) А/1;

u‘stU - U lsn= -  (uit\  -  u'V+lY,

( 10)

U l ~ n =  U h , U'sO "  =  UsH .
J —n

Ее решение
i _  Uh  +  W Us H  , UsH —  Uh  Usn —

1
1 -f W 1 -f да 1 +  (1 -f- w)

^x — +

all
y f 1 + l ± l i f - \ y  / ( , „  ,,

0 rrj “ 1 \ «о/ *-i

au n

*n *ЧД х:

ип =  uH -f » « sH — дак*„ +  V  /  | хЛ1 /г
K*= 1 4
0 <  п <  i

(1 +  да) Дх

Дх

При малых

(П)

, как и в случае явной схемы, разница ме
жду точным решением и решением разностной задачи имеет порядок 

д х
(1 +  да) —— . Однако в отличие от (7) решение (11) остается ограни
ченным при любых значениях этой величины.

< 1 ,  тогда, разлагая (11) в ряд по малому пара-Пусть
(1 +  да) Дх

метру о-ип
(1 -f  да) Дх

с точностью до членов второго порядка малости
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при л > 2 ,  получим

иi
sn UH +  WUs„ + -------1------У / ( х к, t i - X n ~

1 +  W  (1 + ® ) « 0 ^ Т ,  V ' «о
Дх —

_  « я  +  даия/  ,
Un —  " ~г

(1 +  да)

1

1 + W  (1 + w ) u 0 £ l

aw

-,/(*„• t t) +  0,;

У / к

( 12)

Дл: -f

+
( 1 + w ) 2

/ ( * * .  *,) +  02,

где 0( и 02 -  члены второго порядка малости.
Аналогичное разложение точного решения имеет вид

иЛ х, <) =  « » ± У » »  + 1

1 +  да (1 +  да)

Х - У \

«о

_| UsH Uh  с _п4-а,»аи^ а
1 +  ® ( 1 -J- да)2

f ( x ,  t) — +93;

(13)

« ( * ,  t ) =  UA ± ™ * "  +
1 +  да

— ТУ -J .—-----
1 +  да

—!— f
(l +  да)«0 J

0
ада Г . .

+ < * •

/  h ,  t  -  - — -  )

( 1 + д а ) 2
<) _ e-d+w)/«e^/(io, t —— )

\  «o/J
+ 0 « .

au0 / ..откуда следует, что при малых — — вне пограничного слоя х  >
1 +  да V

>  ■■аи° А разностное решение (11) с ошибкой порядка Дх, а не
Н-да/

Дх (1 +  да)-------------- ,  аппроксимирует ассимптотическое разложение точного
а « 0

решения. Когда / ( х ,  t ) ^ 0 ,  из (11) получается решение задачи (2), 
которое при I - *со, п —*-сл стремится к точному

Urn и„ =  lim нзя = ------------- . (14)
П-ИУЭ П-+- СЛ 1 -4— те//-+-СЛ -̂МУЭ

Таким образом, неявная по правым частям разностная схема (10) 
для уравнений двухфазного течения с малыми параметрами при произ
водных обладает по сравнению с явной схемой рядом преимуществ. Как 
показали исследования других схем, эти преимущества обусловлены не
явной аппроксимацией правых частей уравнений и не связаны с рассмот
ренными в данной статье методом характеристик и модельной системой 
уравнений.

В случае наличия в уравнениях двухфазного течения малых пара
метров нужно осторожно подходить к их аппроксимации. Без тщатель
ного исследования соответствующих схем при их использовании можно 
получить результаты, не соответствующие действительности. Рассмот
рим, например, для задачи (2), (4) ра-зностную схему псевдоустановле
ния, основанную на подходе, разработанном в [2]. В этой работе исход-
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пая система уравнений была разделена на две группы: уравнения для 
газа и уравнения для частиц. Первая группа уравнений решалась мето
дом установления (в [2] она решалась с использованием разностной 
схемы С. К. Годунова). Для расчета параметров частиц применялись 
стационарные уравнения.

Воспользовавшись этим подходом для нашей задачи, распишем 
уравнение движения газа по явной схеме метода характеристик, а для 
стационарного уравнения частиц возьмем, неявную разностную схему

Un+1 Ч-п — W (Usn Чп)\
а

„1+1 „'+>uSn-\- 1 Чзп Ь х
{ и 1п \\  -  и ^ + .) ;/+1

а и 0

=  и н  =  const;

(15)

UsQ — U s H =  Const.
Выстраивая решение разностной задачи (13) последовательно по 

слоям X i=A x=const, x2= 2A x=const и т. д., заметим, что так как гра
ничные условия не зависят от номера i, в области t^x/uo от него не за
висит решение, поэтому разностную схему (13) можно переписать в виде

„1+1 „<+1 _  /„<+1 „1+Ц.
Un+\  Un --- W  \ t l sn Un / 1

СШ0

„1+1 „1+1 _  Лх /„1+1 „1+1
Usn-f-1 U Sn — \U n+ \ U Sn-И /i

<ш0
*4+1 =  «//;

Ч ы  ' =  UsH,

A J. b Xгде M =  — .
«0

При i— const, она имеет следующее решение:

(16)

и п =  ■

Д* \ , / , Д*----  +  «// 1 — w ----
a«o / \

1 +  w

( U s H —  U h ) \ — w -------

— w

Usn

(17)

W Us H +  uH\ 1 — ®— )
<*«o /

1 -f • w

Если
1 — w

<  1, то последовательности (17) имеют предел
1 + aun
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lim uln
п-+ С/Э
/-*• СЛ

lim ulsn =
i-x*>

WUsH I 1
Д* \ , / Ах \

------ +  «« 1 — W ------
а“о/ V a u j

1 +  w

который, однако, отличается от точного значения (14).
Чтобы записать схему псевдоустановления, позволяющую получить

Ах
верный результат при любых----  и w, рассмотрим систему уравнений

аи0
ди , d(u +  wus)
л . ' и ° Z at dx

=  0; (18 )

dus 1
-т *- = ----( И -  и Дах аи0

в которой уравнение движения газа заменено его линейной комбинацией 
со стационарным уравнением движения частиц. Первое уравнение этой 
системы распишем по схеме

Unix — U/1 +1 -\--- —— [(и л + 1 +  WUsn+x) — (и‘п
Ах

WUsn)] =  0, (19)

второе заменим разностным соотношением

„ м  „'-и _  t„i+l ,/'+I ^— (^л+l Usn-\-\ )• (2 0 )

Решая с помощью (19) и (20) задачу о распространении краевого 
режима, найдем

UsH —  U-H 1i Uh "I WllsH
u n ------------------------w  -

1 +  w

,,i _  « // 4- ^ и &н  |
— " ' Г

1 4  w

1 4- w A xl + (l+w) — n

L a u o

ush  — Uh l
1 4- w l + (1 4- w )  —

n

(21)

Сравнивая (21) и (11), видим, что полученный результат полностью сов
падает с решением, найденным с помощью неявной схемы (10), если по
ложить в ней f(x, t) = 0 .

Сделанные на основании решения модельных задач выводы пол
ностью подтверждаются при численном интегрировании уравнений двух
фазного течения в соплах. Сравнение между собой различных алгорит
мов проводилось на решениях квазистационарной задачи установления 
для сопла. Контур до трансзвуковой части описывается уравнением

у =  3,125 — 0,625 cos —— х.
3,75

Диаметр критического сечения этого сопла 5 см. Задача решалась для 
уравнений монодисперсного двухфазного потока с учетом скоростной 
и температурной неравновесности. На входе в сопло задавались энталь
пия и энтропия, а течение предполагалось равновесным. Начальные 
значения параметров рассчитывались путем решения задачи для замо- 
роженого двухфазного течения.

Сравнивались четыре разностные схемы:
1. Сзгёма I — классическая схема Маккормака [3].
2. Схема II — схема Маккормака, в которой выражения для сопро

тивления частиц и тепловых потоков между фазами записывались на
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верхнем слое по времени так, как это сделано при решении модельной 
задачи (10).

3. Схема 111 — схемы псевдоустановления, аналогичные схеме (15).
4. Схема IV — схема псевдоустановления, построенная по принципу 

схемы (18). В этой схеме вместо уравнении движения и энергии газовой 
фазы использовались их линейные комбинации со стационарными урав
нениями движения и энергии газа и частиц соответственно. Они интегри
ровались по схеме Маккормака. Стационарные уравнения движения и 
теплообмена частиц решались с помощью неявной по правым частям 
разностной схемы второго порядка точности.

В качестве параметра, характеризующего установление, было взято
отношение ------- в котором через G обозначена величина расхода

^р
неравновесного двухфазного потока, а через Gv — расход стационарного 
равновесного течения через это же сопло. За единицу времени бралась 
величина гкр/я*, где а* — скорость звука торможения газовой фазы, • 
гкр — радиус критического сечения сопла. Расчетная область разбива
лась по координате х на 50 расчетных ячеек. На рис. 2 приведены резуль-

Рис. 2. Зависимость отношения расходов от времени 
установления: схемы I и II —.; схема I I I —.—.; 

схема IV--------

таты расчетов отношения расходов как функции безразмерного времени 
/Гкр/а» в процессе установления для частиц диаметром ds=  10~4 см при 

=  0.5. Видно, что величины безразмерных поправок к коэффициенту 
расхода на неравновесность в двухфазном потоке, рассчитанные по схе-^_Q
мам 1, II и IV, стремятся к одному и тому же пределу_____? =  0,036.

^р
Расчет по схеме III приводит к ошибке в 17%. Для частиц диаметром 
ds=  10-5 см эта ошибка становится равной 45%. Хотя схема I и позво
ляет получить правильные значения параметров потока, но для расчетов 
течения с малыми частицами и большими концентрациями конденсиро
ванной фазы она требует мелкой сетки и много машинного времени. 
Так например, в рассмотренной выше задаче с помощью схемы I удает
ся устойчиво рассчитывать течения с диаметром частиц более 
0,8 • 10~4 см. Схемы II и IV позволяют проводить расчеты с частицами 
любых диаметров и при любых концентрациях. Из рис. 3 видно, что рас
считанный по схеме IV коэффициент расхода с уменьшением диаметра 
частиц стремится к коэффициенту расхода равновесного потока. Анало-
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гичные результаты дает схема II, поэтому с точки зрения диапазонов 
параметров устойчивого счета схемы II и IV равноценны. Однако если 
иметь в виду использование этих схем для расчета полидисперсных 
двухфазных течений с большим числом фракций, то схема II менее удоб
на, так как при вычислениях требует совместного решения больших сис
тем линейных уравнений в каждом узле сетки и на каждом слое по вре
мени. С другой стороны, схему IV нельзя применять для расчетов много
мерных потоков, когда в поле течения образуются замкнутые вихревые 
линии.

Рис. 3. Зависимость коэффициента расхода от диамет
ра частиц
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РАСЧЕТ ^УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ В КРУГЛОЙ ТРУБЕ 
НА ОСНОВЕ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ТУРБУЛЕНТНОСТИ

А. В. Старченко

Интенсивное развитие современной теплотехники и ядерной энерге
тики требует углубленного изучения нестационарных процессов, происхо
дящих при турбулентном неустановившемся движении жидкости в тру
бах и каналах, и создания адекватных им математических моделей [1].

Следует отметить, что нестационарные турбулентные течения прак
тически не исследовались, специальные модели для них не создавались. 
В единичных теоретических работах по данной проблеме делались по
пытки распространить имеющиеся методики по расчету установившихся 
турбулентных течений на неустановившиеся [2—5] . В связи с этим встает 
вопрос'О границах применимости такого подхода, поскольку в моделях 
турбулентности [2—5] на некотором этапе используются эмпирические 
стационарные константы.

Целью данной работы является сопоставление некоторых полуэмпи- 
рических моделей турбулентности различного уровня замыкания для 
описания стабилизированного течения в круглой трубе и сравнение полу
ченных результатов с имеющимися экспериментальными данными.

Рассматривается турбулентное течение вязкой несжимаемой жидко
сти в круглой трубе далеко от входного и выходного сечений. Предпола
гается, что течение осесимметричное в среднем. Уравнение движения и 
краевые условия имеют вид

Re-Sh ди
dt

1  А  '
г дг г (  1 + • ’> £ ]

др
дх' 0 )

t =  0 : и= и0 (г); г =  1: и =  0; г =  0: — = 0 .  (2)
дг

В (1) и (2) все величины осредненные и обезразмеренные. Здесь 
Ы =  «7«ср; г =  r'jr0; =  vr/v; p =  p ‘l?ulp\ х  =  jc'/(Re*r0); t =  t'/t0\ Re =
=  Ucp —  ; Sh=  ——— , где ucp — средняя скорость; г0 — радиус тру-

V U cp' t 0

бы; р '  — давление; р =  плотность; v, V7- — коэффициенты молекуляр
ной и турбулентной вязкости соответственно; t0 — характерный мас
штаб времени.

При исследовании нестационарного течения предполагается, что 
расход изменяется по гармоническому закону Q{t) =  Qo(l+«sin2n/), где- 
Qo — значение расхода при t = 0; а — относительная амплитуда колеба
ний расхода; 0̂ =  2я/со, где о — частота колебаний расхода.

29

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Для замыкания (1) — (2), т. е. для задания коэффициента турбулент
ной вязкости ет, использовались следующие модели турбулентности.

1. Модель Рейхардта [6], где

£. =  j y +o ( l - r 2)(0,5 +  r 2), у+ > 5 0 ;

х [ у + -  11th (У+/11)], у+ < 5 0 ,

х =  0,4; у+ =  Re ] / f/_ (1 — г); у+0 =  Re 1 f  с±  ; с, =  2- Ц .
V  2 V  2 Р«ср

( 3)

Здесь Тц,— мгновенное значение трения на стенке.
2. Модель Васильева-Квона [3] — однопараметрическая модель тур

булентности
п с . де I dRe-Sh — = ------

dt г дг Г ( 1+ * « х )
де
дг

, е fduY _  с (1 +  XS.) е 
1 [дг / V-

L = 0,37 — 0,24г2 — 0,13г‘;
= a0Rer {1 — exp (— О, Ref) -f о3Regexp (— o2Ref)};

деt  =  0 : e =  e0 (r); r =  1 ; e =  0; r  =  0: — =  0.
dr

(4)

(5)
( 6 ) 

(7)

Здесь e =  e' u’p — энергия турбулентности; L — безразмерный масштаб 
турбулентности; х — 0,4; с =  3,93; а0 =  0,2; 3 ^ 4 - 10-4; а2 =  2,1 • 10-4; 
о3 =  0,02; Re/- =  R e]/e  L.

3. Модель «е—е» — двухпараметрическая модель турбулентности, 
в которой Ет определяется на основе решения двух дифференциальных 
уравнений для энергии турбулентности е и для ее диссипации е:

с де I dRe-Sh — = -------
dt г дг

ds I dRe-Sh — —------
dt r dr +

D;

С,/,е-£т ( du j

c , f  -,s (e — B )
+

( 8 )

(9)

t  =  0: e =  e0 (r); s =  £„ (г); r =  1 : e =  0; s — Л; r — 0: — — — =  0.
dr or

Здесь £ =  s'Hyulflriy, St =  Re n ; Ren =  Re2<?2/s.
( 10)

( 11)

В данной работе было проведено сопоставление пяти модификаций 
модели «е—е» [7—11]. Значения констант и функций представлены в 
табл. 1.

4. Модель Г. С. Глушко [12] — двухпараметрическая модеЛь турбу
лентности, в которой коэффициенты турбулентной вязкости определяют
ся на основе решения уравнений для энергии турбулентности е и для 
X = L 212, где L — масштаб турбулентности.

Re-Sh de =  ±  д_\ 
dt г дг [

Г  ( 1  +  Х £ : )
де
дг

. , диУ

Re-Sh— = — — — —(т-
dt г  dr \ dr ) 2Х [dr j* Y +

с (1 +  х£т)е _ 
2Х

2 +  х£т де dX 
<? dr dr

( 12)
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(13)с* — ди
~дг

А +  ск ■ с 11 — 2А
( 1 - г ) 2

(1 +  ;

£х =  «0Rer{l — ех р (— з, Ref) +  a3Ref2exp (— a2Ref)}, (14)
Rer =  Re Ve L, c3 =  0,075; c4 =  0,2; £ =  0,7; * =  0,4; c =  3,93; a0 =  0,2;

t — 0: e — e0 ( г ) ;  X =  A0 ( г ) ;  г =  1 : e =  X 0; r  =  0 : — =  — =  0. 
dr dr

Задача решалась численно методом конечных разностей. Дифферен
циальные уравнения аппроксимировались неявными конечно-разностны
ми аналогами со вторым порядком точности по координате и первым — 
по времени. Для иллюстрации вышесказанного возьмем уравнение

Re-Sh
dt г dr dr)

+  А / +  B +  C^f  
dr

(15)

и запишем его в конечно-разностном виде
f n - t  1 j n  л  /  /-я+ 1  /Л - И

Re-Sh П п 1= -V ЕЛхпг Л

/Л + 1 fn-1
л+1 J  к-и  J  к

h
/7Я+ 1с-к-1.2

■л +  1

/Л + 1 ГП +J к JK-•л + 1 1
+

гП 4- 1 гп +  1
1 >1 л + 1/Л+1 I /}Л + 1 I /^Л+I у Jt+ 1  J к—\ 

+  Ак J К Т  £>к +  с* ------- ------------- , (16)

л + 1 /7Л+ 1  4—/
Г7Л+1

к ±  1/2 -

П-Л + 1■Ск-И А—л — 0, 1,...; « =  1..... N -  1; Епк+' =  г*Д2
шаг по г; 7V — число узлов; т — шаг по времени. Считается, что зна
чения А, В, С, Д известны. Граничные условия /  =  0 при г =  1 и
— =  0 при г =  0 расписывались со вторым порядкол! аппроксимации 
dr
по г. Полученная система . уравнений решалась методом прогонки 
[13]. В силу того, что в функции А, В, С, Д входят также и иско
мые величины, применялись итерации на каждом слое по времени.

В качестве условия окончания итераций было выбрано условие
\ & l - c lf\iclf < i u 

где i — номер итерации, ei =  10—5.
В уравнении движения неизвестными являются скорость и градиент 

давления. Для их нахождения применялся метод Симуни [14]. Его суть 
заключается в представлении значений скорости в конечнО-разностном
аналоге уравнения движения (1) в виде u"+l =  iev+1 + (Sл+1

+I и ис

пользовании условия постоянства расхода 
• 1

2 J urdr = 1 + a sin 2тЛ
для определения градиента давления.

Распределение искомых величин в начальный момент времени 
находилось из решения соответствующих уравнений методом установле
ния. Оценивая эффективность достижения стационарного решения при 
использовании различных моделей турбулентности, следует отметить, 
что модели Глушко и Васильева—Квона в этом смысле оказываются на 
порядок эффективнее, чем модели «е—е». Это объясняется структурой 
дифференциальных уравнений, которая в случае моделей Глушко и Ва
сильева—Квона позволяет интегрировать систему уравнений с большим 
шагом т, чем для моделей «е—е». Среди модификаций модели «в—е» бо
лее эффективными для численного счета являются модификации Чена и
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Хоффмана. Число итераций, необходимое для получения стационарного 
решения по модификации Чена, обычно в 3—5 раз меньше итераций, за
траченных для получения стационарного решения по модификации 
Джонса—Лаундера, которая требует наименьшего шага интегрирования 
из всех моделей.

Как известно, при течении жидкости вблизи твердого тела наиболь
шие градиенты искомых величин имеют место в пристеночной области, 
поэтому для исследования течения в круглой трубе предварительно при
менялось преобразование вида г|=1п(1—г+ б ), где параметр б выбирал
ся таким образом, чтобы в области 0<г/+ <10 было не менее семи узло
вых точек.

Были проведены расчеты установившегося течения по двухпарамет
рическим моделям при различных числах Рейнольдса (Re=2,5 • 103ч- 
-f-5 • 105) для сравнения с имеющимися экспериментальными данными. 
На рис. 1 изображены профили скорости, полученные по различным

Рис. 1. Сопоставление 
' расчетов профиля ско

рости по различным 
двухпараметрическим мо
делям с эксперименталь

ными данными [5]
---------------------------------------------------- о <7.2 м  о.о as г ю

модификациям «е—е» и модели Глушко, и экспериментальные данные 
Букреева—Шахина [5] (R e=  16000). Видно, что все модели достаточно 
хорошо предсказывают распределение скорости по радиусу трубы. Рас
четы по модификациям модели «е—е» дают заниженные значения скоро
сти вблизи оси трубы (отличие до 3%), в то время как расчеты по моде
ли Глушко дают завышенные значения скорости в области равновесного 
турбулентного течения вдали от стенки и оси трубы.

Ре * 16000 
о - БцлрееВ, 
Расчеты по

-------- Хофф----- Лэма-
Я ж он с а — • — Чена 
А*аи

ахан
моделиюна

Ъремхорста 
■ Лаундера

V

.

Рис. 2. Сравнение экспе- 
ментальных данных Бук
реева и Шахина с рас
считанными значениями 
энергии турбулентности 
е+=е/ (с/ /2)

х- Букреев, Шанин

-----  Re ■■ 16 000
Расчеты по моделам 

—  —  Чена
— -----Хоффмана

Аконса- Лаундера 
Лзма- Ьрзмхорста 

Акай----MJU1KQ

Для проверки адекватности представления турбулентной структуры 
потока были рассчитаны значения энергии турбулентности и сравнены с 
экспериментальными данными Букреева—Шахина для турбулентного 
ядра потока (рис. 2) и Креплина—Экельмана [15] для пристеночной
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области (рис. 3). Видно, что все модели хорошо предсказывают поведе
ние энергии турбулентности в области 0,2</-<0,8. Несколько худшее 
соответствие между расчетами и измерениями имеет место на оси трубы. 
Здесь более близкие результаты к экспериментальным данным дают 
модификация Хоффмана и модель Глушко. В пристеночной области 
{У+< ЮО) плохо предсказывают пик энергии турбулентности при у+ж20 
модели Хоффмана и Акай, лучше — модели Лэма—Брэмхорста, Чена, 
несколько заниженные значения энергии турбулентности представляет.

Рис. 3. Сравнение расче
тов энергии турбулент
ности по различным мо
делям турбулентности 
с экспериментальными 
данными [15] (обозначе
ния те же, что и на 

рис. 2)

модель Глушко. Кроме этого, проводились сопоставления рассчитанных 
и вычисленных по формуле Блазиуса [16] значений коэффициента тре
ния на стенке для чисел Рейнольдса 2995 и 16000 (табл. 2).

С/-КЯ Т а б л и ц а  2

Модель
Re

[И] [7] [9] [81 [10] [12] Формула
Блазиуса

2995,0 0,89 0,95 0,90 0,84 0,94 , 0,90 0,90
16000,0 0,54' 0,61 0,58 0,56 0,62 0,60 0,59

Более близкие значения получаются у модели Глушко и Чена. Обоб
щая всё сказанное о расчетах установившегося течения, можно рекомен
довать модели Чена и Глушко как наиболее эффективные из рассмотрен
ных для изучения стационарного стабилизированного течения в круглой 
трубе.

Также были проведены расчеты неустановившегося пульсирующего 
течения в трубе с использованием различных моделей турбулентности. 
Пульсации вызваны наложением синусоидальных колебаний на перво
начально постоянный расход. Расчеты сравнивались с эксперименталь
ными данными Института гидродинамики СО АН СССР [5]. На рис. 4 
представлено изменение отношения мгновенного значения касательного 
напряжения на стенке к его стационарному значению в течение одного 
цикла колебаний для Sh =  0,068. При таком значении числа Струхаля 
большинство используемых моделей турбулентности хуже предсказыва
ет изменение трения на стенке, чем при более низких частотах колебания 
жидкости (рис. 5), где наблюдается достаточно хорошее согласование с 
экспериментом. Из приведенных сравнений видно, что модель Джойса— 
Лаундера лучше других предсказывает изменение структуры потока 
вблизи стенки при больших частотах колебаний. Однако необходимо бо-
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лее широко тестировать эту модель, что в данное время невозможно из-за 
недостатка экспериментальных данных.

Для проверки адекватности описания нестационарной турбулентной 
структуры потока на рис. 6 представлены графики зависимости энергии 
турбулентности от фазы колебаний для различных расстояний от стенки. 
В приосевой области течения энергия турбулентности практически не 
зависит от колебаний жидкости, что хорошо подтверждается экспери
ментальными данными. С ростом частоты колебаний расхода величина 
этой области увеличивается. Ближе к стенке наблюдаются более резкие 
изменения энергии турбулентности с течением времени, которые хорошо 
предсказывают модели Джонса—Лаундера и Акай.

Рис. 4. Изменение тре
ния на стенке в зависи
мости от фазы колеба
ний, полученное с ис
пользованием различных 
модификаций модели 
«е—е»: iw  — стацио
нарное напряжение тре
ния на стенке; S/i = 

= 0,068

2

Гуу

Рис. 5. Сопоставление 
изменения трения на 
стенке за период коле
баний с эксперименталь
ными данными [5] при 

S/; =  0,034
■О Я  *:2Я1 2Я

На рис. 7 представлены расчеты неустановившегося течения по мо
делям различного уровня замыкания: Рейхардта, Васильева—Квона и 
Джонса—Лаупдера. Видно, что существенно нестационарное течение 
жидкости в круглой трубе точнее описывает модель более высоко
го порядка. j

Таким образом, при некоторых условиях неустановившегося движе
ния жидкости для правильного описания полной картины течения необ
ходимы модели турбулентности более высокого уровня замыкания, чем 
модели, основанные на теории Прандтля о длине пути смешения или 
использующие алгебраический закон для коэффициента турбулентной 
вязкости.

В данной работе проводился расчет неустановившегося турбулент
ного течения в круглой трубе по моделям турбулентности, ранее приме-
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мявшимся для исследования стационарного движения. Найдено, что из 
этих моделей наиболее эффективными для численного счета являются 
модели Глушко и Чена, наиболее точной для расчета стабилизированно
го установившегося течения — модель Чена, а наиболее точной для рас
чета неустановившегося стабилизированного течения — модель Джон
са—Лаундера.

Рис. 6. Сравнение расче
тов энергии турбулент
ности в пристеночной об
ласти в зависимости от 
фазы колебаний ‘по раз
личным модификациям 
модели «е—е» и данных 
Букреева и Шахина [5]

Рис. 7. Сопоставление 
расчетов изменения на
пряжения трения на стен
ке за период колебании 
по моделям турбулентно
сти различного уровня 

замыкания
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К ПРИМЕНЕНИЮ МЕТОДОВ НЕЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВАРИАЦИОННЫХ 

ЗАДАЧ ПРОФИЛИРОВАНИЯ СОПЛ

Г. И. Афонин, В. Г. Бутов

В [1] изложен прямой метод решения вариационных задач газовой 
динамики путем сведения их к задачам нелинейного программирования.

В данной работе приводятся дальнейшие рекомендации по примене
нию прямого метода [1], полученные путем численного эксперимента на 
задачах оптимального профилирования сопл. Основной задачей этих ре
комендаций является сокращение времени расчета оптимального реше
ния. Для этого в описанном в [1] вычислительном алгоритме прямого 
метода детально проанализированы вопросы аппроксимации искомого 
контура, необходимой точности расчета компонент градиента целевой 
функции и точности расчета поля течения.

1. Рассмотрим вариационную задачу о построении сверхзвуковой 
части контура осесимметричного сопла максимальной тяги в случае те
чения идеального (невязкого и нетеплопроводного) газа. Пусть заданы: 
длина сопла X, отнесенная к радиусу минимального сечения; показатель 
адиабаты х; внешнее противодавление Р+; ограничение на кривизну 
контура.

Распределение парамет
ров в некотором начальном 
сечении о'а' (рис. 1), где те
чение сверхзвуковое, нахо
дилось методом установле
ния. Расчеты поля течения в 
сверхзвуковой области про
водились по схеме второго 
порядка точности, предло
женной Мак-Кормаком [2].

Оптимальная конфигу
рация приведена на рис. 1. 
Здесь оа— участок макси
мально допустимой кривиз
ны; об — искомый контур. 
Длина участка оа заранее 
неизвестна и находится в 
процессе решения задачи. 

Если сечение с абсциссой ха в процессе поиска пересекает звуковую ли
нию cd, то расчет сверхзвукового течения проводится от некоторого сече
ния о'а', в котором скорость газа всюду больше скорости звука. До этого 
сечения расчет проводится методом установления при известных неизме-

Рис. 1. Форма оптимального профиля: оа — линия 
заданной кривизны; ab — искомый контур;

•звуковая линия;cd - а а начальное сечение;
х а> х в— начальная и конечная абсцисса контура
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няющихся параметрах в сечении 00. Возможность такого подхода обус
ловлена сверхзвуковым характером течения в окрестности контура оа. 
Так же, как и в [1], будем аппроксимировать искомый контур отрезком 
некоторого разложения по системе ортогональных полиномов Чебышева. 

Зададим искомый контур в виде

y(*) =  V g W 2* . *« И  (1)к-0 V Х Ь х а /
где {Гх} — система ортогональных полиномов Чебышева на промежутке 
[— 1,1]; ск— коэффициенты; ха и Хь — начальная и конечная точки кон
тура; х — текущая абсцисса контура. Из (1) видно, что промежуток ор
тогональности полиномов совпадает с промежутком рассмотрения исход
ного контура. Как показывает опыт расчетов, нарушение этого условия 
ведет к значительному увеличению времени решения задачи.

Функционал тяги, создаваемый контуром а'Ь с учетом (1), обраща
ется в функцию

Iп =  1п(ха, с2у .... Сп) 2. (2)
Поиск экстремума этой функции проводится методом нелинейного прог
раммирования [3]. Коэффициенты с0 и с\ находятся из условия гладкого 
сопряжения участков оа и ab:

У (ха) =  с0- с ,  + с 2 1)лс„;

У’ (ха) =  [с, -  4сг +  ... +  ( -  \)п^п-сп] ---- ----- , (3)
Х Ь ~  х а

где штрихом обозначена производная по х.
Были выполнены расчеты при следующих исходных параметрах: 

л =  8; я =  1,4; Р+ = 0; радиус скругления в области горловины равен 
радиусу минимального сечения. Форма дозвуковой части определялась 
радиусно-коническим соплом.

Таблица 1

п Ха Со С| С, С3 с 4 Сь У а / п

1 0,333 2,412 1,354 0 0 0 0 3,766 5,1199
2 0,445 2,513 1,252 -0,156 0 0 0 3,609 5,1550
3 0,472 2,528 1,234 -0,162 0,015 0 0 3,617 5,1557
4 0,451 2,515 1,238 -0,162 0,012 0,005 0 3,608 5,1559
5 0,477 2,530 1,235 -0,162 0,011 0,003 0,002 3,619 5,1561

В табл. 1 приведены для различного числа п коэффициентов ск зна
чение ха, степень расширения на выходе-уь и значение полного импульса 
сопла 1п, рассчитанного по безразмерным параметрам. Таблица свиде
тельствует о достаточно быстрой сходимости последовательности {/к}, 
а также о монотонном характере убывания абсолютной величины коэф
фициентов ск. Последнее является характерной особенностью оптималь
ных сверхзвуковых частей сопл. Из таблицы видно, что при 3 все 
контуры и их основные характеристики совпадают. Этот факт позволяет 
в качестве оптимального профиля выбрать контур, соответствующий 
п =  3. Потери полного импульса за счет приближенного профилирования 
при этом оказываются в пределах 0,01%.

Сделанный вывод подтверждается также практическим совпадени
ем контуров, рассчитанных данным методом, с оптимальными профи
лями, полученными методом контрольного контура в [4].
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Заметим, что при переходе от п к n-f 1 предыдущие коэффициенты 
слабо изменяются. Это является следствием применения полиномов в 
(1), ортогональных на промежутке, совпадающем с промежутком зада
ния оптимального контура.

В данной работе исследовался вопрос о влиянии точности расчета 
поля на оптимальный контур. С этой целью были приведены расчеты при 
различном числе точек в поперечном сечении сопла, результаты которых 
помещены в табл. 2. Строки таблицы соответствуют 20, 40 и 60 точкам. 
В последнем столбце приведены значения полного импульса сопла, кото
рые получены для соответствующих контуров в пересчете на 60 точек.

Т а б л и ц а  2

п х а Со с , С2 Сз У  в /  3 /

20 0,471 2,527 1,234 —0,161 0,015 3,616 5,1557 5,1528
40 0,470 2,526 1,235 —0,161 0,014 3,616 5,1531 5,1530
60 0,468 2,526 1,237 —0,160 0,013 3,616 5,1530 5,1530

Из таблицы видно, что точность расчета слабо влияет на форму оп
тимального контура, отличие по импульсу не превышает 0,01%.

Консервативность формы оптимального профиля от точности расче
та прежде всего связана с вычислением направления поиска. При расче
те компонент градиента целевой функции /  (ха, Сг, ..., сп) вычисляется 
два значения функции с разными малыми приращениями аргумента. Так 
как знак погрешности расчета значения функции не меняется при доста
точно малом приращении аргумента, то эта погрешность при указанном 
выше вычитании уничтожается.

Существенное влияние на эффективность решения вариационной за
дачи методом нелинейного программирования оказывает точность вычи
сления компонент градиента функции /. Требования высокой точности 
расчета компонент градиента делает предпочтительной формулу второго 
порядка аппроксимации [1] по сравнению с формулой первого порядка 
при одном и том же шаге Ас*. Однако, как показали многочисленные 
расчеты, можно существенно уменьшить Ас* и достичь требуемой точно
сти по формуле первого порядка аппроксимации. Нахождение компонент 
градиента функции /  по формуле первого порядка точности требует 
меньше обращений к расчету поля течения по сравнению с формулой 
второго порядка. Тем самым ее использование значительно повышает 
эффективность прямого метода.

С учетом вышесказанного удалось довести время решения данной 
вариационной задачи на ЭВМ БЭСМ-6 до 15 мин. Приведенные в данной 
работе рекомендации по применению методов нелинейного программи
рования для оптимального профилирования сопл могут быть использо
ваны для решения вариационных задач в случае более сложных течений.
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СТАЦИОНАРНЫЙ ТЕПЛООБМЕН ПРИ ВЫНУЖДЕННОМ 
ДВИЖЕНИИ ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЫ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ТРУБЕ

В. А. Дубовик

В рамках двухскоростной и двухтемпературной модели сплошной 
среды приводится решение задачи о теплообмене при течении смеси двух 
вязких несжимаемых жидкостей в трубе прямоугольного сечения. Тече
ние и теплообмен считаются полностью развитыми. Методом конечного 
интегрального синус-преобразования Фурье получено распределение 
скоростей и температур по сечению трубы. Приводятся результаты рас
четов безразмерного коэффициента теплоотдачи и среднемассовой тем
пературы смеси в зависимости от отношения сторон поперечного сечения 
и объемной концентрации фаз.

Рассматривается теплообмен в области тепловой и гидродинамичес
кой стабилизации потока. В этой области течение происходит параллель
но стенке, и скорости не изменяются по длине трубы. Считается, что фи
зические свойства фаз, их концентрации и истинные плотности постоян
ны, а количество тепла, выделяющееся вследствие диссипации энергии и 
вязкостного взаимодействия между фазами, пренебрежимо мало. При 
этом предполагается отсутствие фазовых превращений и поверхностных 
эффектов на границе между фазами. Последнее допускает при описании 
смеси использование «однодавленческой» модели [1], т. е. равенство 
давлений в фазах.

При сформулированных предположениях уравнения движения 
и энергии фаз [2, 3] принимают вид

где Wi—скорость; Г* — температура; cpi — объемная концентрация; 
рг — истинная плотность; срг- — коэффициент удельной теплоемкости при 
постоянном давлении; р* и Я„•— эффективные коэффициенты динамичес
кой вязкости и теплопроводности i-й фазы; к0 и ао — коэффициенты ди
намического и теплового взаимодействия между фазами; Р — давление.

Оси у, z декартовой системы координат направлены по сторонам 
прямоугольного сечения длиной b и шириной /г. В области тепловой ста
билизации потока разности температур не изменяются по длине

( 1)

Ф 1 - Н р 2 = 1 ;  ( i = l ,  2 ) ,

Ti—Tw=fti{y,  z) ( i= l ,2 ) (2)
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а продольные градиенты температур в каждой точке потока, в том числе 
и на стенке, являются постоянными

дТх дТ, _  дТи
дх дх дх

А =  const. (3>

Кроме того, считается, что температура стенки по периметру не из
меняется, т. е.

Tic—Ax-\- const.
Для удобства дальнейших вычислений система (1) с учетом (2), (3) за
писывается в безразмерной форме

Vfii №  . 1Ук(£/
' \ <?;2 '

/гТ-Н б-и.
Рг £/,■=  № ---- ‘ + ----—

\д¥- drf

( 4 >

- ( -  1)'«(в2 — в,),

где введены следующие обозначения:

и, =  —  иг,; =  (г' =  1-2);
ixj Ah

Е =  — ; fj— — : JV
h h ji* dx
h- h2

к  = — к 0; a =  — V . «1 =  1;

b.

Рч
14
Pi

. c — 1. r _
э c 1 —  11 l 2 —

a , =  — ; Pr = : *1 =  1;

p 1CPI Щ

Таким образом, рассматриваемая задача сводится к интегрированию 
системы уравнений (4) при граничных условиях:

Ut =  8/ =  0, (г =  1,2);
5 - 0 ,  bh,  0 < ч < 1 ;  (5)
7i =  o, 1, о < г < * л .

Решение краевой задачи (4), (5), получаемое методом конечного 
интегрального синус-преобразования Фурье, имеет вид

167V
Ui « = - U lm„ sin /тгтг-j-' - sin Пп7);

m, /i =  l,3 ,...

( 6>

= у e imn Sin /wr.7<;-sm П~1j;
Ik ---, ~m,n=* 1,3,..,

U'mn =  [<p, +  «) +  ЪK\ldmn\
Umn =  [® ,K  +  ? ,  ( ? ,< % „  +  K )]!d mn\

®'mn =  [ ф ^ т л  ( ? 2 С2шт л  +  а )  +  '£2bAU-mn\ Omi 

в т л  =  [® 2 * * ^ т л  (<Pi«>m„  +  a) +  ®1а ^ т п ], '\ ,л -  

Здесь со,„л, 7 , 4 » ,  б,„п определяются выражениями:
сотп=л2( т 2у2+ п 2), У—Ь/Ь;
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^ш„  =  / ? т [ф 2а2 «п in (ф1® тп -f-к) -f-q^KCOmn] ; 

бп!п = ф1(0тп (ф2̂2Штп“Ьо) “Ьфг̂гЖОтп-
Если физические свойства фаз одинаковые, т. е. а2= 6 2 =  с2= 1 , или 

концентрация второй фазы равна нулю, то в этих случаях из (6) полу
чается распределение температур по сечению прямоугольной трубы при 
течении в ней однородной жидкости [4].

Используя полученное решение (6), вычисляются безразмерный 
коэффициент теплоотдачи (число Нуссельта), определяемый через экви
валентный диаметр и коэффициент теплопроводности первой фазы, и 
безразмерная среднемассовая температура смеси по формулам:

*Nu =  4Fq, L \  (Tw — Г); В =  ( f  — T J  Ah Pr N. (7)
Здесь F и L — площадь и периметр поперечного сечения трубы; q и Т — 
средний по периметру тепловой поток от стенки к двухфазной среде и 
среднемассовая температура смеси.

Последние величины для двухфазной среды согласно [5, 6] имеют
вид

Ч =

Т =

дТ{
Z. J \ дп

L

~Ь 9 2̂ 2----
я-о ‘ “ дп п —й

dL; (£)

f._________ s________________
j (<Pi?icpi ?2l?icp^ 2 ) dF

где n — нормаль к стенке, направленная в сторону жидкости. 
Вычисляя Nu и 0  (7) с учетом (8) и (6), получаем

ОО

V
СО

Атп. V " я  11 V
Jmd тп тп I

1 ,/2 = ,1 ,3 ,. . .  /71, /1= 1 ,3 ,.. 

оо оо

т,п -

= V  с  1 У Втп;

Amn =  (<Pl Umn +  ®2C2̂ m/r) ' ( « V  +  «2)//И«; 
+  Cf262Umn);mn\

C mn = U'mn&'mn + ®262̂mn0mn.

(9)

В пределе при ф2->0, а также при равенстве физических свойств фаз вы
ражение (9) принимает значение числа Нуссельта для однородной жид
кости, которое приведено в [4].

По формулам (9) были проведены расчеты при значениях коэффи
циентов динамического и теплового взаимодействия между фазами, 
соответствующих стоксовскому режиму обтекания каждой частицы. Эти 
коэффициенты согласно [6, 7] брались в виде

*о =  т  Т  ао =  3 — <р2,2 г- г-
где г — радиус частиц второй фазы. Отсюда безразмерные 
к и а вычислялись по формулам:

9 ,{ h \2 „ h Ук =  — — <р2; « =  3 —
2 1[ г  / U  у

комплексы
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На рис. 1 н 2 показаны зависимости Nu и © от у и фг при двух зна
чениях Сг и следующих константах:

Л/г= 102; £>2=0,381; а2== 11,9.
Кривые 1—3 соответствуют <р2 =  0,2; 0,4; 0.6 при с2— 1,5, а 4—6—фг =  
=  0,2; 0,4; 0,6 при с2 =  0,17. Кривая 0 соответствует однородной жидко
сти (ф2 =  0).

Из рис. 1, 2 видно, что концентрация примеси и отношение тепло
проводностей фаз смеси оказывают сильное влияние на величину сред
него числа Нуссельта и среднемассовой температуры при любом отно

шении сторон прямоугольного се
чения трубы. Так, при Сг— 1,5 чи
сло Нуссельта для смеси больше, 
чем для однородного потока, а 
при С2=0,17 — меньше. С увели
чением концентрации примеси 
при фиксированном у для первого 
значения с2 величина Nu возрас
тает, а для второго убывает. 
Среднемассовая температура при 
этих значениях с2 и любом у для 
смеси меньше, чем для однород
ного потока, и с увеличением кон
центрации примеси убывает. Из 
дополнительных расчетов следу
ет, что при рассматриваемых с2 
и а2 =  0,5 значение 0  для смеси 
больше, чем для однородной жид
кости, и с ростом концентрации 
примеси увеличивается.

Таким образом, приведенные 
расчеты показывают, что тепло
обмен при течении смеси в прямо
угольной трубе с ростом концен
трации примеси увеличивается 
или уменьшается (в зависимости 
от рода физических свойств ком
понент двухфазной среды) по 
сравнению с теплообменом при 
течении однородной жидкости. 
Этот факт для теплообмена при 
течении смеси в трубе круглого 
сечения подтверждается экспери
ментальными данными, которые 
приводятся в [5].
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НЕКОТОРЫЕ НЕСЕПАРАБЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

В ГИДРОДИНАМИКЕ

Е. Д. Томилов

В данной работе для плоского уравнения Лапласа использовав 
метод получения частных несепарабельных решений однородных линей
ных дифференциальных уравнений в частных производных, предложен
ный в [1]. Рассмотрены также частные решения, полученные из пре
дыдущих дифференцированием по параметру. Затем суммированием 
полученных решений при определенном выборе коэффициентов у чле
нов сумм получаются решения, имеющие гидродинамическое истолко
вание.

Некоторые несепарабельные решения уравнения Лапласа

Возьмем уравнение Лапласа

дх1 ду2 О)

для некоторой функции ф декартовых координат х; у. Как всякое ли
нейное однородное дифференциальное уравнение в частных производ
ных оно имеет частное сепарабельное решение (то есть решение, по
лученное известным методом Фурье)

ф(0) =  g« + |iy _ (2)
При этому в силу (1)

F (ц, v) =  ^  +  р= =  0. 
Тогда согласно [1] выражение

ф(>) =
= ч

дф(°> F дф<°> 
11 дч ’ ду )

(3>

(4)

где Лц, Fv— соответствующие частные производные от функции (3), 
тоже явится решением уравнения (1).

Подставляя в (4) значения производных из (2) и (3), найдем
ф<0 -  2Х(рдг — му)е'*+м. (5>

Но из (3) следует, что р =  ±  fv. Подставляя в (5) это значение р, 
полагая 2Xv=l и разделяя вещественные и мнимые части, приходим 
к следующим двум частным решениям уравнения (1):

<!>, =  — &x (х sin vy +  у cos v y ); ( 6 )
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ф5 =  ечХ (х cos vy — у sin чу). (7)
Эти решения не имеют вида решений типа Фурье и поэтому являются 
несепарабельнымн.

Как показано в [1], процесс получения несепарабельных решений 
можно продлить и дальше. Вообще, если ф<г-1) есть какое-то решение 
уравнения (1), то

есть тоже несепарабельное решение того же уравнения, 
есть решение (2). При г =  2 имеем

ф(2) =  X
\  оч д\х I

причем \Jj<°)

откуда с помощью (3) и (5) получим тем же путем два несепарабель
ных решения второго порядка

Фз =  е'х [ — {х +  v (х2 — у2)} cos чу +  у (1 +  2чх) sin vy]; (9)
ф4 =  ечх (у (1 +  2чх) cos чу +  {х -f- ч (хъ — у2)} sin vy]. (10)

Можно также рассмотреть решения, получающиеся дифференци
рованием по параметру v решений, вычисленных указанным выше 
способом. Таким путем, например, из (6) и (7) получим несепарабель
ные решения вида

ф5 =  — е [ 2 х у  cos чу +  (л2 — у2) sin чу]-, (11)
Фс =  <?vr К*2 — у2) cos чу — 2ху sin vy], (12)

Эти решения получаются и из предыдущих, ибо
Фз =  — *Фо — Фг1 Ф«—  — >Ф& — Ф,-

Ограничимся только этими решениями. Вообще же составление 
подобных решений можно было бы продлить сколь угодно далеко, 
а также рассмотреть линейные комбинации таких решений.

Решения 1-го порядка более общего вида

Искомая функция ф как удовлетворяющая уравнению (1) может 
рассматриваться как функция тока плоского безвихревого движения 
идеальной несжимаемой жидкости. Однако, как легко убедиться, полу
ченные выше частные решения оказываются функциями тока для 
течений, не имеющих реального смысла. Такой смысл, как мы далее 
покажем, имеют функции, представляющие собой бесконечные суммы 
соответствующих частных решений при некотором подборе коэффициен
тов этих сумм.

Полагая v =  — тп, где т — произвольное положительное фикси
рованное число, а п пробегает все целочисленные положительные зна
чения, умножая каждое решение (6) на соответствующий коэффициент 
Ап и производя суммирование по п, получимсо со

ф, =  * ^ А пе~тпх smmny — у ^  Ane~mnxcos may.
л—1 л-1

(13)

Возьмем сначала все Ап 
из [2] при х > 0

v  е - т п х  sjn т П у

=  1. Для полученных сумм будем иметь

1 sin ту ч '
2 ch тх — cos ту

(14)
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оо
g—mn.x

п—1

1 ( shwxcos тпу =  — --------------------
2 \ch тх — cos ту

Подставляя эти значения в (13) и добавляя еще линейную комбинацию 
от у, получаем в области х >  0 решение уравнения (1) в виде

Vi =
1 х sin ту — у sh тх
2 ch т х — cos ту

+  А +  Ву. (15)

Легко показать, что при х — 0 функция (15) стремится к опреде
ленному пределу при любом у. в том числе и при у — 0. Таким образом, 
эта функция имеет смысл всюду при х ^  0.

Будем трактовать выражение (15) как безразмерную функцию то
ка некоторого безвихревого течения несжимаемой жидкости, выражен
ную тоже в безразмерных координатах х, у. Для размерных величин 
ф', х' и у' будем иметь

ф' =  <2ф, =  hx, if =  hy, (16)
где Q — некоторый расход жидкости; h — величина, имеющая размер
ность длины.

Задаваясь на оси х =  0 условиями
Ф =  1 ( Ф ' = 3 ) ;  у =  1 (y' =  h)\

(17)
Ф =  — 1 (Ф' =  — Q); у =  — 1 (y' =  — h), 

найдем Л =  0, 5 = 1 .  Таким образом, окончательно будем иметь
. 1 х sin ту — у sh тх , .....ф, ^ i --------+  у. (18)

2 ch тх — cos ту
Видим, что фД.г, — у) — — фДх, у). Следовательно, (18) определяет 
в области .V ^  0 течение, симметричное относительно оси х. Рассматри
вая линии тока ф =  1 и ф =  — 1 как крайние, получаем струю с рас
ходом 2Q, имеющую на оси у сечение шириной 2h.

Скорости в течении найдутся из соотношений
=  дУ_ ^

х ду’ h ду ’ ' dx' h дх
(19)

Производя вычисления, найдем
Q Г 1 тх (ch тх cos ту — 1) — sh тх (ch тх — 

х h [ 2  (ch тх — cos ту)1
— cos ту — ту sin ту)

(ch тх — cos ту)*
__ Q ту (ch тх cos ту — 1) +  sin ту (ch тх — cos ту — 

у 2h (ch тх — cos ту)2

.(20)

тх sh тх)

Отсюда находим, что на оси у, то есть при х =  0:
Q Q ту — sin туv.. =  — =  const; v., =  — — -----------—
h 2h 1 — cos my

Следовательно, течение идет в сторону возрастания х, причем первое 
равенство соответствует смыслу Q, а из второго следует, что при 
у >  0 vy >  0, а при у <  0 Vy <  0. Раскрытие неопределенности пока
зывает, что в сечении х =  0 o,/!v=c =  0. Из (18) предельным переходом 
находим, что при х —уоо крайние линии тока ф =  1 и ф =  — 1 асимпто-

47

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



тическн стремятся к линиям у — ±  2, в соответствии с чем из (20) 
находим

linvy =  — , lim v v =  0.
2 h

ТОВ Ап) сумму, 
найдем решение

f c - i

аналогичную (13), 

х  sh тх +  у sin ту

Следовательно, в бесконеч
ности вниз по потоку струя 
превращается в однородную 
.струю шириной 4h.

Произведенный расчет 
позволил установить вид 
граничных линий тока при 
т = 1  и т—2, указанный на 
рис. 1. Это могут быть как 
свободные границы струи 
при переменном давлении на 
них, отвечающем скоростям 
(20), так и твердые стенки 
при том же. распределении 
давления.

Обратимся далее к ре
шению (7). Составляя (при 
том же выборе коэффициен- 

и применяя опять формулы (14),

х \  -f A -f By.
2 \ ch тх — cos ту )

Определяя постоянные из тех же условий, найдем
1 sin т

(21)

А = В =  1.
2 1 — cos т

Следовательно, данное решение будет иметь вид
1 / х sh тх +  у sin ту — х sin т

4-у. (22)
ch тх — cos ту 1 — cos т

Это течение в отличие от предыдущего не будет симметричным. Опять 
можем убедиться, что функция (22) имеет смысл и при х — 0.

Для скоростей по (22) получим

г' =  •
2 Л

sin ту (ch тх — cos ту — ту sh тх) ■ +  
(ch тх — cos туу

+  ту (ch тх cos ту — 1) 
(ch тх — cos ту)2

+ 2 (23)

Vy ’ 2h
sh тх (ch тх — cos ту — ту sin ту) 

(ch тх — cos ту)2 
- тх (ch тх cos ту — 1) -  1

(ch тх — cos ту)2 
Отсюда находим, что на оси у

ту — sin ту \ Q
1 — cos ту )' у 2h

vx =  I 2 
2 h
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Следовательно, здесь постоянной оказалась боковая составляющая ско
рости. Составляя выражение расхода через начальное сечение

Л 1
ту — sin туW f

- А  - 1
1 — cos ту

dy

и вычисляя интеграл, убеждаемся, что этот расход равен 2Q, как 
и должно быть.

Делая расчет при /п =  1 
и т = 2 для линий тока 

== 0,1, —1, приходим к кар
тине течений, представлен
ных на рис. 2. Переходя в 
(23) к пределу х->-оо, убеж
даемся, что в бесконечности 
вниз по потоку vx=Q/h,  
vy= 0  и опять струя стано
вится однородной. Ее шири
на, независимо от значений 
т, оказывается равной 2/z, 
как и в начальном сечении.
Это видно из того, что при 
x-voo и при т— 1 для 
ф = —1 у-*— 0,084755, а для 
ф =  1 */-^1,915245; при 
т—2 эти пределы равны со
ответственно —0,678953 и 
1,321047. Из рис. 2 видно, что при т = 1  линии тока оказались более 
смещенными в направлении оси у, чем при т—2.

Другие течения могут быть получены при ином выборе коэффици
ентов Ап в (13) и соответствующей сумме для ф2. Возьмем, например

Рис. 2

Ап -
cos тп о 

п
Тогда из (13)

ОО

-i1 =  x Vjimi
п = \

' sin тпу cosmno  ̂ ^

п — 1

cos тпу cosmno 
п

_1_
2

-  У

ОО

л — 1

е - т п х  s i n  т п  ( г /  - | -  о )

п
4- V

в - т п х  g j n  т п  ( у  _  § )

у , е~тпх cos тп (у +  о)
П =
ОО

П

п*= 1 П
4-  V-г 2 , -

п — 1

cos тп (у — 8)
п

Заменяя здесь тригонометрические функции через показательные 
и производя вычисления всех сумм, получаем функцию тока ф] в виде

1
Ф1 =  А\ +  В\У +  ~ х arctg sin т (у.+  8)

+

+  arctg sin т (у — о) 1+  — у in 
4гтх— cos т(у  —8)

_|_ e - i m x j j ] __ 2е~Лх cos т (у — 8) -|— е~2тх}

етх— cos т (у -f 8)

{1 — 2е~тх cos т (у -j- 8) -f

(24)
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Беря для о)52 по (7) сумму, аналогичную (13), и делая ту же заме
ну коэффициентов Ап, придем после аналогичных вычислений к функ
ции тока

ф._, =  А2 +  В,у +  — у

+  arctg sin от (у — 5) 1

sin от (у +  о)arc tg --------- 1— — — +
етх— cos т{у +  3)

cos от (у -f 5)------х In [{1 — 2е
4етх— cos от (у — S)

-f е~2тх} {1 — 2e~m*cos от (у — 8) +  е~2тх}]. (25)

Рассмотрим далее частный случай, полагая 6 =  п/2. Подставляя 
преобразованные выражения (24) и (25) в условия при х =  О

ф =  1, у =  0,5; ф =  — 1, у =  — 0,5. (26)
найдем, что при т = 1 ,  4̂1 =  0, В\ =  1,718718, А2 — 0,125, В2 =  2. 
Обозначая функции ф как ф(х, у, от), найдем из (24) и (25), что

„ х . sln2y , 1 . * ,
М * . у; О =  — ^rarcts - ^ — — +  y y i n ( i  +2 ё1хА cos2y 4 

+  2е~2х cos 2у +  e~ix) +  В, у;

ф2 (х, у; 1) =  — л In (1 +  2е-2х cos 2у 4- е~*х ) +

+  -Lyarctg sin 2у 
e'--r-)-eos2y

+  0,125 +  2у.

(27)

Для функций тока при от =  2 будем иметь

•W (*■ у; 2) 2 [ф, (лс, у; 1) — X/], ф2(х, у, 2) =  2 (ф2 (х, у; 1) — у].

Расчет показал, что симметричные течения с функцией тока ф, 
можно представить рис. 3, а несимметричные с функцией тока ф2 — 
рис. 4, причем на последнем нанесены только линии тока для от =  1, 
для от =  2 линии тока идут близко к соответствующим линиям 
для от =  1.
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Скорости для течения с функцией тока фь согласно (19) и (27), 
при ш =  1 будут

vx =  — h
1 In (1 -f- 2e~2x cos 2y +  £-4jr) —

Q=  — 
y h

x (cos 2y +  e~2x) + y  sin 2у 
e2x +  2 cos 2y +  e~2x 1

* sin2y x sin 2y — у (cos 2y 4- e~2x)
e2x ±  2 cos 2y -f e~2x

1— arctg 
2 e-x f  cos 2y

откуда находим, что в начальном сечении струи (х =  0)

v ^  [In (2 cos у) — у tg у -(- 25,], х>у =  у У ,

а в бесконечности вниз по потоку

v  =  v r =  — В„ v v = 0 .  
х h у

(28)

1
11 т-1

VI

!
V0

w,*-l

Рис. 4

В бесконечности вниз по потоку границы струи асимптотически 
стремятся к прямым {/ =  ±0,581829. Таким образом, струя, имевшая 
в начальном сечении ширину к, в бесконечности переходит в однород
ную струю шириной 1,16366 Н, движущуюся со скоростью v, опреде
ляемой по (28).

Пользуясь (27), легко найти характерные параметры струи и при 
т =  2. Однородная струя, получающаяся в бесконечности, будет иметь 
ширину 1,39136 к и скорость v =  1,43744 Q/h.

Скорости, отвечающие функции тока фя, окажутся равными
Q х sin 2у

v г — h е2Х

— In (1 
4

2 cos 2у +  е-2 .г

1 х sin 2у-------arctg---------- -----
2 е2х +  cos 2у

+ 2

_4 л (cos 2у 4- е~2х) +  у sin 2у 
etx ±  2 cos 2у +  е~2х

Отсюда для начального сечения х =  0 получим

V, =  Y  ^ 2 -  vy =  ^  l ln (2cos у) -  f/tgy]. J
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В бесконечности вниз по потоку линии тока фц =  1 и ijn — — 1 
имеют асимптоты у = 0,4375 и у =  —0,5625. Следовательно, получим 
однородную струю той же ширины /?, что и в начальном сечении, 
а скорость в ней будет v — 2 Q/h. Последний результат имеет место 
и для течения с функцией тока фг при т — 2, только асимптотами бу
дут прямые у =  0,375 и у — — 0,625.

Обобщенные решения второго порядка

Применяя тот же метод, полагаем в формулах (9) и (10) v =  — тп 
и суммируем полученные выражения по п, считая коэффициенты всех 
членов сумм равными единице. Получим

СО

ф3 =  — х У] е~тпх cos тпу +  (*2 — У2) гппе~тпх cos тпу +
Л = 1  Л - 1

+  2ху  ̂  mne~mnx sin тпу — у  ^  е~тпх sin тпу,
f П= 1 Л=1
' со со

ф4 =  е~тпх cos тпу — 2ху Т] тпе~тпх cos тпу -f-
П =  1 /2=1

СО

V+  (х- — у2) У, тпе~тпх sin тпу — х У. е~ sin тпу.
/1=1 П — 1

Используя соотношения
оо • д ^
'V тпе~тпх cos тпу = -------V  е~тпх cos тпу,

дхЛ =  1 Л = 1

оо q  со

"V тпе~тпх sin тпу =  — — "V е~тпх sin тпу
я =  1

и применяя равенства (И ), можем из (29) получить

Фз =
1 +  В, у +  х х  sh тх -f- у sin ту

т

cli тх — cos ту 

(л:2 — у2) (1 -- ch тх cos ту) — 2ху sh тх sin ту
(ch тх — cos ту)2

ф 4 =  —
2

Л2 +  В2 у + у sh тх — х sin ту , 
ch тх — cos ту

т (х2 — у2) sh тх sin ту 4- 2л:у (1 — cos ту ch тх)

(29)

(30)

(31)

(ch тх — cos ту)2 
Определяя постоянные А\ и Si из условий (26), найдем, что

т
Л, =  —

о ■ т2 sin —
2

4 1 cos т , ^  =  4, (32)
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Скорости для этого течения, определяемые по (19), выражаются гро
моздкими формулами, запись которых мы опускаем. Из них найдем, 
что в начальном сечении (х = 0 , —0,5^(/sS;0.5) эти скорости пред
ставятся в виде

U-o = 0_
2 h

ту (2 — cos ту) — sin ту
1 — cos ту

ту sin ту (ту— sin ту) 
(1 — cos ту)2

+  4 (33)

Раскрытие неопределенностей, появляющихся в 
(33) при у — 0, показывает, что переменные члены в 
в нуль, так что vx (0,0) =  2Q/h.

На рис. 5 представлен 
результат расчета трех ли
ний тока ф3 = 1 ,  фз =  0, 
ф з= —1 при т— 1, которые 
в бесконечности вниз по по
току стремятся соответствен- м 
но к асимптотам у —0,52101,
(/=0,02101, ( /= —0,47899.
Следовательно, ширина 
струи в бесконечности будет 
тоже равна h как и в началь
ном сечении, и скорости бу-

первой формуле 
ней обращаются

дут vx= v —2 Q/h, 0.
оказывается

•С.й
'V

W--1

_____ цш,

, х

--------*--/

Рис. 6

и струя опять 
однородной.

При т = 2 линии тока 
располагаются немного вы
ше, чем при т  =  1, и будут иметь асимптоты (/=0,54311, (/=0,04311, 
( /= —0,45689 соответственно.

Определение постоянных А2, В г, входящих в (31), при тех же ус
ловиях (26) дает А2 =  0, В2 — 4. Течение, представляемое функцией
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тока 4-4, оказывается симметричным относительно оси х, а сама эта ось 
есть линия тока ф4= 0 . Скорости в начальном сечении будут

2Q
=  — , v _ Q ’3my — sin my m'-y- sin my

х-0 Л х=о 2ht 1 — cos my (1 — cosmy)2
(34)

Раскрытие неопределенности при у — 0 дает, что щ(0.0) — 0. 
Вниз по Потоку на бесконечности оказалось, что '

vx =  v = 5Q 
2h

(35)

Картина линий тока представлена на рис. 6. В бесконечности вниз по 
потоку линии тока гр» = 1  и г|н =  ‘— 1 будут иметь асимптоты у = ± 0 ,4 .  
Таким образом, в бесконечности получаем однородную струю шириной 
0,8 h, имеющую скорость v =  5Q/(2/i).

При т =  2 соответствующие линии тока будут близки к линиям 
тока для т =  1, причем струя сначала оказывается немного более уз
кой, а затем линии тока при значении х, близком к 2,5, пересекают изо
браженные на рис. 6 линии тока, но в дальнейшем стремятся к тем же 
самым асимптотам, имея на бесконечности те же скорости (35).

Обобщение решений (11) и (12)

Повторяя ту же процедуру суммирования этих решений при 
v =  — тп и опять полагая коэффициенты членов сумм равными еди
нице, придем к решениям вида

=  у

1 Г (х2 — у2) sin ту — 2ху sh тх 
2 [  ch тх — cos ту 

1 Г(х2 — у2) sh m x-f 2ху sin т у

+  2ху +  Л , +  £,у

— х ’ +  у2 +  Л2 +  В2 у
ch тх — cos т у  

Определение постоянных А\ w В\ из условий (26) дает

(36)

(37)

Л, =  0; В, — 4  + 1
2 1 — cos т

~2

=  4 +

Течение с функцией тока 
(36) оказалось симметрич
ным относительно оси х. Ра
счет показал, что при т = 1  
характерные линии тока 
представятся рис. 7, причем 
крайние линии тока 1)5 = 1  и 

=  —1 в бесконечности 
вниз по потоку имеют асимп
тоты у\ =  ±  0.33567 соответ
ственно. При т= 2 характер 
течения остается тем же са
мым, только струя получает
ся немного более широкой, а 
асимптотами в бесконечнос
ти вниз по потоку являются 
прямые у2=  ±0,40690.

Скорости в «начальном» 
сечении струи х =  0 оказа
лись равными
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(38)

v.
х=О

Q_
2 h — У

2 sin /ray -f га/у cos ту
1 — cos /ray

/ray2 sin2 /ray ^  
(1 — cos/ray)- '

Q
■У.

а з бесконечности

r f i‘ ; v > = ° -

Таким образом, на бесконечности струя становится однородной, 
имея скорость v — vx, определяемую по (38), и ширину 2\y\\h при 
га/ =  1 и 2 1 у21 h при гаг =  2.

Для функции тока (37) из тех же условий (26) найдем не завися
щие от /га значения постоянных:

Аа =  — 0,25; В2 =  4.
Результаты расчета линий тока даны на рис. 8. Как видим, течения 
при гаг =  1 и гаг =  2 довольно сильно отличаются друг от друга. Тем не 
менее в бесконечности вниз по потоку линии тока фе =  К фе =  0, фб =  
=  — 1 для обоих течений стремятся к одним и тем же асимптотам 
у =  0,5625, г/ =  0,0625, у — — 0,4375 соответственно. Ширина струи 
оказывается той же самой, что и б начальном сечении, и равна /г.

Скорости в начальном сечении х =  0 будут

V. =  ~  (2 +  у), v,
х= о h

_ Q_ — 2 sin га/у +  ту 
х~о 2h 1 — cos ту

а в бесконечности

vx =  2-~> v  = 0 .  (39)h
Следовательно, при га/ =  1 и при  ̂ гаг =  2 получаем однородную струю 
шириной /г, движущуюся со скоростью v — vx, определяемую но (39).
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О МЕТАНИИ КРУГОВОГО 
ЦИЛИНДРА ГАЗОВЫМ ПОТОКОМ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ

Л. И. Дубровская

В работе рассматривается задача об устойчивости движения кру
гового цилиндра в нестационарном потоке газа, когда между стенками 
канала и метаемым телом существует зазор. Будем называть движе
ние «устойчивым, если газодинамические силы и моменты, действую
щие на тело, таковы, что после полученного телом внезапного измене
ния направления движения они стремятся вернуть тело к тому направ
лению движения, которое было до возмущения» [1, с. 214]. В работе 
[2] методом распада произвольного разрыва [3] исследовалась задача 
об устойчивости кругового цилиндра в нестационарном потоке газа, 
когда цилиндр обладал способностью перемещаться под действием 
.аэродинамических сил только поперек канала. Настоящая работа яв
ляется продолжением [2]. Вопрос о стабилизирующем действии потока 
рассматривается для цилиндра, который обладает способностью пере
мещаться также и вдоль канала.

Как известно, несимметричность потока возникает как из-за не
равномерного и немгновенною раскрытия диафрагмы, так и из-за 
начального отклонения тела от плоскости симметрии. Будем считать, 
что в начальный момент диафрагма мгновенно убирается, а первона
чальное возмущение создается за счет несимметричного расположения 
тела относительно стенок канала. В плоском канале шириной D 
помещается круговой цилиндр диаметром d. Ось симметрии цилиндра 
перпендикулярна плоскости течения (рис. 1). Поток, набегающий на 
тело, образуется в результате движения поршня, либо в результате раз
рыва диафрагмы (сечение x =  xi). Газ рассматривается идеальный, 
нетеплопроводкый, сила тяжести цилиндра не учитывается.

а
У 1  ̂ т

X
h I.

Рис. 1

Система уравнений, описывающая нестационарное плоское тече
ние газа, записывается в дивергентном виде

Ф л. =  о-
dt ' дх ду
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dt дх ду

dpv dpuv , д (р pz>-) _  0
dt дх ду

дри д (р 4- р«2) , duuv—----1------ —— — т— -—

(1>

дре_ L дри (е +  р р) дру (е +  А р) =  Q
dt дх ду

где р — давление; р — плотность; и, v — компоненты вектора скорости, 
е — полная энергия единицы массы газа; / — время; х, у — декартовы 
координаты. Система (1) замыкается уравнением состояния совершен
ного газа. Поскольку течение существенно неодномерно в сравнительно 
небольшой окрестности метаемого тела, то система (1) решалась 
в двумерной области II длиной «  7—8 D. Эти размеры подбирались 
так, чтобы в ячейках, прилегающих к одномерным областям, выполня
лось условие ц^0,001 и. Римскими цифрами 1 и III на рис. 1 отмечены 
области одномерного расчета. Склеивание решения на границах дву
мерной и одномерных областей производилось с выполнением законов 
сохранения массы, продольной составляющей импульсов и энергии. 
Однако при вычислении потока энергии через границу не учитывалась 
составляющая скорости v в силу ее малости.

В любой момент времени по рассчитанному полю давлении можно 
определить силы, действующие на цилиндр:

На каждом временном шаге криволинейная сетка двумерной области 
деформируется, и закон ее изменения определяется перемещением ци
линдра в направлении оси оу. Зная это перемещение и считая неиз
менным число ячеек в верхней и нижней частях канала, легко найти 
повое разбиение сетки. При движении цилиндра вверх размеры ячеек 
в верхней половине уменьшаются, а в нижней увеличиваются и на
оборот. Горизонтальная составляющая вектора скорости тела опреде
ляет смещение всей двумерной области как жесткой системы вдоль 
оси ох. Таким образом, происходит «скольжение» двумерной области 
вдоль одномерной, так как длины одномерных областей I и III коррек
тируются на каждом временном шаге величиной смещения Ах центра 
масс цилиндра. Длина последней одномерной ячейки области I при 
г =  0 равна hx. В процессе счета она может растягиваться до 2 hx. 
Когда длина этой ячейки станет равной 2 hx, происходит деление ее на 
две одинаковые -ячейки. Суммарная длина двух граничащих с двумер
ной областью одномерных ячеек области III при / =  0 равна 1 — 2 hx. 
Эта величина в процессе счета может уменьшаться до / =  /г*. При 
/ — hx происходит слияние этих двух ячеек в одну. Граничные условия 
для системы (1) ставились обычным образом. На стенках канала и на 
круговом цилиндре выполнялось условие непротекания (в последнем 
случае с учетом подвижности границы). Левая граница области I и пра
вая области III брались достаточно далеко, чтобы условие отсутствия 
градиентов на них не вносило большой погрешности в расчет. Задача 
решалась в безразмерных переменных. За основные величины прини
мались ширина канала, давление за фронтом падающей ударной волны 
или (в случае диафрагмы) в области высокого давления, плотность 
в той же области.

Рх =  2(/>/)/,ysin<Pu; 
Fy =  2  ( Л ;  c o s  < р / , у . (2)
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Перепад давления на фронте ударной волны р \2 =  p\]pi =  1000, 
скорость частиц газа за фронтом ударной волны и — 2, ширина канала 
D =  1, диаметр кругового цилиндра d — 0,4, длина области 1 - 5  й . 
области II — 5,3 А  области III — 6 А  Цилиндр в начальный момент 
времени имел координаты =  8,5 А  г/и =  0,35 А  Начальное положе
ние фронта ударной волны Х\ =  6,5 А  Начало системы координат 
в численном расчете совмещалось с. левым нижним углом расчетной 
области. Продольная составляющая вектора скорости центра масс ци
линдра практически во все время движения на порядок выше попереч
ной составляющей, а вследствие перераспределения энергии эта попе
речная составляющая скорости в случае полностью подвижного цилинд
ра (штриховая линия на рис. 2) ниже соответствующих значений для 
случая цилиндра с ограничением свободы передвижения вдоль оси кана
ла (сплошная линия). Здесь приводятся результаты сравнения с ра
ботой [2] для небольших моментов времени, так как для уменьшения 
времени расчета был взят канал небольшой протяженности, и ко вре-

Рис. 3

мени / =  25 цилиндр практически вылетает из канала. На рис. 3 при
водятся кривые y(t)  перемещения центра масс цилиндра для рассмат
риваемых выше двух случаев. Отличия в поведении показанных зави
симостей легко объясняются уменьшением скорости набегающего пото
ка относительно цилиндра в случае, когда цилиндр имеет две степени 
свободы.
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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
КВАЗИОДНОМЕРНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ГАЗОВОЙ

ДИНАМИКИ

Е. И. Погорелое, Т. Г. Погорелова, Г. М. Никульчикова

В работе рассматривается одна вариационная задача внутренней 
газовой динамики о метании тела нестационарно расширяющимся 
газом. Оптимизируемой функцией служит форма камеры высокого 
давления, содержащая газ в начальный момент времени, а целевым 
функционалом — скорость тела в фиксированном сечении пусковой 
трубы. Получены необходимые условия оптимальности в виде уравне
ния, связывающего искомую функцию, газодинамические параметры 
потока и множители Лагранжа, которые удовлетворяют сопряженной 
краевой задаче. Исследованы некоторые предельные случаи. Построе
ние конкретных оптимальных форм осущестляется численно с исполь
зованием методов нелинейного программирования.

1. Рассмотрим следующую схему метания тела (поршня) неста
ционарно расширяющимся газом [1, 2]. В камере высокого давления 
находится легкий газ. Камера стыкуется с пусковой трубой постоянно
го сечения, в месте стыковки помещается поршень. В начальный момент 
времени поршень освобождается и метается газом. Требуется, сохраняя 
постоянными начальные термодинамические параметры газа, массу 
поршня и газа, найти такую форму камеры, при которой скорость 
тела в фиксированном сечении канала была бы максимальной [3, 4].

Неустановившееся течение невязкого нетеплопроводного газа рас
сматриваем в квазиодномерном приближении, которое хорошо описы
вает реальную картину течения в длинных каналах с гладкими обра
зующими и малыми перепадами сечений. Уравнения течения в пере
менных Эйлера запишем в виде [1]:

где t — время; х — координата Эйлера; р — давление; и — скорость; р — 
плотность газа; s(x) — площадь канала; у — отношение удельных тепло
емкостей. Граничные условия на поршне, дне камеры и начальные усло
вия имеют вид

О)

(2)

РГ-' =  />оРо

( 3 )
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(4)

(5)

(6)

В (1) — (6) использованы безразмерные переменные [3, 4] и обозна
чения: а — отношение массы газа к массе поршня; хс — координата дна 
камеры. В качестве управляющей функции g(x) для аналитических ис
следований удобно взять следующее выражение:

В заданном сечении х = х 0 камера непрерывным образом стыкуется 
с пусковой трубой, искомое управление (7) имеет закрепленный пра
вый и свободный левый конец. Ограничения на управляющую функцию 
определим из условий, обеспечивающих квазиодномерность и гладкость 
течения

Это ограничение перепишем в виде равенства, вводя дополнительное уп
равление р(х ):

Изопериметрическое ограничение, выражающее условие постоянства- 
объема камеры, представим в виде

где Wo — объем камеры. В качестве целевого функционала / 0 выберем 
величину скорости поршня в фиксированном сечении канала хь. Тогда 
с учетом (3)

где tb — время достижения заданного сечения хъ.
Построим далее функционал Лагранжа, включая в него наряду с 

(11) все связи (1) — (4), (9), (10) с соответствующими множителями 
Лагранжа т)| (*> 0> Лг(*> О» (0> М О . Мч(*). М-2 в области G, ограни
ченной характеристиками od, ab, линией поршня ob и стенкой da (рис. 1). 
Пока не принимаем во внимание возможные линии разрыва множителей 
Лагранжа и разрыв производной управления в x—xq:

Используя обычную технику варьирования [5], построим вариацию 
функционала б/, учитывая, что g(x) — функция одной переменной; пол-

01

(7)

(8)

- g t dx
(9)

( 10)
X,С

( 11)
0

+  j  j  h i  (*, о  7-1 +  Ъ (х, О Lt] dxdt.
G
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ная вариация g(x0) равна нулю Ag (̂xo) = 0 ;  вариация бм =  0 на стенке 
в силу (5); на характеристике od би =  бр =  0; вариация б в области G 
связана с вариацией 6t на ОЬ зависимостью б =  б/-—d/dx(блг). Выбор 
множителей Ai (t), ^2(0> л 1 (ЛГ» 0 . т|2(*> О позволяет при любых (в том 
числе и не оптимальных) управлениях обратить в выражении для б/ 
в нули коэффициенты перед вариациями б и, б р, 6х, кроме вариаций уп
равлений бg и бр. Тогда в областях непрерывности тц и г\2 должны удов
летворять следующей сопряженной системе уравнений гиперболическо
го типа, имеющей те !же характеристики, что и основная система (1), (2):

<И и j JL £Лг
dt Ох р дх Л!

,, ди
1) —  +  ТМ дх

dJL
dx

drj.,
dt

дг\., дгп
: т ^  +  т р—L =  -  л.дх дх дх

( 12)

Граничные условия для этой системы имеют следующий вид: 
на линии поршня

^ (v)= ~ аХ2 (0. (Лз ) ь =  -  «р»;

d/t
~dt

■По др ди
~  — - f  ~  ТРЛ) — р дх дх (Х,)в

(13)

на стенке
тц(дге,<)=0: (14)

на замыкающей характеристике ab

х\о — parji =  0, а1 — — . (15)
Р

После проделанных преобразований в выражении для б/ останутся сле
дующие члены:

U  = -  +  ( g2 -  2 d-j- +  gi ) Р, ~
dx I dx

\ х с -

t*i ( 8; ~  2 ~  +  Sx

х„

L L
dx [' и ~ 2 ^  +  е ')',

bgc +

j bg — |  dx +  j  j*
dbg(x) ,■\pui\x— dxdt. 

dx

Здесь двойной интеграл рассматривается по области oicado, где б^э^О- 
-Отметим, что множители Лагранжа rji и цг, определенные из решения 
задачи (12) — (15), могут терпеть разрыв в области G, причем в силу ли
нейности системы (12) линиями разрыва могут быть только характерис
тики этой системы.

Нетрудно получить соотношения, выполняющиеся на разрывах: 
ар[Л1] — = 0 ; dx/dt =  u+cr,
ap[rli] +  [Л2] = 0 ; dx/d t=u—a,

где [г),] — величина разрыва тщ На любой линии в плоскости х, t, не яв 
ляющейся характеристикой, на которой производная управления терпит
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разрыв, выполняются условия непрерывности множителей Лагранжа 
[г||] =  [т)2] = 0 . Учитывая это и аналиэируя уравнения (12), (13) и усло
вия (15), получим, что на замыкающей характеристике ab тр и ц2 отлич
ны от нуля, в том числе и в точке а. В то же время на стенке по (14) 
имеем (рг)а =  0. Следовательно, в точке а имеет место разрыв множи
телей Лагранжа, который распространяется по характеристике ар, отра

жается от ob и далее распространяется 
по характеристике ре. Преобразуем 
теперь двойной интеграл в выражении 
для б/ с учетом различных вариантов 
прохождения разрыва по области {х, t} 
таким образом, чтобы можно было 
воспользоваться основной леммой ва
риационного исчисления и получить 
условия, при которых 7|/ =  0.

Отбросим прямые ограничения (8) 
и рассмотрим задачу с одним изопе- 
риметрическим ограничением (10). 
Пусть допустимое управление таково, 
что ta> td  и хп =  Хс, и реализуется вол
новая , конфигурация, изображенная 

на рис. 1. Покажем, что она не соответствует оптимальному варианту. 
Введем обозначения:

t , lx )  I, <х)

Ф| (*) = J T*\\Pudt, < * < * „ ; Ф ,(* )=  jprUPudt,
t ,(x)  ‘,{х)
Щ X) <«U)

Ф* ( * )  =  f W i p u d t ,  x e ^ x ^ x 0: ф 4 ( X )  =  \ - r r l i P u d t ,
Ux) 1,1 x)

где t — ti(x) — уравнение характеристики. Переходя далее к повторным 
интегралам в областях Gb G2, G3, G4, получим следующее выражение
для б/:

ZJ =  ... 4- д <М>, \ , .
- ) - ' (1Ф, 

dx
bgdx —

/<*Ф3 , ^ФЛ6 ,
л  +  - х У е «х -

В этом выражении множители перед bg в двух последних интегралах 
отличны от нуля и, следовательно, вариация функционала б /# 0 .

Пусть теперь допустимое управление таково, что Xc<Lxa, т. е. отра
женное от стенки возмущение не успевает догнать поршень. Волновая 
картина для этого случая показана на рис. 1 в правом нижнем углу. 
Тогда

3 J = \x'\e x̂)bgdx !х®е*(х) — ) bgdx.
dx

Первое слагаемое в этом выражении не равно нулю, поэтому и 6/э^О.
Таким образом, в двух рассмотренных случаях можно улучшить 

значение целевого функционала при выполнении (10). В первом необхо
димо удлинять камеру так, чтобы ta-+td, во втором — укорачивать и 
ха-+хс. В оптимальном варианте точка а на замыкающей характеристи-
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ке должна совпасть с точкой d, а разрыв гц. г\2 распространится по ха
рактеристике do (рис. 2), при этом вариация 6j =  0, если выполняются 
условия

М-г)
№  (*) —  Г

dx J
■\4ixpudt =  О, (16)

<«< х) 
s(xc) = 0 .

Здесь мы перешли от управления g(x) к s(x) по (7).
Таким образом, в оптимальном случае искомая форма камеры дол

жна удовлетворять уравнению (16). Для проверки этого условия необ
ходимо совместно решать основную и сопряженную задачи, при этом 
оптимальная форма камеры должна быть такова, что отраженное от 
стенки первое элементарное возмущение (волна разрежения) должно 
догонять поршень в сечении хь■ Если отраженная волна разрежения до
гоняет поршень раньше, то это приводит к уменьшению давления газа 
на модель, и в результате скорость поршня в Хь оказывается меньше, 
чем в оптимальном случае. Если же камера длинее оптимальной, то от
раженная волна не догоняет его, следовательно, не весь газ принимает 
участие в метании, и запасенная энергия используется не полностью. На 
рис. 1 траектория отраженной волны показана пунктиром.

Если отбросить изопериметрическое огра
ничение и рассматривать только прямые огра
ничения (8), то можно показать, что для неог
раниченной по объему камеры искомое управ
ление всегда лежит на границе допустимой 
области, поэтому чем больше перепад сечений 
между трубой и камерой, тем выше скорость 
поршня, В пределе «оптимальной» будет ка
мера с «бесконечным» уширением в сечении 
х=Хо (предельная задача Лагранжа [6J).
Хотя в этом случае квазиодномерные уравне
ния не описывают действительное течение, но 
скорость поршня в предельной задаче будет
больше, чем в задачах с конечным уширением. Это подтверждают и чис
ленные расчеты работы [7J, где в осесимметричной постановке решена 
задача Лагранжа для камер с различными ущирениями. В общем слу
чае задания ограничений (8) и (10) оптимальный профиль будет 
состоять из участков краевого и внутреннего экстремумов.

2. Построение конкретной оптимальной формы камеры можно осу
ществить только численно, при этом необходимо совместно интегриро
вать прямую (1) — (6) и сопряженную (12) — (15) задани и организовать 
итерационный процесс в пространстве управлений с учетом условий вида 
(16). В данной работе применяется прямой подход, в котором управле
ние представляется в виде разложения по некоторой системе базисных 
функций, а коэффициенты в разложении определяются с помощью мето
дов нелинейного программирования.

Поместим начало координат на дне камеры хс= 0 ,  в качестве управ
ляющей возьмем функцию s(x) и представим ее в виде

к\ -

If — I— j -"1
№

\р/ ------ Г------

It II II II 2! X

Рис. 2

S ( л ' )  =  1 +  V  а ;
латi = 1 № - 1

где Ti — смещенные многочлены Чебышева. Целевой функционал (11) 
будет зависеть тогда от к параметров

Jo —  J o ( a u  а 2, а к- 1, Хо) ,
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а задача оптимизации становится конечномерной. Представим изопери- 
метрическое ограничение в виде

•*0

и введем прямые ограничения
gi (“и-м <*«-1, х0) =  — m ini'(x) +  At < 0 ;  
g 2 ( a , , .  a K _ i ,  х 0 )  =  т а х х ( д с )  —  Л ,  < 0 ;

gs(“l,.... “к-Ь *o) =  niax
ds
dx - b 3<  0,

где Ль A2, Аз — нижние и верхние границы, g ,— функции к переменных
При численном расчете процесса метания используем систему урав

нений в лагранжевых координатах [1] и сквозную разностную схему 
[8], при этом результаты расчета интерполируем на эйлерову сетку. За
дачу нелинейного программирования с алгоритмическим способом зада
ния целевой функции Jo и ограничениями типа равенства g 0 и неравен
ства gi, g2, g3 решаем с помощью метода скользящего допуска [9], в ко
тором поисковый симплексный алгоритм распространен на случай общих 
ограничений на область поиска. В процессе поиска осуществляется по
очередное движение сначала в сторону возрастания функции, а затем в 
сторону допустимой области.

Приведем некоторые результаты численных расчетов. Положим 
ст=10; у=1,4; Хь—х0= 2  и рассмотрим задачу оптимизации только с 
изопериметрическим ограничением 
go. Поиск начинался в четырехмер
ном пространстве к—4, т. е. бралось 
три члена в разложении s(x), а за
тем размерность задачи увеличива
лась до лс=5 и к= 6 . На рис. 3 при
ведены оптимальные профили I—III 
камер высокого давления. Для наг
лядности показаны кривые измене
ния радиуса R(x). На этом же ри
сунке даны значения оптимизируе
мого функционала / 0. Для контроля 
правильности найденного оптималь
ного управления в программе рас
чета параметров течения газа пре
дусмотрена процедура построения 
тех характеристик ' в переменных 
х, I, которые являются линиями сла
бого разрыва для данной задачи.

Как следует из вариационного анализа, проведенного выше, в опти
мальном случае линии слабого разрыва должны совпадать с линиями 
разрыва множителей Лагранжа и с замыкающей характеристикой. На 
рис. 2 приведены результаты расчета распространения слабого разрыва 
в оптимальном варианте при/с=6, где ob — линия поршня; od, db — 
характеристики второго и первого семейства соответственно. Хорошо 
видно, что отраженный от дна камеры разрыв догоняет поршень как раз 
у конца пусковой трубы.

На рис. 3 показана оптимальная форма камеры (кривая IV), полу
ченная в работе [4] при другом способе дискретизации управляющей 
функции, когда R(x) аппроксимировалась ломаной с вершинами в точ
ках (Ri, X i ) ,  изопериметрическое ограничение учитывалось точно, а за-

Рис. 3

5. Заказ 6079 ,65
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дача оптимизации решалась методом вращающихся координат. Сравне
ние показывает, что рассматриваемые способы аппроксимации дают 
практически одинаковые результаты как по форме камеры, так и по зна
чению /о- Профиль V на рис. 3 получен в работе [3] из предположения, 
что камера высокого давления представляет из себя цилиндр, соединен
ный с трубой конусом. Видно, что даже при такой грубой аппроксимации 
удалось получить качественно правильную форму камеры.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА В ОДНОЙ 
ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ О МЕТАНИИ ТЕЛА 

ГАЗОВЫМ ПОТОКОМ

Т. Г. Погорелова

Высокие темпы развития науки и техники выдвигают большое коли
чество задач, связанных с оптимальным управлением процессами в спло
шных средах. Для их решения разработано большое количество методов, 
среди которых принцип максимума, вариационное исчисление, прямая 
численная оптимизация. В данной работе рассматривается вариацион
ная задача о метании тела в канале переменного сечения неизэнтропиче- 
ски движущимся газом, когда управление осуществляется скоростью 
поршня с целью максимизации функциона
ла, отражающего требование поддержания 
давления на метаемом теле, близкого к за
данному при минимальных затратах кине
тической энергии поршня. В условиях не- 
вязкости и нетеплопроводности газа, течение 
которого описывается квазиодномерными 
уравнениями газовой динамики, с помощью 
метода множителей Лагранжа получены 
необходимые условия стационарности за
данного функционала, выявлена возможная 
структура оптимального решения.

Пусть в канале переменного сечения находится газ, ограниченный 
слева поршнем, а справа метаемым телом (рис. 1), движение которых 
начинается одновременно. Квазиодномерное течение невязкого нетепло
проводного газа по каналу переменного сечения описывается системой 
[1] в переменных Лагранжа, которую после некоторых преобразований 
можно представить в виде

( 1)
, ди , . . др _

dt дг
. / dv д г , ч , г,Гг =  — -  — [s (х) U] =  0;

ОС 0;
. дг dvL, = ---- \- р — =  0;
3 dt dt

L, = ------ и =  0,
dt

где t — время; |  — Лагранжева координата; х — Эйлерова координата; 
« — скорость; р — давление; v — удельный объем; е — удельная внут-
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ренняя энергия; s(x ) —закон изменения площади поперечного сечения. 
Система (1) замыкается уравнением состояния е =  е(р, v). После пере
хода к безразмерным переменным обычным образом [2] система (1) не 
меняется, начальные и граничные условия принимают вид

t =  0, и (0, ? )= 0 , v  (О, И)= 1, р  (О, (2)

{t, — 1) — (О — 0;
dt

0)dt
csp (t, 0) =  0,

(3)

(4)

где Po(t) — заданная функция; g(t) — скорость движения поршня; а — 
отношение массы газа к массе метаемого тела. Область течения газа в 
переменных t, |  имеет вид G: {— 0 ^ / ^  Т}, где время Т оконча
ния процесса определяется в момент достижения телом заданного сече
ния хт канала

1 7 =  —  (/, 0) -  и (t, 0) =  0, х (Г, 0) = хт. 
dt

(5)

Рис. 2

Предполагается, что начальные и гра
ничные условия задачи таковы, что в неус- 
тановившемся движении газа ударных волн 
не возникает. Волновую картину течения 
газа при данных предположениях в пере
менных t, I можно представить в виде, изо
браженном на рис. 2, где схематично штри
ховой линией показаны линии слабого раз
рыва параметров течения. Сформулируем 
экстремальную задачу. Среди непрерывных 
функций g(t) найти такую, которая макси
мизирует целевой функционал

Л [g (01 {[Pit, 0 ) - Л ( 0 1 , +  * [* (01 , }-<Н ( 6 )

(здесь р0 (t) — заданная функция; к — константа) при условии, что па
раметры течения удовлетворяют дифференциальным и конечным связям 
(1) — (5) в заданной области течения abed (см. рис. 2). Наложим допол
нительное ограничение на ускорение поршня \dg/dt\^.K (К — заданная 
константа) и запишем его в виде равенства, введя новую переменную 
6 (0 :

d£ \  -  К- +  (О =  0. (")

Вариационный анализ рассматриваемой экстремальной задачи про
ведем путем построения и исследования первой вариации функционала 
(6) методом множителей Лагранжа. Построим вспомогательный функ
ционал /, в который наряду с / о включим все связи (1), (3) — (5), (7) 
с соответствующими множителями гцО, I), t = l ,  ..., 4; Ki(t), Яг(0, tti(0 .
М П :

J — Л + J  | [̂ Ii (0 0 '+ ••• + ^ (t, 0 L.t\ dtd\ -f-

-(- j [X, (0  Z.r, +  X-, (О Я8] dt +  J [;xi (0  +, !C> (0  L:] dt.
о о i.

Предполагая множители Лагранжа непрерывными функциями сво
их аргументов, применяя правила техники варьирования и проведя ряд
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преобразований аналогично тому, как это делается, например в [3], по
лучим следующую развернутую форму для первой вариации б/ вспомо
гательного функционала:

57 = d p
ДГ +  USx 0;

дг\2
~di

д ( ^ ) 3Р + д-гц
d t

Ьи —

Фг , д (ър)  
d t  ^  dt

db_ 
' d t

5г/ did\

— X, — 2 xg +  tj2s 

t

+

4  +  W J -f  | w  -  s* -  ’ll sop J dt +

j   ̂ — ^  j  8“ +
0

0
4- (liS — 1*i*sp) 5p d t +  h,6« -f rj45x -f ri3epop -f (t)2 -f 7J3£0 +

. 5-o J

+  ^)Sx»],=rrfS 0 ) - /» 0(Г)]*-1-х^(Г)}Д7Ч- Xl5 ^ (r , -  1) +

+  2X, (T) b g ( T ) + ^ ( T )  Ьи (Г, 0)
dt

^ ( T ) d u (T Q) + М Г ) И ( Г , 0) 
dt

А Г. ( 8 )

Здесь ДГ— приращение времени процесса s = — ; s
Ф  ‘

de _

sx=ds/dx;  учтено, что при t = 0  6x=6« =  6p=6t>=0, полное прираще
ние Дх(Т, 0) =  0, а также очевидная связь между полным приращением 
Дф произвольной функции ф(t) и ее вариацией 6ф в конечный момент 
времени Дф =  6ф— (dcp/dt) АТ.

Необходимое условие стационарности целевого функционала 
б/ =  б/ == 0. Для обеспечения этого воспользуемся произволом мно
жителей Лагранжа и выберем их такими, чтобы исчезли выражения 
перед вариациями параметров течения в интегралах (8). В результате 
получим систему дифференциальных уравнений относительно тц (7, £), 
i =  1...... 4, которую после некоторых преобразований можно предста
вить в виде

дъ
d t

, , . 0 ;
d \

I drl2

~ d t

ф< _
d t

Фз , 
d t

P +  ev 0 (ъ s) — 0-
£p d\

( dp 
V l d\

. d-t\o+  и —  
d\ -j ^  =

1 dr}o Ъ dv
Р +  Ч dt ep dt

(9)
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Для множителей jlii (/) и ц2(0 при I — О будем иметь

Ъ З Яu  +  v tcisxp  +  - 3 7  =  О ;
at

ViS +  !а2 4- ~ ~  — О; at
v),S — 2 (/7 — р 0) - u , 3 S  =  0

('10)

с конечными условиями, определяемыми из требования равенства нулю 
выражений перед ЛТ и Ли (Г, 0):

М П - О ,  }Л2 (Г) =  -  i£ ir .’- Qt r Ро (Н.Г +  *в2(Т)
Ч(Т, 0)

Аналогично при £ =  — 1

2>-2 — (Kdgldt) +  X, +  2*g -  7i2s =  0; 
at

( П )

m 2 =  0;
d \ , ,

-  —  +  =  0, at

( 12)

4.(*. — 1) “ 0. (13)
Если 6p2 -7̂  0, то есть имеет место внутренний экстремум, р ф  0. 

тогда выберем Яг (О = 0 ,  Я|(/) найдется из решения третьего уравне
ния в (12) с конечным условием Xi(7") = 0 .  Следовательно, условие

М О  + 2 > M O - T i 2 a - l ) s  =  0; £ =  — 1 (14)
является необходимым условием внутреннего экстремума функциона
ла (6). Если бр2 =  0, то есть реализуется краевой экстремум р — 0.

(15)

тогда М О  выбирается по-прежнему, М О — как решение первого, 
уравнения в (12) при Х2(Т) =  0. Кроме того, в (8) полагаем

М П  =  М П  = М Н  =  М П  = 0 .  (16)
Таким образом, оптимальный закон движения поршня должен удов

летворять условиям (14) или (15), определенным на решениях новой 
краевой задачи для системы (9) с конечными (16) и граничными (10), 
(11), (13) условиями. Анализ сопряженной системы (9) показывает, 
что она является линейной системой гиперболического типа, заданной 
на решениях исходной системы (1), и для уравнения состояния

ру
т - 1

О Н

где у — отношение удельных теплоемкостей, имеет следующие ха
рактеристики:

„ dX _ , dX sa dX sa , .c0; — =  °; c + ; c - ;  — = ------ ; (a2 =  tpv).
at at v  at v

Вдоль них выполняются соотношения:

(18)

с°: usx dr\\ d'tn
dt

usx dp
------------~ rn — ^i^r— ;dt s dX
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d -Цп , а- drn т »др.* dt + (т—О® dt 13 d t ’
a drn d t ]2 а аг дх 

~ —
V  О;v dt dt Ч 1 

V

a d-r\\ . dr\. _  a a2 d.x:
v dt dt v  “ ' v 2 11 д d\

(19)

Система сопряженных уравнений получена в предположении не
прерывности множителей Латранжа во всей области G. Условия (10), 
(11), показывают, что в точке с (7, 0) имеет место разрыв множителя

1]ь и, следовательно, сопряженная краевая задача неразрешима в клас
се непрерывных функций. Отметим, что задачи с разрывными множите
лями Лагранжа при непрерывных и непрерывно-дифференцируемых 
параметрах течения часто встречаются в вариационных задачах сверх
звуковой газодинамики. Впервые на это обстоятельство обратил вни
мание А. Н. Крайко. Выкладки, проведенные с учетом линий разры
ва г)г для системы (9), показывают, что линиями разрыва служат харак
теристики (18), и вдоль них выполняются условия следующего вида:

с°: [щ] =  Ы  == 0;

: Ы  +  — [>2.1 =  0, Ы  -  ^  Ы  =  0, h ,]  -  h 3] =  0;
v s 7 — 1

(20)

: Ы  -  -  Ы  =  0, ы  -  ^  h ,]  =  0, Ы  +  - В -  ы  -  о,
v s 7 ~ 1

где h«], 1 — 1> •••. 4, означает скачок величины ц; на разрыве. При ана
лизе распространения разрыва необходимо совместно рассматри
вать (18)—(20). Как видно из (20), вдоль с° могут терпеть разрыв 
только 1]3 и т]4- Интегрируя первое и второе уравнения в (19) вдоль с° 
и учитывая, что h i ]  =  h^] — 0, получим

4

I 'm] =  —  [гн]о*, Ы  -  (Ро‘ Р ) ^ ] 1 Ы с ,X

где 0* — любая точка на с°. Так как при t =  7[i]3] =  [ц4] = 0 ,  то 
и всюду в области течения отсутствуют скачки г)3 и i]4. Все приведенные 
выше рассуждения предполагали непрерывную дифференцируемость 
функции g(t).  Если теперь предположить, наличие угловых точек g(t), 
то варьирование последних приводит к дополнительным слагае
мым в (8):

*‘J =  ... +  2  ( h —Х») х̂‘ ~1~ ^  (dg 'dt)i —^£i(dg dt)i ]ogi,
i i

где i — номер точки излома, верхние индексы + и ~ соответствуют ве
личинам по разные стороны угловой точки. Отсюда следует условие, 
которое должно выполняться в угловых точках в оптимальном случае

>й =  Х'Й, К, (dgldt)r  =  Ui (dg/dt)t .  (21)

Для s(x) =  const система сопряженных уравнений (9), конечные 
и граничные условия (10) — (13) примут вид
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( 22)

дг}' дГп -_()
dt dt

дп> о? drlt _
dt v 2 <Э£

dr,, а 2 dri3 y d p
"ТГ +  — "T7 “I---- % — =  0at v 2 д/ г»

где т)з =  г̂ збр. Первые два уравнения можно рассматривать независимо 
от третьего, что является следствием неизэнтропичности течения

Ч,(7\ 0 = Ч*(7\ 6) = 0, rn (t, — 1) == О,
( р — PoY +  *g2

Е- “ Т Г  =
_ „ ! +  2 ^ £ i  +  0

at
Ъ (Т, 0) = 2 ( р — р0)е.

и

Индекс с означает точку с области интегрирования absd. Необходи
мое условие внутреннего экстремума

тц(/, — 1)—2хаг(0 = о .  (23)
Конечные и граничные условия таковы, что они определяют три

виальное решение в области hcdh (см. рис. 2), где ch — замыкающая 
характеристика. Учитывая соотношения на характеристиках (19) 
и линиях разрыва (20), можно получить аналитические выражения для 
1ц и г\2 на ch и использовать их в качестве граничных условий для 
системы (22). Из условия стационарности (23) следует, что в точках 
разрыва т)2(t, — 1) функция g(t)  также должна терпеть разрыв, в част

ности, для участка t >  th, если не ограничи
вать ускорение, то поршень следует мгно
венно остановить в момент 4> на поршне в 
это время образуется центрированная вол
на разрежения, которая, однако, не влияет 
на давление на метаемом теле. Так как мы 
рассматриваем непрерывные функции g(t),  
то, следовательно, в точках разрыва должен 
реализовываться краевой экстремум. В об
щем случае структура оптимального реше

ния должна содержать угловые точки, в которых осуществляется 
переход с внутреннего экстремума на краевой. На рис. 3 схематично 
изображена возможная структура оптимального решения, когда длина 
канала такова, что имеют место два отражения разрыва t]2 на границе 
! =  — 1. Если учесть условие (21) и (12), то можно получить связь 
между координатами начала и конца участков краевого экстремума. 
Решение рассматриваемой вариационной задачи зависит, в первую оче
редь, от задания течения при t =  0, функции /?0(/) и коэффициента х. 
В общем случае найти оптимальное решение можно лишь численно, 
однако, используя некоторые упрощения, можно найти частные реше
ния сформулированных задач, которые полезны при апробировании 
численных методов. Выделим два предельных случая, соответствующих 
решениям при х =  0 и у.-*-оо. В первом случае мы не требуем мини
мизации кинетической энергии поршня, во втором — наоборот, требует
ся минимизировать ее за счет любых потерь по первому слагаемому 
в функционале, поэтому здесь оптимальным будет случай неподвиж
ного левого поршня, то есть g(l)  =  0 для 0 ^  t sC Т. Если положить 
х =  0 и не задавать ограничение на ускорение, то условие оптималь
ности будет иметь вид т)2 (t, — \) — 0. спедовртельно, в точке /г, а зна-
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чпт, и  в  точке с, rji =  г|2 =  0, то есть р(Т) — Ро(Т), давление на метае
мом теле должно совпадать в момент I =  Т с заданным. В частности, 
если существует такое управление g(t) ,  которое обеспечивает во все 
время выполнение условия p(t, 0) =  po(t), то это особое управление 
обеспечивает точное попадание в нуль функционала. Подобные задачи 
относятся к классу вырожденных [4], оптимальное решение при этом 
определяется неоднозначно, вообще говоря, в то время, как сопряжен
ная система имеет тривиальное решение i]i =  rj2 =  0 во всей области 
течения. Для функции указанного класса задача, по-существу, перестала 
быть оптимальной и превратилась в задачу определения любого допу
стимого управления, реализующего точное попадание решения на грани.- 
це в заданную функцию. Задачу нетрудно сделать оптимальной, вводя 
в функционал дополнительное слагаемое yg2(t). Укажем некоторые 
частные особые решения вариационой задачи. Следуя [2], можно по
лучить для канала s(x) — const при заданном начальном фоне течения 
/ =  0 ы(0, £) = 0 ,  и(0, £) =  1. Р(0, ё) =  сгро(1 /б— частное решение 
вида u(t, |)  =  op0t, p(t, I) = orp0(l/6— £), v(t, |)  =  1, которое опре
деляет однородное течение газа между двумя поршнями, движущими
ся с одинаковой скоростью, то есть g ( t ) =  ор0С и во все время на ме
таемом поршне поддерживается постоянное давление, равное началь
ному давлению газа на поршень. Для канала переменного сечения 
вида s(x) — 1/(1 -f- ах ), а > 0  в [2] найдено следующее частное ре
шение с постоянным давлением газа на метаемом поршне

u(t,  Е)= — Ф' ( Ое<*-, p {t , 5)=/»0f l  +  f  ( 1 - в « ) 1 ;
а [ 2*

V (t, ; ) -  1; Ф'(О =  У2*ар01пФ(О.
Приведенные решения могут использоваться в качестве тестовых для 
задания фона течения при апробировании приближенных численных 
методов.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРА СГЛАЖИВАНИЯ 
И КОЭФФИЦИЕНТА ЗАПАСА УСТОЙЧИВОСТИ В СХЕМЕ 

ЛАКСА-ВЕНДРОФФА ПРИ ЧИСЛЕННОМ ИНТЕГРИРОВАНИИ 
ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В. В. Жаровцев

Как правило, в разностных схемах сквозного счета, аппроксими
рующих уравнения газовой динамики, имеется одна или несколько 
констант со своей областью определения, например число Куранта, 
коэффициент искусственной вязкости, параметр сглаживания и т. д. 
При проведении численных расчетов эти константы подбираются обыч
но экспериментальным путем, то есть проводится серия пробных рас
четов исходной или тестовой задач и выбираются те значения свобод
ных параметров, при которых получились наиболее приемлемые ре
зультаты. С другой стороны, на разностные уравнения, используемые 
для расчета течений газа, кроме аппроксимации и устойчивости часто 
накладываются дополнительные требования. Так. в [1] строятся пол
ностью консервативные схемы, в [2] разностные уравнения удовлетво
ряют той же группе преобразований, что и исходная система диффе
ренциальных уравнений, в [3] рассматриваются схемы с неотрицательно 
определенными матрицами и т. д. В данной работе имеющийся произ
вол в выборе параметра сглаживания и коэффициента запаса устойчи
вости используется для того, чтобы двухшагоьая схема Лакса-Вендроф- 
фа с согласованным сглаживанием в некотором смысле приближалась 
к схемам с положительной аппроксимацией.(

Для численною интегрирования одномерных уравнений газовой 
динамики в массовых ла1ранжевых переменных

Й + ^  =  0
dt 0>

запишем на равномерной по пространственной координате разностной 
сетке двухшаговую схему Л акса-Вендроффа [4]:

®"+о,5 =  0,5 (<p"+i +  rf(') — т~-т (фГ—1 — 4*7);
2.

( 2>

«-И At
(Ф

п + 0,5 / 4-0,5
Здесь <р — (и, v, Е)т ф =  (/?; — и, ри)т\ £ —время; $ — массовая лаг- 
ранжева координата; и —скорость; р — давление; v  —- удельный объ
ем; Е = е -f 0,5 — полная, а е — е{р, v) — внутренняя энергия еди
ницы массы газа; At и А; — шаги по времени и по пространственной 
координате.
74

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Для подавления нефизических осцилляций, которые появляются, 
если по схеме (2) рассчитывать разрывные течения, будем использо
вать согласованное сглаживание по n-му слою, предложенное в [5J:

где =  /Г+о.5 -  /7_о.5;
f j+Q. =  |/"+ од, если (Лгф+1,5-Дт/Г+0,5 <  0) V (Attf+o.s-A^-o.s <  0); 

(0, в противном случае;
/Г+0.5 =  0 А ? ?^ ,5  =  в  ( * f +1 -  * ? ) ;

0  >  0 параметр сглаживания, значение которого будет определе
но ниже.

Для этого рассмотрим линейное приближение системы" (1)

dU
dt +

■ 001 ' " и '
-  100 ; £/= V

. .  р .

(4)

которое получается в предположении постоянства массовой скорости 
звука, т. е.

а0 — - -  — const.
ер

Двухшаговую схему Лакса-Вендроффа для (4) со сглаживани
ем (3), если обозначить через Е единичную матрицу, можно записать 
в виде

UV' = 0 1-  (J—  Л + (и?+1 -  uf-i) +

+  ( ~  ^  ^ -  2U1 +  07-:), (5)

где при 6 =  =  0, б =  г) =  0; 6 =  0. r| =  0; т] =  0, 6 =  0  реализу
ются все четыре варианта схемы Лакса-Веидроффа с неоднородным 
сглаживанием. Далее будем пользоваться следующим обозначением 
р =  а0М/ Д£.

Найдем методом Фурье необходимые условия устойчивости схе
мы (5), когда i] =  6 =  0. Для этого положим

U j  —  ? п ^ и о\ 5 =  е х р  (г'А;лг); р =  ехр(ш Д О ) а = Д ; - к ,

£ — вещественное число, а со — комплексное число. После подстановки 
в (5) имеем следующее соотношение:

(Р -  1) Е +  I  — A sin а +  2 ( —  Л2 +  2 0 д ) sin2 
А; V А;2 /

и, =  0.

Отсюда получаем характеристическое уравнение

р — 1 +  40 sin2 —
\ 2

( . -  1 +  2 ( -  20) чц- — — sin a)2j =  0,

корни которого имеют вид

Pi =  1 40 sin2 — ;
2

р2,з =  1 — 2 (;х2 -j- 20) sin2 +  jp sin я.
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( 6)
Легко видеть, что |р ,12 1, (i =  1 ,2 ,3), если

ji.2 +  2 В  <  1, в  < 0 , 5 .

Перепишем теперь (5) в виде

и Г '  =  в  U1 +  CU?+i +  D U U ,  где
■ Мг М А рв  =  (1 -  7J -  8) Е ----- — А2; С =  г,Е--—  А +  —-  Л2;
Д »  2Д ? 2Д;2

D =  S£ +  —  Л +  —  Л2.
2Д$ 2ДЕ2

Собственные значения матриц В, С, и D равны 
М В ) «= 1 -  4 - 8 ,  М (В ) =  1 - 4 - 8 !а2;

>i(С) =  4, М (С ) =  ^ + 4 ± - ^ ;

X, (О) =  S, X2,3( D ) = !̂ -  +  o ± - ^ .

Условия неотрицательности матриц В, С, и D позволяют в силу 
теоремы Фридрихса [6], когда 4 =  6 =  0, получить достаточные усло
вия устойчивости схемы (5), поскольку известно, что система (4) до
пускает симметризацию.

Рассмотрим случай, когда 4 =  6 =  0  =  v (p—р2), где v — поло
жительное вещественное число. Тогда из (6) и (7) получаются следую
щие необходимые и достаточные условия устойчивости схемы (5):

р <  1, 0,5 <  v <  1.
Заметим, что при v =  0,5 (5) совпадает со схемой С. К- Годуно

ва [7]. Если 6 =  4 =  0  =  const, необходимые и достаточные условия 
устойчивости схемы (5) будут такими:

Р < 1 /Т = ^ ё ;  0,125 < 0  < 0 ,5 .
В многочисленных расчетах по схеме (2), когда 0  =  const, шаг по 

времени выбирался из соотношения

Д/ =  min р — V l  — 20 ,
< а"

где а — массовая скорость звука; 0 <  р <  1 — коэффициент запаса ус
тойчивости.

Как видно из (7), остальные три варианта разностной схемы (5) 
являются схемами с отрицательно определенными матрицами, поэтому 
естественно использовать произвол в выборе 0 и р таким образом, чтобы 
в некоторой смысле приблизить эти варианты к схемам с положитель
ной аппроксимацией. В качестве меры близости возьмем в отличие от 
[8] и [9] модуль суммы отрицательных собственных значений матриц 
В, С и D, который обозначим через X. Независимо от того, какой из ва
риантов разностной схемы (5) реализуется в рассматриваемой точке 
разностной сетки, X имеет общий множитель (р—р2), зависящий от р 
и 0 , так как из (8) следует, что при расчетах

Р =  р ]Л  -  20 .
Для практических расчетов представляет интерес случай, когда 

р — 1; 0  =  0,125.
Очевидно, что подобным образом мера близости к схемам с поло

жительной аппроксимацией может быть определена для любой явной 
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разностной схемы, аппроксимирующей уравнения гиперболическо
го типа.

Проведенные выше рассуждения справедливы только для линей
ных разностных уравнений (5). Для нелинейной разностной схемы (2) 
со сглаживанием (3) сделанные выводы проверялись на решениях те
стовой задачи о движении по покоящемуся газу стационарной ударной 
волны, которая образуется, если в трубу, заполненную газом, вдвигать 

с постоянной скоростью поршень [1]. Газ считается идеальным (у =  1,4). 
Задача решалась в безразмерных переменных, в которых вид систе
мы ( 1) не меняется,' причем за основные были выбраны начальная 
скорость звука в газе, начальный удельный объем и начальная длина

Рис. 2

трубы. Распределения некоторых искомых функций по массовой коор 
динате в фиксированные моменты времени представлены на рпс. 1—3„ 
причем сплошные кривые соответствуют расчетам, когда (i — 0,9, 
а штриховые — когда р =  0,5, штрих-пунктирные линии — это точное 
решение задачи. На рис. 1 нанесены профили давлений, когда 0 =  0. 
Отметим, что кривые на этом рисунке сознательно смещены относитель
но друг друга, и если совместить штриховые и сплошные линии для. 
одинаковых моментов времени, то видно, что 
осцилляции в распределении давления за , 
фронтом ударной волны при р =  0,9 меньше, 
чем при р =  0,5. Это можно объяснить тем, что 
схема Лакса—Вендроффа без сглаживания в 
рассмотренном выше смысле ближе к схемам 
с положительной аппроксимацией при р =  0,9, 
чем при р =  0,5.

На рис. 2—3 представлены профили удель
ного объема за фронтом ударной волны, ког

да 0  =  0,125, причем данные , приведенные на 
рис. 2, соответствуют расчетам, когда поршень 
скоростью, равной начальной скорости звука в газе, а на рис. 3 — трем 
начальным скоростям звука.

Как видно из рисунков, результаты расчетов со сглаживанием, 
когда р =  0,5 и р =  0,9 практически одинаковы, т. е. в этих случаях, 
по-видимому, реализуются варианты схемы, линейные аналоги ко
торых являются схемами с неотрицательными матрицами.

Проведенные расчеты позволяют сделать заключение о том, что 
выводы, полученные для линейных разностных уравнений (по край
ней мере на рассмотренном классе течений газа), справедливы и для 
нелинейной разностной схемы (2) с согласованным сглаживанием (3).

т
t
iL

bow
/
т  :

__-os -й 1 -ег о

Рис. 3

вдвигается в трубу со>
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СЛИЯНИЯ ВЯЗКИХ КАПЕЛЬ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ ПОВЕРХНОСТНОГО НАТЯЖЕНИЯ

Г. Р. Шрагер, В. А. Я кутенок

' Задача о слиянии двух вязких капель под действием сил поверх
ностного натяжения рассматривалась Я. И. Френкелем [1]. Им иссле
дованы два предельных случая, касающихся поведения поверхности 
сливающихся капель в начальной и конечной стадии процесса. Экспе
риментальному исследованию процесса слияния вязких капель под 
действием сил поверхностного натяжения посвящена работа Я- Е. Ге- 
гузина [2], в которой представлены результаты по слиянию капель 
эпоксидной смолы и обсуждается кинетика слияния на всех стадиях 
процесса. До настоящего времени нет результатов, достаточно полно 
описывающих картину течения в ‘процессе слияния, кинетику слияния 
в широком диапазоне изменения определяющих параметров.

В настоящей работе предлагается алгоритм решения данной за
дачи и приводятся результаты расчетов.

1. Рассматривается процесс слияния двух вязких капель под дей
ствием сил поверхностного натяжения, в предположении, что течение 
имеет осевую симметрию. В начальный момент времени капли имеют 
сферическую форму, за исключением окрестности контактного пере
шейка, которая является поверхностью вращения дуги, соприкасаю
щейся с каплями окружности с задаваемым радиусом. Используется 
сферическая система координат, связанная с каплями так, что начало 
координат совпадает с центром контактного перешейка, а полярная 
ось направлена по оси симметрии. Уравнения Навы—Стокса, описы
вающие течения внутри капель,

dvr , dvr , щ dvr _  Vs ____ 1_ ф  u (d-vr d2vr
dt ' dr r dB r p dr p \d r2 r 2 dB2

L 2 dvr , ctg В dvr 2 dvtt ^ v r 2 ctg 6
r dr r2 dB rz dB r2 r2
dv e ^ dve_ , drvn , V/vt, __ _ J _  dp jj_ / d*v*
dt ' dr r dB r pr dB p \  dr2

(2)
, 1 d-vо , j^dv^  , ctg Bdve 2 dvr о a \ 

r 2 oB2 r dr r2 dB r 2 dB rasin20 /
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где г — радиальная координата; 0 — полярный угол; vT, Ve — состав
ляющие скорости; р — давление; р — коэффициент вязкости, q — 
плотность.

К уравнениям движения присоединяется уравнение неразрывности

+  +  = о  / 34
дг г дО ' г г ' ;

На свободной поверхности жидкости, граничащей с неподвижной 
средой, используются условия

, / 1  , 1
Рпп — —  Л) +  0 ------1-----

V"l Г2

Pns =  0. (5)
Здесь рпп — нормальное напряжение на свободной поверхности; p„s— 
касательное напряжение на свободной поверхности; о — коэффи
циент поверхностного напряжения; п, г%— радиусы главных кривизн 
границы капель. Кроме перечисленных условий, граница капель под
чиняется кинематическому условию

dQ _  ve dr 
dt г ' dt

'(6)

На осях симметрии (0 =  0, 0 =  я/2) используем условия симметрии.
В качестве начальных условий принимаем, равенство нулю состав

ляющих скорости. Из уравнений (1), (2) с учетом (3) получаем урав
нение Пуассона для давления

д-р 2 др , 1 д-р , ctg 9 др _ 2р " dvr dvo
dr* '' Т д г  r  r * a F  ' 7 ~dr~dB

(7)
dvr dvQ (dve—r ------ -1- v e ---- ■
dQ dr \ dr

dvr , 2ve ctgOV

Вместо уравнений (1) — (3) для решения задачи будем использовать 
уравнения (1), (2), (7). Для эквивалентности решения используемой 
системы уравнений решению исходной системы требуем выполнения 
уравнения неразрывности на границах [3].

2. Условия (4), (5) записываются в локальной декартовой системе 
координат, связанной со свободной границей капель:

р +  2р —— -  — рй +  з ( — +  —
дп \г , г 2

dv„ dv,—л  л. 'll*. =  о,
ds дп

( 8)

(9)

где vn — нормальная составляющая скорости; vs — касательная состав
ляющая скорости.

Уравнение неразрывности в локальной декартовой системе коорди
нат на границе капель принимает вид

t o n  , < 4 , s i n ?  ^  . COSjp V, =  
дп ds sin 9 г sin 0 г

где ф — угол между нормалью к границе капель и полярной осью. Ис
пользуя функции

Q =  Щ +  Vn, R =  Vs—Vn,
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перепишем условия (9), (10) в виде
dQ 3_Q 
дп ds
d_R_ dR 
ds дп sin 0 г

sin 9 v n , cos ® vs
sin о r
sin cp vn

sin 0 г
0,

cos® = 0

( 11)

( 1 2 )
sin 0 r

В исходной системе координат условия (8), (11), (12) принимают
вид

bdQ a dQ sin 9 v  cos 9 vs _ Q
dr r dQ sin 0 r sin 0 г

b dR dR sin 9----------a ------1-------
r dQ dr sin0 r

Vn  , COS 9  V ,

sin 0
0.

. 0 ( dvn sin a 3t>„— p  -f- 2n cos a —- ----------- -
l dr r dQ =  ~  Pn +  0 bk)’

(13)

(14)

(15)

где
a =  0—ф; 

a =  cosa—sina; 
b =  cosa +  sina.

В процессе решения задачи производится преобразование коор
динат вида

„ . г
’ ' о (9, t) ’ ^

где 6(0, t ) — функция, описывающая границу капель. В новых коорди
натах граница капель представляет собой окружность единичного ра
диуса, а уравнения (1), (2), (7) принимают вид

dt 1 дХ S3 dQ 8; рЗ дХ

d2vr i 32nr 25& d2v r dvr— + c 3 •

(17)

+  ^ Г  d\- ' S2 dQ- S3 dXdQ ° dX 
1 ctgO dvr 2 dvn Q3e_(0z»i) 2vr 2 ctg 0

t 2  Л О  C2 ,50  ~  RP Л С  C2 t 2X2 dQ
dvn , Зиц 1 vn dvi, 
~dt +  Ll~dX~t $~dQ'

Ы dX 
V ,Vn  

XI

S-
De

1 Ф  , _8e 3/? 
pS8 50 Г p82 dX +

d2v  9
32p \ C2 3S2

1 d2Vo 23e 32г>о 5ti9 ,
IF ~  18" dXdQ r  Сз ~dj ~

(18)

+
c tg 0 5i»e , 2  3ur 25g_5yr x»e 
T 2”  30~ ~F~~30 8S~~3S ;2 sin2 0
32p , 1 d2p 23e d2p dp ctg 0 dp
dX2
2p
S

' S2 302 58 #00 +  +  52
3z>e 3 a, 3t>, dvq , /Зав-------- Д------L ------р d6 -----
30 3; 30 3; \дХ

~  ctg20 j  —

6. Заказ 6079 81
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— V (19)vr dvr 2vb ctg 0

где

Ci =  К VM

Вместо условий (13) —(15) в новых переменных имеем
ао0 \ 5Q , 5Q , sin ® , cos <р Л5 ---- г -  — +  а — -1-------- г/. Н------- -  и, =  О,
0 / 55 50 sin 9 cos 6

63fl , \dR ,d R  , sintp .c o s ?  n
S  I A t  1 A O  О n 1 C  '  ’

, 2|i
P +  T-0

образом

/5 ; 50 sin0
dvt 
~dl

, sin я Л 5ti„ , dv„ cos я -|— '—  8e — 2 — sin я — 2

sin 0 

50

(20)

( 21)

(22 )

[ поставленной задачи используется разностный
сетка внутри области определяется следующим

*1 =  ihi\ 1 =  0,..... /; *, =
1
. »/

еу =  /Л2; / =  0,. У; Л2 = II
£

1"

Для решения уравнений (17), (18) используются схемы переменных 
направлений. Уравнение Пуассона (19) решается с помощью метода 
установления, основанного также на схеме переменных направлений. 
Для решения разностных уравнений на каждом полушаге используется 
метод прогонки. Расчет функций Q и R производится по схемам бегу
щего счета;

+ > -
(X ;Ojy j Qi-\.j

R u

_ ( bfiv

s in ?yT. , cosZTVn,J оcos Qj cos Bj

- bj - - ( bA + a i  ц
h, [ b ,  ’ ) A,

Vsu  ’

=  L Rij+ih q

+  CL)
n  Since, COS(f ,
R/ - XJ  — ----- J v „ u — ----- J v

sin sin Bj su-

(23)

(24)

Схемы (23), (24) позволяют устойчивым образом вести расчет 
Qitj в направлении возрастания индекса /', Ri.j — в направлении убыва
ния индекса /. Поскольку функции в условиях (23). (24) определены 
в локальной декартовой системе координат, Qi,j-i, Ri,i+x необходимо
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пересчитать в систему координат точки (I, /'). Формулы пересчета 
•имеют вид

Qfj- i  ~  Q / j - icos (®у — ?/-i) +  Rrj-i  sin (<fj— ey_i), (25)
R'/+i =  Rr.j+i cos (?y-fi — +  Q/,y + i sin — cpy),

где

R/.j+i — значения функций Q/,y_b R/j+i, 
пересчитанные в систему координат точки (/, у).

Подстановка пересчитанных значений /?0-,+1 в формулы (23),
(24) приводит к необходимости организации итерационного процес
са [4]. Общий порядок расчета заключается в следующем.

1) Из разностных аналогов уравнений (19) и (22) рассчитывается 
давление внутри и на границе расчетной области.

2) С использованием разностных аналогов уравнений (17) и (18), 
а также уравнений (23), (24) рассчитываются скорости внутри и на 
границе области. Для согласования на каждом временном шаге реше
ния уравнений (17), (18) с условиями (23), (24) организуется итера
ционный процесс.
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3) Из кинематического условия (6) находится новая фор
ма капель.

4. В качестве примера было проведено исследование начального 
этапа слияния капель ртути. Начальные радиусы сфер имели значение, 
равное 2 см, радиус соприкасающейся окружности был выбран рав-

На рис. 1 представлено 
изменение формы .свободной 
поверхности в процессе слия
ния. Поведение площади кон
тактного перешейка с течением 
времени иллюстрирует рис. 2. 
В начальный момент зависи
мость площади контактного 
перешейка от времени являет
ся линейной, далее она приоб
ретает более сложный харак
тер. Такое поведение площади 
контактного перешейка каче
ственно согласуется с резуль
татами работы [1]. Изменение 
скоростей в двух характерных 
точках на свободной поверх
ности (0 =  0, 0 =  л/2) представ
лено на рис. 3. В точке 0 = 0  
скорость непрерывно растет. 

В точке 0 =  л ^  (на контактном перешейке) скорость достигает макси
мального значения, а затем уменьшается. На рис. 4 показано распреде
ление скоростей vr, ив на свободной поверхности, откуда следует, что 
начальный этап слияния характеризуется интенсивным течением жид
кости в области контактного перешейка.
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I

ОБ УНИВЕРСАЛЬНОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО
ПРОЕКТИРОВАНИЯ

О. П. Кадиев, В. А. Лосев

Важность универсальности как характеристики систем автомати
зированного проектирования объясняется широтой области их при
менения (радиотехника, оптика, трубопроводы, тепловые маши
ны и т. д .).

Дело в том, что система, жестко ориентированная на конкретный 
-■объект проектирования, не тиражируется на другие. Более того, 

даже редактирование такой системы, неизбежное с началом эксплуа
тации, требует от пользователя серьезных усилий и глубокого пони
мания ее устройства. Что касается сугубо универсальных систем, то 
они отягощены наличием этапа генерации (настройка на конкрет
ный объект), необходимостью разработки базы данных и программ, 
реализующих решение задач пользователя в соответствии с представ
лением информации в базе данных [ 1]. Иньпйи словами, от пользова
теля такой системы требуются знания и действия, выходящие за рамки 
собственно проектирования.

Тем не менее идея универсальности весьма привлекательна, по
скольку, базируясь на существующем единстве форм и методов про
ектирования, служит основным источником снижения трудозатрат на 
создание САПР отдельных видов изделий. Поэтому, приняв за неиз
бежное некоторое увеличение расходов на машинное время, приложим 
усилия по выбору такой системы, которая была бы в достаточной мере 
универсальна, но не возлагала на рядового проектировщика обязанно
стей, ему не свойственных.

Прежде всего откажемся от универсальной базы данных, заменив 
се некоторой типовой, рассчитанной на более узкий, хотя и достаточно 
широкий класс задач. В качестве таковой используется традиционная 
организация информации, в соответствии с которой данные сведены 
в так называемые тома, имеющие постраничную и подокументную 
структуру.

Постраничная организация тома определена однозначно, а подо- 
кументная предусматривает наличие лишь трех характерных типов: 
текст, список, бланк. Что касается многообразия конкретных форм 
представления данных, то оно обусловлено многообразием используе
мых форматов (для сравнения: в ФОРТРАНе формирование различных 
по виду документов обеспечивается единственным оператором 
FORMAT).

Все последующие шаги по выбору степени универсальности систе
мы жестко увязаны с разложением процесса ее создания на три по-
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еледовательных этапа. Наличие первого из них вызвано делением мат
обеспечения САПР на множество объектно-независимых (инвариант
ных) и объектно-ориентированных (объектных) подсистем [2]. 
Инвариантные подсистемы не зависят от проектируемого изделия 
и связаны через служебные массивы системы. В их числе управляющая 
программа, процедуры диалога, информационного поиска и ряд других. 
Объективные подсистемы, напротив, ориентированы на конкретное изде
лие и работают независимо по отношению друг к другу. Возможность 
согласованного использования объектных подсистем основывается на 
применении при их создании принципа модульности — набора требова
ний, обеспечивающих стандартность работы с ними в рамках системы 
автоматизированного проектирования. Поэтому объектные системы на
зываются еще модулями. Что касается самих требований, то они опре
деляются инвариантной частью матобеспечения. Работа по созданию 
подсистем САПР выполняется силами ее разработчиков и составляет 
содержание первого этапа.

Сущность второго этапа заключается в генерации САПР конкрет
ного изделия путем компиляции соответствующего набора модулей 
и инвариантной составляющей матобеспечения. Процесс этот поддается 
полной автоматизации, поскольку в силу принципа модульности подклю
чение объектных подсистем выполняется стандартно и не зависит от 
того, формируется ли система заново или редактируется (замена, 
вставка, исключение модуля).

Непосредственное содержание генерации составляет дозапись 
к управляющей программе строки с обращением ко вновь вводимому 
модулю и передачей управления на системный переключатель, сбор 
и сортировка относящейся к модулю служебной информации (имена 
используемых идентификаторов, их физический смысл, размерность 
и т. п.). Отсюда, в частности, следует, что традиционная классифика
ция управляющей программы как инвариантной подсистемы не совсем 
верна, поскольку от объекта проектирования не зависит лишь ее 
структура, но не содержание. Контроль за осуществлением генерации 
возложен на группу матобеспечения того предприятия, где предпола
гается использование формируемой САПР.

Третий этап создания системы совпадает по времени с ее эксплуа
тацией. Его наличие вызвано тем, что до сих пор ее формирование 
велось по формальным правилам, следовательно, интересы отдельных 
пользователей (а они-различны и даже меняются во времени) не учи
тывались, поэтому пока что в арсенале проектировщика лишь стан
дартный набор директив плюс некоторое количество модулей. Этого, 
однако, вполне достаточно, чтобы указать машине последовательность 
действий на проведение тех или иных работ, организацию информации 
и форму ее представления.

Такой последовательности (а по существу, алгоритму проектиро
вания, составленному пользователем на языке директив) может быть 
присвоено имя, организовано ее хранение, а при необходимости пов
торный вызов с отправкой на счет. Именно выполнение перечисленных 
операций (формирование последовательностей и манипулирование ими) 
помимо операций по просмотру и преобразованию ранее накопленных 
данных и составляет основное содержание деятельности пользователя 
в процессе, автоматизированного проектирования. Совершенно оче
видно, что операции, не связанные с проектированием, в их число не 
входят, т. е. существует реальная возможность построения системы ав
томатизированного проектирования, универсальной по характеру, но 
лишенной традиционных недостатков. Положительный результат до
стигается заменой универсальной базы данных на типовую, поэтапным 
подходом к созданию САПР, продуманным распределением обязанно- 
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стей между сторонами, участвующими в ее разработке и эксплуатации, 
автоматизацией процесса генерации и возможностью настройки САПР 
на конкретного пользователи-проектировщика.
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ОБ ОДНОМ ТОЧНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ЛАГРАНЖА, КОГДА 
В ОБЛАСТИ ТЕЧЕНИЯ ПРОИСХОДИТ СМЕШЕНИЕ ИЛИ 

РАЗДЕЛЕНИЕ ПОТОКОВ ГАЗА

В. В. Жолобов, В. В. Ефремов

Точное решение уравнений одномерной газодинамики с линейным 
распределением скорости [ 1] можно записать в виде

И =  <Р(0 2; р =  <р(0 [/"(г) — zF'iz)\; р =  F[z)/(b +  <Р(/));

2 = х  4- *°
( 1)Ь +  Т(о

(штрих означает производную по аргументу), при этом F(Z) — произ 
вольная функция своего аргумента, а ф(() удовлетворяет уравнению

W и t

?«> (о +  ?«>) +  TTcowo = ° ;  (2)
Ь, х° — произвольные постоянные, остальные обозначения общеприня
тые. Полагая и — 0 при i =  0, решение уравнения (2) можно предста
вить в виде

?

Выражая первую и вторую производные от ф через функцию, 
получим

Соотношения (1), (3) используем для решения задачи о движении 
поршня под действием давления идеального газа, вытекающего из си
стемы iV-параллельных каналов. Будем считать, что канал с площадью 
поперечного сечения s0 стыкуется в точке х =  0 с N другими каналами,
у которых значения площадей сечения равны Si, s*......sN соответствен-

,v
но и s0 =  ^  sn. Основные условия склеивания потоков 0, 1, .., Лг, кото-

П — 1
рые являются следствием уравнений газовой динамики установившихся 
течений идеального газа в интегральной форме, имеют вид

N

2  =  0; 
п =» 0
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(5)

AT
V V »  (Pn +  P«Ия) =  0;л—0 

Nvjmdл=0
anS„Pnhnun =  0,

где
/ 2т P , i f 1 л >  0 ^ _
h =  — Ч  — +  «2; *„ =  , Ия >  0.Т — 1 р I— 1 п =  О

(6 )

Примем, что удельные теплоемкости результирующего течения ад
дитивны по массе смешивающихся потоков

N N

2  a nS„Pnu „ c pn *= 0, 2  «п5лря«лс„п =  0. (7)
Л —0  Л - 0

В случае смешения газов различной природы удельные теплоемко
сти будут постоянными только вдоль траекторий, го есть

ь̂О CvO (^o)l СрО СрО (Z|>).
Примем, что отношение удельных теплоемкостей смеси постоянно во 
во всем потоке

Ср п Р  п Р  п

7о =

N

2л-1 
N

cvnPnllnSn
п — I

— const. (8 )

В этом случае соотношение (1) — (4) будут справедливы и в области 
результирующего потока. Граничное условие на поршне имеет вид

М хп =  sp (лгп, 0 ; ~т.х п — и (*п, 0 ;(* п  =  0, t =  0). (9)
dP dt

Учитывая (1), (9) представим в виде
F0(zo) — z0(Mls0 +  F'o(z0) ) = 0 , ( z 0 =  x°olb0). (10)

Таким образом, для получения частного решения поставленной задачи 
с помощью соотношений ( 1), (3) необходимо удовлетворить граничным 
условиям (5), (6), (8), (9). Пусть

у =  х°1(Ь +  <р), F(t) =  /=■(,) =  Fw  U_0.
Зная функцию F(t)  и зависимость t ( у)

t  =  — Г *° | 26<Р(0)
J  У2 7 -  1

функцию F (г) получим заменой у на г. Таким образом

F(z)  =  F ( t  ( у ) ' )  | у _ 2 ; ~т F (Z) =  F  \y~z \  =
dz dy dz2 dya

Переходя к производным по /, получим вместо (12)

L F =  ± f . d± .  £ - F = * - F . №  +  ± f . * L
dz dt dy dz2 d 3̂ \dy / d£ dy2

t —  t  (у) ; у =  z.

(П)

( 12)

(13)
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Используя соотношения (13), граничные условия (5), (8) можно 
представить в виде /

£  - „ ( d2 ~ I dt \2 d ~ d2t ] г _  .
аЯ^л¥л*Лj Fn '( ) “Ь , , F n • „ |/(^я ¥л) О,ld72 \ d y j  dt dy-„\

N

2 в***1?"л—о . \ b n +  <Р„

у»*л F „• d t

bn -г ?« dt dyn .
+

+ (?Я*°Я)3
(Ьп +  ?л)3

d-
d t1 F " I d и

dt

V .  “ л̂ я'РяХ?, /2т6лсря (0) / b„

п =0( Ь я  +  ? я ) М  7 л  - 1  \ Ь П - Н ® „

d_~
d y j  1 dt n dy'n

I f

= 0;

4 d ~ dt
b„ +  <?n d t  d y n

+
,0 \2? nX*n

bn +  ¥л d t2 " 1 dv„/
d ~ d-t

d y j  ^  d t Fn d y l Ji1 =  0;

+

( 1 4 )

V s
n -1

<f'nX°n
n(bn +  *ny

d- ~ ( dt^2
J F f -

d ~ d-t 
d y j  ' Tt n' dyl {Cpn —  7о<Дл) =  0.

Для определения yV-j-1 функций Fu мы имеем только четыре соот
ношения (14). Остающийся произвол в N—3 функции можно использо
вать, например, для получения решений в элементарных функциях. 
Произвольным заданием N—3 функций, исходная задача, в математи
ческом плане, сводится к решению задачи Коши для системы четырех 
обыкновенных дифференциальных уравнений.

При N — 2 система (14) в общем случае становится переопреде
ленной, а при смешении газов одинаковой природы сводится к трем 
обыкновенным дифференциальным уравнениям и является замкнутой. 
Частное решение системы (14) при JV =  2 и уо =  Yi — V2 можно полу
чить, полагая

У\ =  «ll/о; У\ =  к*Уо. (15)
Учитывая (15), из (11) получим

Ь « ь , . ь „ Ь , _ Cf 1,0)
—  — *б — *У>*8 Х»х ’ *8 -«8 ¥0(0)

'l l
Ь0

¥ 2(0)

Ток»
Ь_1
Ьп

(16)

Условия (14) принимают вид

---- Ф, =  0;
dyl

у  О \2л. Q

у 0\2
л  о
Ь о

1 \Ьо

1

Уо
т-1 d-

dyl
Ф, •ьо .. V " 3

b0 \т-П  d 2
(> ) d y l

Ьо
х
Т-З

Уо ^ 2 -У о —  Ф-:| =  0; 
d У о

х
d  ~

—  Ф 3 +  - „ У о  Ф з - У о —  %  = 0dy о
(17)

где

Ф, £l F 4- SJL р — ч F ■r  1 1 г  2 — ^0Г О» 
К \ К о

U o / X,

О \2 О 2 \ л2-7  — f t +  p T  — F2 — SoF9\

Ф , = *У£|.
Х%К\

F\
* 8*2

F, -  saFО1 О- (18)
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Общее решение системы (17) записывается следующим образом:

— £ 1 Уо с \ ;

® г  =  с\У о  +  с 1 у 0 j  1 -  ^  Уо

ф 3 =  с .^Уо +  с 1 уо j  i - ^ y o j T

- 1/2 1 

У?
dy0\

-щ -1  !
-  ^Уо.
Уо

(19)

где С у- (t =  1, 2; / =  1, 2, 3) — произвольные постоянные.
Подставляя соотношения (19) в (18) и разрешая систему линейных 

алгебраических уравнений (18), получим решения исходной задачи 
в квадратурах. Наиболее простое решение можно получить, полагая 

=  С I =  0. В этом случае система, полученная двукратным диф
ференцированием (18), имеет нетривиальное решение при условии

1* 0   у  0   у* О— Л2 — ^ 0»
а в силу равенств (18) с] =  0; с\ =  с\ =  с\ =  с,;

— ^ 1+ — — s0F0 =  с,у0. (20)
Kf К 2

Таким образом, соотношения (1), (10). (20) дают частное решение 
задачи о смешении двух параллельных потоков газа одинаковой при
роды с произволом в две функции одного аргумента.

В качестве иллюстрации зададим

Л> =  Л0у£ -f Sol F\ =  Л.у2 +  В,,
тогда

В 2 =  — [<ТУо +  ($оА> — StAjKt) yl  +  SoB0 — s , B , /«,].
S o

С помощью соотношений (10), (15), (12), (16) окончательно
получим

Fo(z0) =  Аиг 1 + В 0- Л , — " *
So Х°0

bo Вп

Fn(z2) =  -
s2

=  (^ - J  Л,г? +  В,;

+ j r M o  — S tA tb J b ^ z l  + ^ - ( s 0B t — SibiBJbo)].  
V0

Подставляя полученные зависимости в (1), находим частное решение 
сформулированной ранее задачи с константным произволом

„ _  (<)(•< +  xjj) _Ип I Mi — И0, И2 — м0;
+  То ( О

Во =  То (0

Pi =  т'о (0  

Рг =  То (О

So — Л

в , - л ,  

в ,  — л г

j c _ + f 8_V
Ьо +  То ( О

* -j-*!!
bo  +  То ( 0

•* +  *3 v
bo +  То ( О

» Р0
2Л0

^0 +  То ( О

; Pl =
bo  ( ^ о  +  То ( О )

; =
2 b 2A 2

bo  ( ^ о + Т о  ( 0 )
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А 2 =  р -  (s0/40 -  SibiAJbo)-, В ,  =  р -  (suB0 — Sib iB Jbo).  
b2s2 b2s2

Следует отметить, что соотношения типа (1), (10), (20) дают част
ное решение задачи о разделении газового потока.

1. Рассмотрим задачу о разделении газового потока на два ему 
параллельных. Условие (6) в этом случае принимает вид

w0 > 0 ,  Ui >  0; w2 <  0. (21)
Для получения решения типа (21) положим

у 0   у0 _    у оЛ, \ —  Л - о —  Л> 2 •

В случае разделения потоков к соотношениям (5) следует добавить 
условие сохранения энтальпии торможения [2]

Ло =  Ль (22)
Воспользуемся решением вида (20), тогда (22) перепишется в виде

сР
d-yl

Л
d

Уо —
d y  о

Fr (23)

Таким образом, соотношения (1), (10), (20), (23) описывают дви
жения газа, толкающего поршень, когда в области течения происходит 
разделение потоков типа (21), с произволом в функцию одного аргумен
та. Имеющийся произвол можно использовать для удовлетворения 
дополнительный условий (например, условия на открытом конце вто
рого канала при его сообщении с атмосферой). Зависимости (23) мож
но представить в конечном виде

F\ — A\F0 -f- В{у0. (24)
Примем дополнительное условие

Р> =  Р% — const; л: =  ха. (25)
Простой подстановкой легко проверить, что условию (25) удовлетво
ряет функция

Р 2 — A2z2+
1 v\

Т +  1 ?•> (0)
Отсюда следует, что

F А2к-2Уо + 1 Pi I М -  \
Т +  1 Та (0 )  \ x o _j_ х и I

(26)

Учитывая (20), (24), (26), находим

F0 = ------- ^ В2 +  stAa -  с,) г0 -
S 0K X —  s,.4, [ \ к 1

-  S t P °  ( -  • Ь° Z  П  ;

( T + 1)'Po(°)\ x \ + x % - ^

и л !
A\bo

A A s 2p°
M so«i — sH i) V-*» +  ■*»

bi ( s 0k { 5 , A ! )

— *1*1 \~ i  1

+  ВЛ zt

(Q) 
(T +  l)
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Произвольная постоянная выбирается из условия
А\ >  s0bo/sibu

которое является следствием очевидного неравенства
pi«iSi >  роu0su; х =  0. 

Учитывая (26), (1), окончательно получим
, х%+ Xи0 — «р0 (t ) - | 777 I Ро — b0S2p°

Ьо +  ?о (0 S06o

boSrfPt ( b0

х +  х ® \ - i
Y 0 Л0 ■х\

X

Ро =  . ,$\АХЬ |

bn(x 4- *8)

s0b0 у О л, о
X

(xg — дг®) (&о +  <Ро(0)

т; (в) -

'  (0) (Ьо +  <?о (<));

~т

($ И А  — S060) чл О z
о <jc<jrg<p0(0 /ft0;

«1 =  « 0; /?, =  A xbiPolb0; р, =  Д А р 0/&0; 
-  х “ <  * < 0;

«2 =  — «о! Pi = у и _ у О
Л  д  .Л

7; <  *

Р, = 1Р° Ьо )Ч  х ' 1 - х  \ - т - ^  
-О _  х л) \ft0 4" ?0 (О/

(27)
% (0) (60 +  ?и(0 ) х*» _ л .д. О -*2

Соотношения (27) дают частное решение задачи о движении порш
ня под действием давления газа, вытекающего из канала 1 с частичным 
истечением через канал 2 в атмосферу.

2. Рассмотрим задачу о течении газа в канале со скачком пло
щади поперечного сечения. Остановимся для определенности на случае

s 1 -<С So
и рассмотрим течение с запиранием потока при A fo^l. В этом случае 
основные условия склеивания потоков имеют вид (3)

p,w,S| =  po«oSo; л I =  ftc; Af I =  1; M2 =  yp/p. (28)
Полагая .*? =  вместо (20) получим

?!. 5 , - ^ 0  =  с,Уо- (29)
«1

В силу (23), (24), (29) условие (22) выполняется тождественно.
Последнее условие (28) можно представить следующим образом:

Л  -  Уо d г , -
dyo Т (т — 1) fto I \ ь

х° \г—1
" '  v i - T (30)

Общее решение уравнения (30) можно записать в квадратурах

F x (у0) =  ЛУо +  Л2Уо е х р | -  
J

7 (7 — 1) йЯ^Г-
Условие Мо :£

d y i

0 ^ L \*0
1 можно переписать в виде 

d

1
-I

dy0\d y 0.

■ У о —  F0 
dy « <*У5

~ d ~F i - y 0 —  Fi
dy0
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В силу (23) возможно только равенство, следовательно, рас
сматриваемое решение описывает течение газа на скачке сечения 
в режиме

М0 =  М\ =  1, х — 0.
Аналитические зависимости, как и ранее, легко п о л у ч и т ь  и з  соотно
шений (1), (10), (12), (29), (30).

Помимо самостоятельного значения полученные решения пред
ставляют интерес с точки зрения апробации численных методов рас
чета течений газа в разветвляющихся каналах. )
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ТЕЧЕНИИ ИДЕАЛЬНОЙ 
ЖИДКОСТИ СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ НА ОСНОВЕ 

МЕТОДА КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

А. В. Буров, Э. Е. Либин

При исследовании плоских течений идеальной несжимаемой жид
кости широко применяется аппарат теории функций комплексного 
переменного. В настоящей статье предлагается использовать метод 
конформных отображений при решении как плоских, так и осесиммет
ричных струйных задач гидродинамики. Оба типа задач решаются 
в рамках единого алгоритма, но в плоских задачах потенциал скоро
сти представляется в аналитическом виде, а в осесимметричных опре
деляется численно. Предлагаемый метод без существенных изменений 
используется для решения задач в ограниченной и неограниченной 
областях.

Рассмотрим задачу определения 
формы выемки выброса грунта при 
взрыве бесконечно длинного заглуб
ленного заряда в рамках импульсной 
твердо-жидкостной модели явления 
взрыва [ 1], согласно которой в неко
торой области вокруг заряда грунт 
считается идеальной несжимаемой 
жидкостью. Вне этой области грунт 
ведет себя абсолютно как твердое те
ло. На границе области скорость дол
жна равняться заданной величине, 
определяемой прочностными свойства
ми грунта. В области Q (рис. 2) требуется определить комплексный 
потенциал удовлетворяющий на границе области условиям

Ф = 0 на ВС\
Ф =  1 на АЕ;  (1)

ф =  0 на ВА и EDC.
Кроме того, на неизвестной границе DC, которую требуется определить 
в процессе решения задачи, должно выполняться динамическое гранич
ное условие

^  * =  с0 на DC. (2)
dz

Краевая задача (1), (2), следуя [1], записана в безразмерном виде. 
Константа с0 определяет прочностные свойства грунта, а ф ==— П/р, 
где П — импульсное давление; р — плотность грунта.

Конформно отобразим область течения Q в физической плоскости 
z — х A-iy на прямоугольник Q0 со сторонами длиной ко и л в плос-
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кости со =  -у + М (рис. !)• Обратное отображение Qd на Q можно вы
полнить с помощью следующей последовательности конформных 
отображений:

г, =  sn ~2к (т) т

г2 - 2 г, - ( С ,+ Р , ) / 2
С, - Д

=  У г \ — 1 г2;

(3)
л =  1

г:, = /, (г, — А )
А  А

гв =  — +  А

г, = а (г„ -  с) +  Ь У (г6 -  с)2 +  (а +  6)2

2 =  V z 1 — £ ;-
Соответствующие точки при преобразо
ваниях (3) в разных плоскостях обозна
чены одинаковыми буквами. При перехо
де ИЗ ПЛОСКОСТИ 2 3 В ПЛОСКОСТЬ 2 4 ВВОДИТ
СЯ некоторый набор постоянных коэффи
циентов R ь Ri, .... изменяя которые 
можно получать различные формы кри
вой C4D4. Формулы (3) содержат также 
постоянные коэффициенты т, р, /ь /4, а, 
Ь, с, которые легко определяются при 
заданных значениях h\, hi, h3, Ri, R2 ...

Легко показать, что в переменных у, 
}. комплексный потенциал выражается 
линейной функцией

Рис. 1 U '( t0) =  1 +  г’г - •
К

Зная W, в Q0 можно найти комплексно-сопряженную скорость в фи
зической плоскости

dW
dW dW da _  dw
dz d<0 dz dz

d u)
Таким образом, соотношения (3) ставят в соответствие каждой 

точке в области Q0 точку в области Q, а (4) позволяет в этой точке 
рассчитать компоненты скорости. Мы пока предполагали, что коэффи
циенты Rn заданы, однако при произвольном их задании для W оста-

дер
нется невыполненным граничное условие (2). Так как — =  0 на C0Do,

А
то (2) в плоскости ы примет следующий вид:

д<р
Ж
дг
(?ш

=  С 0 при [J, < х < х 0, f 7Г. (5)
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Граничное условие (5) будем использовать для определения коэф
фициентов /?„. На отрезке C0D0 распределим конечное число точек. 
Составим целевую функцию, равную модулю максимального отклонения 
скорсти от Со. Минимизируя полученную целевую функцию с помощью 
градиентного метода, определим коэффициенты Rn (ограничившись ко
нечным числом Rn). На рис. 3 сплошной линией показана форма выем
ки выброса при взрыве бес-

0 0.Z Q4 0.6конечно длинного цилинд
рического заряда для С о=1.
Цилиндр имеет радиус, рав
ный 0,1/л, и помещен на 
глубину /13= 0,2. Пунктирной 
линией нанесена форма вы
емки выброса для данного 
заряда, полученная в [2] 
другим численным методом.
Сравнение этих форм пока
зывает, что по объему выем
ки результаты совпадают с 
точностью 2 %.

Применение метода для 
неограниченных областей 
рассмотрим на примере ре
шения задачи об осесиммет
ричном струйном обтекании 
диска безграничным потоком
невесомой жидкости. Задача решается в нелинейной постановке с ис
пользованием схемы Рябушинского. Перейдем к безразмерным перемен
ным, приняв за характерный размер радиус диска, а за характерную 
скорость — скорость набегающего потока на бесконечности. Тогда для 
заданного числа кавитации о требуется определить потенциал скорости 
Ф(х, г), удовлетворяющий во всей области течения уравнению

дх \ дх) д г \  д г )
подчиняющийся на границе ABCDEF условию непротекания и условию 
на бесконечности Ф = х  при z — х -J- ir —*■ оо. На неизвестной свобод
ной границе CD должно выполняться динамическое граничное условие

Меридианальное сечение картины 
обтекания показано на рис. 4.

Отобразим верхнюю полови
ну области течения в физической 
плоскости z —x-\-ir конформно на 
внутренность прямоугольника в 
плоскости со=y-fiX. Обратное 
отображение можно осуществить 
с помощью следующей последо
вательности конформных отоб
ражений:

2 ( 9

К~о
с '  и г

А /5 i \ Е F
0 L

Рис. 4

Zj =  2 Asn 2 к (т)

1

(!)
“ I ) ' ” ] '

т —V 2
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z3 =  z, +  A V  Rn » n=--l

A \n
( 6 )

Z.t =  V(z3 — d — ti) (z3 — d +  b) 4 -  V(d  — c +  b) (d — c — b);
z =  V z l ^ T ,

o o  CO

где d =  A [ \  +  2 Rn); c =  — A [l -  2 ( —  1)n Rn\ I *
П = 1 Л =*1

1Г
~2

Постоянные коэффициенты A, b, Ri, R2, ... определяют форму об
текаемого тела. В переменных у. Я краевая задача для потенциала 
скорости примет вид

д_
дч

, . .дФ
г (7, '■) —

а®

д
дк

, lx 6'®г (т. Я) —
дк

=  0 b Q„;

-  =  0 при X =  0 и X =  Х0;
д'к (7)

(?Ф
7 Т

=  0 при у — 0 и у =  тс.

При произвольном задании коэффициентов A, b. Rn динамическое 
граничное условие остается невыполненным. Будем искать решение 
в виде Ф =  ф +  Фь где ф =  ReW' — Rezi — решение соответствующей 
плоской задачи. Для Ф1 получаем следующую краевую задачу:

ДФ, -

дФ,
Х̂

(\ гуФу) (v'T'?)
г г

— 0 при X =  0 и X =  Х0:

1 b Q0,

(8)

аФ,----  =  0 при у =  0 и у =  it.
ат

Решение краевой задачи (8) ищется в виде ряда Фурье 

Ф , ( У ,  Я ) =  2  2  ^ m C 0 S ( / i y ) C 0 s (  —
Л _ Л \л —0 т —0

/щт:Х\
;( - ) '

(8)

Функция (9) удовлетворяет граничным условиям краевой задачи (8). 
ио не удовлетворяет уравнению, поэтому постоянные коэффициенты 
dnm с помощью метода моментов определяются таким образом, чтобы 
уравнение для Ф', выполнялось на прямоугольной е сетке

(2l -И )  . , _  хо(2/  +  1) j t j  =  0) ^  2..... vV - 1 .
2 TV ; >V = 2/V

После определения ФДу, Я) можно определить значение скорости на 
свободной границе

аФ,

А .
dzy
дш

1 +

аФ аФ
дх дг dz

dZy
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Для определения неизвестных коэффициентов A, b, R{, R2, ... Rm 
используется динамическое граничное условие. На свободной границе 
задаем конечное число точек и минимизируем максимальное отклоне
ние модуля скорости от величины 1 +  сг.

Отметим, что решение плоской задачи получается как частный 
случай решения соответствующей осесимметричной задачи, так как 
в этом случае не требуется решать краевую задачу (8). В табл. 1

Таблица 1

О
Ш

числ.
[3]

Щ
анал.

[3]

LI2
числ.

предл.
метод

R
числ.
[3]

R
анал.
[31

R
числ.

предл.
метод

с хЧИСЛ.
[3]

с ,
анал.
[3]

с ,ЧИСЛ.
предл*

метод

1,05 3,862 3,865 3,86 2,057 2,06 2,06 1,816 1,819 1,815
0,45 15,57 15,57 15,58 3,485 3,485 3,49 1,28 1,279 1,276
0,3 31,82 31,79 31,74 4,735 4,73 4,71 1,148 1,145 1,142

приведены результаты расчета размеров каверны и коэффициентов 
сопротивления сх за пластинкой для различных значений о. Для срав
нения приведены результаты расчетов по методу интегральных урав
нений и аналитическое решение из [3]. Полученные результаты совпа
дают с известными с точностью 0,5%. В табл. 2 приведены результаты

Таблица 2

О
L

числ.
[4]

L
числ.

предл.
метод

1 R1 числ. 
[4]

R
числ.

предл.
метод

с ,
числ.

[4]

Сх
ЧИСЛ.

предл.
метод

0,467 5 5,14 1,72 1,75 1,229 1,192
0.105 30 30,9 3,19 3,23 0,915 0,887
0,068 50 51,65 3,79 3,89 0,883 0,854

расчета размеров каверн и коэффициентов сопротивления сх за дис
ком для различных значений о по предлагаемому методу и полученные 
в [4] с помощью метода интегральных уравнений. Соответствующие 
результаты совпадают с точностью 3%-
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О ПРИБЛИЖЕННОМ МЕТОДЕ РАСЧЕТА ПУЛЬСИРУЮЩИХ 
ТУРБУЛЕНТНЫХ СТРУЙ

Г. П. Анисимов

В последнее время внимание исследователей привлекла указанная 
ранее [ 1] возможность эффективно управлять параметрами струи с по
мощью механических периодических воздействий. В результазе этого 
появился ряд экспериментальных работ [2—4], в которых исследуются 
различные виды пульсаций. Так, например, Савченко Ю. Н. установил 
[2], что при «пилообразных» пульсациях скорости наблюдается нерав
номерное распределение импульса вдоль струи, а Бремхорст и Харч, 
исследуя «полностью» пульсирующую струю (скорость в конце цикла 
равна нулю) [3], пришли к выводу, что ее эжекционная способность 
существенно выше, чем у стационарных турбулентных струй. v

Теоретический анализ пульсирующих струй сводится к решению 
нестационарной системы уравнений Рейнольдса, что представляет зна
чительные трудности, связанные прежде всего с отсутствием моделей 
турбулентности для нестационарных свободных течений, позволяющих 
точно рассчитывать всю область, а также с большими затратами ма
шинного времени. Однако не всегда требуется проводить исследование 
в полном объеме и рассчитывать все локальные параметры потока. 
Иногда достаточно бывает определить интегральные параметры, как, 
например, при расчете эжекционных характеристик струи.

В данной работе разработанный ранее метод расчета нестационар
ных струй [5] предлагается применить к расчету пульсирующих струй. 
Систему уравнений, описывающую процесс истечения несжимаемой 
жидкости из трубы в затопленное пространство или спутный поток 
в турбулентном режиме, будем рассматривать в приближении погранич
ного слоя (предполагается, что течение во всей области изобарическое)

ди
dt

ди 1 д
ду ру ду ( 1)

диг  +  д2 1 _ 0
дх ду

где и, v — проекции скорости на оси х, у соответственно; р — плотность 
жидкости; Tj — касательное напряжение турбулентного трения.

Проведем преобразования системы (1), аналогичные преобразова
ниям [6]. Умножив почленно уравнение движения на ик(к — 0, 1, 2,...),
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уравнение неразрывности на н*+1—«£+’ , сложив их и проинтегрировав 
поперек струи, получим

У8 У8

57 i (u '+ l - t t ? +1)yrfy 4 / -  
о/ . дх

Уо Уо

tf+1

(«K-+1 ,.*■+14 У О
> т + дх “«(« к-И » Г ‘)?]“

Уо

=  —ж (к 4  1) Г — и*-1 ^  уду. (2)
, J Р <?У

Уо

В результате экспериментальных исследований установлено [3, 4], 
что профиль осредненной продольной скорости автомоделей. Это позво
ляет ввести в рассмотрение функцию

/ М  =  (« — иг)Цит -  ui), (3)
где ц =  (у—у0)/8 — безразмерная поперечная координата.

Для замыкания системы (2) воспользуемся другим эксперимен
тальным результатом [4], заключающимся в том, что турбулентная 
вязкость в данном сечении постоянна. Это позволяет использовать 
полуэмпирическую формулу Прандтля для касательного напряжения 
турбулентного трения:

ди
'/  =  Pv< J -  .

ду
(4)

где V* — турбулентная вязкость.
Подставив (3) и (4) в (2) и положив к равным 0 и 1, получим 

систему двух уравнений для определения б — ширины струи на всем ее 
протяжении, а также уо — ширины потенциального ядра на начальном 
участке и ит — осевой скорости на основном участке струи.

Начальный участок
. дЬ дЪ 

А\\ — +  ^21 т -dt дх

В ,
дЬ
dt

В,
дх

+  В

ду0
dt

ду0
dt

дУп
31 ~ --------h  ^ 4 1  ~ ^ 511дх

I п дУо   и .
+  £>41 “ Г ---------- £>515дх

Аи =  26ио 4  а пу0;
А21 = (2 &м 8 4  а,,у0) 4  (26218 4  a21y0) uim\
^3i =  а цЗ +  >4 (5)
Л4, =  (аи8 +  y0) и5 +  (а„3 4  у0) и1т]
Д31 —
Дп = 2 (26,,8 аиуо) Uo 4  (263,8 4  а21Уо) aim5 ,
B2i =  2 (26и8 -f а ,,у0) и! 4  3 (26_>,8 4  а 3,у0) «8иХм 4  

+  (2631о ф- а 31у0) и\т\
Вп — 2 (а ,,8 4  Уо) иь +  (®>i3 4  Уо) а\т
В а =  2 (а, ,8 4  у0) и\ 4  3(а218 4  у0) «гЫ,т 4  

4  (4)|3 +Уо) и\т\ 
в$\ — 2*н« 1т (641й 4  ЛцУо).
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Основной участок
дЬ <?3 дип да„■ is----1~ ----- Ь А3п —— А —— =  Л5->;
dt “ дх 3' d t  дх 5

Д12 — +  Вп —  +  Д32̂  +  В4, 
сД дх dt

дит
дх

А,2 — 2 bi2u,m\
Ann =  2 (ft12«s +  b22uim) и1т;
/432 =  ft,,о;
^43 =  (ft|2«5 +  2ft22« 1m) S;
■̂52 — 0;

=  2 (2ft12«5 +  b r >U\m) U \m\

B32 =  2 (2ft,,«5 +  3ft22«6«im +  b3iu\m) ulm; 
B32 =  2 (Ь|2Ио 4- bn2utm) 8;

=  ( 2 f t , , « 6  +  6 f t , ,M s H ,m  +  3 b 32ll\m)  3 ;

Д5, —= 2X(jft,2Wim*

(6)

В (5), (6) приняты следующие обозначения:
i i

у =  j Р  (?) Л , ft,у -  J Р  (?) W?t i =  1, 2 , 3;
о и

1 1
e « j = f / 2 (?)<*?. = ! /* (? )? < « .о о

Рис. 1

Для /с =  0 коэффициенты обо
значены Л<у, ДЛЯ К =1—Bej,  ин
декс / = 1  соответствует на
чальному участку, /== 2 — ос
новному.

Система уравнений (5), 
(6) была применена для рас
чета пульсирующей струи. Вид 
пульсаций приведен на рис. 1. 
Струя с подобными пульсаци
ями исследовалась Бремхор- 
стом и Харчем [3]. Профиль 
осреднениой продольной ско
рости в расчетах описывался 
формулой (3):

/ ( с )  =  [1+ 0 ,44  (;/«,„)*]-* (7)

где г),/2— безразмерная поперечная координата, соответствующая 
половине скорости на оси.

На рис. 2 приведено распределение импульса вдоль струи в раз
личные моменты времени. Видно, что импульс непостоянен. Возникаю
щая в начале периода пульсации «волна» распространяется вниз по 
потоку, затухая со временем, и импульс в конце периода выравни
вается.

На рис. 3 приведено изменение среднего расхода вдоль струи 
(частота пульсаций 10 и 25 Гц) в сравнении с расходом стационарной 
струи, скорость истечения которой бралась средней за период. Видно,
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что с повышением частоты пульсаций эжекционная способность струи 
увеличивается.

К сожалению, не представляется возможным провести количест
венное сравнение полученных результатов с экспериментальными ре
зультатами работы [3] ввиду того, что приведенный метод не приме-

Рис. 2

о 6 <г <1 м
хШ

Рис. 3

ним для расчета струи с нулевой скоростью истечения. Однако каче
ственное совпадение приведенных результатов с выводами работы [3] 
позволяет сделать заключение о применимости системы (5), (6) для 
расчета пульсирующих струй.
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о б т е к а н и е  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т ь ю  д у г и  о к р у ж н о с т и
В КАНАЛЕ С ИСТОЧНИКОМ ЗА ОБТЕКАЕМЫМ КОНТУРОМ

В. И. Никитин, В. А. Штанько

Рассмотрим задачу о струйном обтекании плоскопараллельным 
безвихревым потоком идеальной невесомой несжимаемой жидкости 
плотности р дуги окружности длины 21 и радиуса R, расположенной 
в канале ширины 2L симметрично относительно его оси. За дугой 
окружности на оси канала на расстоянии h от центра дуги помещен 
источник мощности q. Течение симметрично в физической плоскости 
z — x-{-iy, поэтому его достаточно рассмотреть, например, в полу
плоскости I m z^  0 (рис. 1). Величина 
вектора скорости набегающего потока в 
сечении SS канала равна vx , на беско
нечности вниз по течению в сечении DD 
канала величина скорости обозначена 
через Но- В точке С, где расположен ис
точник, скорость равна бесконечности, а 
в точках В и Е обращается в нуль. Вдоль 
ЕА и В А скорость возрастает от нуля до 
некоторого конечного значения, причем 
на контактной линии тока, выходящей из 
точки А, она не терпит разрыва. Задача 
состоит в установлении зависимости ко
эффициента сопротивления обтекаемого 
контура от отношения расходов в источ
нике и в канале при фиксированной ге
ометрии течения.

Найдем общее решение задачи. Для этого область изменения 
комплексного потенциала w, соответствующую течению в полуплоско
сти Imz ^  0, отобразим на полуплоскость Imt Г5г 0 параметрического 
переменного t с соответствием точек, указанным на рис. 1. Тогда с по
мощью интеграла Кристоффеля-Шварца [1] будем иметь

dw _  N {t —- а)
dt (t +  s) (t — c) 

где N — некоторая константа.
Определим теперь функцию со =  In(v/v0) — 1'0 , где v/v0 — \dw/v0dz\ 

и 0  — угол наклона вектора скорости к оси абсцисс. Значения Inuo(t) =  
=  — 0 (0  известны на части границ области течения: на ВС
(1 ^  t с) / т а (0 =  — л, на CD (с ^  <<оо) и DSE (—-оо <   ̂ < 0 )  
l im o ( t )= 0 .  На дугах ЕА (0^.t^La) и АВ 1) зависимость
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Irma от t неизвестна, однако на ЕА—л/2 ^  Inua(t) — (л/2—1/R)
и на А В — (л/2—l/R) ^  lrma(t) ^ — л/2. Разобьем в параметрической 
области t отрезок [0,1] на 2 п частей точками 0=  t0 <  t\ <  /; <  ... <  
<  /„ =  а <  tn+i <  ... <  2̂» =  1 и на каждом отрезке [Ле-ь ^к], к = 1, 
2 п будем приближенно задавать 0 (/) == — lmia(t) в виде

0 (t) — г. Ск- 1 + ск ск-\
tK — t к—1 «  - A - i ) К =  1, 2л, ( 2>

где неизвестные коэффициенты с,; определяются значениями 0 (/к) =  
=  я ск в точках iK. Функция Ima(t) теперь определена на всей веще
ственной оси плоскости t, поэтому аналитическая в Imt ^  0 функция 
и (0 может быть определена с помощью интеграла Шварца [2] по зна
чениям ее мнимой части

Ц) = 1 Г 1тш (t 
т. )  — t

(О
7Г

—  00

d- -J- ш (ос) =

Фс-1 + ск- с к- 1 
tK — tK- 1

*«-l)

с

1
Вычислим входящие сюда интегралы, получим

g«-i +  с* ~  «  -  и -.о

2л

к-1
+  In +  ш (зс).

•In
tK- 1 — *

Преобразуем это выражение, перегруппировывая члены первой суммы 
н учитывая, что /0 =  0, /2„ - 1, со == c2,l =  1/2, со(°о) = 0 .  Тогда для 
значения t >  с функцию to(/) можно переписать в виде

«> (/) =  In t — с
2л gy Of-1 

tK — tK-j
l ( t - t K) . l n ( t - t K) -

- ( / - / , _ , ) •  In (/ — /*-,)], (3)
тде выбраны ветви логарифмов вещественные при / >  с. Формулы (1) 
и (3) дают общее решение задачи, так как с их помощью можно рассчи
тать геометрию течения и определить результирующую сил, действую
щих на обтекаемый контур.

Найдем с помощью (3) выражение для комплексно-сопряженной 
скорости

dw
v 0dz

1 i w - n l
l * - g |

exp { — f ( c K,

где введено обозначение

/ ) } - е х р { / 7 / и и > ( 0 } , (4 >

2я
f i p K, • t*. О =  У

'  С ,  -  Ск _ ,

/С-1 ^ /с-1 [ (^ tK) • In | / tK\

— (/ tK-\) • In 11 — tK- 11].
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Подставляя в (4) значение t — — s, для отношения характерных ско
ростей vx/v0 получим формулу

— =  |/S (^ — -<:хр{/(с«, tK, -S )} , v0 s +  c
(6)

где 2 п
/(<Д> tK, t ) =  V Ск- 1

Л'“1 tK in-1
l(s + * * H n (s -M K)

— ($ +  tK-\) • In (S +  *«-.)]•
Для определения геометрических элементов течения найдем функ

цию dz/dt. С помощью (1) и (4) для значений t > c  будем иметь

Д — е х р {/ (с к, t „  01- ( 7)

Вычисляя вычет dz/dt в точке t — оо, для определения ширины канала 
получим выражение

L =  nN/v0. (8)
Можно получить еще одну формулу для L, вычисляя вычет функции 
dz/dt в точке t — — s. Из сравнения двух выражений для L найдем ус
ловие однозначности функции z — z(t):

s -f a ex p { - f ( c K, tK, - s ) }  =  1 . (9>
V - ( 5 + 1 )

Длина l обтекаемого контура'определяется Как интеграл от функ
ции \dz/dt\ при 0 t ^  а, тогда для отношения 1/L с учетом (7) и (8) 
получается формула

1__  1  l‘ (g — Q exp{/(cK, tK, О) ^  МПч
L * J (f +  s ) l / / ( l - / )

0
Если определить еще длину I как интеграл от функции \dz/dt\ при 

1 и приравнять два выражения для I, то получим условие одно
значности функции z —z(t),  тождественное соотношению (9).

Расстояние h находится интегрированием функции \dzfdt\ на проме
жутке [1, с]. Величина отношения h/L в силу (7) и (8) будет находиться 
тогда по формуле

“ I
(t — a) exp {f (cK. tK, Щ

(t +  s ) V t ( t -  1)
dt. (П)

Течение в физической плоскости определяется отношениями l/L, h/L 
и величиной q (отношение расхода источника к расходу жидкости в ка
нале). Учитывая, что q— (Lv0—Lv^/Lv^  и используя (6), получим сле
дующее выражение величины q через параметры общего решения:

9 = - / . +   ̂ = - е х р ( - / ( с „  tK, -  s ')} -  1. (12)
l' S ( S  +  1 )

Результирующая X сил, действующих на обтекаемый контур, нахо
дится суммированием разности давлений слева и справа вдоль контура. 
Выражая с помощью интеграла Бернулли [1] давление через скорость 
и используя (4) и (7), получим

107

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Определив величину X, можно вычислить и коэффициент сопротив
ления оотекаемого контура

Cx =  2X/Pv l l .  (14)
Общее решение задачи и расчетные формулы в качестве параметров 

содержат a, s, си коэффициенты ск, к=0,2п.  Связь их с величинами, ха
рактеризующими течение в физической плоскости, определяется соотно
шениями (9), (10), (11) и уравнениями для определения коэффициентов 
ск. Обозначим через 1К длину дуги обтекаемого контура от точки Е или В 
до некоторой его точки zK= z ( t K). Центральный угол, стягиваемый ду
гой I, обозначим через а. Тогда угол 0ЦК) наклона вектора скорости к 
оси х в точке zK= z ( t K) можно выразить формулой Q(tK) —n/2— (/*//) • а, 
а так как 0(/к) = л сК} то

ск =  1/2— (/*//)-(а/тс), к =ТЁ2п. (15)
Формула (15) и служит для определения коэффициентов ск. В частнос
ти, при /с = 0, к = 2 п  отношение U/1—0 и при к = п  lK/ l =  1, поэтому 
с 0= с2п = 1 / 2 ,  сп— 1/2—а/л, то есть из 2п+ 1  коэффициентов ск необходи
мо с помощью (15) определить еще 2п—2.

Представление о характере зависимости величины Сх от q, h/L и 1/L 
по рассматриваемой схеме течения можно получить, изучая обтекание 
полигонального контура. Для этого частного случая задачи все расчет
ные формулы упрощаются, так как для пластинки все ск=  1/2 и, как ви
дно из (5), f(cK, tK, t) = 0 . Тогда условие однозначности (9) преобразу
ется к виду

s = a 2/ ( l —2 a). (16)
Вычисляя в (10) интеграл, получим

I 2 (а +  s)
L i r l /s ( s  +  1)

arctg +  — arcsin (1 — 2d)---- -
« (!-< * ) * '  2

(17)
По формуле (11) при f(cK, tK, / ) = 0  найдем

h 1 Г2 In (Ус  +  У с + Л )  -  Л Щ я Й
K s ( s +  1)

X

X In V ^(i’ +  1) + / s ( c - l ) (18)
Vc +  s

Относительный расход <7, как следует нз (12), будет вычисляться по 
формуле

(19)<7 =  (c +  s)/V s (s  +  l) -  1.
Наконец, из (13) и (i4) для коэффициента сопротивления пластийки 
будем иметь выражение

l/L \2(c + s ) V c ( c - l ) T (c + sy  "  п )
(20)

При численном счете будем фиксировать ряд значений l lL=m,  где 
0 < т < 1 .  Тогда, исключая с помощью (16) параметр s из (17), получим 
уравнение, нз которого определим

а =  0,5 -  0 ,2 5 /4  -  2 [ 1 +  sin (0,5 +  1/L) *] (21)
и затем по (16) вычислим значение s. Придавая далее некоторую возра
стающую последовательность значений параметру с > 1, вычислим по 
(18) — (20) последовательность величин h/L, q, Сх. Результаты счета 
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представлены в виде графиков на рис. 2, где по оси абсцисс отложены 
значения h/l=( l/L) • (1 /т), по оси ординат — значения Сх и q, сплош
ные линии соответствуют Сх, пунктирные — q.

Отметим еще, что для неограниченного потока (1/L— 0) параметр 
s =  оо, тогда, как следует из (16) или (21), а= 0 ,5  и расчетные формулы 
принимают вид

I — NI2v0, h/l =  2Vc ( с -  1);
Cx =  7 z ( V c - V ^ l f - [ ( c ~ a ) l V c (  с — 1)—1J.

Зависимость Сх от h/l для неограниченного потока также приведена на 
рис. 2.

В общем случае обтекания дуги окружности для определения пара*- 
метров a, s, ск решается система уравнений, состоящая из (9), (10), (15),. 
причем представляются эти уравнения в виде, удобном для использова
ния метода простой итерации:

a  =  } /s(s  +  \ ) -exp{f (cK, tK, — s)} —s
s =  — 0,5 | / 0,25 +  u\
c* =  1/2— (^//) •(*/*), к=* 1, 2 n — 1,

( 22)'
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г д е

* П
т- +  j  exp { / (ск, tK, t)}d<?

— */2
U =  ■> % ■ехр {—f  (ск, tK, s)} ;

f [ехр{/(сл, tK, t)}l(t+s)]d'i
-Ч 1 2

%
-7- =  —  it Ф (?) do, 1 l от J

т.‘2
-7  =  —  I ф  (?)< /® , П +  1 < / с < 2 л -  1;
/ izm J

• ¥*-

ф ( *)==7 ~ Г ехр{/(с-  /к’
 ̂=  0,5(1 +  sin®), oK =  arcsin (20- — 1), w = //Z..

(23)

Численные расчеты для ряда фиксированных значений а и m 
(0< а < 2л, 0< / n <  1) производятся следующим образом. Полагаем 

л = 1  и решаем систему (22). П р и л = 1  коэффициенты ск известны 
(с0= с2= 1/2, Ci =  1/2—a/я), а для определения a — tn и s из (22) в каче
стве первого приближения берем их значения из рассмотренного случая 
обтекания пластинки. Определив с заданной точностью а и s, находим 
значения 0< при которых lj/l—j/2n, 1 ^  2n, /_,//--(2—j/2n),
2n-\-1 ^  j ^  4л—1. Затем в этих узловых точках 0 вычисляем коорди
наты Xj, у;, обтекаемого контура по формулам.

от
Ф(®)cos б (t ) do.

f v - l  

9 ч
у, =  V  i Ф (®) sin 0 (t) do, 

~m V=J J

у  j — sin (

9,-1

а

9,

i  f<
rr.ni 4 * ,  JV- in  +  l

1
9,
Г*

V | Ф ( ? )  S
л ш я 1» — 2n-fl J

b _ l

K /< 2 /t;

('f) sin 0 (0 d®,

2/i -f- 1 ^  j  - ̂  4/z — 1,

где под xj, у j понимаются координаты обтекаемого контура, отнесенные 
к радиусу окружности R, выражение для 0(0  на каждом отрезке [О-ь 
О], к— 1, 2п берется в форме (2) и t, cpv, Ф(ф) имеют значения, указан
ные в (23).

Вычисленные координаты у, сравниваем с координатами окружнос

ти Уу — V  1— (*j—I ) 2. При совпадении с заданной точностью е коорди-
J 10
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нат i/j и i/j вычисляем по (11), (12), (14) для ряда значений с > 1  вели

чины h/L, q, Сх и строим соответствующие графики. Если \yj—У ) \> г  
хотя бы в одной узловой точке tj, то 
по (15) для к—j =  1, 4л—1 вычисли- ^  
ем первые приближения к ск в узлах д  
tK, удваиваем п и снова решаем уже 
расширенную систему (22). Процесс 
удвоения числа узлов tK и соответст- д  
вующего увеличения числа уравнений 
(22) продолжаем до тех пор, пока

удовлетворится неравенство \ук—г/к|<  
s  во всех узлах. Вычисления показыва
ют, что при__ п =  8 I —Ук\ <  ц
<0,02 для к=1,15. Для некоторых а 
и гп значения s, tK, при которых 1к/1х  
х к / 8, лс= 1,8, 1к/ 1 х ( 2—к/8), /с= 9 ,15, /.£
и соответствующие величины ск при
ведены в таблице. Зависимость Сх и q 
от h /R =  (h/L) ■ (a/m) отражена rpa- 0J 
фиками на фис. 3, где приняты согла
шения, использованные на рис. 2.

Из приведенных графиков видно, ом 
что для всякого фиксированного а и т 
и соответствующего расхода коэффи
циент сопротивления неограниченно 
возрастает, если источник приближа
ется к обтекаемому контуру, и убыва
ет до нуля при удалении источника на 
бесконечность.

и

а = я/6 а= л /3
m = 0.1 II о to т = 0.3

ск
т  = 0,1 т  = 0,2

ск5=1,133 5 = 0,380 5 = 0,154 5=1,111 s = 0,385

L 0.004 0,003 0.002 0,48 0,005 0,004 0,46
и 0,016 0,011 0,007 0,46 0,023 0,017 0,42
h 0,039 0,026 0,017 0,44 0,051 0,036 0,39
и 0,077 0,048 0,031 0,42 0,098 0,065 0,34
h 0,121 0,088 0,054 0,40 0,172 0,117 0,30
h 0,192 0,120 0,082 0,38 0,257 0,179 0,26
h 0,284 0,208 0,159 0,35 0,364 0,289 0,21
te 0,553 0,476 0,396 о ; з з 0,684 0,617 0,17
/9 0,774 0,736 0,695 0,35 0,881 0,856 0,20
*10 0,871 0.834 0,782 0,37 0,932 0,897 0,24
й . 0,914 0,887 0,855 0,39 0,960 0,949 0,29
*12 0,948 0,932 0,913 0,41 0,976 0,969 0,33
*13 0,974 0,966 0,956 0,44 0,988 0,981 0,37
U 4 0,987 0.983 0,980 0,46 0,994 0,992 0,41
*15 0,997 0,996 0,995 0,48 0,998 0,998 0,46
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ЛАМИНАРНЫЙ ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 
НА ЧАСТИЧНО ПРОНИЦАЕМОЙ ПОВЕРХНОСТИ

А. И. Бородин, С. В. Пейгин

Исследованию плоских и осесимметричных пограничных слоев пос
вящено большое количество работ, и к настоящему времени в понимании 
проблем, возникающих при решении этих задач, достигнут определен
ный прогресс, Значительно продвинуто вперед и решение задачи о тече
нии газа в пространственном ламинарном пограничном слое на непро
ницаемой поверхности. В настоящее время имеется ряд работ как 
советских [1—3], так и зарубежных [4, 5] авторов, посвященных этому 
вопросу. Краткий обзор имеется в [6]. В то же время течение в трехмер
ном пограничном слое на проницаемой поверхности изучено значительно 
слабее, хотя актуальность таких исследований, особенно в связи с прик
ладными аспектами таких задач, несомненна.

В последнее время появился ряд работ [7—9], в которых асимпто
тическими и численными методами получено решение уравнений прост
ранственного пограничного слоя в случае, когда вектор скорости вдува 
(отсоса) является непрерывной функцией координат поверхности. Дан
ные исследования показали, что наличие массообмена на поверхности 
тела существенно влияет на основные характеристики потока и во мно
гих случаях может качественно менять характер течения газа в погра
ничном слое.

В настоящей работе в широком диапазоне изменения определяющих 
параметров задачи проведено исследование течения в пространственном 
ламинарном пограничном слое с двумя плоскостями симметрии на час
тично проницаемой поверхности. Последнее обстоятельство связано 
с тем, что в ряде практически важных случаев вдув происходит на огра
ниченной площади поверхности обтекаемого тела. Показано, что наличие 
разрыва в граничных условиях приводит к существенному изменению 
характера течения в пограничном слое. В частности, получено, что в от
личие от случая непрерывной зависимости вектора скорости вдува от 
координат поверхности максимум теплового потока смещается в окрест
ность линии разрыва граничных условий.

Постановка задачи

Рассмотрим стационарное течение в ламинарном пространственном 
пограничном слое на затупленном теле, обтекаемом сверхзвуковым по
током газа. Введем криволинейную систему координат (|, т), £), связан
ную с поверхностью тела так, что начало координат находится в точке
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максимума давления, £ = 0  — поверхность тела; £=const — семейство 
параллельных телу поверхностей; £ и г| — координаты на поверхности 
тела. Уравнения сжимаемого пространственного пограничного слоя име
ют вид [6]:

k{rV-tu)+kW ̂ Н+1/®£рт,- 0;
(О

и да . w ди , да , . „ , . ,---- ь — -----\ - v ----ь А.а2 +  A2w-
V gn д\ V g n дг, д■}

А.{ ^ 1 д / <3и
_ 7  р \ я

Amw =

и dw
Vg^2d-q

^ - 0;
Л

w dw dw , D , , D 2 , D
- f ® ----- h Bxu- +  6 , ® a +  Bsiiw =

d\
В, 1 5 / dw
p ' p \  oC

pa dT pw dT . dTcn --- ------h __ ____P cnov —  =
V g u &  V  g n  д -'t d l

д ( дГ\  ^  ja_
, к o\ \ d:

+'-т(ткМ*т;Jf)**[(?Ms)'+
. о  , O U O W+  2 cos ф — —O'- (7,

рГ; з =  f«yX; p. =  7’"’; g =  g „ g 22
?,2

-p/

COS i
I £ 11̂ 22

Здесь l = l * /L ,  r] =  r\*/L, £=£*(R e)‘/2/L — независимые переменные; 
umu, umw, umv(Re)~i/2— физические составляющие вектора скорости 
в направлениях £, г), £ соответственно (ит—\А 2сРТ0); Т0Т — температу
ра; pop — плотность; р0р — давление; р0р — динамический коэффициент 
вязкости; Ср — коэффициент теплоемкости; а — число Прандтля; 
R e= L «mpo/po — число Рейнольдса; у — показатель адиабаты; L — ха
рактерный размер тела; индекс 0 относится к параметрам в критической 
точке; g ц — ковариантные составляющие основного метрического тензо
ра. Коэффициенты Л,-, В; определяются следующим образом:

~d V g 7 \  j_  g n d V ~ g 7 s_____1 _ d g ^

. dr> ' g  11 d '
At ^ S i s

g
Vg7,

g
dg 12 d V  g-i,—------v gn-dri

Vgu dl J ’
gn dVgT?

d*

A 3= -
g

V  ̂11̂22

Ak =  — -

Vg22 d7l .
, , gh \dVI7<  0„ d V & 3

gugn  / d7I
g 22 У1Я\ d_P_ , d p .

g d\ g <V
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Bt V  g.>2
д-q

В,

<tei2 , r — d V g u•'filld;

gl2
g L

gis d V g u

V g u  *
d V g n  , g ^ d V g n  1 dg„ 

d- + g  >2 V  g 22 df\

B?=  -
g  L

V g u g n  1 +  —
g?2 \  д  V g 22

g l 1 g22 d- — 2g,2d V g u
Of\

В  git 1 g j  2 gliV'gzS ^
g  tbj ' g  л  ‘

Распределение давления p по поверхности обтекаемого тела счита
ется в задачах пограничного слоя известным. Граничные условия для 
системы (1) следующие: на поверхности тела ( £ = 0) и — О, до =  О, 
ри =  рwVw, Т =  Tw: на внешней границе пограничного слоя должны 
быть заданы асимптотические условия (£—>-оо): и-+ие( rj), w-+we(l, tj), 
T-+Te(l,r\).

Сведение системы уравнений трехмерного пограничного 
слоя к виду, удобному для численного интегрирования

Введем новые функции ф[ и ф2:
л Г  g д'\ /  g  дф->ри 1/  —  =  —— ; pw 1 /  —  -ь^-, тогда из уравнения неразрывнос-
V gn  д\ » g -и д;

«Эф, . <3ф2ти следует — pv у g  =  -г?- +  - р * .
О; otj

Перейдем к переменным типа Дородницына по формулам:
— и — w 0 Г и = — \ w =  — \ 0 =  —  ; 

и- и», 7,

| / i  Л
О

получим следующую систему (черту опускаем):

Т- (1 =  “i +  «2 — Kc<p2i) — «: (as®i +дС \ Л  /
+  «4®*) +  Pi («‘ -  Р »  +  р2 (W2 — р, р) 4- р3 — р«/р);

—  ( / — ) =  а, (м®1; — « 1-ср,:) -}- а, ( w w n - -  тасТаО —
л  \  л  /

— То; (а3®, 4- а4®г) 4- р, (nu- — р„/р) -f рг, ( я 2 —  р,/р) +  Рс («Щ  — р,/р);
(2)

д /  I  дВ
д~, \ з

"Г аГ|7 (Ц;М?)2 4- (а»;ПУ,)2 +  2 g n Ue1ile
thW- 1

V g n g > 2  J
а, (цбс — 0;ср,с) 4- а , (ш 0' — 0;<Р}̂ ) — 0; (а3ср, 4- а4<р2),

д
д\

и:
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Здесь введены следующие обозначения:

/ 1ХР . „L - , ctj И.
AVgn

; а., =
А\/ g 22

„— ; 1 g  22 Ue

Pi =  (Atue +  ue'ilVg7i)IA-, р2

S VgnA  ’

T1 e
B2wl 
Au„

% =  (2A3we + weu^l(ueVg72))IA- 
Pi =  (B2 we +  VgK\);A-,
h  =  Pi«l («И). Ре =  (2В3не + uewe'/(we Vg\i)/A,

A =  — ^  P- f  
gu \ 5

Граничные условия для системы (2) следующие:
С =  0 :«  =  0, да =  0, 0 =  0Ш, (£?,)? +  (а®2)' =  — V g ? wv w =  F w ;

£->-оо: ы—► ! ;  ш - И ,  0 - И .
(3)

Для численного решения системы уравнений (2) с граничными ус
ловиями (3) использовалась неявная четырехточечная разностная схе
ма с точностью аппроксимации 0(Л£4) + 0 ( А Е ) + 0 ( Д т ] ) ,  представляющая 
собой обобщение на пространственный случай схемы Петухова [10].

При конкретных расчетах £ и ц выбирались следующим образом. 
Пусть г —Ф(х, у) — уравнение поверхности обтекаемого тела в декар
товой системе координат. Введем следующую параметризацию поверх
ности: х=%\ у = т); 2= Ф ( |,  т]). При этом компоненты основного метри
ческого тензора имеют вид

gu =  1 + (ФО2; g u =  1 + (ФД2; gu =  Ф;Ф̂
Рассматривалось течение однородного сжимаемого газа в лами

нарном пограничном слое около эллиптических параболоидов (урав
нение z  - у  (R\x- +  R ] y 2) )  и трехосных эллипсоидов (уравнение

-— f- -— f  —= 1  ), обтекаемых под нулевым углом атаки.
а- Ь'1 с2 )

На внешней границе пограничного слоя расчет параметров произво
дился численно конечно-разностным методом. Давление задавалось по 
модифицированной формуле Ньютона p =  cos2cp, где ф — угол между 
вектором скорости набегающего потока и вектором внешней нормали 
к телу.

Разрывный характер параметра (pv)w моделировался двумя спосо
бами следующим образом:

/п7л _(<? =  const ¥=0; E < 6(rf), ч <■»)(</);
( О, в остальных случаях;

б) je =  const=£0, ^ — любое;
[ 0, $ >  d, r] — любое,

где параметры e n d  характеризовали удельный расход вдуваемого газа 
и геометрические размеры проницаемого участка поверхности соответст
венно.
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Отметим, что в окрестности разрыва граничных условий обычные 
предположения теории пограничного слоя нарушаются. Однако анало
гично работе [ 11] будем считать, что влияние разрыва граничных усло
вий ограничено достаточно малой окрестностью линии разрыва. Это 
предположение подтверждается также и экспериментальными дан
ными [ 12].

Результаты расчетов

Прежде всего рассмотрим случай течения однородного газа в 
окрестности критической точки двоякой кривизны. Единственным па
раметром, характеризующим геометрию тела, является величина к =  
=  Rt/R 1 (0 < к < 1) — отношение радиусов главных кривизн в крити
ческой точке. Расчеты показали, что если абсолютные значения теп- 

, дТлового потока q =  \ —  н компонент напряжения трения на поверх- 
<ЭС

;х да [х dwности xg =  ------ , х , ,= ------- сильно зависят от температуры поверх-
\ i\ д\

ности 9W и параметров F , к, ш, у, то относительные величины q0 =  
=  Q/9\fw=o, ■4° =  4 I4 \fw- o, х̂ о =  х /̂х,,\Fw„o являются более консерва
тивными и меняются в гораздо меньших пределах. Например, если 
величины <7, х£, тч, подсчитанные при 6* =  0,25 и при 9W =  0,05 (Fw=  
=  — 0,25), менялись на 7; 45; 40%, то изменение q{), тЕо, для этих 
же значений параметров составляло 1,5; 3; 1 % соответственно. Не
которое представление о полученных закономерностях дает рис. 1, 
где представлены распределения q0 в зависимости от Fw для различ
ных значений 9W, к, ш и у. Здесь 9W =  0,1; о) =  0,5; у =  1,4; к =  0,183; 
0,5, 0t9 — линии 1 — 3 соответственно; 0®=О,1; ш =  0,5; ,7= 1 ,1; к =  
=  0,183 — линия 4; 9W =  0,25; о> =  0,5 7 = 1 ,4; к =  0,183 — линия 5; 
бц, =  0,1; ш = 1; 7 = 1,4; к — 0,183 — линия 6. Расчеты показали, что 
величина qn слабо зависит от температуры поверхности вю(Ош<0,3). 
Зависимость же параметров т̂ о и х^ от 9и, является более сильной.

Рис. 1

Укажем теперь характерные особенности течения газа в погранич
ном слое на частично проницаемой поверхности затупленного тела с дву
мя плоскостями симметрии. Прежде всего расчеты показали, что разрыв-
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ный характер граничных условий оказывает существенное влияние на 
основные характеристики течения и значительно усложняет структуру 
течения. Во-первых, необходимо отметить изменение характера вторич
ных течений внутри пограничного слоя при переходе с проницаемого 
участка поверхности на непроницаемый. Это видно, например, из рис. 2, 
где приведены профили безразмерной скорости W = W *V e/(uewesintp) 
поперек пограничного слоя в плоскости симметрии эллипсоида (а =  0,3;

4
6 =  0,7; с = 1) для различных £. Здесь Ve— модуль вектора скорости на 
внешней границе пограничного слоя; W* — проекция вектора скорости 
на нормаль к линии тока внешнего невязкого течения на поверхности те
ла. Во-вторых, в данном случае нарушается монотонный характер зави
симости относительного теплового потока q° =  qw(l, л ) / ^  (0, 0) и отно-
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сительных компонент напряжения трения те =Т£(g, г|)/т*(0, 0); =
Т т , ( | ,  т))/тп(0, 0), который имеет место при непрерывной зависимости па

раметра вдува от координат по
верхности [9]. Характерные рас
пределения q° вдоль поверхности 
эллиптического параболоида 
(/?i =  l, /?2= 0,5) для случая за
дания вдува в виде а) (е= —0,75; 
d=0,5) и б) (е =  —0,75; <* =  0,5) 
приведены на рис. 3—4 соответ
ственно. Из расчетов, проведен
ных в достаточно широком диа
пазоне изменения определяющих 
параметров задачи, видно, что в 
окрестности границы проницаемо
го участка в распределениях </°, 
г е , т г; появляется локальный 
максимум. Величина этого мак
симума в сильной степени зави
сит от силы вдува, а также от 
геометрических размеров прони
цаемого участка поверхности.

Анализ полученных резуль
татов показал, что при прочих 
равных условиях эффективность 
тепловой завесы увеличивается, 
если проницаемый участок нахо
дится там, где радиусы главных 
кривизн обтекаемой поверхности 
минимальны.

Ранее в работе [9] было по
казано, что на непроницаемой 
поверхности, а также при малых
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и умеренных значениях вдува (/v ,= const> —0.2) величины q°, г 6- , т,, 
сДабо зависят от параметров Qw (0Ш =  const<0,5), ы и у. В случае 
обтекания частично проницаемой поверхности такая зависимость стано
вится уже существенной. Это наглядно показывает рис. 5, где приведено 
распределение q° вдоль плоскости симметрии эллипсоида (а=0,3; 
Ь =  0,7; с=1,0) для различных значений параметра а». Видно, что теп
ловой поток при со =  0,5 и ю=1,0 может отличаться более чем в два раза.
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МЕТОД РАСЧЕТА ДВУМЕРНОГО ГИПЕРЗВУКОВОГО НЕВЯЗКОГО 
УДАРНОГО СЛОЯ НА ЗАТУПЛЕННЫХ ТЕЛАХ

Предлагается приближенный экономичный метод расчета течений 
невязкого газа в двумерном ударном слое около гладких затупленных 
тел. Путе!^ сравнения с результатами других авторов показано, что на
ряду с экономичностью предлагаемый метод обладает удовлетворитель
ной точностью. В качестве примера приведены результаты расчета осе
симметричного невязкого ударного слоя около тел различной формы.

Практическая важность и актуальность расчета обтекания затуплен
ных тел сверхзвуковым потоком газа стимулировали интенсивное разви
тие разнообразных методов решения этой сложной в математическом от
ношении задачи, поэтому в настоящее время имеется ряд численных ме
тодов ее решения [1—3]. Достаточно полный обзор на эту тему приведен 
в работе [4]. Однако на практике при проведении конструкторских раз
работок, требующих расчета большого количества вариантов, примене
ние данных методов ведет к неоправданно большим затратам машинного 
времени и является неэкономичным.

В данной работе решение уравнений невязкого ударного слоя внача
ле ищется в дозвуковой области течения. При этом используется прибли
женный метод, основанный на наличии в задаче малого параметра 
e=pcx>/ps и близости профилей скоростей поперек ударного слоя к линей
ным [5]. В сверхзвуковой части течения решение полных уравнений 
Эйлера ищется численно, с помощью программы, созданной на основе 
конечно-разностной схемы Мак-Кормака [6, 7].

Введем криволинейную ортогональную систему координат {х, у}, 
нормальным образом связанную с поверхностью обтекаемого тела. Ис
следуемое течение в данной системе координдт будет описываться систе
мой уравнений

С. В. Пейгин, В. В. Русаков, Г. А. Тирский

1. Математическая постановка задачи

дх дуГ  ('■''Р*'.) +  г  (/7,гфг>2) =  0;

( 1)
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V{  + v l +  h =  const;

A;P_ _  T - i
P T

^ r L= ^ 11tgp,. Pf = ? - « ,  Я, 1 + У Д  
dx

Здесь poop, pooVZoP, Voo»,, ^оо^з, И^/г — плотность, давление, эн
тальпия, компоненты вектора скорости в направлениях х н у  соот
ветственно. Линейные размеры отнесены к радиусу кривизны тела в 
критической точке Ra; у — показатель адиабаты; v=£0,l соответствен
но для плоского и осесимметричного случаев; г — расстояние от рас
сматриваемой точки течения до оси симметрии; а (х) — угол между 
касательной к контуру тела и осью симметрии; р (х) — угол между 
касательной к контуру ударной волны и осью симметрии; R — ради
ус кривизны тела. Индексы s, w , оо относятся к параметрам за удар
ной волной, на поверхности тела и в набегающем потоке соответст
венно.

Граничные условия следующие:
vlt =  cos р̂  cos р +  s sin р sin р*; 
v is =  cos р sin р̂  — г sin р cos р,;

P s  =  -7 7 7 - +  (1 — Е) sin2p, s =  — ; (2)
7 Л С  Ps

к > ? ,  +  °к ... ^ 1  ------ 1------ .
2 2 ( т - 1) ^

v2w =  0.

2. Решение в дозвуковой области

Поставленную задачу (1) — (2) будем решать отдельно в дозвуковой 
и сверхзвуковой областях. Перейдем в (1) к переменным Дородницына— 
Лиза [8]:

1 у
t - х, т) =  — j  ?rdy;

0

У*
A(*) =  [ f r d y ,  г =  — ==1 +  (3)

J fw г 1Го
Используя уравнение неразрывности, введем приведенную функцию то
ка

/  (;, .у) , d b = -  [jH{r v 2dx +  рr 'v tdy,
b{x)

b (х)=- е cos аГщД.
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В новых переменных основные уравнения и граничные условия при
мут вид

И =  p (K i«  +  Ki®) =  — ( Р / + * Л ) .д-ц

Р,«2 +  K3uv +  хи ^  — (Р /+  х/*) х  =  
дх drt

1
ре- cos- а

.др
дх Р*.

D  1  ,  , < ? Х »  ,  '  Й - РР2ир — — и- +  хи ------(?/ + *Л ) —
л .1 дх от)

\_др.
К ,5 дт) ’

Т -
2Т

^У,

(1 — е- COS2аи2 — Р2Р2).

dx

« , =  1; 1; Л

=  *ЛИвР/ ®v =  0; 

1

=  е 1
cos а 1 + tg 2 р,

, ( 1  - e ) s i n 3 P ' ,
7 М„

(1 - f - s t g 2 ^  — (1 —  е) t g a t g p , ) ;

v*а d\nb хд г )  хНхг
Р ~  ., ; а , — —  ; Лг — “ •a ln x  р ах у Д ecosa

г’* е ■ cos а. • tg 3S — е
sin j3 

cos Зс
; и ^ = е  COS а;

о d !п //* 0М — ----------  j  -
d In х d In x

, Яг>* . ^  и*»*ДА 4 “ ? А 5

d in  а* хи*
; Аз — А и,

х и

и = Т', ; -у =
■'г*

(4>

В дозвуковой области решение будем искать в виде
ы = ы » + (1—«ю)л. и==11. (5)

где uw—uw(x) — неизвестная до решения задачи нормированная ско
рость течения на нулевой линии тока. Вместо уравнения импульсов в 
проекции на касательную к телу будем использовать соотношение для 
вихтзя скорости за ударной волной [9], которое в нашей системе коорди
нат примет вид

1 ---- IL .co sp ^ r.^  (6>
з s axs

д и dv2
Ни [ д у У дх

xs — расстояние до оси симметрии, измеряемое вдоль контура ударной 
волны.
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В переменных (3) соотношение (6) с учетом (5) примет вид
о1 ,е cos а , (v +  l)e 2cos2a ,, v *p2

l V 1 '  * + w )
H UR 2nrsru

(v 4- D ecosa ^ 1 +  utГ
Hux 

(1 — «)
S/V®

a <*Pcos 3 —-  , 
dxc

<*P cosP5 
afx, / /„

— ex cos a -)-----(sin p cos ps — s sin p̂  cos p — e sin a)
R

(1 — s) (sin p-cos p5 -j- cos p-sin p j

R
(7)

Наряду с граничными условиями будем использовать балансовое соот
ношение для массы, которое запишем в виде удобном для вычисления в:

2«в(дс, 1)
(1 —г7<,+1)) («*+ !)

, ш (х, T j )  =
* dr\

( 8 )

Окончательно система основных уравнений и граничных условий за 
пишется следующим образом:

dys
dx

=  7/u tg ps;

tg P,
(s — 1) tg  а +  УЛ( 1 — e)- tg-' я — 4 (g — s) (g — 1)

2 ( e - « )
a  =  u w  4  (1 — « r )  t);
v  — vj;

n (v 4 - 1) e2 cos2 a (v +  1) g cos aw.;: tg Pi
^2 —------r-=---------- ; Ц — = —

2 srsrw s ' W

C„ -  C, -  C, -  SS21?. +  I k h  _  ( L z l E  cos P -S . ;
HtsR Hux15И

itrt) -  C, 4  К С 2 -  4C„Cn
2C,

p (1 — e) sin-p
к Г  / Г “ - ( ? / +  * / x ) ( l - o ) ~

55

(9)

( 10)

( 11)
( 12)

(13)

(14)

P =

X d 1* 
b dx J

г»
(1 — v) budf] 4  Pa | uvdr\ —

1 1
X Г N  — d-r\— -L Г u2dt]\

Ru*u« J P к  J

Г т  — i (1 — e2 cos3aa2 — ,n2*n2) ' _
2T

(15)
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( 1  —  г 7 ( , + 1 ) )  ( и ® + 1 )  '
(16)

Неизвестными являются функции ys(x), uw(x), l(x), tgps, p(x, ц), p(x, r|), 
v(x, tj), u(x, rj). Для их определения имеем систему из 8 уравнений
( 9 )  ( 1 6 ) .

Решение данной системы в дозвуковой области проводилось следу
ющим образом. Функция 1(х) искалась в виде

е =  е0 +  е2х2. (17)
При заданных ео и ег, считая М<*, 1, решение данной системы на

критической линии х= 0  находилось отдельно и служило начальным для 
определения решения во всей области х > 0 . Отметим, что при этом ура
внение (9) для определения положения ударной волны интегрировалось 
отдельно. Решение велось до тех пор, пока течение на последнем луче 
.Xn  = N A x  не становилось сверхзвуковым. В процессе решения вычисля
лась невязка

/;  =  <?(хг) 

и определялась функция

2<о(*„ 1)
( 1 - г - 0 + 1)

N

(* ,))(« » (* ;)+  1)

27,
Ф (е0> е3) = i = 1

JV

Окончательное значение парпметром е0 и ег определялось путем ми
нимизации функции Ф(е0, ег). Расчеты показали, что двух неопределен
ных коэффициентов в (17) достаточно, чтобы по окончании процесса 
оптимизации получить е(х) с точностью, при которой невязка в (16) ни 
на одном из шагов но х не превышает единицы третьего знака.

3. Течение в сверхзвуковой области

Для решения уравнений невязкого ударного слоя в сверхзвуковой 
области использовались полные уравнения газовой динамики, записан
ные в консервативной форме в следующем матричном виде:

дО , dQ 
дх ' ду

Здесь G =  C?0, Q =  gGu+ q Q 0, F = F 0 — ^ G 0-,
У os

g =  -  У1Г'  Ч =  —  ’ У =  —  > х =  х 0;у0, y0s
Р и  ) [tV 1

G 0 = . ри2 +  р  ; Q 0 =  H \ р UV ; F 0 =
р UV ) р  +  Р-У2 1

Р А
ри (хг> +  А)
— рхм2 — р vA

(19 )

(20)
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. д In г  , „  д In r v А =  и —г----- 1- Hxv
дх

р =  р0; р = р0
ТРоо l̂ co

ду

Р
1

R '

где переменные, введенные в системе (1), обозначены индексом 0.
Интегрирование уравнений (19) производилось численно на основе 

схемы Мак-Кормака [6, 7] по следующему алгоритму: 
предиктор

G(,}) =  GT -  —  [(1 -  в) QT+i -  ( 1—2s) Q7 -  sQf-i] -  AxFT;
Ay

корректор

G?+l =  0,5 (ОТ +  G((1)) -  0,5 {—  [eQ}V, -
lAy

— (1 — 2s) Qi0 +  (s — 1) -A x /7 ,U)j .  (21)

Здесь
G? =  G(xm, yt), Q(GT =  Q(GT, xm, y,);
FT =  F(GT, xm, y,), Q\l) =  Q (GT\ xm + l , y,); 
f<1) =  F(Gi1), xm+t, y,), 4  =  V  +
yt =-lAy, / « > 0;

Параметр e равнялся либо 
нулю, либо единице, причем при 
счете на поверхности тела или 
ударной волны он выбирался 
так, чтобы не выйти за пределы 
счетной области.

В процессе решения опреде
лялось значение вектора G в 
каждом сечении по х, после чего 
по конечным формулам, следую
щим из (20), производился рас
чет и, v, р, р. После вычисления 
по предиктору и нахождения 
давления р[  на волне с по
мощью условий Рэнкина — Гю- 
гонио находились другие пара
метры течения, в том числе и 
угол наклона скачка а'т , после 
чего отход ударной волны нахо
дился по формуле

У*1’ Угт +  A* tg а'Р
и шаг, связанный с предиктором, рис i
считался законченным. Вслед за
этим осуществлялся шаг, связанный со схемой «корректор», в котором

т 4-1все параметры пересчитывались в соответствии с давлением pl » 
а отход определялся по формуле

У?+1 =  У? +  0,5-Д* (tg +  tg am+1).
123.
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Отметим, что после совершения схемы предиктор—корректор вектор 
скорости на поверхности, вообще говоря, не удовлетворял условию не- 
протекания, поэтому его доворачивали на угол A0 =  arctg(u/«), а изме
нение давления в потоке рассчитывалось по формуле

1 _  —  А0 +  тЛ12(Лб)2Х
р ст ( М 2 - ! ) 1'2

(Т +  \ ) М 2 — 4 ( УИа -  1)  

4  (AT2 — 1)

Далее, в предположении равенства энтропии на теле ее значению на ли
нии тока, прошедшей через прямой скачок, находилось новое значение
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плотности, а затем из интеграла Бернулли касательная составляющая 
вектора скорости на теле.

Соотношение между шагами интегрирования определялось на осно
вании условия Куранта.

4. Обсуждение результатов

Сравнение решений уравнений невязкого ударного слоя, получен
ных с помощью предложенного метода, с результатами точных расчетов 
работы [10]  показало их хорошее совпадение. В качестве примера при
ведем результаты расчета течения в ударном слое около сферы, пря
мого и обратного конусов, затупленных по сфере, обтекаемых под нуле
вым углом атаки гиперзвуковым потоком совершенного газа. На рис. 1 
приведено сравнение формы ударной волны и звуковой линии с резуль
татами работы [10] (линия а). Линия б здесь и на рис. 2 — результат 
настоящей работы. Отметим, что в малой окрестности сопряжения 
решений в дозвуковой и сверхзвуковой областях наблюдается неболь
шой всплеск р,с по сравнению с точным численным решением. Вне до
статочно малой окрестности точки сопряжения основная интегральная 
характеристика (распределение давления по поверхности тела) опре
деляется с погрешностью не более 1 % • Это видно из рис. 2, где приве
дено распределение pw вдоль поверхности сферы, совпадающее с из
вестными результатами [ 10] вне указанной выше окрестности точки 
сопряжения с графической точностью.

На рис. 3 приведен отход ударной волны при обтекании затуплен
ных по сфере прямого (рис. 3, а) и обратного (рис. 3, б) конусов. На 
рис. 4 показано распределение относительного давления по поверхности 
этих конусов. Всплеск давления на поверхности обратного конуса вбли
зи z = 5  объясняется влиянием близости точки срыва потока с кормовой 
части тела. Особенностью обтекания прямого конуса является существо
вание локального максимума pw вблизи точки z = 5 .
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА РАСПАДА РАЗРЫВА ПРИ 
РАСЧЕТЕ ТЕЧЕНИЙ ГАЗА СО СЛОЖНЫМ УРАВНЕНИЕМ

с о с т о я н и я

В. 3. Касимов

При численном интегрировании системы уравнений газовой динами
ки методом С. К. Годунова [1] массовой операцией является решение 
автомодельной задачи о распаде произвольного разрыва [2]. Наиболее 
общий подход к ее решению в случае произвольного уравнения состоя
ния газа приведен в [3], а его конкретизация для случая, когда задано 
калорическое уравнение состояния е= е(р ,  р), описана в [4]. В обоих 
случаях производится численное интегрирование системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, когда .хотя бы одна из волн является вол
ной разрежения. Решение может быть получено с любой точностью, но 
это требует существенно больше машинного времени по сравнению с тем 
случаем, когда существует аналитическое выражение для адиабаты Пу
ассона. В качестве компромиссного может быть предложен подход [5], 
когда газ слева и справа считается совершенным с эффективным показа
телем адиабаты у3/выбираемым каким-либо.образом с учетом реального 
уравнения состояния. Точность этого подхода может быть оценена путем 
сравнения численного решения тестовой задачи с ее точным решением. 
В настоящей статье оно проводится на примере плоской задачи о распа
де разрыва в продуктах детонации взрывчатого вещества, уравнение 
состояния которых выбирается в виде [6]:

где 8=  —  , z  А =  0,1533,
Рок Рок0*

т — 2,284, 7* =  1,67, ~[0— 1,375- о* =  0,35.
Пусть в начальный момент  ̂=  0 в области х <  0 находится газ 

с состоянием р =  р и р — p1t и =  0, в области х >  0 — р =  р =  р2, 
ц =  0. Численный расчет возникающей при распаде разрыва конфи
гурации для значений рок=  1,735, DK =  783 производился методом
С. К. Годунова на неподвижной равномерной сетке с шагом по про
странству Дх =  0,1. При расчете „больших" величин по параметрам 
на нижнем временном слое w;+i/2, Pi+u2, pi+1/2 принималось, что в каж-

Р = [т (Р) — 1]ре +  ? (р), 
7* 2 >  1,

1,
О)

Wo +  (7* -  То) 2 (3 — Зг +  г2),

128

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



дой расчетной ячейке находится совершенный газ с эффективным по
казателем адиабаты ^(pi+ipt Pt+ip), который определялся из условия 
равенства скоростей звука в газе с уравнением состояния ( 1) и в 
совершенном газе

Тэ (Р, Р) =

р де
Р_Р̂____ др
р ?£

др
Параметры ри р2, рь р2 выбирались такими, чтобы конфигурация распа
да разрыва состояла из волны разрежения налево и ударной волны на
право (/4 =  250000; pi =  2,25;
р2=  1; р2=0,0013). Точное реше
ние было получено с помощью 
алгоритма расчета данной кон
фигурации из [4]. Интегрирова
ние системы обыкновенных диф
ференциальных уравнений про
изводилось методом Рунге-Кутта 
четвертого порядка точности с 
шагом по переменной и Дц =  0,1.
Профили ы(х), р(х), р(х) для 
момента ^=0,005, соответствую
щие численному (штриховые 
кривые) и точному (сплошные 
кривые) решениям, показаны на 
рис. 1. Видно удовлетворительное 
совпадение точного и численного 
решений, несмотря на большой
перепад давлений, что, по-видимому, является достаточным обосновани
ем для применения описанного подхода при решении более сложных 
задач.
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ОБ ОДНОЙ ФИЗИЧЕСКОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ПЛОСКИХ 
СКАЛЯРНЫХ ПОЛЕЙ с п о с т о я н н ы м  ПО МОДУЛЮ

ГРАДИЕНТОМ

В. 3. Касимов, Ю. П. Хоменко

Рассматривается решение уравнения
д £ 2
дх

д £ 2
ду D'-

где f=f(x ,  у), удовлетворяющее условию

( 1)

X =  I; У =  0; f =  ф(£); — оо <  |  <  оо (2)
(задача Коши). Решение этой задачи определяет плоское скалярное по
ле с постоянным по модулю градиентом, имеющее заданные значения на 
некоторой прямой. Оно может быть записано в параметрическом ви
де [ 1]

Х =  ц +  2хзр (г|);

y —  ^ V i - W M W

/ = ф ( 7 1 )

После исключения т имеем
х =  ч + в * ф ' ( ч ) [ / - Ф ( ч ) ] ;

(3)

y  =  - D \ f - 4 t m V l - W  Д О ] * -
Для простейших зависимостей ф(т]) решение может быть получено 
в явном виде, для более сложных■ф('П) необходимо численное построение 
решения.

Нетрудно убедиться, что задача (1), (2) допускает физическую ин
терпретацию. Пусть х, у — декартовы координаты; t — время. Для ско
рости перемещения N кривой ф(х, у, t ) =  0 в направлении своей нормали 
имеем формулу [2]:

Полагая в ней ц>(х, у, t ) —f(x, y )—t и JV=D =  const> 0 , получим урав
нение (1). Таким образом, решение задачи Коши (1), (2) описывает 
движение кривой f(x, у)—< = 0, перемещающейся в направлении своей
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нормали со скоростью D. При этом точка пересечения этой кривой с пря
мой у =  О движется по закону

< =  Ф(* ); i f  w i < ^ -
Обозначим через А одно- 

иараметрическое семейство ли
ний в плоскости (х, у) f(x, у) —
—^= 0 . Представляет практи
ческий интерес [3] построение 
семейства В линий, пересека
ющих линии семейства А под 
постоянным углом а. При этом, 
очевидно, точка пересечения 
будет перемещаться со ско
ростью Di =  Z)/sina. Будем ис
кать линию семейства В. исхо
дящую из произвольной точки 
(Хо, Уо)< для значений 
Определим значение парамет
ра т), соответствующее точке Рис. 1
t*o, Уо) как решение трансцен

дентного уравнения, получающегося из (3) исключением f:

У0Щ'  (ч) +  (*о -  ч) V \  -  [ f  to) d y  =  n.
Затем находим значение io—f(Xo, у0):

/« =  Ф(71о) + ■*о Tio
D Y  Ы

И 1 =  1 Г ‘ (*о).
Построение семейства В производим слоями с шагом А |< 0 . При 

этом параметр т) в формулах (3) для линий семейства А считаем изме
няющимся от |  до т]о, а На рис. 1 показаны кривые семейства Л
(штриховые) и семейства В (сплошные) для следующего варианта:

D =500; х0— 100; у0= 0; Ф (*) =  ,* А __ : AS—— 1. Линии се-
500 4- U,Uox*

мейства В соответствуют значениям Z>i =  675; 650; 625; 600; 575; 550; 525 
(считая снизу вверх).

Полученное решение может быть использовано для отыскания кон
фигурации заряда ВВ, обеспечивающего заданный заранее закон сколь
жения детонационной волны по плоской граничной поверхности в тех 
случаях, когда скорость распространения детонации можно считать по
стоянной.
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АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ТЕЛ ПО ДИСКРЕТНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ ЗА ИХ СВОБОДНЫМ

ДВИЖЕНИЕМ

В. И. Вознюк

Представление аэродинамических коэффициентов тела в виде нели
нейных функций его фазовых координат и времени с неизвестными па
раметрами-константами позволяет построить гипотетическую структуру 
уравнений движения тела, параметры которой доопределяются так, что
бы выполнялось условие наилучшего в смысле некоторого критерия соот
ветствия экспериментальным данным. Если достигнутое соответствие не 
позволяет считать исходное представление адекватным, то выбирается 
новое, доопределяются параметры и т. д. Отметим, что наблюдаемые 
переменные являются (в общем случае нелинейными) функциями лишь 
некоторых фазовых координат.

Для решения такого рода задач в технической кибернетике широко 
используется алгоритм чувствительности (АЧ) [ 1], основанный на пос
ледовательной линеаризации измеряемых переменных с использованием 
функций чувствительности и уточнении оценок параметров и в виде 
Д С=у(А тЛ )-1Лт(т1*—ц) или (при необходимости) Д С= 
= 'у(Л гЛ)+Лт(т]*—г)) (модификации АЧ1 и АЧ2), где А(С) — матрица 
эксперимента; ц*, ц — векторы, составленные из измерений выхода объ
екта и расчетных значений выхода модели; у — параметр управления 
сходимостью. В 1969 г. АЧ1 был впервые применен для определения 
нелинейных аэродинамических коэффициентов по аэробаллистическим 

•данным [2]. Основная цель, которую преследовали авторы [2], — обес
печить возможность проверки любых предположений о функциональной 
структуре аэродинамических коэффициентов — не всегда достижима 
при использовании АЧ1, так как могут не выполняться необходимые 
для работы алгоритма условия: а) принадлежность исходных оценок 
параметров области притяжения; б) полнота ранга и достаточно хо
рошая обусловленность матрицы Л. Ограничение а может быть несколь
ко ослаблено при использовании модификаций АЧ1 [3—5], основанных 
на методе продолжения. При наличии большой избыточности экспери
ментальных данных может быть ослаблено и условие б, [6] если при
менять АЧ1 последовательно для расчетов с некоторой упорядоченной 
системой подматриц матрицы Л. Алгоритм АЧ2 в принципе свободен от 
этих ограничений, но (поскольку операция ( )+ применяется к мат
рице АТА) имеет те же недостатки, что и способ нахождения псевдоре
шений системы Лх=Ь  сведением ее к АтАх — АТЬ. Актуальной, следова
тельно, является разработка алгоритма, свободного от указанных не
достатков. Такая попытка и предпринята в данной работе.
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Предлагаемый алгоритм в значительной степени основан на [7, 8]. 
Характерными его чертами являются использование локальной норми
ровки, техники сингулярного анализа для вычисления эффективной 
псевдообратный к А матрицы, контроль вычислительных ошибок, явный 
учет и контроль ошибок, обусловленных линеаризацией, явный учет 
экспериментальных ошибок, глобальная сходимость и др., что обеспечи
вает его применимость для расчетов с любыми матрицами эксперимен
та. Для минимизации возможного смещения оценки алгоритм следует 
применять последовательно для расчетов с упорядоченной системой 
подматриц полной матрицы эксперимента. Построение такой системы 
в значительной степени связано со спецификой конкретных объектов 
и в данной статье не рассматривается.

Ниже везде без особых оговорок предполагается наличие у функ
ций свойств, требуемых для корректности выполнимых действий. 
Указывать размерности векторов и матриц также нет необходимости: 
все выводы справедливы при произвольных конечных размерностях. 
Дифференцирование вектора по вектору понимается в смысле Якоби: 
|i- II — евклидова норма вектора; || • ||Е — евклидова норма матрицы; 
АУ — матрица эффективная псевдообратная к Л с допуском т в нор
ме || • ||е.

Предполагая, что параметрические представления для аэродина
мических коэффициентов выбраны, запишем уравнения математиче
ской модели движения в виде

^  С, t), у (t0) =  у0 (С),
at ( 1)

где у — вектор фазовых переменных; С — вектор, составленный из на
чальных условий, параметров аэродинамических коэффициентов, любых 
неизвестных параметров.

Дифференцирование (1) по С дает так называемые уравнения 
чувствительности [ 1 ]:

—  +  — , ^ ( t 0) =  —  ■dC ду дС дС

Здесь № (С, t) =  - -----матрица функций чувствительности.
дС

(2 )

Выходом объекта является некоторая вектор-функция ■/) (у, С, t). 
Ее измеренные значения (искаженные шумом) обозначим 
i — 1, N. Выход модели — у (у, С, t), где у =  у (С, t) удовлетворяет (1).

Предположим, что выбрано начальное приближение С° для С. 
Линеаризуем т;(у(С, t). С, t) в окрестности С° при t =  ti\
7j(t/(Cu-f ДС, t,) 

где Л (С°, tt) =

, С, tl) =  yl ( y { C \  tt) 
dri (у (С°, f,.), С°, tt) 

ду

, С, / ,)+ Л (С ° , t,) АС, 

W(C°,  <*) +  (У C \ t t),

(3)

с°, и)

у (С°, tt) и W (С°, tL) — находятся совместным численным интегриро
ванием ( 1), (2).

Введем обозначения:

7] (С°) =  (г(гу (С°, /,), С \  u ) . . r f y  (С®, tN), (С0, tNy-  
Л (С°) =  (ЛГ(С°, tx)...AT(C\ tN))T.

Можно теперь попытаться найти АС из условия минимума некоторой 
нормы вектора V — ц*—ц—ЛАС при естественном ограничении на
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ошибку линеаризации, т. е. как вектор, пропорциональный нормаль
ному псевдорешению системы

ЛАС =  т]*—т| (4)
с коэффициентом пропорциональности, определяемым из ограничений 
на ошибку линеаризации.

Отметим, что в АЧ АС определяется из условия минимума квад
ратичной формы VTQ V, построенной по аналогии (та же Q) с 
(tj* — 7)) Q — которую должен минимизировать вектор оптималь
ной оценки. Это ведет к двум нежелательным следствиям. Во-пер
вых, АС приходится определять как нормальное псевдорешение сис
темы ATQA\C =  A TQ (-г}* — у]). Во-вторых, критерий VTQV может 
оказаться не естественным с вычислительной точки зрения, как на
пример, евклидова норма в случае большого разброса модулей ком
понент, что может неблагоприятно отразиться на ходе итераций. По
этому ниже будет введена локальная нормировка.

Следуя [8], преобразуем (4) к виду
Лх =  6, (5)

где Л — AltAM2'. х =  Mr 'АС; 6 = А/, {т* — 7i); (б)

М\ =  diag ([i,, р,,. ••); ^==
1 1
|| а> || ’

II 1 Ф 0, (7)
1 1 . Цац 1 =  0;

М , =  diag (v,, v,,.. • ); '*1 =
1

\а-Л
IIа j IIФ 0;

1 II a.j || =  О,
a,-., a.j — строка i и столбец / матрицы Л.

Решение (5) вычисляем используя технику сингулярного ана
лиза [8]:

х =  ^АъЬ,
где т — норма матрицы вычислительной ошибки матрицы Л; у опреде
ляем из условия достаточной ограниченности ошибки линеаризации

||М ,(1 (С” +  АМ) — —
' < J < -

которое более объективно, чем условие
ИМ, (vj(C0 +  М2х) — ■»] (С0)) — Л х |! 0 < t <

И  *11

( 8)

(9)

построенное по аналогии с ]7], так как последнее может привести
IIЬ — X ̂ т IIк расходимости, к о г д а --------- '■—- достаточно близко к 1.

1*1
Таким образом, АС1 =  М2х; С' =  С° + А С ', и может быть орга

низован итерационный процесс, который продолжается до выполне
ния при некотором к условия
Ь (С*) 1 - 1 Ь (Ск) -  А~(СК) Л-+ (С*) Ь (С*) || <  шах (|| ЬЬвыч«, || 8Ьэксп ||). (10)

где ||5&зыч||— норма вектора вычислительной ошибки вектора b; || с*&зксп|| — 
норма вектора экспериментальных ошибок в векторе Ь.

Условие (10) выполняется при ||Ь(СК) ||-*-0, что равносильно схо
димости в смысле Цц*—rjlj-Ю или когда вектор Ь(СК) почти ортогона-
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лен пространству столбцов матрицы Ах, что свидетельствует о нали
чии смещения Цц*—tj|| в пространстве измерений и соответствующего 
смещения в пространстве параметров. Так или иначе, но сходимость 
в смысле

h ' - ’i(C,+1) K K  —ч(с*)|
всегда можно обеспечить выбором параметров алгоритма. Докажем 
эго. Очевидно, что

Ь{С-\-М2х)*=Ь(С) — Ах +  Ш \Ь ( С ) \ - \Ь ( С )  -  Ах|) е, 
где 0 ^  t ^  1; б — параметр (8); е — неизвестный орт

1>)*-т](с + ^ ) |= | |Л 1 г ,МС + а д к

т. е

<  1 Af Г* (/ -  тA A t ) | X h *  -  rt (С) | +  /3 (|| b (C) || ■
— II (/ — "AAt)b  (С) I) X I

h * - v ( c Mtx)
1 ч * -ч (С ) |

^  1 —  f 4- t-\o CONDMt.

Для сходимости таким образом достаточно, чтобы К—y-f- 
-f- tybCONDMi было ^  1, т. е. tbCONDMi ^  1. Выбором б этому 
условию всегда можно удовлетворить.

Приведенное доказательство основано на достаточно грубых оцен
ках и имеет теоретическое значение. На практике сходимость имеет 
место и при невыполнении условия tbCONDM\^.\.

В заключение рассмотрим следующий модельный пример. Был 
выбран конус с известными аэродинамическими коэффициентами вида

Сх =  Cj +  С л 2 +  СЛМ;

Су =  (С4 +  Сьа2)а; тг =  тг +  т\т,

mz — Сй +  С7зс' +  СН&Л1; 
м* : C,j +  С10а2 -(- СиАМ

и уравнения его продольного движения 
rfy, dy3 dyb

, у-2, =  =ах ах ах
dy2
dx

dy4
—j —  =  / V I  V  I ~ T  У К )

=  K,y2V \  + y j  (C, +  Cyy4);

=  Kt (1 +  y \ )mC — gy\\

(П)

T ~  =  V l  +  y\  К  (Cx +  C y4) +  K2ni'2L] ye +  «2 (1 +  y\)m\x,  
dx

где a =  уъ — arctg г/(; AM =

У

v  — v,IP .
a У2 2m.

_ pSL
2 4  ■

Уравнения численно интегрировались при начальных условиях 
у(0) =  (С13, С,з, С14, С16, С)6, Сп)т.
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В качестве экспериментальных данных были взяты значения
У\, Уз, Уь при х, =  /Я; i =  1,30; Я =  0,7.

Было выбрано начальное приближение для параметров и произведено 
их уточнение в соответствии с предложенным алгоритмом.

В уравнениях (11) дг, =  0, 013; аг2 =  2,513; /. =  0,0754; x>cp =  680,44; 
а =  340,22; g =  9,81. Результаты расчета представлены в таблице, 
где С°, С10 — начальное приближение и оценка после 10 итераций;

о, =0,33x10~6; а3 =  0,33х10-3; а5 =  0,003; / — номер итерации;
||6|| =  || А1, (у* — у)|[, Tf — коэффициент, определяемый из (8) (5 =  0,3)-

Таким образом, исходя из весьма грубого начального приближения, 
удалось получить неплохую конечную оценку, в то время как итерации 
по алгоритмам [2] и [5] расходятся.
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ОБ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЯХ В ЗАДАЧЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО СПУСКА ЛЕТАЛЬНОГО 

АППАРАТА(ЛА)

И. Т. Скородинский

Как известно, спуск ЛА в атмосфере сопровождается большими 
тепловыми и силовыми нагрузками. В связи с этим управление должно 
обеспечить приемлемые величины этих нагрузок как для конструкции, 
так и для экипажа в случае пилотируемого полета. При этом одними 
из основных характеристик являются интегральные нагрузки [ 1].

В работе исследуются особые управления [2] в задаче управляе- 
■мого спуска с минимальными тепловыми и ограниченными среднеинтег
ральными силовыми нагрузками. Движение ЛА предполагается плос
ким, с нулевой тягой. Управление осуществляется путем изменения гео
метрии ЛА (в конечном итоге характерной площади S) и подъемной 
силы L (родственные задачи рассматривались в [3], [4J).

1. Задача формулируется следующим образом. Требуется обеспе
чить минимум функционала

I(S, L ) = h ( T )
на траекториях системы

v  = / ,  — Q (у, у, сх, S , L) т — g sin 9;
6 =  / 5 (L — mg’ cos 6) mv +  v  cos 6 (r -f y); 
x =  /3 =  v  cos б; у / 4 =  г) sin 9; 
h =  k\j (у)0'51':!; к =  const >  0;

я* =  /s  =  ( — nx +  Q.'mg)//;
=  /« =  (— ny +  \ l \ ;mg) t,

при заданных начальных значениях v0, б0, х0, у0, h (i0) =  пх ( t 0) =  
=  пу (t0) =  0, п ограничениях на конце траектории:

дс(Г) =  л,; у (Г) у,;
пх ( ' П < п х; пу (Т) <

Здесь х — дальность вдоль проекции траектории на поверхность 
планеты; у — высота; 0 — угол наклона вектора скорости к горизонту; 
g — ускорение силы тяжести; Q — величина силы аэродинамического 
сопротивления; Сх — коэффициент лобового сопротивления; гп — масса 
ЛА; г — радиус планеты; p (t/)— плотность атмосферы; h — количество 
тепла, переходящее от пограничного слоя к площади ЛА. примыкающей
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критической зоне: пх(Т), пу(Т) — соответственно среднеинтегральные 
тангенциальная и нормальная перегрузки.

На основании принятых в аэродинамике представлений считаем
Q =  SQ> (v , у) сх\ сх =  сх0 +  сх1 (су);

Су =  Lm/[SQ2(v, у)],
где Q1, Q2 — положительно определенные функции v\ у, схо — коэффи
циент «активного» сопротивления, при прочих равных условиях зави
сящий от S; сх 1 — коэффициент «индуктивного» сопротивления, обус
ловленный L Ф  0.

Считаем зависимость сх от L (от су) выпуклой, причем

> 0. ( 1)

Принятые допущения полностью удовлетворяются для квадратич
ной поляры. Считаем, что 5 6 А  где D — замкнутое множество; 
D =  {S : S, ^  5 5 Р} либо D =  {S :S =  S,, 5 =  S2; .... S =  SP}.

В дальнейшем полагаем L >  0. Такой режим является типичным 
для крылатых ЛА [1], изменение S для которых может соответствовать 
изменению эффективной площади крыла переменной геометрии (при 
дополнительном ограничении на L «сверху», L L\ в структуре опти
мального управления возможны участки с L =  Lu которые не являются 
особыми и в дальнейшем не рассматриваются).

2. Анализ оптимального режима проведем с помощью принципа 
максимума [5]. Пусть

Н = — КО0’5 V3 Т-
6

1-1
б, =  — dHjdv\ ф, =  — dHjd0;
Фз =  — дН/дх =  0; ф4 =  — дН/ду; 
ф5 =  —дН/дпх\ фв =  — дН/дпу

суть гамильтониан и уравнения для сопряженных переменных. В таком 
случае искомое оптимальное управление S*, L* удовлетворяет

Н (г, ф, S*, L*) =  max Н(г,  ф, S, L)\ (2)
L.SiD

2 == [U, 0, X, у. h, Пх, Пу]. ф =  [ф! ..., ф6].
Учитывая, что L не .связана локальными ограничениями, из (2) 

следует

-  MAQ  (AS) <  0 у  (S* +  AS) С- D. (5)
Здесь М\ =  фц -г ф5tgi\ М2 =  фг/и +  фе!gt\

AQ(AS) = Q ( v ,  у, S* +A S, L * ) - Q ( v ,  у, S*, L*).
Покажем, что при сделанных предположениях чаще всего следует 

ожидать, что вдоль исследуемого режима
М1 =  М2 =  0

Действительно, если найдется, по крайней
( б )

мере, одно допустимое

♦
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AS =  ASb при котором AQ(AS|) < 0 ,  то (6) следует из (1), (3) — (5). 
В противном случае (AQ(AS) ^  0 V(S* +  AS) G Д) при М, Ф 0 из 
(1), (4) следует Mi > 0 .  Тогда из (5) заключаем, что при фиксирован
ных v, у, L* оптимальное значение S выбирается из условия миниму
ма Q, т. е. из условия минимального торможения ДА, поэтому такой 
режим при спуске с минимальным нагревом, естественно предполагаю
щим значительное сопротивление, трудно отнести к оптимальному.

3. Исследуем подробнее режим управления, соответствующий (6). 
В данном случае принцип максимума вырождается, т. е. исследуемое 
управление является особым. Для его анализа воспользуемся необхо
димым условием оптимальности из [6]. В нашем случае оно приобре
тает вид

&_(d_ дН\ ф2 d'Q 
dL- \d t  dL ) ” m?v* dL‘ ’

откуда в силу ( 1), (6) следует ф2=фб=-0. Поскольку ф5(/) — ф5(7")t/T 
(в этом легко убедиться расчетом), из условия Afi =  0 заключаем, что 
вдоль особого режима ф] =  0, фи =  Ci =  const. Тогда из представления 
для имеем

(ф3 cos 6 +  ф4 sin 6) v  =  3/fp0'5 v3 =  3hh 
Введем расширенную функцию Гамильтона

//, =  Я  +  ф,;

Отметим, что вдоль оптимальной траектории Я i =  0 и фДГ) == 0 
при неограниченном Т [5]. Нетрудно видеть, что в нашем случае ус
ловие Hi— 0 можно записать так:

2кр0'5 v 3 =  Cig sin б +  ф-,nx't +  ф6ny/t -  ф,.
Расчетом убеждаемся, что

Фа",/* +  ф «я,/* — ф, == с =  const,
т. е.

2Л =  2/гр0’5г>3 =  с -f- c,gsin б. (7)
Таким образом, вдоль особого управления скорость теплопередачи 

пропорциональна синусу.угла наклона вектора скорости к горизонту. 
Дальнейший анализ проведем, принимая те или иные упрощающие 
предположения.

4. Пусть участок управляемого полета происходит в таком диапа
зоне высот, где вполне допустимо предположение о постоянстве p(i/), 
т. е. (>(у) =  p =  const’. Тогда ф4= с 2=сопгТ. Из условия ф2= ф 2= 0  
(полагая, что фз =  с3 =  const Ф 0) имеем tgB =  (с2у—Cig)/c3v 
(в случае с3= 0  приведенные ниже выводы остаются неизменными). 
Отсюда

sin б =  tg 6 (1 +  tg2 б)-°>®= А (■и) [1 +  А2 (■п)]-0,5; (8)

.4 (t>) =  — (<ду — ctg). 
c3v

Подставляя (8) в (7), находим
с +  c,g(c2v2 кр0’5 V 3 —

c,v) (9)
c3v  [1 +  А2 (г))]-05

Видим, что (9) есть алгебраическое уравнение относительно v, 
все коэффициенты которого постоянны. Следовательно, в случае одно-
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родной атмосферы (р(у) =  const) движение ЛА вдоль особого режи
ма происходит с постоянной величиной скорости, т. е. с постоянной 
скоростью теплопередачи. Из (8) следует, что в этом случае и 0 ( 0 - -  
=  const. Кинематический характер траектории в данном случае оче
виден: x(t), у(1) Являются линейными функциями времени.

5. Для крылатых Л А предельные значения пх(Т) во много раз 
превосходят предельные пу(Т), т. е. конструкции подобных Л А наибо
лее чувствительны к нормальным нагрузкам. Для них последующий 
анализ проведем, исключив из уравнений связей уравнение для пх, 
ф5= 0(р(г/), пока рассматриваем в общем виде). Тогда на особом режи
ме \pi =  Ci =  0. Из (7) следует /i =  /cp°’5c,3=const =  c, причем с= 0 , если 
время маневра Т неограничено. Отсюда следуют выводы: а) движение 
на особом участке траектории происходит с постоянной скоростью теп
лопередачи; б) если время маневра Т неограничено, особый режим 
неоптимален (поскольку h >  0).

Интересно, что аналогичные выводы были получены А. Миеле 
в простейшей задаче вертикального спуска ЛА (х==9 =  0) перемен
ной геометрии с минимальным /г(Г), где также пренебрегалось дейст
вием силы тяжести [4].

Для широко используемой в практике зависимости
р(у) =  Р(Уо)ехр[ — Х(у — у0)], X =  const >  0, (10)

получаем ф4 -  — 0,5ХН =  с4 — const <  0, т. е. ф4(/) =  с4 +  с5, с5 -- 
=  const. Учитывая, что ф| =  ф2 =  0, имеем

tg6 =  f L=  — (с4̂  +  с5),
9з сз

т. е. для зависимости ( 10) вдоль особого управления тангенс угла на
клона вектора скорости к горизонту является линейной функцией 
времени.

Заметим, что в рассматриваемом случае условие Келли [2] при
обретает вид

> 0

и, очевидно, всегда выполняется, что является дополнительным аргу
ментом в пользу оптимальности исследуемого управления при ограни
чении на время маневра.

6. Качественный анализ общей оптимальной программы в случае 
ограничения на Т упрощается, если допустить, что ограничение на 
L обусловлено только заданием и;/. Тогда L* (i) будет в общем случае 
состоять из участков, вдоль которых dtl/dL — 0, разделенных точками, 
где L*(t) терпит разрывы второго рода (импульсное изменение L). Из 
уравнений движения легко заключить, что импульсное изменение L 
будет соответствовать разрывам первого рода v(t), 0(0 . причем пре
дельные величины этих разрывов определяются ограничением на пу(Т). 
Иными словами, оптимальная программа спуска ЛА в данном случае 
будет состоять из участков движения с постоянными скоростями теп
лопередачи (дальнейшая конкретизация которых зависит от вида 
р(г/) и приводится выше), разделенных точками, в которых v(i), 0(0 
претерпевают «скачки», причем одновременно, т. е. исходная задача 
при сделанных предположениях сводится к существенно более простой 
задаче параметрической оптимизации.

В заключение отметим, что полученные выше выводы в полной 
мере справедливы для более частного случая, когда изменение геомет
рии ЛА оставляет практически неизменной S, но существенно меняет
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Схо (например, при использовании в качестве аэродинамического тор
моза закрылок). В этом случае анализ оптимальности пары схо, L про
водится по схеме, которая аналогична рассмотренной.
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ОБ УРАВНЕНИЯХ НЕСТАЦИОНАРНОГО ДВИЖЕНИЯ 
ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА ПО КРИВОЛИНЕЙНОМУ КАНАЛУ

Л. И. Дубровская, Ю. П. Хоменко

Рассматривается адиабатическое неустановившееся движение не
вязкого нетеплопроводного газа по криволинейному каналу, симметрич
ному относительно некоторой плоскости. В общем случае расчет такого 
течения сводится к интегрированию пространственных уравнений с со
ответствующими начальными и граничными условиями. Решение этой 
задачи при современном уровне развития вычислительной техники чрез
вычайно трудоемко, поэтому представляют интерес любые упрощения, 
заметно снижающие необходимые затраты машинного времени. В дан
ной работе для каналов, поперечные размеры которых малы по срав
нению с их протяженностью, предлагается приближенная одномерная 
система уравнений, полученная осреднением действительного потока по 
поперечному сечению канала. Для случая, когда действительное тече
ние можно считать плоским, проведено сравнение одномерного решения 
с решением соответствующей плоской задачи, из которого делается 
вывод о границах применимости такого подхода.

Обозначим через М плоскость симметрии канала. На рис. 1 пока
заны линии L\ и L2 пересечения поверхности канала с плоскостью М. 
Проведем в плоскости М линию L0 так, чтобы центры тяжести плоских

сечений канала, нормальных к линии L0, лежали на L0. Пусть уравне
ния указанных кривых в плоскости М имеют вид

r =  n(z). i =  0, 1, 2, ( 1)
где z— длина дуги кривой Ц. Будем считать, что вектор-функции r,(z) 
непрерывны и имеют непрерывные производные первого и второго по
рядка. Дополнительно предполагаем, что точки гДг) (i =  О, 1,2) лежат
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на одной прямой, нормальной к i 0 в точке го(г), и для радиусов кри
визны Ri кривых /., при каждом г выполняются неравенства

|г г — г, | <  min Rt.
/ - 0 , 1,2

Обозначим площадь поперечного сечения канала плокостью, нор
мальной к L, через F(z), а контур, ограничивающий F, через L. При
менив законы сохранения массы, импульсов и энергии [1] к объему,
ограниченному боковой поверхностью канала и двумя плоскими сече-

—► —►
ниями, нормальными к L0 и проведенными в точках r0{z) и r0{z-\-dz). 
В качестве элементарного объема возьмем объем, образуемый враще
нием элементарной площадки dF вокруг оси, перпендикулярной к плос
кости М и проходящей через центр кривизны L0, соответствующий дли
не дуги г. Тогда очевидно

d V =  — dzdF ,
Ru

где б — расстояние от dF до оси вращения, Таким 
следующие уравнения:

obdF +  R0— Г pudF= 0:
д г .)

F

образом, получим

( 2 )

dt
j  pvbdF R0 | pvudF =
F F

F 1

j  pnldl ;

где x== dr^jdz—единичный вектор, касательный к L0\ v = ( l//?,) d-rjdz2— 
главная нормаль к L0; п — единичная внешняя нормаль к боковой
поверхности канала; р — плотность газа; v  — скорость; р — давление; 
/? — полная энергия единицы массы газа; и — проекция вектора ско
рости на направление вектора т.

Отметим, что уравнения (2) есть точные следствия законов со
хранения. На основе этих уравнений можно получать различные при
ближенные одномерные аппроксимации реальных потоков [2—6].

Предположим, что изменением плотности и скорости газа по попе
речному сечению канала можно пренебречь и считать вектор скорости
параллельным вектору т. Тогда из (2) с учетом очевидного равенства

/?0= l j W
F

получим уравнения
dp F dpuF =  0 
dt ' dz

dpuF dpiFF  dPF
dt dz dz

pnzldl\
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( 3)
driEF dpuEF , dPuF
—7;— I----- ;------t— -—d t ' d z  dz

где P — среднее по поперечному сечению давление газа. Для вычисле
ния интеграла в правой части уравнения импульсов необходимо знать 
распределение давления по периметру поперечного сечения, поэтому 
в общем случае вычисление этого интеграла невозможно. Рассмотрим 
некоторые частные случаи.

1. Пусть среднее по указанному контуру давление с весом 6 рав
но р* . Тогда предельным переходом можно получить

В этом случае система (3) сводится к известным уравнениям, описы
вающим движение газа по каналу переменного сечения [2—6]. При 
этом, как правило, предполагается, что р* =  Я.

Интересно, что при nz =  0, то есть для каналов, поперечное сечение 
которых постоянно по площади и по форме, указанный интеграл тожде
ственно равен нулю, а уравнения (3) совпадают с обычными одномер
ными уравнениями.

2. Рассмотрим канал, граничными поверхностями которого являют
ся две плоскости, параллельные плоскости М. и две цилиндрические по
верхности с образующими, нормальными к плоскости М. Течение 
в таком канале естественно считать плоским. Предположим, что рас
пределение давления в каждом сечении канала можно считать квази- 
стационарным и зависящим лишь от кривизны канала в этом сечении. 
Тогда имеем [7]:

где индексом 1 отмечены соответствующие величины на кривой L\. 
Отсюда легко определяется связь между средним по сечению давле
нием и граничными давлениями р\ и р2:

Отметим, что 61 — расстояния от точек поперечного сечения, лежа
щих на кривых Li ,до центра кривизны кривой L0. Используя уравне
ния (5), вычисляем интеграл в уравнении импульсов (3):

где h — расстояние между плоскими стенками канала.
3. Введем в плоскости поперечного сечения декартову систему ко

ординат (|, ц) с началом в центре кривизны кривой L0, причем ось |

I
L

др р иг
дЬ ~  Т ~  ’

откуда, интегрируя, получим

(4)

(5)

рпМ1  =  Ph (o,/izl -f- \ t i z2) +  pu*h 8{nz{ +  b2nz2

0.
0
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возьмем лежащей в плоскости М. Тогда, считая' распределение давле
ния по поперечному сечению квазистационарным и квазиплоским, бу
дем иметь в каждом сечении

/>(&, V, 0 = /> i ( z ,  0  +  Р(г, 0  и2 (г, 0  I n— . (7)
8, (г)

Уравнение (7) можно использовать при вычислении вышеуказанного 
интеграла, а также для вывода соотношений типа (5), то есть для за
мены p\(z, t) через P(z, /), когда задан вид контура L.

Для подтверждения применимости полученных приближенных урав
нений был произведен расчет течения идеального газа в плоском кри
волинейном канале в одномерной и двумерной постановках. Рассматри
валась следующая модельная задача.

В начальный момент времени в криволинейном канале (рис. 2), 
заполненном покоящимся газом и закрытом с'обоих концов, мгновенно 
разрывается диафрагма, расположенная посередине канала и отделяю
щая область газа высокого давления (1) от области газа низкого дав
ления (II). Перепад давления на диафрагме pi/рг =  100, плотности — 
р,/р2 == 10. Газ рассматривался совершенный с отношением удельных 
теплоемкостей у =  1,4. Для простоты кривые L\ и L2 выбраны концент
рическими окружностями радиусов R\ и R2 соответственно.

Область движения/газа в плоскости (х, у) разбивалась двумя се
мействами линий на четырехугольные ячейки. Первое семейство пред
ставляло собой окружности с центром, совпадающим с центром кривиз
ны линий L\ и Ь2. Второе семейство — лучи, исходящие из этого центра 
под углами ф,- =  фо +  гДф, где Дф — const.

Система уравнений, описывающая нестационарное плоское течение 
газа, решалась методом распада произвольного разрыва С. К. Годуно
ва [8]. Расчет производился в безразмерных переменных, при этом 
в качестве основных масштабов были выбраны давление и плотность 
газа в области низкого давления и полусумма радиусов (R\ +  R2)I2. 
Остальные масштабы выбирались из условия инвариантности уравне
ний движения.
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Искривленность канала определялась безразмерным параметром 
х =  2(/?2—R\)/ (R2 +  R\)- Исследована область значений 0,1 ^  х ^  1 
с шагом 0,1. Расчетная область при этом разбивалась на 50 ячеек по 
Ф (z в одномерном случае), а число ячеек в радиальном направлении 
выбиралось таким, чтобы шаги интегрирования в двух взаимно пер- 
перпендикулярных направлениях были сравнимыми. При х=0,1 было 
взято 10 ячеек в радиальном направлении.

В процессе решения подсчитывались компоненты главного векто
ра G сил давления газа на внутреннюю поверхность канала. На рис. 3 
показана зависимость Gv(t), полученная по двумерной (сплошная 
линия) и одномерной (пунктир) методикам при х=0,4 . Зависимость 
Gx(t) не приводится, так как для нее разница между двумя расчетами 
существенно меньше. Из рис. 3 видна удовлетворительная точность 
одномерной методики при этсум значении х. При меньших значениях 
х погрешность одномерной методики быстро убывает и становится не
существенной для х ^  0,2. В области 0,5 ^  х ^  1 погрешность одно
мерного подхода быстро возрастает, причем существенные отличия на
блюдаются как е амплитудах колебаний, так и в периоде. Последнее 
обстоятельство объясняется существенной неодномерностью процесса 
распространения сильных и слабых разрывов в действительном течении.

Исходя из результатов проведенных расчетов, можно сделать 
вывод о целесообразности использования системы (3) при расчетах 
течений идеального газа по криволинейным каналам переменного сече
ния, для которых выполнено условие

| (62—6i)/(6i -j- бг) | ^  0,2.
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РЕФЕРАТЫ НА ОПУБЛИКОВАННЫЕ СТАТЬИ

УДК 532.517.4
Приближенное решение уравнений для пульсационных параметров турбулентного 

потока несжимаемой жидкости. Ш а б л о в с к и и О. Н. Газовая динамика. Томск: Изд- 
во ТГУ, 1984, с. 3—12.

Рассмотрена система уравнений для осредненных гидродинамических величин сов
местно с уравнениями для пульсационных параметров потока. Дан алгоритм решения 
этих уравнений для одного класса движений ньютоновской изотермической жидкости. 
Получено локальное решение уравнений гидродинамики, характеризующее квазпстаци- 
онарное турбулентное течение вдоль центральной оси прямолинейного канала.

Библ. 7.

УДК 621.43.037
О распыливании жидкости центробежной форсункой при низких перепадах дав

ления. В о л к о в  В. П. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 13—16.
Приводятся экспериментальные результаты зависимости расхода жидкости, распи

ливаемой центробежной форсункой, от перепада давления Ара на линии подачи при по
ниженных значениях последнего. Описан метод определения перепада давления на фор
сунке в рассматриваемом диапазоне Арс,. Уточняется эмпирическая зависимость для 
коэффициента расхода жидкости, в результате чего она может быть использована для 
любых значений Арф.

Библ. 5, ил. 3.

УДК 533.6.0! 1
О применении сквозного счета при решении некоторых одномерных задач газовой 

динамики. Н о в г о р о д ц е в  Н. А. Газовая динамика, Томск: Изд-во ТГУ, 1984,
с. 17—19.

Предлагается метод сквозного расчета при решении одномерных задач газовой ди
намики, когда твердое метаемое тело заменяется вводом импульса. Проведено сравне
ние численного решения задачи Лагранжа с аналитическим.

Библ. 4, ил. 1.

УДК 533.6.011.3.5
Об алгоритмах расчета двухфазных течений в соплах. Б о л т р у к е в и ч  Т. В., В а 

с е н и н  И. М., Г л а з у н о в  А. А. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984,
с. 20—28.

В работе исследуются особенности построения алгоритмов для численного решения 
задачи о двухфазном течении в соплах Лаваля. Предложен подход к построению разно
стных схем па основе совместного решения уравнений, описывающих движение газа и 
частиц. Показано, что такие схемы более точны по сравнению с другими схемами, ис
пользующимися для расчета двухфазных течений. Приведены результаты расчетов, ко
торые иллюстрируют эффективность предложенного алгоритма.

Библ. 3, ил. 3.

УДК 532.517.4
Расчет неустановившегося течения в круглой трубе на основе двухпараметрических 

моделей турбулентности. С т а р ч е н к о А. В. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ 
1984, с. 29—37.
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В данной работе представлены результаты расчетов неустановившсгося турбулент
ного течения вязкой несжимаемой жидкости в круглой трубе по моделям турбулентно
сти, ранее применявшимся для исследования стационарного движения. Были сопостав
лены некоторые двухпараметрические модели турбулентности по эффективности и точ
ности предсказания картины как стационарного, так и неустановившегося течения в 
круглой трубе.

Библ. 16, ил. 7.

УДК 533.6.011
К применению методов нелинейного программирования для решения вариационных 

задач профилирования сопл. А ф о н и н  Г. И., Б у т о в  В. Г. Газовая динамика. Томск; 
Изд-во ТГУ, 1984, с. 38—40.

Излагаются рекомендации по применению методов нелинейного программирования 
для решения вариационных задач профилирования сопл, полученные путем численного 
эксперимента. Основной целью этих рекомендаций является сокращение времени поиска 
оптимального решения. Для этого в вычислительном алгоритме поиска решения деталь
но исследованы вопросы аппроксимации исходного контура и точности расчета поля 
течения.

УДК 532.529 : 536.242
Стационарный теплообмен при вынужденном движении двухфазной среды в прямо

угольной трубе. Д у б о в и к  В. А. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984,
с. 41—44.

Аналитически решается задача о теплообмене в области тепловой и гидродинамиче
ской стабилизации потока. Двухфазный поток рассматривается как двухскоростная, 
двухтемпературная сплошная среда. Приводятся зависимости числа Нуссельта и сред
немассовой температуры от отношения стороны прямоугольного сечения трубы, вычис
ленные для случая стоксовского режима обтекания каждой частицы. Показано влияние 
концентрации примеси на теплообмен в зависимости от рода компонент двухфазной 
среды.

Библ. 7, ил. 2.

УДК 533.6.01!
Некоторые несепарабельные решения уравнения Лапласа и их применение в гидро

динамике. То м и л о в  Е. Д. Газовая, динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 45—56.
Путем суммирования и дифференцирования по параметру несепарабельных реше

ний уравнения Лапласа построены некоторые частные решения. Устанавливается их гид
родинамический смысл и возможность использования полученных решений в задачах о 
течениях в каналах и теории струй.

Библ. 2, ил. 8.

УДК 533.6.011
Численное решение задачи о метании кругового цилиндра газовым потоком в плос

ком канале. Д у б р о в с к а я  Л. И. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984,
с. 57—59.

Методом распада произвольного разрыва исследуется задача об устойчивости дви
жения кругового цилиндра в нестационарном потоке газа, когда между стенками кана
ла и метаемым телом существует зазор. Вопрос о стабилизирующем действии потока 
рассматривается для цилиндра, который обладает способностью перемещаться и вдоль и 
поперек канала. Задача решается в двумерной постановке в криволинейной подвижной 
сетке. Приводятся результаты расчетов.

Библ. 3, ил. 3.

УДК 533.6.01 : 518
Решение одной вариационной задачи квазиодномерной нестационарной газовой ди

намики. П о г о р е л о е  Е. И., П о г о р е л о в а  Т. Г., Н и к у л ь ч и к о в а  Г. М. Газовая 
динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 60—66.

В работе рассматривается вариационная задача внутренней газовой динамики о ме
тании тела. Оптимизируется форма камеры высокого давления с целью получения мак
симальной скорости тела. Сформулированы необходимые условия оптимальности. При
ведены результаты численных расчетов.

Библ. 9, ил. 3.

УДК 533.6.011
Применение метода множителей Лагранжа в одной вариационной задаче о метании 

тела газовым потоком. П о г о р е л о в а  Т. Г. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 
1984, с. 67—73.
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В работе метод множителей Лагранжа применяется для формулировки условий 
стационарности функционала в вариационной задаче о метании тела неизэнтропическим 
потоком газа в канале переменного сечения в условиях квазиодномерности течения, не- 
вязкости и нетеплопроводности газа. Сформулирована сопряженная краевая задача, 
получены условия в угловых точках и на линиях разрыва множителей Лагранжа, выяв
лена возможная структура оптимального решения, приведены частные случаи аналити
ческих решений вырожденной вариационной задачи.

Библ. 4, ил. 3.

УДК 518.12 : 533.16
Определение параметра сглаживания и коэффициента запаса устойчивости в схеме 

Лакса—Вендроффа при численном интегрировании газодинамических уравнений.
Ж а р о в ц е в  В. В. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 74—78.

Имеющийся произвол в выборе параметра сглаживания и коэффициента запаса ус
тойчивости используется для того, чтобы двухшаговая схема Лакса—Вендроффа с сог
ласованным сглаживанием в некотором смысле приближалась к схемам с положитель
ной аппроксимацией. Для явных разностных схем, аппроксимирующих уравнения гипер
болического типа, в качестве меры близости предложено брать абсолютную величину 
суммы отрицательных собственных чисел матриц, стоящих при значениях сеточных век
тор-функций на нижнем слое в линейных аналогах исходных разностных уравнений. 
Приведены результаты расчета одной тестовой задачи.

Библ. 9, ил. 3.

У Д К  532.69
Численное исследование слияния вязких капель под действием сил поверхностного 

натяжения. Ш р а г е р  Г. Р., Я к у т е н о к  В. А. Газовая динамика. Томск: Изд-во 
ТГУ, 1984, с. 79—84.

В работе исследуется процесс слияния двух вязких капель под действием сил по
верхностного натяжения. Предлагается алгоритм решения задачи и приводятся резуль
таты расчетов начального этапа слияния.

Библ. 4, ил. 4.

УДК 65.011.56 : 658.512.2
Об универсальности систем автоматизированного проектирования. К а д и е в  О. П., 

Л о с е в  В. А. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984; с. 85—87.
Описывается технология создания САПР, адаптируемой к широкому классу из

делий.
Библ. 2.

У Д К  533 .6 .0 1 1
Об одном точном решении задачи Лагранжа, когда в области течения происходит 

смешение или разделение потоков газа. Ж- о л о б о в  В. В., Е ф р е м о в  В. В. Газовая 
динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 88—94.

Точное решение уравнений одномерной газодинамики с линейным профилем скоро
сти, полученное А. И. Седовым, используется для аналитического изучения некоторых 
частных случаев движения газового потока, метающего тела в разветвляющихся ка
налах.

Библ. 3.

У Д К  534.222 : 532.5
Исследование потенциальных течений кде'альной жидкости со свободной поверх

ностью на основе метода конформных отображений. Б у р о в А .  В., Л и б и н Э. Е. Га
зовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 95—99.

Рассматриваются две струйные задачи гидродинамики: а) определение формы вы
емки выброса грунта при взрыве заглубленного заряда; б) определение форм каверн 
при обтекании пластинки или диска. Предлагается использовать метод конформных 
отображений как в плоском, так и в осесимметричном случае. Оба типа задач решаются 
в рамках единого алгоритма. Приводятся результаты расчетов форм неизвестных границ.

Библ. 4, ил. 4, табл. 2.

У Д К  532.517.4
О приближенном методе расчета пульсирующих турбулентных струй. А н и с и 

м ов  Г. П. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 100—104.
Предлагается применить для расчета пульсирующих турбулентных струй разрабо

танный ранее метод расчета нестационарных осесимметричных турбулентных струй. 
Приводимые результаты расчета качественно согласуются с известными эксперимен
тальными данными.

Библ. 6, ил. 3.
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УДК 532.522
Обтекание идеальной жидкостью дуги окружности в канале с источником за обте

каемым контуром. Н и к и т и н  В. И., Ш т а н ь к о  В. А. Газовая динамика. Томск: Изд- 
во Томск, ун-та, 1984, с. 105—111.

Методами теории струй решается задача об обтекании идеальной жидкостью дуги 
окружности в канале, на оси которого за обтекаемым контуром расположен источник. 
На основе конечномерной аппроксимации найдено общее решение задачи, получена зам
кнутая система уравнений для вычисления параметров общего решения по заданным 
значениям величин, определяющих течение в физической плоскости. Численными расче
тами показано, что коэффициент сопротивления- обтекаемого контура неограниченно 
возрастает при приближении источника к контуру и убывает до нуля при удалении ис
точника на бесконечность.

Библ. 2, ил. 3, табл. 1.

УДК 532:526.2—3
Ламинарный пространственный пограничный слой на частично проницаемой поверх

ности. Б о р о д и н  А. И., П е й г и н  С. В. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ,
1984. с. 112—119.

В настоящей работе в широком диапазоне изменения определяющих параметров за
дачи проведено исследование течения в пространственном ламинарном пограничном слое 
с двумя плоскостями симметрии на частично проницаемой поверхности. Показано, что 
наличие, разрыва в граничных условиях приводит к существенному изменению характе
ра течения в пограничном слое.

Библ. 12, ил. 5.

УДК 533.6.011
Метод расчета двумерного гиперзвукового ударного слоя на затупленных телах.

П е й г и н  С. В., Р у с а к о в В .  В., Т и р с к и й  Г. А. Г азовая динамика. Томск: Изд-во 
ТГУ, 1984, с. 120—126.

В работе предлагается приближенный экономический метод расчета течений невяз
кого газа в двумерном ударном слое около гладких затупленных тел. Путем сравнения 
с результатами других авторов показано, что наряду с экономичностью предлагаемый 
метод обладает достаточной точностью. В качестве примера приведены результаты рас
чета осесимметричного невязкого ударного слоя около тел различной формы.

Библ. 10, ил. 4.

УДК 533.6.011
Об использовании метода распада разрыва при расчете течений газа со сложным 

уравнением состояния. К а с и м о в  В. 3. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ,
1984, с. 128—129.

Проводится обоснование приближения «эффективного показателя адиабаты» для 
определения «больших» величин при расчете течений газа со сложным уравнением сос
тояния методом С. К. Годунова на примере решения тестовой задачи о распаде произ
вольного разрыва.

Библ. 6, ил. 1.

УДК 517.945
Об одной физической интерпретации плоских скалярных полей с постоянным по мо

дулю градиентом. К а с и м о в  В. 3., Х о м е н к о  Ю. П. Газовая динамика. Томск: 
Изд-во ТГУ, 1984, с. 130—131.

Рассматривается решение задачи Коши для уравнения в частных производных пер
вого порядка, описывающего плоские скалярные поля с постоянным по модулю гради
ентом. Показывается, что оно может быть использовано для отыскания конфигура
ции заряда ВВ, обеспечивающего заданный заранее закон скольжения детонационной 
волны по плоской граничной поверхности, когда ее скорость распространения можно 
считать постоянной. '

Библ. 3, ил. 1.

УДК 533.6.011
Алгоритм оценки аэродинамических коэффициентов тел по дискретным наблюдени

ям за их свободным движением. В о з н ю к  В. И. Газовая динамика. Томск: Изд-во
ТГУ, 1984, с. 132>—137.

Предлагается основанный на методе последовательной линеаризации алгоритм 
оценки и достаточное для его глобальной сходимости условие, в которое входят пара
метры алгоритма и некоторая функция от матрицы эксперимента.

Для минимизации возможного смещения оценки алгоритм следует применять после
довательно для расчетов с упорядоченной системой подматриц полной матрицы экспе-
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римента. Построение такой системы в значительной степени связано со спецификой кон
кретных объектов, поэтому в данной работе не рассматривается. Применение алгоритма 
позволило оценить нелинейные аэродинамические коэффициенты конуса в ситуации, ког
да алгоритм Чэпмэна—Керка и его модификации на основе метода продолжения демон
стрировали расходимость.

Библ. 8, ил. 3.

УДК 531.55
Об особых управлениях в задаче оптимального спуска летательного аппарата (ЛА).

С к о р о д и н с к и й  И. Т. Газовая динамика. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 132—142.
Выясняется ряд существенных закономерностей, присущих особым режимам управ

ления в задаче о спуске ЛА переменной геометрии с минимальным значением интеграль
ного подведенного тепла в критической зоне и ограниченными среднеинтегральными си
ловыми нагрузками. Определяется структура оптимальной программы в целом.

Библ. 6.

УДК 533.6.011
Об уравнениях нестационарного движения идеального газа по криволинейному ка

налу. Д у б р о в с к а я  Л. И., Х о м е н к о  Ю. П. Газовая динамика. Томск: Изд-во 
ТГУ, 1984, с. 143—147.

В работе рассматривается адиабатическое неустановившееся движение невязкого 
нетеплопроводного газа по криволинейному каналу, симметричному относительно неко
торой плоскости. Предлагается приближенная одномерная система уравнений для кана
лов, поперечные размеры которых малы по сравнению с их протяженностью. Одномерное 
приближение получается осреднением действительного потока по поперечному сечению 
канала. Для случая, когда действительное течение можно считать плоским, проведено 
сравнение одномерного решения с решением соответствующей плоской задачи, из кото
рого делается вывод о границах применимости такого подхода.

Библ. 8, ил 3.
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