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ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ДВУХКАНАЛЬНОЙ СЕТИ СЛУЧАЙ НОГО ДОСТУПА

А.А. НАЗАГОВ, С.А. ЦОЙ

В данной работе проюдится ананиз математачесюй модели двухкананьной 

сеш связи с протоколом случайного множественного доступа, на вход иоторой от 

абонентских станций поступают сообщения [1,2]. Эта сообщения распределяют

ся между д ^м я кананами.

Для исследования данной сети связи построим ее математичес1ую  модель в 

видед^хлинейной системы массоюго обслуживания(СМО) [3,4],на вход мото- 

рой поступает простейший с п^аметром К поток заяюк. Заявки распределяются 

межау каналами по биномиальной схеме. Вероятность попадания заявки в пфвый 

канал обозн»1им г, во второй - (1-г), ^ е м я  обслуживания заяюк случайно и 

распределено экспоненциально спфаметрами ц, и Ц2 дляпфюго и второго ка

налов соответственно. При возникновении конфликта в системе реализуется сиг

нал оповещения о юнфликге, продолжительность которого имеет экспоненци

альный загон распределения с п^аметрами 1/а, и Ija-̂  соответственно для кон

фликта в каждом канале. Искаженные заявки направляются в источникповторных 

вызоюв (ИПВ), из которого обращаются к каналам после случайной задфжки, 

распределенной экспоненциально сп^аметром а .  Заявки из ИПВ распределяют

ся между каналами также по биномиальной схеме аналогично заявкам, поступив

шим из входящего потока. Пусть i(t) - число заяюк в ИПВ, а и ^2(0 ~ 

чайные процессы, хфактеризующие состояние пфю го и второго каналов соот

ветственно. Процессы А,(/) и ^2(0 могут принимать следующие значения: 

Ау(/) = 0 - канал сюбоден, Ау(/) = 1 - занят обслуживанием заявки, k^(t) = C -



идет интервал оповещения о  конфликте. Очевидно, что процесс 

ЯЕЛяется марковским с дискрегаым множеством состояний. Обозначим 

Pi î^ {̂i,t) =  P{ i { t )  =  i ,k^{t ) =  k^, k2{t ) =  кг )  ■ Для наших обозначений вьтишем сис

тему дифффенциальных уравнений Колмогорова, определяющих распределение 

верояггаосггей

+ {Х + а;)Роо(/,0 = H i/’toO',0 + ^2^oi('.0  + — Pcoii,0  +  — ^осО'.О.
Си Clj

dt
4- (Я + ai + Hi)Pio(/',0 = Цг/'иО.О + fc ii + l)/'oo(i +1,0 + rXPgoiU) + 

1
I— /-.сО',/).

4- (X + Ш + H2)̂ oi0'.0 = i0>0 + (1 - +  ̂ Ko(i +1.0 + ---PciO’.O + 

^ { ] - r ) X P ^ { i , i ) ,

+ (X + Ш + Hi + Ц2)/"и('.0 = (1 - r)kPiQ{i,t) + ( l - r ) C l ( i  + l)Pio(/ + 1,0 +

dPocO,t)

I- rKPoi Qj )  + ro(i + l)Foi(/ +1,0,
f

dt
X + rai +  —

a 2J
^Oc(*’0  - (1 “  ~ 2 ,0  + [C ( ' ’ 0  ---+

+ (1 - r)<y(i -  l)Pot(i -1 ,0  + (1 - r)?J^oc ( i - l O , ( 1)

SPcoO^t )
dt

1
^Co(*>0 - '■^ДоО ~ 2 ,0  + ^2^Cl(*>0 + — ^ccO ’O +

«2

+ ra { i  -  l)P^oii “  1,0 + fXPcoii - b O ,

5PirQ-.0

8t

4- (1 - л)лР„(/ - 2 ,0  -b (1 - r)a ( i  -  Щ ,(/ -1 ,0  + (1 - - 1 .0 ,

dt
X + (1 - r ) o i  + Ц2 + “

«1У

'Pci(*>0 - ~ 2,/) + rW ^] (/- 1 ,0  +

+ (1 -  r)o(/ + l)Pco(i + 1.0 + m(/ -  1)Л,(/ -1.0 + (1 -  r)XPcoO,t),

S P c c M ^ '  
dt

. 1 1 
A. +  — +  —

a, a Pcci'^0 = rXPic(i - 2 ,0  + ro ( i  - l)/\c(/ - 1 ,0  +
2J

h (1 -  r)KPciii -  2 ,0  + (1 -  г )о (/ -  l)/>ci(j - 1 ,0  +  ^ c c ( i  ~  1.0 •



Для исследования данной системы воспользуемся методом асимптоточесмого 

анализа. Анализ будем проводить в тех условиях, что заявки из И П В  вновь посту

пают после достаточно большой задержки, то есть величина а -»■ О .

В  системе (1) П феобознаним  о  =  е и сделаем замену x  =  z i ,  т = е/,

~ ■ П ри  этом система(1) примет вид

е-— + ( ^  + д:)Яоо(дс,т,Е) = ц,л,о(д:.т,е) + Ло,(дг,т,£) + — Ясо(х ,т ,е) + 
от О]

+ —

С— + (X + X + ц,)я,о(д:,т,е) = HjK, ,(д:,т,б) + — л,с(д:,т,е) + 
от 02

+ rXitoo(x,t,e) + г{х + е)Яоо(;г + е,т,е),

^ Эпо, (у,т ,е) ^  ^  ^  ^  ц2)7Го,(д:,т, е) =  ц,7с,,(л:,т,£) + — 7Гс ( л:,-с,е) +
ох О/

+ (1 -  г)/.Поо(х,х,е) + (1 -  гХх + е)коо(х + е ,т,е),

+ (Я. + X + ц, + Ц2)л, j(x,-c,e) = (1 - г)Лтг,(,(х,т,б) +
от

+ гЛло,(х,т,е) + (1 -  г Х х  +  е)л,о(дг + е,т,е) + г ( х  +  e)7t(„(x + е ,х ,е ) ,

’toc(^.'c.E) = О -  -  2е, т, е) + ц,я,с(дг.т.Е) +_anocU.-c,e) .
Б т“

дт

1
Х +  ГХ +  -

+ (1 -  j-Xx -  e)JCoi(x -  s,T,s) + — 7tcc(x,x,s) + (1 -  г)Хтгос(^с -  e.'i.e ), (2)

^^a(£tli£) + fx  + ( i - r ) x  + lс
дх

7tco(x,T,E) = гХя,о(х -  2e, t, e)  +  Цг^сДдс.х.Е) +

+  r ( x  -  e)j t ,o(x -  с,т,е) +  — 7tcc(jr,x,e) + >



^ ат[,с(А:,т,е)  ̂

5т
А. + rjc + (I, + rtjc(jr,x,e) = r(x + e)7toc(jr + e,-c,e) +

+ rXiiQ(^(x,T,e) + (1 - r)X.7t,, {x - 2e,T,e) + (1 - r){x - е)я , ,{x - е,т,е) + 

+ (1-г)А,Я1с.(л-е,т,е),

_5л с,(л ,т ,£) ,
о Т

5т
А. + (1 “  г)х + Ц2 + ~ n(;i(Jc,x,e) = (1 - r)A.Ttco(^,T,e) +

+ (1 - r)(x + г)Псо(х  + е,т,е) + rA.rtj](jr - 2е,т,е) + r{x - г ) п ц ( х  - е,т,е) + 

+ rA.rtei(jr-e,T,e),

^ д п с с ( х , х , г )
О 1

ах
7tcc(Jf, ■с,е) = rXTijc ( j: -  2е, х ,б )+

1̂ ^2 J
+ г(х -  E)jtic(jc -  Е,х,е) +  (1 -  (•* "  2е,т,е) +  (1 -  г){х -  е)Я(.,{х -  е,т,е) +

+ A .rtccU-e,T ,e).

Напфвом  этапе исследования сделаем предепшый пфеход при б ->-0 в сис

теме (2). В этом случае систему (2) можно записать следующим образом:

{X +  дс)яоо(-г,х) = ц,я,о(-с,х) + |Д21Г01(̂ >̂ ) + — "c'o(^>t) + —
а, 02

{ Х + Х  + =  Цз’Г! l(^ ’ 't) + — + ^А,Яоо(л,т) + ГДГЯоо(Л̂ ,Х) ,

(А. + л +  H2) ’toi('*. "t) =  l(-*. "Г) +  — + (1 -  г)Хкоо(х,т) +  (1 -  r)x^oo(jc.T),
" l

(A. + JC +  Ц, +  t )  = (1 -  '-)ХПуо(х,х) +  гХЯо,(дС,т) +  (1 -  г)^СЯ,о(дС,т) +  гхяо,(дс,-г),

А. +  rjc + — Ч с  х) =  (I -  г)Хяо 1 {х, х) +  (1 “  г )jC7to, (JT, х) + ц, Щс {х, х) +
“ 2 у

+ —  + (1 -

•ч

X + (1 -  г)дг + —  Ttco (-Г, х) = Л я ,о  (JC, х) + ПГЯ,о (дс, х) + Ц2 ЯС1 (л, х) + —  %сс t)  +



+ гЛ7Гсо(л,Т), (3)

] ^
>, + А-ДС + Ц( + ---- (дс, т) = гЯ,Яос (дс, т) + /"ДЛТо̂ ; (х, т) +  (1 -  г)Хп 11 (JC, т) +

a j

+ (1 -  r)x%n(x,z)  +  (1 -  г)>.Я1с(дс,т),

Пс1 (х, т) =  (1 -  г)кпсо (х, т) + (1 -  г)хКсо (JC, т) +  гХпц (х, т) +

+ гхпц(х,х) + rXTi(.i(x,T),

Лсс(^г,т) = гА.71,с (дг,т) + ПС71,с(х,Т) + (1 - г)А.Лс1(дг,т) +

А, +  (1 -  r)jt +  ^2 +  ~
«I

+ (1 - + Ы с с ( х , т ) ,

гае (лг,т) = lim (дс,т,е).

Система (3) преаставпяет собой однородную систему линейных алгебраиче

ских уравнений относительно Определитель этой системыравен О,что

легю проверяется сложением всех уравнений и получением тожцества. Следова

тельно, (3) имеет нетривиальное ранение, и это решение определяется с точно

стью до мультипликативной составляющей. Будем искать ее решение в виде: 

71 = Под ставив его в (3) и сократив на тс(х,т), получаем систе

му уравнений для :

(Я.+д:)Лоо = + М-2̂ 01 — ^со ^ос»
а, 02

(Я. + JT + ц,)Л,о = + rXRoo + '■̂ 0̂0.
«2

(X  +  X + И2)Ло1 =  + —  Лс1 + (1 -  г)7Лоо +  О -  r)xRoo.
Ol

(А.+ дг + ц, + ^i2)Л^l =  ( 1 -  г)Я,Лю + rXR^i +  (1 -  г)дгЛю + rxR^^,



'k-k-rx + —
"2.

R<k : = (1 - + 0  - + Hi^ic + ~  i?cc + (1 - r)XR^c ̂  (4)

^  + (1 -  r)jf + —  

«1 /

= rX,/?jQ + rxR̂ Q + H2-^i ■•■ ~ ~ ^c  + >
«2

A, + rx + |x, + — Л,С = ̂ X/?oc + 1 + (1 - 1 + (1 - г)Ш ^с ,

X. + (1 - r)jc + Ц2 + “ — (1 — ryKR^Q + (1 — г )xRf^^ + rXRyy + rxRy j + r  ,

Полученная система уравнений не содержит явно пфеменной х, спеяователь- 

но, решение системы не будет явно зависеть от т . Таким образом, мы получили, 

что решение системы (3) можно представить как произведение двух иэмпонент, 

пфвая из которых хараетфизует состояние каналов и не зависит от т, а вторая 

опреценяетпроцесс x = ei. Д/iя решения системы(4) преобразуем ее в следующий 

вид,сучеггомзамены g = X + х:

^^^00 -  Й1-̂ 1о ---^со>
«1

rgRyo +  Ц,Лю = rgRoo,  

^ с о  " fS^xO’
«1

«1

= /-^Ло1.

/?С1 =

fg ^ -  - + ^ССз
«1

rgRic + Mi^ic = '•g^oo

— ^ c c

(1 — ^)s^00 ~ ---^oc >
02

0 - ' - ) g R o i + \ i 2 ^ o i = i ^ - r ) g R o o ,

^OC =

(5)



^ IC ’
«2

(1 - r)gRi 1 + |i2^11 = (1 - f)gJ^io.

1
-^ic  = ( i- '- )^ ^ ? ii;

- M-2̂ C1 ■' ^CC»
«2

(l-r)g/?cl +И2^С1 = ( l “ Og-^C0.

--^CC = (1 “  ̂ )g^ci ■

Очевидно, что если некоторое решение будет удошетюрять системе (5),

то это же решение будетудовлегюрять системе (4). Все системы имеют нетриви

альное решение, определенное с точностью до \^льтапликативной составляю

щей, в силу того,что их определители равны 0. Будем искать решение в виде про

изведения Разрешая эта системы и добавляя условие нормиров-

с с
ки; К  = 1и = 1, получаем

*1=0 *2=0

^(1) = '•g + Hl J^(2) ^  0 - O g  + M2

“ ( r g fa t+ 2 rg + n /  ° ((1 - r ) g f  а ,  + 2(1- r)g  + n /

^(i) ^  ^ __________ ( i- r )g __________

‘ +2rg + n i ’  ̂ {{\-r)gfaj+2{\-r)g + \x.j

^̂ (l) ^  {rg fa i  ̂ j^{i) ^  ((l-r)g)^of2

 ̂ (rg )^a ,+ 2 rg+ n ,’ ( ( l- r ) g f  0 2 + 2 (1 - r)g  + ii2

Таким образом, на пфю м  этапе асимптотического анализа получено решение 

для системы (3), которое представляет собой произведение трех мфгинальных 

распределений, два из них определяют состояния каналов, а последнее - компо

ненту X. Причем для пфвых д ^ х  были получены явные выражения, определен

ные в (6).

Для проведения второго этапа исследования необходимо вернуться к рассмот

рению системы (2). В данной системе функцию п,^^^(х± kz,x,s) разложим в рад

по приращению фгумента х с точностью до о(е):



(д:,т,е)

U  ± (Jc.t.s) + fe-- ---g^....  +

д { х п . . ( х , х , г ) }

{ x  ±  { x  ±  fe,x,e) =  ^ * , * 2  ^  ■*■ •

В итоге имеем

^ a ^ ( w 2 + (>. + ;с)Лоо(;сЛ,е) = Ц1Я,о(д:,Х,е) + +
д х

+ — Ясо(д;,т,е) + — Яоо(-«,х,е), 
а ,  « 2

E^ELoCw ) + ^  |Л1)Яю(^, Т,Е) = Ц2^11U . + —  ?'1с('^. t>E) +
8 z  « 2

+  r X n ^ ( x , i , E )  +  r x n ^ ( x , x , z )  +  t r ---------— -------- +  o ( e )  ,

+  (A .  +  л: +  Ц 2  ) я о ,  ( л : ,  x , e )  =  ц ,  л , , ( д : ,  t ,  e )  +  -  { х ,  т , е )  +

д т

^ Э { д л 1 „ ( д : , г , Е ) }  , , 

+ (1 - г)Хп^{х,т,£) + (1 - г)л:л^(д:,т,е) + е(1 - г)---- —---- + о(е) ,

^ a 7t , , ( w )  +  ^  Ц 2 ) " п ( ^ > =  ( 1  - г ) Х Я ) о ( д : , т , е )  +  

дт.

+  г Х я о , ( л , т , е )  +  ( 1  -  г ) д л г , о ( д : ,  t , E )  +  е ( 1  -  — +

9 { x 7C „ ( - * 5 t , E ) }  , .
+  r x 7t „ ,  ( д г , х , е )  +  Е Г - -------- — -------- +  о ( е )  ,

о х

X + DC + —
а - ,

7Сос(^:,х,е) = (1-г)Я.Ло1(л:,х,е)-

- 2 = , ,- , ) х 5 ! ш ^ Н 1 - г И . Л » л ,= )- = (1 - г ) 3 3 ^ ,

дх

+ ц,я,с(х ,т ,е) + — я ^ (х ,т ,е )  + (1 -  г);\.я„<-(х,г,Е) -  е (1 - 0^-



Этот процесс д:(х) имеет смысл асимптотического среднего нормированного чис

ла заявок в ИПВ.

Для демонстрации полученных результатов приведем ряд графиков правой 

части дифференциального уравнения (9) для различных параме-фов. На рис.1 и 2 

представлены графики поведения правой части дифференциального уравнения (9) 

при следующих параметрах: Х = \Л15, ц ,=10, Ц2 =Ю , а^=\, a-i=2, г = 0.5 для 

первого фафика и >. = 1.475, ц, =10, Цз =15, а, =1, а ^= 2 ,  г = 0.1 -для второго. 

По оси абсцисс отложено значение х, а по оси ординат - значение Я. (прямая ли

ния) и значение выражения в круглых скобках уравнения (9) (кривая линия).

о 2 i 6 а 10 12 14 16 10 20 22 34 26 28 30 32 34 Э6 38 40 О 2 4 е 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Рис, 1 Рис. 2

В первом случае (рис.1) у дифференциального уравнения существует две точ

ки покоя, одна из которых устойчива, а другая неустойчива. Устойчивую точку 

покоя назовем точкой стабилизации сети связи, а сеть случайного доступа в этом 

случае будем называть моностабильной. Во втором случае (рис.2) точек покоя че

тыре, и две из них устойчивы. Это точки стабилизации сети связи, в этом случае 

сеть случайного доступа будем называть бистабильной.

На рис.З и 4 представлены численные рещения уравнения (9) для указанных 

выше параметров соответственно. По оси абсцисс отложено значение т, а по оси



ординат - значение решений д:(т), начальные значения шторьк были взяты 

вблизи точек покоя, и у казаны точки покоя (прямыми линиями).

Рис.З Рис. 4
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