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МОДЕЛЬ РЕКЛАМ НОЙ КАМПАНИИ,

КОГДА ЦЕНА ПРОДАЖИ ТОВАРА ЗАВИСИТ ОТ РЕКЛАМ Ы

Е.В. АСТАФЬЕВА, А.Ф. ТЕРПУГОВ

Описание ситуации

Реклама является, как известно, «двигателем торговли». Однако работ, посвя­

щенных математическим моделям влияния рекламы и проведения рекламных 

кампаний, в настоящее время очень немного [1-3].

Рассмотрим фирму, производящую некоторый однородный товар. Пусть q 

есть количество товара, производимого в единицу времени, с -  затраты на произ­

водство единицы товара, р  -  розничная цена продажи единицы товара, D -  на­

кладные расходы фирмы, то есть затраты на непроизводственные расходы.

Пусть зависимость спрос-цена имеет вид p  + bq = a,  или, в явном виде, 

p = a - b q . Тогда доход фирмы в единицу времени составит величину

( a - b q - c ) q - D .

Находя максимум этой величины по объему производства q , легко получить, что

а - с  ,этот максимум достигается при q = ------и доход фирмы в единицу времени при
1Ь

таком объеме производства равен

При этом естественно счигается, что эта величина положительна, то есть произ­

водство рентабельно. Так как D  является постоянной величиной, то оно в даль­

нейшем выписываться не будет.



Будем считать, что на рынке установилось равновесие, так что весь товар, 

производимый фирмой, продается, но большего количества товара рынок не по­

требляет.

Модель влияния рекламы

Рассмотрим теперь ситуацию, когда фирма, с целью увеличения своих дохо­

дов, тратит часть своих средств на рекламную кампанию. Реклама оказывает пси­

хологическое воздействие на покупателя, которое приводит к изменению зависи­

мости спрос-цена. Пусть степень влияния рекламы определяется некоторой вели­

чиной R. Рассмотрим сначала случай, когда влияние рекламы приводит к смеще­

нию зависимости спрос-цена параллельно самой себе. Это факт мы будем учиты­

вать тем, что будем считать величину а зависящей от R, то есть брать зависимость 

спрос-цена в виде

p  + bq = a{R), или р  = a{R) -  b q . (2)

В дальнейшем будем считать, что a{R) монотонно возрастает с ростом R, но 

a'{R) Монотонно убывает с ростом R и существует конечный предел lim a{R).

На величину R, описывающую влияние рекламы, оказывают влияние два фак­

тора. Во-первых, она зависит от количества средств, вкладываемых в рекламную 

кампанию, и чем больше их вкладывается, тем больше влияние рекламы. Во- 

вторых, имеет место эффект «забывания» рекламы, когда с прекращением рек­

ламной кампании ее влияние постепенно уменьшается. Поэтому в дальнейшем 

исследовании в качестве уравнения для величины R{t) возьмем уравнение, пред­

ложенное в [3]:

^ ^  + кЛ(0 = к а (0 , (3)
dt

где а (/) есть количество денег, выделяемых на рекламу в единицу времени. Так 

как неизвестно, в каких единицах измерять Л , то ее размерность возьмем такую 

же, как и у а ; и из этих соображений коэффициент перед а (/) взят таким же, как



и перед R(t). Коэффициент к  определяет скорость забывания рекламы, так как с

прекращением рекламной кампании R(t) убывает как .В  качестве начально­

го условия при решении уравнения (1) примем условие Л(0) = О.

Таким образом, объем товара q(t), производимого фирмой в момент времени 

t , определяется так;

, (0  = ^ ^ .  (4)

где R{t) определяется уравнением (3). Если через П(<) обозначить доход фирмы, 

полученный ею на интервале [0,<], то мы имеем следующую систему уравнений, 

описывающую рассматриваемую ситуацию

' d n { 0 _ { a { R ) - c f
d, 4b - “ «■ (5,

^ ^ + к Д ( ( )  = ко(0 , 
at

с начальными условиями R(0) = О, П(0) = О.

Стационарная ситуация

Пусть фирма функционирует в течение очень большого промежутка времени. 

Тогда она будет выделять на рекламу некоторую постоянную сумму денег в еди­

ницу времени, то есть a(t)  = а  = const. Но тогда и R(t) = а , и желание получать 

максимальный доход в единицу времени приводит к естественному требованию

( a ( a ) - c f— ^ - а = > т а х .  (6)
4Ь а

Приравнивая нулю производную левой части этого выражения по а, получим 

уравнение для стационарного уровня расходов а„р, = R^^,, обеспечивающих мак­

симальную прибыль в единицу времени

(а(а„р ,)-сК (аор .) = 26. (7)



Заметим, что положительный корень этого уравнения существует лишь при вы­

полнении условия (д (0 )-с )а '(0 )> 2 6 , что и определяет возможность использова­

ния рекламы для увеличения доходов фирмы. В дальнейшем величину а^р, =

условно будем называть «оптимальным» уровнем рекламы.

Постановка задачи на оптимизацию и ее решение

Рассмотрим следующую оптимизационную задачу: пусть задан некоторый 

временной интервал Т и фирма хочет провести рекламную кампанию так, чтобы 

максимизировать свой доход за это время, то есть решить задачу ПСГ) => max.
а(<)

Так как одномоментное вложение большого количества денег в рекламу не­

возможно, то будем решать эту задачу при дополнительном ограничении

О <, а (0  < . Рассмотрим рекламную кампанию следующего типа:

п р и 0 < /< 7 ’„
“ (0=ос„р„ при7’,< /< 7 ’- 7 ’2, (8)

О, п щ Т -Т 2 < .1 < Т ,

то есть сначала выделяется максимальное количество денег для «раскрутки» то­

вара, затем идет стационарное выделение средств, и за некоторое время до исте­

чения рассматриваемого периода вьщеление денег на рекламу прекращается. За­

метим только, что в случае Г -> со последний этап может и отсутствовать.

Заметим еще, что оптимальность решения вида (8) можно доказать с исполь­

зованием принципа максимума Понтрягина.

Случай больших значений Т

Определение момента окончания «раскрутки»

Рассмотрим случай, когда Т велико, и определим момент времени Т\. Пусть

*̂ opt> t>T^.

Тогда легко получить, что в области 0<  / <7’, ^(/) = a „ ^ ( ( l- e “'“ ), а в области

а(0  =



R{tJ,) = a „ ^ ( l  -  + a„p,(l -  e-''-"'>).

Заметим, что производная от Л(/,7'|) по Т\ имеет вид

л;.(/,71) = к (а _ -а „ р ,)е -< '-" '> .

Введем еще функцию

= «maxll -  + aop.(l -  «-“ )■

Явное выражение для П(Т’) имеет вид

П(Т) =
46

- а „ dt +
46 '■opt dt.  (9)

Для нахождения максимального значения П(Т’) приравняем нулю производную 

от П(Т’) по Т. После некоторых преобразований получим уравнение

т

2Ь ta(«(/,7i))-с]а '(Л (/,7’.))Лг, = «шах -  а opt •

Подставляя сюда явное выражение для (/,?;) и делая замену переменных

t - T i = z ,  приведем это уравнение к виду 

т-т,
^  jta (/^ (z ,7 i))-c]a '(/^ (z ,7 i))e-“ cfe = l.

В случае, когда Т » Т ^ ,  можно приближенно записать это уравнение в ввде

ОО
Й Л о(г,Т ;))- c]a '(/^ (z,71)K “ cfe = 1. ( 10)

Определим теперь Т\ из условия R{J{) = a ^ ( l  -  е *̂ ' )= а„р,, откуда

17 i= - ln - « п

« m a x - « o p t
(И)

При этом значении Г, R{t,T{) = R^{z,T{) = a^^  и, учитывая соотношение (7), по­

лучаем, что уравнение (10) удовлетворяется. Таким образом, при больших значе­

ниях Т момент окончания «раскрутки» определяется соотношением (11).



Момент выключения рекламы

Определим теперь момент Т -Тг, когда выделение расходов на рекламу пре­

кращается.

Пусть на интервале [ Т расходы на рекламу будут по-прежнему равны 

а„р,. Тогда фирма получит доход

[a(«opt)-c]^

Т-Т-,

*opt - - а opt dt =
Ab

- a opt Ti- ( 12)

Если же расходы на рекламу прекратятся, то мы будем иметь 

R{t) = а^р, ехр(-к(< -  Г + Г^)) и доход фирмы составит величину

4b
(13)

Г-Г2 0

По крайней мере при малых Гг второе выражение меньше первого. Поэтому вели­

чина Тг находится из условия

d z- °p<
Ab

- - a opt

которое приводит к уравнению, определяющему :

К а „ р ,е - ^ ^ ) - с ] \  [fl(g„p ,)-cf 
Ab

-ct„ (14)
Ab Ab

Это уравнение имеет единственное решение.

Случай малых Т

Написанное выше решение имеет смысл лишь при выполнении условия 

Г > Г, + Гг. При выполнении противоположного неравенства оптимальное выде­

ление средств на рекламу имеет вид

« m a x . при о <<<?’„
о, приТ] <Г<7’,

а(0 = ( 15)



то есть в течение некоторого интервала времени ведется интенсивная рекламная 

кампания, которая затем прекращается вообще.

Найдем в этой ситуации оптимальное значение величины Г,. Легко показать, 

что в этом случае

ПриО<Г<Г„ 
при71<Г^Г.

т =

Заметим, что при этом

л '( 0  =
о, npnO^SrST’,,

при Г, <Г s r .

Тогда доход фирмы (он, естественно, будет зависеть от ГО можно записать в 

:евиде

п ( т ; ,п =  j

Находя производную от n(7'i,7') по Ti, после некоторых преобразований получим 

П'т; (т; ,Г) = М  J[a(a„^(l -  -  с ]а '(а^ ,(1  -  -  а,
Ту

к « тах (1 -е
■1

Прежде всего, рассмотрим значение 

чить, что в этом случае

.-.сг, )g-.c(,-2;)) _ с]а'(а^^(1 -  е-'^' -  а

этой производной при Г, = О. Легко полу-

ЭП(Г„Г)
^ ( а ( 0 ) - с ) а '( 0 ) ( 1 - е - ^ ) - 1  

\2 й  )аг, ” 4 2 6 '  ' У

и поэтому стоит начинать рекламную кампанию только при выполнении условия

^ (а (0 ) -с )а '(0 ) (1 -е " '^ )> 1 . (18)Lb

Если это условие выполнено, то оптимальное значение Т\ находится из условия 

5n(7'i,7')/97'i = О, которое после замены переменных ? -  Г, = z  принимает вид

^  Jl«(am ax0-e " ‘ )e''“ )-cja'(am ax(l-e"’̂ )e"'“ )e"'“ f̂e = l. (19)



Случай, когда наклон кривой спрос -  цена зависит от рекламы 

Рассмотрим теперь случай, когда под влиянием рекламы изменяется не только 

коэффициент а, определяющий сдвиг кривой цена -  спрос, но и коэффициент Ь, 

определяющий наклон этой кривой.

Пусть зависимость цена -  спрос имеет вид р  = a {R )-b (R )q , тогда оптималь­

ный объем производства товара равен q = (a(R) -  с)/b(R) и система (5) принимает 

вид

сЛ 1(0_(а(Л )-с)^
dt

dR{t)
dt

4Л(Л)

+ кЛ(0 = ка(0.
(20)

Стационарное значение расходов на рекламу находится теперь из уравнения

2(а(а) -  с)а’(а Ж а )  -  (а(а) -  c fb ' ia )  = 4Л^(а), (21)

корень которого будем обозначать как . Он существует при выполнении усло­

вия

2(а(0) -  с)а'(0)Ь(0) -  (а(0) -  с)^Л'(О) > 4Л^(0).

Момент Г, вновь определяется уравнением (И ), а величина Tj» определяющая мо­

мент «выключения» расходов на рекламу, -  уравнением

(22)

Рассмотрим, наконец, случай малых значений Т. Тогда прибыль фирмы равна

d/ +ЩТ„Т) = ]
о 4 й (а „ „ (1 -е  ))

(23)

-dt.
I  4 Л ( а _ ( 1 - в - ^ ‘)в-'('-"'))

Находя производную от П(7\,7’) по Т\, получим, после упрощений,



д П д \Л __
5Г,.

, 2 ( а ( ф ) )  -  с)а'(ц>(2 ) ) Ы ф ) )  -  (a((p(z)) -  с)^6'(<р(г))т I '' ~ /» & С*2л
J А Ь \ф ))о

где ф(г) = a „ 3 j j ( l - e  )е” “ . Оптимальное значение Г[ находится из уравнения

2(а(ф (г)) -  с)а'(ф(г))г>((р(г)) -  (а(ф (г)) -  с ) ^ Ь ' { ф ) )  ^  j 

i  ^ Ь \ф ))

корень которого существует при выполиеш1и условия

2 (а (0 )-ф '(0 Ж 0 )-(а (0 )-с )^ У (0 )   ̂ (26)
46^(0)

Общий случай

Опишем теперь ход решения задачи в общем случае. Пусть зависимость спрос

-  цена имеет вид F(p,q) = 0, или, в явном виде, p - f { q ) .  Будем считать, что 

влияние рекламы проявляется в изменении масштаба по осям р  и q , i o  есть при 

наличии рекламы зависимость спрос -  цена принимает вид F{a{R)p,b{R)q) = 0, 

или, в явном виде,

(27)

При этом считается, что а(0) = Ь{0) = 1.

Определение оптимального объема производства сводится тогда к задаче

1
: f ib { R )q ) - c q=>max,

ч

что приводит к уравнению

qb(R)f'(b(R)q) + f(b{R)q) -ca (R )  = 0. (28)

Допустим, что нам удалось решить это уравнение и найти явный вид q = q{R). 

Тогда система уравнений, определяющая прибыль фирмы, принимает вид



rfn(0
dt

dR{t)
a{R)

f{b{R )q{R )-c

dt
-  + k/?(0 = ка(/).

Стационарный уровень рекламы находится из уравнения 

1
_а(а)

f { b ( a ) q ( a ) - c q(a) -  а  => max,
R

что после ряда преобразований приводит к уравнению

9(а)[г>'(а)а(а)9(а)/'(6(а) (̂а)) -а'(а)/(Ь(а)9(а))]= а^а) • (30)

Корень этого уравнения обозначим как а„р,.

Тогда момент окончания «раскрутки» Т\ вновь определяется уравнением (11). 

Что касается момента прекращения рекламы, то для его определения введем 

функцию

1Ф(Л) =
la{R)

f(b{R )q{R )-c q{R). (31)

Тогда величина Гг- определяющая момент окончания рекламной кампании, нахо­

дится из уравнения

Ф(а„р,е-’̂ 0  = Ф (а„р ,)-аор ,. (32)

Рассмотрим в заключение случай малых Т. Тогда выражение для прибыли 

фирмы примет вид
т т

П (Г „Г )=  } ( ф ( а „ ^ ( 1 - е - " ) ) - а _ ) / '  + 1ф(аш ах(1-^ '’̂ 'У “"^'“' ’' ^ к  (33)

Отсюда

Так как

= 1ф '(сс̂ ( 1  -  (34)



дЩТ^Т)
дТ,

= а „ „ Ф '(0 ) (1 -е - '^ ) -а „  
г,=о

то оптимальное значение Ti существует при условии Ф'(0Х1 -  е~ ) > 1. Само это 

оптимальное значение находится из уравнения

к"]ф'(ашах(1 -  е'""' dz = l .  (35)
о

Разумеется, что для получения конкретных результатов и рекомендаций надо 

знать явный вид всех входящих сюда функций, что можно сделать только по ре­

зультатам эконометрических измерений.
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