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1. Введение

При решении многочисленных задач управления крупным городом или
регионом важнейшее значение имеют сведения о его населении, которые необ-
ходимы при формировании прогнозов социально-экономического развития,
градостроительного проектирования, формировании отраслевых схем размеще-
ния объектов и решении многочисленных текущих вопросов социального обес-
печения, образования, здравоохранения [1-8]. При этом для эффективного
управления необходима подобная информация в пространственном аспекте,
нужны сведения о расселении населения по территории, например по планиро-
вочным элементам города (кварталам, микрорайонам, слободам, поселкам).
Вычисление прогнозной оценки такого расселения распадается на два этапа. На
первом этапе рассчитывается демографический прогноз населения, на втором –
производится расчет его распределения по территории.

Большинство известных моделей воспроизводства населения использует
описание лишь чисто демографических событий и ситуаций, не учитывая явно
влияние социально-экономического окружения. Таковы модели передвижки
возрастов и модели потенциальной демографии [9], модели, анализирующие
брачное состояние [10,11], экстраполяционные модели миграции [12]. Для сис-
тем перспективного планирования необходимо явное описание влияния соци-
ально-демографических факторов на демографические процессы, в особенно-
сти на межрайонную миграцию. Оценка влияния факторов на демографические
показатели проводилась в [14]. Факторные модели миграции изучены в [15] и
более полно – в [12], но почти все они статические, не учитывающие изменение
во времени. Новые приложения предъявляют ряд специфических требований к
моделям демографических процессов и, прежде всего, ориентацию на сущест-
вующую статистическую отчетность. Между тем многие из существующих мо-
делей информационно не обеспечены, например [11,16].

В настоящей работе описаны прикладные модели демографических про-
цессов, учитывающие отмеченные выше особенности приложений. Основное
внимание уделяется конструктивному решению вопросов идентификации мо-
делей по доступным статистическим данным, оценке их точности и реализации.
Данные модели впервые введены авторами в процессе создания территориаль-
ной подсистемы моделирования демографических процессов региона [14,17-
19].



246 А.И. Рюмкин, Е.С. Тябаев

2. Основная модель движения населения

При описании демографических процессов обычно выделяют естествен-
ное движение населения (рождаемость, дожитие, брачность, смертность) и ми-
грацию [9]. Каждый из этих видов движения характеризуется набором показа-
телей. В соответствии с конечной целью моделирования демографических про-
цессов в качестве выходных показателей модели естественного движения насе-
ления (ЕДН) выбраны половозрастные структуры [17]. Годичные половозраст-
ные структуры (ПВС) дают достаточно подробную количественную характери-
стику населения города, и в то же время – это максимально доступная инфор-
мация соответствующей статистики населения Госкомстата, включая данные
переписей.

Прикладные модели демографических процессов должны давать текущие
и прогнозные количественные оценки населения, учитывать влияние социаль-
но-экономической среды на динамику основных демографических параметров.
Из моделей такого класса наиболее полно информационно обеспечена модель
движения населения О.В. Староверова [10], включающая динамику возрастных
структур, рождаемость и брачность. Поскольку полные данные о брачной и
внебрачной рождаемости отсутствуют в статистике населения местных органов
Госкомстата, а статистические оценки брачной рождаемости для небольших
популяций непредставительны, мы исключаем описание брачности из моделей.

Кроме того, по сравнению с [10] вводится детализация описания внешней
миграции на уровне ПВС и функциональное представление параметров модели,
зависимых от социально-экономических факторов.

Построенная с учетом этих замечаний модель демографических процес-
сов представляет собой систему разностных уравнений, отражающих взаимо-
действие основных демографических процессов рождаемости, смертности и
миграции.

2.1. Моделирование естественного движения населения

При формулировке модели ЕДН предполагается выполнение обычных
для подобных моделей предположений взаимной независимости демографиче-
ского поведения отдельных индивидов, ординарности и т.п. [10].

Воспроизводство населения. Пусть V t y( , ) – функция численности жен-
щин возраста y в момент времени t, а f t y( , ) – аналогичная функция рождае-

мости этих женщин, γ t – доля рожденных мальчиков. Тогда численность рож-
денных за год t мальчиков U t( , )0 и девочек V t( , )0 определится следующим
образом:
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Смертность и миграция. Численность населения уменьшается за счет
умерших и выбывших и увеличивается за счет прибывших. Введем демографи-
ческие показатели:

),( xtµ – показатель смертности мужчин возраста x в течение года t;

),( xtς – функция распределения по возрасту мужчин, прибывших в году t;

),( xtξ – функция распределения по возрасту мужчин, выбывших в году t;

),( ytµ , ),( ytς , ),( ytξ – соответствующие функции смертности, прибытия
и выбытия для женщин.

Пусть )(tI m , )(tQm , )(tI f , )(tQ f – общая численность прибывших и вы-

бывших в регион за год t мужчин и женщин соответственно. С учетом гипотезы
ординарности уравнения динамики возрастных структур запишутся для муж-
чин:

),()()),(1))(,()(),(()1,1( xttIxtxttQxtUxtU mm ςµξ +−−=++ (3)

и для женщин:
),()()),(1))(,()(),(()1,1( yttIytyttQytVyt ff ςµξ +−−=++ . (4)

В качестве начальных условий уравнений (3)-(4) обычно выбираются
данные переписей населения.

Функциональное представление параметров модели. Демографические
параметры модели движения населения (9)-(11) ),( ytf , ,.)(tµ , ,.)(tς , ,.)(tξ
представляют собой векторы большой размерности, компоненты которых силь-
но зависимы между собой. Целесообразно сократить размерность описания, ис-
пользуя какие-либо функциональные приближения этих параметров. Подобная
аппроксимация упрощает также решение задачи восстановления зависимости
параметров от социально-экономических факторов и прогноза этих параметров.

Функциональное представление рождаемости женщин. Функцию рож-
даемости ),( ytf (время t в дальнейшем будет опускаться) можно представить
состоящей из трех компонент:
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yy функцию рождаемости можно аппроксимировать
кривыми Пирсона [20], гамма-функцией или кривой Хадвигера [21]. При этом
статистические данные рассматриваются как эмпирические функции распреде-
ления. Коэффициенты указанных приближений находятся по первым четырем
моментам этих распределений – математическому ожиданию m, среднеквадра-
тическому отклонению σ и моментам третьего и четвертого порядка 43, rr .
Предпринятое нами исследование показало, что для аппроксимации подходят
кривые Пирсона I рода:
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Пусть NiyF i ,1),( = – дискретные отсчеты параметра )(yf . Тогда необ-
ходимые для расчета моменты 43,,, rrm σ определяются из соотношений:
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На рис. 1 приведена для иллюстрации типичная функция рождаемости
женщин.

Функциональное представление смертности. Нужно выделить три компо-
ненты в этом параметре модели: смертность в возрасте 0-5 лет, смертность в
возрасте 6-20 лет, смертность людей старше 20 лет. Первая компонента харак-
теризуется уменьшением смертности, на второй компоненте смертность мало
меняется, третья компонента характеризуется увеличением смертности. На
рис. 2 приведена исходная и сглаженная функция смертности.

Для функционального представления параметра )(xµ удобнее перейти от
вероятностей к числам умирающих:

∏
−

=
−=

1

0

)())(1()(
x

i

xixd µµ .

Обратный переход от чисел )(xd к значениям параметра )(xµ осуществ-
ляется таким образом:

Рис. 1. Одна из реальных функций рождаемости.
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Представление первой компоненты. По нашим оценкам [17] на интервале
0-5 лет лучшие результаты дает следующая модель:

),1ln(211 ++= xaas где ∑
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=
x

i

idxs
0

1 )()( ,

а коэффициенты 21, aa разыскиваются методом наименьших квадратов. Пере-

ход от коэффициентов 21, aa к числам )(xd
)

осуществляется по следующим
формулам:

1)0( ad =
)

,

( ) .5,1,)ln()1ln()( 2 =−+= xxxaxd
)

(8)

Представление второй компоненты. Ее предлагается описать квадратич-
ной зависимостью:

2
543 )5()5()( −+−+= xaxaaxd

)

, (9)

Рис. 2. Реальная и сглаженная функция смертности (сглаживание
данных осуществлялось методом скользящего взвешенного среднего).
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в которой коэффициенты 543 ,, aaa определяются методом наименьших квадра-
тов. Условия сшивания локальных компонент накладывают такие ограничения
на значения коэффициентов:

а) сшивание первой и второй компонент:
),6ln(213 aaa +=

б) сшивание второй и третьей компонент:

),20(22515 3543 daaa
)

=++ (10)

где )20(3d
)

– значение )20(3d , вычисленное с использованием функционально-
го представления третьей компоненты.

Чтобы отыскать коэффициенты 543 ,, aaa в формуле (9), нужно сначала
идентифицировать функциональные представления первой и третьей локаль-
ных компонент, найти значение первой компоненты в точке 5=x , а третьей – в
точке 20=x , затем отыскать 3a по формуле (10).

Коэффициенты 54 , aa определяются при минимизации квадратичного
функционала вида

( ) )22515()5()5()(
16
1 20

5
543

22
543∑

=
+++−−−−−=

i

aaaiaiaaidJ λ ,

где λ – множитель Лагранжа. Второе слагаемое функционала появляется в свя-
зи с учетом ограничения (10).

Представление третьей компоненты. Здесь стоит воспользоваться мето-
дом, описанным в [22]. В этой работе процесс старения населения предполага-
ется зависящим от случайной величины η . Распределение этой величины нор-
мально для каждой когорты населения. Математическое ожидание величины η
уменьшается с возрастом по закону xaem 6−=η , а среднеквадратическое откло-

нение постоянно: 7a=ησ . Смерть члена когорты наступает тогда, когда его

значение η достигает определенного минимума 8a , превышение которого ве-
личиной η необходимо для выживания. Накопленное относительное число
смертей до возраста x выразится так:
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Отсюда распределение времени дожития будет равно
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∫
∞−

8

),(
a

dxz
dx

d ηη . (13)

Применяя разложение в ряд Тейлора в точке 8a=η к выражению (12),
подставляя это выражение в (13), можно получить представление для третьей
компоненты в виде ),()( 786 axzaaxd =

)

.

2.2. Моделирование миграции

При моделировании миграции населения региона целесообразно выде-
лить два уровня его описания:

1. Потоковое (валовое) описание межрайонных миграционных взаимо-
действий.

2. Детализированное описание структуры суммарного потока внешней
миграции.

При этом в процессе моделирования на первом уровне учитывается
структура причинно-следственных связей и их специфика, определяющая на-
правление и интенсивность миграционного обмена данного региона с другими
регионами системы. Мера описания – численность прибывающих, выбываю-
щих, сальдо.

На втором уровне описания осуществляется агрегирование попарных ми-
грационных потоков регионов окружения в общий поток внешней миграции.
Характеристикой этого агрегированного потока являются ПВС мигрантов. Вы-
бор такого показателя определяется необходимостью стыковки моделей ЕДН и
миграции по данным. Различие показателей по уровням описания определяется
действующей статистикой: половозрастная структура мигрантов рассчитывает-
ся только для региона в целом (по прибытию и выбытию), а данные о межрай-
онных потоках представлены лишь численностью мигрантов. Соответственно
различаются описания миграции на каждом уровне.

2.2.1. Описание межрайонной миграции

Перед решением этой задачи предварительно должна быть проведена
структуризация внешнего миграционного потока на составляющие. Для каждой
пары взаимодействующих регионов определяются специфические для них при-
чины миграции и совокупность характеризующих их факторов. Соответствую-
щие вопросы подробно рассматриваются при описании результатов идентифи-
кации моделей миграции.

Ориентируясь на имеющуюся статистику межрайонной миграции, мы
фактически принимаем предположения о следующих свойствах миграционных
процессов [18].
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1. Регионы территориально однородны в отношении условий жизни насе
ления.

2. Различия в миграционном поведении отдельных социальных групп ре-
гиона по отношению к выбранному множеству факторов пренебрежи-
мо малы.

3. Поведение каждого мигранта независимо от поведения других жителей
региона.

Кроме того, сделаем ряд предположений, необходимых для упрощения
моделей и процедур идентификации.

4. Показатели каждой пары межрайонных миграционных связей зависят
лишь от значений факторов взаимодействующих регионов и не зависят
от влияния других факторов.

5. Показатели межрайонной миграции не изменяются при изменении зна-
чений факторов в регионах обмена на одну и ту же величину.

Наиболее полно отмеченным требованиям удовлетворяет описание ми-
грации с помощью разностного уравнения

∑ ∑∑
= = =

−+−=+
n

l

m

i

dl

j
iijl

i

jtxbltyaty
0 1 0

)()()( τ . (13)

Здесь )( lty − – значение показателя миграции в момент lt − , )( jtx i − –
значение i-го фактора в момент jt − , τ – интервал прогнозирования, m – коли-
чество факторов, idl – количество учитываемых точек предыстории по i-му
фактору, ijl ba , – коэффициенты модели. Уравнение (13) обобщает описание

значительного числа моделей миграции. Например, при 0=m получаем экст-
раполяционные модели, при 0,0 == idln – статические факторные модели.

2.2.2. Функциональное представление ПВС
агрегированного миграционного потока

Параметры миграции )(xς , )(xξ , )(yς и )(yξ удобно рассматривать на
трех интервалах: 0-15, 15-35, 35-100 и старше. Первая и третья компонента ха-
рактеризуются малым уровнем миграционной активности, а вторая – большим
(рис. 3). Для аппроксимации миграционных параметров используем полиномы
Чебышева, ортогональные на системе равноотстоящих точек [20]:

∈=∑
=

xxPax
l

l

m

i
iNli ,)()(

0

ς l-му интервалу, 3,1=l , (14)

где lm – максимальный порядок полинома на l-м интервале (оценивается эмпи-
рически), lia – неизвестные коэффициенты разложения, lN – число равноот-
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стоящих точек на l-м интервале. Полином )(xP iN l
можно оценить по рекур-

рентным формулам:
2/)1()(,1)( 10 +−== lNN NxxPxP

ll
,

.
)12)(12(4

)()(
)()()( 1

222

11 +−
−

−= −
+ ii
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iNNiN
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lll
(15)

Для определения коэффициентов lli mila ,0,3,1, == предлагается следую-
щий квазиоптимальный алгоритм. Сначала на первом и третьем интервалах оп-
ределяются коэффициенты kia :
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xx – k-й интервал, 3,1=k , затем определяются коэффициенты ia2 ,
причем начало и конец второй компоненты должны совпадать с концом первой
и началом второй компоненты. Оптимальные ia2 определяют при минимизации
квадратичного функционала
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Рис. 3. Реальная и сглаженная функция миграции.
Сглаживание проводилось методом скользящего среднего.
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Здесь (.)M – оператор усреднения, 21, λλ – множители Лагранжа. Диффе-

ренцируя функционал (18) по 22 ,0, mia i = и приравнивая производные нулю,
получим 12 +m уравнение. Добавив к ним уравнения – условия стыковки ком-
понент, получим систему 32 +m линейных уравнений с 32 +m неизвестными:
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где 1C – значение представления первой компоненты в точке
н

x2 , 2C – значе-
ние представления третьей компоненты в точке

в
x2 .

Введем обозначения:
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Последние два соотношения учитывают особенности значений полино-
мов Чебышева на концах интервала ортогональности. Решение системы (17) с
учетом обозначений (18) имеет вид:
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Для A i2 и A i2 1+ имеем:
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Выше [ ]E – целая часть E . После определения коэффициентов lA ,

lml ,1= по формуле (14) можно восстановить параметр )(xς . Для представле-
ния параметра ξ служат те же формулы (14).

2.2.3. Прогноз коэффициентов представления
аппроксимирующего приближения параметров модели

Прогноз всего набора коэффициентов{ }ia , относящихся к конкретному
представлению параметров модели (1)-(4), позволит определить оценки этих
параметров в прогнозируемый момент времени.

Ранее отмечалось, что эти коэффициенты предполагаются зависящими от
времени и некоторого набора влияющих факторов nxx ,...,1 . Ситуация осложня-
ется тем, что в настоящее время нет какой-либо устоявшейся точки зрения о
характере влияния социально-экономических факторов на демографические па-
раметры ξςµ ,,,f , а следовательно, и вид функциональных зависимостей неоп-
ределен. При этом можно попытаться подобрать наиболее точную структуру в
классе выбранных функций, например (13), или использовать непараметриче-
ские методы восстановления зависимостей, работоспособные при минимальной
априорной информации о процессе [23]. Пусть имеется марковский процесс

))(),(),...,(),(()( 1 tgtxtxtyty nφτ =+ ,

где t – текущее время, t = 1 2, ,..., ix -я переменная, влияющая на y, )(tg – по-
меха с нулевым средним и независимыми значениями. При квадратичной
функции потерь оптимальная оценка прогноза )( τ+ty

)

равна условному мате-
матическому ожиданию при известных )(ty и )(tx i :

( ) Ω++=+ ∫
Ω

dtxtxtytyPtyty nt )(),...,(,)()()()( 1τττ , (21)
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где Ω – область определения )( τ+ty , (.)tP – условная плотность распределе-
ния при известных )(ty и )(tx i . Непараметрическая оценка Розенблата–
Парзена условной плотности распределения )|( xyPt имеет вид
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где Φ – колоколообразная функция (ядро). Подставляя (22) в (21), можно по-
лучить непараметрическую модель зависимости
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Ядро Φ(.) должно удовлетворять следующим требованиям:

∞<Φ<> )/(0,0 cyc , при 0≠c ,

.1)/(,0)(0)()/( =ΩΦ>∀≥ΩΦ ∫∫
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В.А. Епанечниковым [24] предложена оптимальная в некотором смысле
колоколообразная функция, имеющая вид
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Коэффициент размытости c определяется в эксперименте.

3. Идентификация моделей

3.1. Предварительная обработка данных

Необходимость этого этапа обусловлена прежде всего стандартизацией
формата данных, с которыми работает модель (перегруппировка данных), с
устранением случайных и систематических ошибок в данных (сглаживание,
коррекция) и с восстановлением тех данных, которые отсутствуют в органах
госстатистики (восстановление возрастных структур).
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3.1.1. Перегруппировка данных

Часть данных по демографическому движению представлена в статисти-
ческих формах в агрегированном (сгруппированном) виде. Для модели стан-
дартным представлением данных являются одногодичные группировки. Воз-
никшая задача по перегруппировке данных решена с помощью аппроксими-
рующего сплайна первого порядка. Для i-го ( ,,1 Ni = N – число группировок
длиной i∆ ) участка сплайн вида

iii
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, (23)

удовлетворяющего интегральному условию ∫
∆

=
i

ii Fdxxf
0

)( (здесь iF – числен-

ность группировки), необходимо сопряжение его концов с 1−i и 1+i участка-
ми сплайна.

Коэффициенты ia для сплайна (23) задаются выражением
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Рис. 4. Разагрегирование данных о миграции населения
(приведены данные возрастных групп, которые разагрегируются).
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Коэффициент 1a , чтобы сплайн не разбалтывался, лучше оценивать, ру-
ководствуясь экстремальным критерием. Например, критерием минимума сумм
квадратов отрезков сплайна
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В этом случае 1a вычисляется по формуле
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Для вычисления одногодичной группировки на i-ом интервале использу-
ется выражение

)5,02/(/)( +∆−+∆= iiiii xaFxf .

Данный алгоритм используется для перегруппировки данных по возрас-
тной миграции населения (рис. 4). На этом рисунке интервал с 18 по 25 лет
представлен одногодичными возрастными группами.

3.1.2. Восстановление межпереписных возрастных структур

Данные о демографическом движении, хранящиеся в органах госстати-
стики, собраны в результате переписей и ежегодного статистического учета.
Данные переписей – это возрастные структуры населения на начало 1959, 1970,
1979, 1989 года. Текущий ежегодный статистический учет по миграции, смерт-
ности и рождаемости населения в Томской области с 1945 года. Для изучения

Рис. 5. Корректировка возрастных численностей
мигрантов в период между переписями.

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Возраст (лет)

Ч
и
с
л
о
м
и
гр
а
н
то

в
(ч
е
л

.)

Реальные прибывшие Скорректированные прибывшие

Реальные выбывшие Скорректированные выбывшие



260 А.И. Рюмкин, Е.С. Тябаев

эволюции демографических параметров модели, коррекции ошибок в статисти-
ческих данных необходимо иметь возрастные структуры населения за каждый
год этого учета. Эти структуры можно восстановить методом передвижки воз-
растов [9]. Можно получить три варианта восстановленных возрастных струк-
тур населения. При отсутствии ошибок в данных все варианты совпали бы ме-
жду собой. Но практические расчеты показали существенные различия между
вариантами, вызванные ошибками в данных. Для согласования вариантов раз-
работана такая процедура: возрастные структуры 1945-1959 годов восстанавли-
ваются от переписи 1959 года путем передвижки возрастов назад по шкале
времени; возрастные структуры 1960-1970, 1971-1979, 1980-1989, 1990-1998 го-
дов восстанавливались передвижкой возрастов вперед. Затем восстановленные
возрастные структуры 1970, 1979, 1989 года сравнивались с соответствующими
переписными структурами. Полученные в результате этого возрастные струк-
туры невязок сводились к нулю путем пропорциональной коррекции элементов
возрастных структур мигрантов. На рис. 5 и 6 показана эволюция четырех меж-
переписных возрастных структур, абсолютные значения невязок, значения кор-
ректирующих добавок для данных по миграции. Наблюдается существенная
величина невязки. Значения корректирующих добавок в пределах 10-15% от
общей численности возрастных групп мигрантов говорят о наличии существен-
ного систематического смещения в этих данных.

3.1.3. Сглаживание данных

Традиционно используемые в демографии алгоритмы сглаживания типа
скользящего среднего, скользящего взвешенного среднего предназначены для
уменьшения случайных ошибок в данных по координате «возраст». Такое
сглаживание параметров модели аппроксимирующими функциональными кри-
выми, аналитические выражения которых приведены в (8)-(12), (14), (21), пока-
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Рис. 6. Динамика некоторых возрастных групп населения.
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зано на рис. 4-6. Хотя качество сглаживания подобными алгоритмами доста-
точно хорошее, они не учитывают вариации параметров модели и случайных
ошибок по координате «время». Поэтому более целесообразным следует счи-
тать применение двумерных алгоритмов сглаживания. Предлагается следую-
щий девятиточечный алгоритм двумерного сглаживания:
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где }{}{}{ ′∗= jiij cba – матрица весов, { }bi , { }cj – векторы-строки сглаживаю-

щих коэффициентов. По умолчанию принято }5,0;1;5,0{}{}( == ji cb .

При сглаживании краев таблицы двумерных данных в формуле (24) мо-
дифицируются границы изменения индексов, например, для верхнего края

0,1−=j , для нижнего 1,0=j .

Примеры сглаживания приведены на рис. 7-9.

3.2. Оценка параметров модели

Имея данные текущей демографической статистики и восстановленные
возрастные структуры, динамические ряды параметров модели вычисляют та-
ким образом:

Рис. 7. Реальная функция рождаемости и аппроксимирующая ее функция.
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Здесь ),,( yty ),( xty – возрастные структуры умерших; ),,( yt ),( xtU –
возрастные структуры живущих; R t y( , ) – возрастные структуры женщин, ро-
дивших детей.
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Рис. 9. Реальная и сглаженная функция миграции.
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3.2.1. Вычисление коэффициентов функциональных
представлений демографических показателей

Коэффициенты представления рождаемости (КПР), как отмечалось в пер-
вой части, являются математическое ожидание, дисперсия, скос, эксцесс и сум-
ма ординат функции ),( ytf при фиксированном t. Динамические ряды КПР
приведены на рис. 10. Видна существенная эволюция этих коэффициентов во
времени.

За недостатком места коэффициенты функциональных представлений
(КФП) смертности и миграции не приводятся.

3.2.2. Выбор влияющих на КФП факторов

В качестве доступных факторов, влияющих на КФП, были взяты сле-
дующие:

1. Численность населения региона (тыс. чел.).

2. Численность городского населения (тыс. чел.).

3. Плотность населения (чел./км2).

4. Общий объем капитальных вложений (млн. руб.).

5. Количество вводимого жилья (тыс. м2).

6. Объем товарооборота (млн. руб.).

7. Количество мест в детских садах и яслях.

8. Обеспеченность врачами (чел./1000 жителей).

9. Количество студентов вузов (чел.).

10. Количество учащихся техникумов (чел.).

11. Сальдо миграции (чел.).

Факторы были собраны для Томской области, начиная с 1963 года. Зна-
чения факторов 2, 4-8, 10, 11 пересчитаны на душу населения.

Выбор влияющих факторов на какой-либо КФП осуществляется путем
направленного перебора всевозможных линейных регрессий. Фактор включает-
ся процедурой в модель, если вероятность подсчитанного для него значения F-
статистики, отражающей повышение качества модели за счет включения этого
фактора, превышает 0,9.

Был проведен отбор факторов, влияющих на КФП рождаемости )( 51 RR − ,
смертности )( 81 MM − , прибывших )( 181 II − и выбывших )( 181 QQ − по пяти-
факторным регрессионным моделям, дающих значение квадрата коэффициента

множественной корреляции 81,02 >r .
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Наиболее высокие значения 2r получены для КФП миграции, затем сле-
дуют КФП рождаемости. Низкие значения 2r , полученные для КФП смертно-
сти, требуют формирования своего набора факторов для этого параметра. По
частоте встречаемости среди влияющих на КФП все факторы распределены, в
общем-то, равномерно, поэтому, на первый взгляд, нет причин для выбрасыва-
ния того или иного фактора.

3.2.3. Оценка параметров модели межрайонной миграции

Для идентификации прогнозной модели миграции (13) введем составной
вектор коэффициентов этой модели:

).,...,,...,,,...,,(),...,,( 1110211 mdmdn
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4. Прогноз

Процедура прогноза состоит из нескольких этапов. Вначале осуществля-
ется прогноз КФП параметров модели естественного движения населения. Ис-
ходя из прогнозных значений КФП строится прогноз параметров модели. Затем
осуществляется прогноз межрегиональной миграции. В результате формирует-
ся поток прибывающего и выбывающего из региона населения. По полученным
данным осуществляется прогноз половозрастных структур городского и сель-
ского населения региона.

4.1. Прогноз КФП параметров модели

Прогноз КФП параметров модели можно проводить разными способами:
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1. Экспертным методом, когда дальнейшее поведение во времени како-
го-либо параметра назначается экспертом (экспертами) на основании
его (их) личного опыта.

2. Трендовым методом, когда по предыстории поведения КФП опреде-
ляется тенденция его поведения, и эта тенденция распространяется на
перспективу.

3. Статистическими методами, когда последовательность значений во
времени КФП рассматривается как случайный процесс, строятся ста-
тистические оценки характеристик этого процесса, по которым и оце-
ниваются наиболее вероятные значения выбранного КФП в будущем
времени.

Анализ алгоритмов прогноза КФП параметров модели произведем на
примере прогноза КФП рождаемости. Имеющиеся в нашем распоряжении вы-
борки были разбиты на две части: обучающую (до 1975 года) и проверочную
(после 1970 года). По обучающей выборке строились линейные факторные экс-
траполяторы:

∑
=

+=+
5

1

)1()1(
i

ijij tFatR ,

где jR – один из КФП рождаемости, }{ iF – множество факторов, вошедших в

лучшую модель для j-го фактора, jia – коэффициенты фильтра. Затем на прове-

рочной выборке оценивалось качество работы экстраполятора. Выяснилось, что
при чисто факторном прогнозе работоспособным является экстраполятор для
КФП 1R

4591 00100,0002346,008516,09779,27 FFFR ×+×−×−= .

Результаты его работы приведены на рис. 10. Этот фильтр дает хороший
прогноз на проверочной выборке

( )( ) 005,05,25/13,0)()(absmax)(max )(111 ≅=−= tRtRtRt
)

δ .

Для КФП 52 - RR были построены следующие авторегрессионные экстра-
поляторы:

1771,0)1(4355,0)(5411,0)1( 222 +−×+×=+ tRtRtR ,

)1(4350,0)(4281,1)1( 333 −×−×=+ tRtRtR ,

1203,0)1(171,0)(7626,0)1( 444 +−×+×=+ tRtRtR ,

0430,0)1(2453,0)(7126,0)1( 555 +−×+×=+ tRtRtR .
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Результаты работы этих экстраполяторов приведены на рис. 11. Видно,
что они достаточно хорошо отслеживают эволюцию КФП. Самые большие
ошибки получились при прогнозе КФП 3R :

28,06,0/125,0/)(maxmax 3333
≅=−= RRRR

)

δ .

На рис. 12 показано сравнение реальных и прогнозных кривых ),( ytf и

),( ytf
)

. Видно, что ошибка при 1979=t незначительна, а для 1974=t (один из

Рис. 10. Динамика КФП функции рождаемости 1R .Реальные данные и прогноз.
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плохих прогнозов, судя по рис. 12) относительная ошибка для возрастов 18-45
не превышает 0,1.

Прогноз других демографических показателей производится аналогично.

4.2. Прогноз численности населения региона

С целью оценки качества работы модели были осуществлены ретроспек-
тивные прогнозы населения Томской области. Основой их являлись данные те-
кущей статистики населения и восстановленные возрастные структуры населе-
ния городской местности. В качестве базовых были взяты оценки демографиче-
ских показателей за годы 1996-1951=bt . От базовых лет осуществлялся про-
гноз на 15...2,1=τ лет. Прогнозные ВС сравнивались с восстановленными и
вычислялись ошибки прогноза для каждой группы населения возраста x:

),,( τε xtb . Затем вычислялись статистические оценки ошибок: )),(( τε xm – сре-
днее, )),(( τε xD – дисперсия, )),(max( τε x – максимальное значение. Эти ха-
рактеристики использовались при анализе качества прогноза.

Подробно было исследовано поведение )),(( τε xm и )),(( τε xD для моде-
ли, в которой предполагалась неизменность во времени параметров f, µ , ξ , ς ,
I, Q. Эта модель дала хорошие результаты при краткосрочном (1-5 лет) прогно-
зе всех возрастных групп (ошибка находится в пределах 5%) и среднесрочном
прогнозе возрастных групп в диапазоне 30-70 лет. Самые большие ошибки на-
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функции рождаемости за 1974 и 1979 гг.
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блюдались для возрастных групп 0-10, 16-20, 90 лет и старше. Для младших
возрастных групп большие ошибки наблюдаются, по-видимому, из-за неизмен-
ности во времени функции f. Возрастные группы 16-20 лет обладают наиболь-
шей миграционной активностью, для них необходимо отслеживать изменение
во времени функций ξ , ς . Относительно большие ошибки в численности насе-
ления старческих возрастов объясняются их малочисленностью.

Таким образом, можно считать, что эта простая модель может быть ис-
пользована для краткосрочных прогнозов длительностью не более одной пяти-
летки.

5. Оценивание расселения

При решении задачи распределения резидентного населения [25] по тер-
ритории города будем считать, что нам известно соответствующее территори-
альное размещение зданий различных типов. Такая информация легко задается,
например, при стандартном определении темы «здания» в геоинформационной
системе типа Arc/Info, ArcView, когда контуры зданий с их координатной при-
вязкой объединены в одном слое системы, а их характеристики сведены в соот-
ветствующей данному слою таблице атрибутных данных. Атрибутные описа-
ния зданий обычно включают этажность, материал стен, год постройки и дру-
гие данные. Каждому зданию соответствует один контур, а ему – строка базы
данных. Для темы «планировочные элементы» геометрическая составляющая
объектов включает их контуры, а в атрибутной хранятся их названия, даты об-
разования и другие. Обозначим iK – контур i-го объекта, а ija – значение j-й

характеристики i-го объекта. Несколько упрощена тема iTT = , где

iii AKT ,= – составная строка, iK – строка таблицы геометрических характе-

ристик, ),...,,( 21 iniii aaaA = – строка таблицы атрибутного описания. Для гео-
метрических компонентов тем определены операторы пространственного ана-
лиза [26]. Нам в дальнейшем понадобятся операторы объединения:

2121 ),( KKKKKPo U= и пересечения: 2121 ),( KKKKKPp I= .

В указанных ГИС обязательными атрибутами таблицы геометрических
характеристик полигонной темы являются периметр и площадь замкнутого
контура. Предположим, что для каждого iK темы «здания» определены его

общая площадь 2ii as = , этажность, тип здания. Будем предполагать, что плот-
ность заселения или обеспеченность (средний размер площади, приходящейся
на одного человека) различаются по типам жилых зданий. Действительно,
средняя плотность заселения объективно различна для таких групп жилых по-
мещений, как общежития, бараки, индивидуальные дома, многоэтажные дома
массовой застройки (здесь также возможна дифференциация), дома улучшен-
ной планировки, коттеджи. Подобные данные широко используются в зарубеж-
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ной статистике населения для текущего локального статистического учета [27].
Некоторые сводные цифры обеспеченности зафиксированы переписью 1989 го-
да [28].

Пусть )(lp – неизвестная для нас плотность заселения жилых помещений
группы l.

Нам потребуется определить операции для СУБД и операторы простран-
ственного анализа. Пусть kia – тип здания. Для выборки из таблицы ][ ija груп-

пы зданий типа l потребуется операция селекции:

laAaA ijil
l === )(σ .

Каждой селектированной строке соответствует контур l
iK .

Кроме того, для выделения зданий внутри контура некоторого планиро-
вочного элемента rM потребуется пространственное пересечение контуров
зданий и таких элементов:

0)(: ≠=∀ rl
i

l
i MKrKi I ,

0)( ≠= ri MKirK I ,

K r P K l Ml
p

r( ) ( ( ), )= .

Тогда численность населения )(rN микрорайона определяется:

∑
∈

=
)(

)()()(
rKi

i lslprN . (25)

В действительности, довольно часто по моделям (1)-(21) может быть рас-
считан прогноз общей численности населения города )()()( tVtUtN += .
Однако известна только общая площадь жилого фонда l-го типа, но неизвестны
плотности ),( tlp заселения интересующих нас групп зданий типа l.

Если эти плотности отсутствуют в явном виде, то пространственное рас-
пределение населения )(tN может быть косвенным образом восстановлено по
обучающей выборке. В простейшем случае предположим, что изменение со
временем плотностей заселения пренебрежимо мало )(),( lptlp = .

Примем в качестве критерия приближения величину отклонения расчет-
ной численности населения с учетом пространственного распределения от фак-
тической:

ε≤−∑ ∑
l i

i tNtlslp )(),()( ,
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где ε – принятая допустимая погрешность, S – общая площадь жилых помеще-
ний типа l, Tt ,...2,1= – перенумерованные временные отсчеты выборки.

Тогда для оценки плотностей можно использовать конечно-сходящиеся
алгоритмы решения систем неравенств (КСА) [29], которые будут иметь вид

∑

∑∑

×

×−×
+=+

l

l
k lkSlkS

lkSkNlkSlkp

lkplkp
),(),(

),()(),(],[

],[],1[ γ .

Здесь )( fabsf = , 1≤kγ , k – номер итерации, ,...2,1=k При использова-

нии (КСА) исходная выборка может быть размножена, временные отсчеты про-
извольно перемешаны и перенумерованы. В качестве начального приближения
оценок ),1( lp можно взять данные переписей [30]. В переписи 1989 года, на-
пример, присутствуют данные распределения семей по размеру жилой площади
и по домам разного типа. Соответствующие плотности заселения жилых поме-
щений могут быть рассчитаны аналогично и задействованы совместно с про-
гнозом семейной структуры, который рассчитывается на основании прогноза
половозрастных структур населения [11].

Оценки плотностей, полученные (КСА), затем используются для расчета
распределения населения по планировочным элементам.

Отметим, что в данной работе приведена схема получения оценок, а более
тонкие вопросы, касающиеся, например, определения допустимой погрешности
ε , вида стягивающей последовательности kγ , учета условных неравенств, тре-
буют отдельной публикации.

Помимо неравенств в данном случае можно воспользоваться и энтропий-
ным методом [31].
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