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ОПТИМАЛЬНАЯ НЕЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ДИСПЕРСИИ 
НЕКОРРЕЛИРОВАННОГО ГАУССОВСКОГО ПРОЦЕССА 

 
Находится алгоритм оптимальной нелинейной фильтрации марковского процесса, управляющего дисперсией некоррелиро-
ванного гауссовского шума. В качестве приближенного решения рассматривается нормальное приближение для апостери-
орной плотности вероятностей и находятся уравнения для апостериорных среднего и дисперсии управляющего процесса. 

 
Постановка задачи 

 
Шумы являются главной проблемой, с которой сталки-

ваются разработчики систем связи, работающих в КВ и 
УКВ диапазонах. Эти диапазоны очень загружены, и кроме 
естественных там действуют и техногенные помехи − стан-
ционные, помехи от транспорта, промышленных предпри-
ятий и т.д. Помеховая ситуация изменяется во времени, так 
как одни источники появляются, другие исчезают, третьи 
меняют свою мощность случайным образом. Знание мощ-
ности помехи в данный отрезок времени необходимо для 
адаптации систем передачи информации к этим помехам − 
например, путем изменения скорости передачи информа-
ции, перехода на другой канал и т.д. Поэтому умение оце-
нивать текущую мощность помехи в канале связи является 
важным с практической точки зрения. 

Рассмотрим ситуацию в дискретном времени. Матема-
тическая модель ситуации выглядит следующим образом: 
через равные промежутки времени производятся измерения 
значения , xi i = 1,

i{ } = 0

N  шума, действующего в канале связи. 

Будем предполагать, что величины  1) являются нор-
мальными случайными величинами с математическим ожи-
данием  и дисперсией  
2) они независимы при фиксированной реализации . 
Прокомментируем эти предположения. 
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Предположение о независимости значений  при фикси-
рованной реализации процесса  говорит о том, что мы име-
ем дело с широкополосным шумом. Если бы дисперсия шума 

 была константой, т.е. , то такой про-цесс в 
радиотехнике носил бы имя белого гауссовского шума. Наличие 
слагаемого  делает дисперсию этого шума переменной, 
да и сам процесс  перестает быть гауссовским, если  
− случайный процесс. 
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Что касается вида дисперсии  то 
первое слагаемое можно трактовать как дисперсию ошибок 
измерений процесса  измерительным устройством или 
как мощность естественной компоненты шума (космические 
и атмосферные шумы,...), которая почти не изменяется во 
времени. Второе слагаемое  − это мощность шумов 
естественного происхождения. Предполагается, что 

 − известная функция, в аргументе которой стоит 
некоторый процесс , в дальнейшем называемый управ-
ляющим процессом. Чтобы применить теорию оптимальной 
фильтрации, необходимо считать, что  является мар-

ковским процессом. Описание этого процесса будет уточне-
но ниже. Задачей фильтрации является нахождение апосте-
риорного распределения вероятностей для управляющего 
процесса  по измерениям шума  
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Случай диффузионного  
управляющего процесса 

 
Рассмотрим случай, когда  является диффу-

зионным марковским процессом с коэффициентом 
сноса  и коэффициентом диффузии . 
Измерения производятся через интервалы времени 
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.t∆  Введем обозначения  yy =′ ).t(tyy ∆+=  
Пусть  – условная плотность вероятностей зна-

чения процесса  в момент времени 
y )′

y t( ) t t+ ∆  при усло-
вии, что в момент t  значение процесса было равно ; 

 – условная плотность вероятностей значений изме-
ряемого процесса  при условии, что в этот же момент 
времени процесс  принял значение, равное . Через 

 обозначим апостериорную плотность вероятностей 
значений процесса  в момент времени t, которая зави-
сит от измеренных значений процесса  сделанных до 
момента 
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 включая и сам этот момент времени. С учетом 
предположений о процессе x t запишем: ( )
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Рассмотрим двумерный марковский процесс 
{ (),( ytx  Как показано в [1], на интервале между 
измерениями  удовлетворяет уравнению w y t( , )
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Пусть y y y= − ′ . Тогда, как показано в [2]: 
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С учетом (3) знаменатель (2) запишется в виде: 
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Будем считать, что выполнены естественные тре-
бования на апостериорную плотность вероятностей: 
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откуда видно, что знаменатель равен 1. Подставим 
полученные выражения в (2): 
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Перенося  влево, деля на w y t( , ) ∆ t и переходя к 
пределу при , получим ∆ t → 0
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т.е. на интервале между измерениями апостериорная 
плотность  удовлетворяет уравнению (8) с на-
чальным и граничными условиями 
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где  − предшествующий моменту  момент из-
мерения. В моменты изме ений Tk  w( ,  -
тывается по формуле Байеса: 
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Нормальное приближение 

 
Уравнения (8)–(11) в принципе решают задачу нахо-

ждения апостериорной плотности вероятностей , 
так как уравнение (8) можно решить, по крайней мере, 
численно, так же как и вычислить входящий в (11) инте-
грал. Однако реально сделать это практически невозмож-
но, так как интервал 

w y t( , )

∆t  между моментами измерений 
обычно настолько мал, что никакая ЭВМ не успеет про-

делать все эти вычисления. Поэтому необходимо искать 
приближенные выражения для , которые можно 
было бы либо вычислять, либо реализовывать техниче-
скими средствами. Это возможно сделать тогда, когда 
оценки процесса  достаточно точны, т.е. апостери-
орная дисперсия  мала. 
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Как приближенное решение задачи фильтрации рас-
смотрим нормальное приближение для апостериорной 
плотности вероятностей w y , когда t( ,
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и найдем дифференциальные уравнения для апостериор-
ных среднего и дисперсии . Для этого рассмот-
рим интервал между измерениями. По определению 
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Для вычисления последнего интеграла разложим 
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Подставим полученное разложение в интеграл  
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Окончательно получаем 
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Подставим (15), (19) и (20) в (14): 
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Перенося  влево, деля на и переходя к 
пределу при , получим дифференциальное 
уравнение для апостериорного среднего : 
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Аналогично для дисперсии 
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Вычислим интегралы, входящие в (24): 
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Разложим функцию в ряд Тейлора в ок-
рестности точки m t : 
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Подставим разложение (27) в интеграл (26): 
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Разложим в ряд Тейлора в окрестности 
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Подставим разложение (30) в интеграл (29): 
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Подставим (25), (28), (31) и (32) в (24): 
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Перенося  влево, деля на D t( ) ∆ t и переходя к 
пределу при ∆ t → 0 , получим дифференциальное 
уравнение для апостериорной дисперсии  :)(tD
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В интервалах между измерениями апостериорные 
среднее  и дисперсия  описываются систе-
мой двух дифференциальных уравнений первого по-
рядка 
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Для решения этих уравнений надо знать началь-
ные условия )0( +kTm  и  которые устана- ),0( +kTD
вливаются сразу после производства измерения. За-
метим, что значения  и  непосре-
дственно перед измерением получаются из решения 
системы уравнений (35) на предшествующем интер-
вале времени. Выведем формулы для определения 
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Разложим в ряд Тейлора функции и 
 в окрестности точки : 
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Запишем числитель в (37) с учетом (38): 
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а с учетом (39) знаменатель в (37) запишется в виде 
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Подставим выражения (40) и (41) в (37): 
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(42) дает возможность вычислить , кото-
рое будет начальным условием для уравнения (22). 
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Найдем теперь связь между  и D Tk( )+ 0 ).0( −kTD  
По определению 
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В числителе (44) разложим в ряд Тейлора функ-
цию в окрестности точки : y p x y2 ( | ) m Tk( )− 0
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С учетом (45) числитель в (44) будет иметь вид 
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Подставляя (41), (42) и (46) в (44), получим:
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что дает возможность нахождения  яв-
ляющегося начальным условием для уравнения 
(34). 

),0( +kTD Для нахождения окончательных выражений вы-
числим производные, входящие в уравнения (42) и 
(47): 
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Тогда (48) примет вид 
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Аналогично для второй производной будем иметь 
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Тогда (51) запишется в виде 

 ).,()|()|(
22

2

yxPyxp
y

yxp
=

∂
∂  (53) 

С учетом введенных обозначений уравнения (42) 
и (47) запишутся в следующем в виде: 
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Заключение 

 
На интервале между измерениями в случае гаус-

совой аппроксимации  и  определяются 

решениями уравнений (22), (34) с начальными ус-
ловиями (54) и (55). 

)(tm )(tD
Решение этих уравнений уже гораздо проще, чем 

решение исходных уравнений в частных производ-
ных. 
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