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Данное пособие посвящено задачам с параметрами. На примерах 
продемонстрированы основные методы решения типовых задач с 
параметрами. Приводятся задачи для самостоятельного решения, 
большая часть из которых предлагалась на письменных вступительных 
экзаменах по математике в Томском государственном университете в 
1997-2002 ГТ. на следующие факультеты: прикладной математики и 
кибернетики, информатики, механико-математический и 
экономический. Ко всем задачам даны ответы.

Пособие предназначено для школьников старших классов, 
абитуриентов, учителей математики.
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Задачи с параметрами

Задачи с параметрами давно вошли в практику вступительных эк
заменов по математике ведущих учебных заведений. Эго во многом 
обусловлено тем, что задачи с параметрами позволяют в полной мере 
проверить знание основных разделов школьной математики, выяснить 
уровень математического и логического мышления, первоначальные 
навыки исследовательской деятельности, а главное, перспективные воз
можности успешного овладения курсом математики данного вуза. Для 
того, чтобы справиться с ними, абитуриенту необходимо приобрести 
определенный опыт их решения, повысить уровень логической культу
ры. Решение такого рода задач является необходимым условием полу
чения отличной оценки, что особенно важно в условиях bu∞koγo кон
курса.

/. Что такое параметр?
В задачах с параметрами наряду с неизвестными или переменны

ми величинами ( x,y,z, ...) встречаются величины, называемые mψa- 
метрами (a,b,c, ...) .численные значения которых хотя и не указаны 
конкретно, но считаются известными и заданными на некотором число
вом множестве. При этом важно отметить, что каждое значение пара
метра определяет относительно неизвестного соответствующее уравне
ние (неравенство, систему). Другими словами, уравнение с параметром 
является фактически семейством уравнений, рассматриваемых при фик
сированном значении параметра.

К задачам с параметрами, изучаемым в школе, можно отнести, 
например, поиск решений линейных (αx + ⅛ = 0) и квадратных 
(ах^ +bx +с = О) уравнений в общем виде, исследование их количества 
в зависимости от параметров.

И. Каковы основные типы задач с параметрами?
На вступительных экзаменах встречаются, в основном, следую

щие типы задач с параметрами.
Тип 1. Для каждого значения параметра или для значений пара

метра, принадлежащих заранее оговоренному множеству, найти все ре
шения некоторого уравнения или неравенства.

Тип 2. Найти все значения параметра, при каждом из которых 
множество решений данного уравнения или неравенства удовлетворяет 
ЗЯда иным условиям .

Например, найти все значения параметра, при каждом из кото
рых:

1) уравнение выполняется для любого значения переменной из 
заданного промежутка;
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2) множество решений первого уравнения является подмножест
вом множества решений второго уравнения и т.д.

Тип 3. Определить количество решений данного уравнения или 
неравенства в зависимости от значений параметра.

Тип 4. Найти все значения параметра, при каждом из которых 
данное уравнение или неравенство имеет заданное число решений (в ча
стности, не имеет или имеет бесконечное множество решений).

Ш. Что означает «решить задачу с параметром»?
Естественно, это зависит от вопроса в задаче. Если, например, 

требуется решить уравнение, то это означает: для каждого из возмож
ных значений параметра записать решения уравнения. Если требуется 
найти все значения параметра, при каждом из которых множество ре
шений данного уравнения или неравенства удовлетворяет некоторым 
условиям, то в ответе к таким задачам должны быть перечислены все 
указанные значения параметра.

Решением уравнения для данного фиксированного значения па
раметра называется такое значение неизвестной, при подстановке кото
рого в уравнение последнее обращается в верное числовое равенство. 
Аналогично определяется решение неравенства с параметром.

Решить уравнение или неравенство с парамет
ром — это значит для каждого допустимого значе
ния параметра (т.е. такого значения параметра, при 
котором имеют смысл левая и правая части уравне
ния или неравенства) указать множество всех реше
ний данного уравнения ( неравенства).

1У, Каковы основные методы решения задач с параметрами?
Метод I (Аналитический), Этот метод заключается в 

применении стандартных алгоритмов решения уравненией (неравенств). 
Но при этом надо учитывать, что одного знания этих алгоритмов 
недостаточно для решения задач с параметрами, поскольку решение 
таких задач всегда тедержит перебор и исследование возможных 
ситуаций. Так, например, деление на выражение, содержащее параметр 
или извлечение квадратного корня из подобных выражений требуют 
предварительных исследований.

Метод II (Геометрический). В некоторых задачах с параметра
ми использование геометрических интерпретаций иногда оказывается 
очень эффективным. Напримф, если изобразить графики функций, вхо
дящих в левые и правые части рассматриваемых уравнений, то точки 
пересечения графиков будут сттветствовать решениям уравнения, а 
число точек пересечения — числу решений данного уравнения.
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Этот метод удобно применять, когда уравнение, неравенство, их 
система или совокупность отвечают простым геометрическим о^>азам, 
т.е. задают на ктординатной плоскости прямые ( полуплоскости ), ок
ружности (круги или их внешности), параболы, гиперболы и т.п.

Метод Ш (Решение относительно nφoMempa). При решении 
многих задач с параметрами на параметр можно взглянуть как на рав
ноправную переменную и рассматривать уравнения или неравенства не 
только относительно одной из своих неизвестных, но и относительно 
параметра. Этот метод удобно применять :

1) если выражение имеет высокую степень, как многочлен отно
сительно переменной х, и одновременно является линейным или квад
ратным выражением относительно параметра;

2) если формулировка задачи подсказывает, что переменную по 
смыслу задачи удобно считать параметром, а параметр — считать пере
менной;

3) если геометрическое место точек, определяемое заданным в 
условии уравнением или неравенством, удается изобразить на коорди
натной плоскости «переменная - параметр»

Теперь перейдем к решению задач с параметрами указанными ме
тодами.

Задача 1. Найти все значения параметра а, при каждом из которых 
уравнение | х +11 = ох не имеет решений.

Решение 1. Сначала для каждого значения параметра а решим дан
ное уравнение, после чего выберем те значения параметра, при которых 
уравнение решений не имеет.

На основании определения модуля заключаем, что исходное урав
нение равносильно совокупности двух систем:

Г x + l≥0 г г x≥-l
∣x + l = αx [(α-l)x = l

∫ x+l<0 ∫ х<-1
[-(x + l) = αx ∣(α + l)x = -l

Первая система имеет одно решение х = —-— при —-—≥ -1, т.е. 
а-1 а-1

при а е (- ∞, о] о (1, + ∞) и не имеет решений при остальных значени

ях параметра. Вторая система имеет одно решение х - —⅛—, если 
0-1

-----— < -1, т.е. 1фи а е (-1.0) и не имеет решений при остальных 
а-1
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значениях параметра.
Объединяя решения систем, имеем: данное уравнение имеет одно 

х = —. если o∈(-∞,-l]u{θ}<j(l,+∞)i два решения 
а -1

X------ — при а ∈ (-1, о). Анализируя полученный ответ,
0-1

решение

и
1

х =-------
я-1

находим те значения параметра а, при которых уравнение не имеет ре
шений.

Ответ: а е {θ,l].

Решение 2. Рассмотрим графики функций у» = | х +11 и j = αx 

(рис.1). График первой функции представляет собой неподвижный 
«уголок» с вершиной в точке (-1;0); график второй функции — семей

ство прямых, проходящих через начало кжрдинат. При возрастании па
раметра а прямая у = ах поворачивается против часовой стрелки во
круг начала кмрдинат. Тогда искомые значения параметра а состетст- 
вуют тем прямым из указанного семейства, которые не пересекают гра
фик функции jμ = IX +11.

Легко видеть, иго этим свойством обладают все прямые с угловым 
коэффициентом О < а ≤ 1.

Ошве/я:ае(0,1].

Решение 3. Так как х = О не является корнем уравнения ни при ка
ком значении параметра а , то разрешим уравнение относительно а:

∣x + ι∣
а = --------- .

X
h + ι∣ 1

График у = J«склеивается» из двух гипербол у = ι + — .
X X

6
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Прямая у = аяе πq)eceκaeτ кривую у = при О<а≤ 1;
X

πq)eceκaeτ один раз при α≤-l, а = 0и а>1; пересекает два раза при 
-1 < а < О. Так как, количество точек пересечений данных линий опре

деляет число решений исходного уравнения в зависимости от параметра 
а, то мы опять имеем тот же самый ответ: а ∈ (θ,l].

Задача 2. Найти все значения параметра а, при каждом из кото
рых множество решений неравенства (а - х ’)(<. + х-2)<0 не со

держит ни одного решения неравенства х^ < 1.
Решение 1. Переформулируем задачу в позитивной форме (т.е. 

без отрицаний);требуется найти все значения а, при каждом из которых 
для любого X е [ -1,1 ] справедливо неравенство

(α-x^)(α + x-2)≥0 (♦)

Заметим, что если xe[-l,l],τox^<2-x , поскольку 

0≤x^ ≤1, l≤2-x≤3.
Изо^азим для произвольного х ∈ [ -1,1 ] на оси параметра а 

ыиояаеспо значений а, для которых выполняется неравенство (*) 
(см.рис.З): числовая ось а, из которой удален интервал (x^,2-χ)⊂(θ,3).

Удалив из оси а указанные интервалы для всех хе[-1,1],мы 

получим множество допустимых значений а. Если х = О, то требуется 
удалить интервал (0;2); если х = -1, то будет удален интервал (1;3).
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Удалив их оба, мы удалим интервал (О, з), который включает все

х'^ 2-х
►а

Рис. 3.
удаляемые интервалы.

Ответ', (-∞,θ]u[3, + ∞).

Решение 2. Графики уравнений о = х‘ ио = 2- х разбивают 
координатную плоскость (х;о) на четыре области. «Методом областей» 
устанавливаем, что решением неравенства а + х - 2) < О будут

заштрихованные области (рис. 4).

Теперь, если при каком-то фиксированном значении αθ прямая 

а = αθ в пересечении с полученными областями содержит только лишь 

точки, абсциссы которых удовлетворяют условию | х | > 1, то oθ —одно 

из искомых значений параметра. Отсюда приходим к выводу, что в 
данной задаче

Ответ: ае (-oo,θ]kj[3,+∞).

Задача 3. Найти все значения х, удовлетворяющие неравенству 
(а + 2)х’ -(1 + 2λ)x^ -6x + α¼4α-5>0 

хотя бы при одном значении параметра а, принадлежащем промежутку 
(-2.1).

Решение. Перепишем неравенство по степеням параметра а: 
+ (х^ - + 4)а + (2x^ -х^ -(tx- 5)> О.

Переформулируем задачу; найти необходимые и достаточные ус
ловия, при выполнении которых квадратный трехчлен Да)=а^ + pa+q 
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(*)

'3(x+iXx-3)>0^

x(x + lXx-2)>O

'xe(-∞,-l)u(3,+∞) 

x∈(-l,θ)<j(2,+∞)

«

положителен хотя бы в одной точке отрезка [-2,1]. Ясно, что для этого 

достаточно выполнения совокупности условий;
7(-2)>0
I Z(O>o

Если же ™ - θ ≡ [“ 2,l] , поэтому ус

ловия (*) являются и необходимыми.

∕(-2)=3x^ -6x-9>0

/(1)=Зх’ -3χ2 -6x>0

Ответ: (-∞,- 1)о (-l,θ)<J (2, + ∞).

Задача 4. Найти все значения параметра а, при которых система
х^ + 2х + а ≤0 

х^ -4x-6α≤0

имеет единственное решение.
Решение. Перепишем исходную систему в таком виде;

а ≤ -х^ - 2х
-4х

α≥------------
6 

Все решения этой системы (пары вида (х;п)) образуют область, ограни
ченную двумя параболами (рис. 5). Требование единственности реше-

НИЯ данной системы на геометрический язык переводится так; горизон
тальные прямые должны иметь с полученной областью только одну об
щую точку. Легко видеть, что липп> прямые а=0 и а= 1 удовлетвсфяют 
этому требованию.

Ответ: {0;1}.
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Задача 5. Найти все значения параметра а, при каждом из кото
рых неравенство

3-∣X-O∣>χ2 

имеет хотя бы одно отрицательное решение.
Решение. Представим данное неравенство в виде: ∣x-α∣ <3-x^. 

Правая часть этого неравенства задает параболу, левая — «уголок», 
вершина которого двигается по оси абсцисс (рис.6).

Исходное неравенство имеет отрицательное решение, если най
дется такое отрицательное значение переменной х, для которого соот

ветствующая точка параболы 
расположена выше точки на 
«уголке». Рассмотрим два 
случая расположения «уголка» 
с вершинами в точках (а,, О) и 

(^2, о) • : Значение о, соот

ветствует касанию «уголка» с 
параболой и может быть най
дено из условия, когда урав
нение X - о = 3 - х^ имеет 

единственное решение:Z) = l + 4(o + 3)=Ooα = --. Значение а2 ∞^
4 

ответствует прохождению прямой у = а- х через вершину параболы 
—точку (о, З), т.е. ^2 = 3. Легко видеть, что отрицательные решения 

будут существовать только тогда, когда абсцисса вершины «уголка» 
α∈(θ,,fl2 ).

г 13
Ответ.------ ,3 .I 4 J
Задача 6. Решить неравенство log х ≥ 1.

Решение, Данное неравенство равносильно совокупности двух
систем:

2 2X +а 
------------<1 

2 
х>0

x≤------------
1

или

Отсюда
10
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х^ + < 2

х>0 или
(x-↑y +а^ ≥1

На координатной плоскости (х;а) первая система задает множе

ство точек первого и четвертого координатных углов, одновременно

x^+a^>2
(x-iy +a^ ≤1

лежащих внутри круга с центром 
(0,0) и радиуса √∑ и вне круга с 

центром (1; о) и радиуса 1. Вторая 

система — множество точек, одно
временно лежащих вне первого 
круга, но находящихся во втором. 
Тогда все решения исходного нера
венства изображаются так, как по
казано на рис. 7.

Заметим, что , например, 
прямая а = а^ (см. рисунок) пересе-

√1

кает окружности в точках с абсциссами х, = 1 - Vl ,

Xj = y∣2-a^ , Хз = 1 + . Теперь, учитывая все допустимые

значения параметра а, записываем ответ.
Ощвеот; Если l<α<V2, то хе ^0;72 - ;если ∣o∣<l, то 

хе ^0,1 - ^∙>∣2-a^ ,1 + VΓ - J ; если | σ | ≥ 2, то х е 0.

Задача 7. Найти все значения параметра а, при каждом из кото
рых уравнение

7бх - № = X + а

имеет хотя бы одно решение.
Решение I. Уравнение равносильно системе

Г x+α≥0 f x≥-α
(6х - х^ = х^ + 2x0 + [2^^^ + (2о - б)х + о’ = О

Изобразим случаи расположения параболы, которые удовлетво
ряют условию задачи.
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Запишем аналитические условия, соответствующие этим случаям

-^ = (o-3)^-2α^≥0

(2α-6)^
5 ⅞=-----------≥-a

4
f{-a} = l{-a}' +(2o-6X-α)+o^ ≥0

<≠>

[-3-3√2<α≤-3 + 33^

a≥-3 <=>
a<-6∙,a≥Q

-6<α<0
f{-a) = 2{-af +(2α-6X-α)+π^ ≤0 

f-3-3√2≤o≤-3 + 3√2
0≤a≤-3 + 342

-6<a<0
<=>a≥0

-6≤σ≤0
Ответ: [-6 ;-3 + 3->/2],

Решение 2. Построим графики функцийy = x + a тл y=∙^6x~x^ . 

Заметим, что

y = >∣6x-x^ j≥0 
/+(х-3)^=9 ■

v≥0

Следовательно, графиком функции y=∙>∣6x-x^ является верх

няя половина окружности радиуса 3 и с центром в точке (З; О),

Из графиков ввдно, что данное уравнение имеет решение при 
αe[-6,oθ], где Oo>0 соответствует касанию окружности и прямой 

у = X + αθ (при этих и только этих значениях а графики пересекаются).
12
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Критическое значение α∣, > О соответствует единственности ре

шения уравнения у1бх - х^ = х + Oq . Эго означает, что дищфиминант 

квадоатного уравнения 6х - = (х + oθ)^^ равен нулю:

<^0 θ -j , 1 ЛГ
' ( -3V т - + 3y∣2 .
[(«о - 3) - 2∏o = О

(Отметим, что значение Пц можно найти также с помощью про
изводной).

Ответ: [—6 ;-3 + 3>/2].

Решение многих задач с параметрами основано на знаниях о 
свойствах квадратного трехчлена /(х) = αx^ + 6х + с . Например, если 

для данного уравнения ( неравенства) можно сделать такую замену пе
ременной. чтобы оно превратилось в квадратное уравнение (неравенст
во), то тогда решение такой задачи строится по следующей схеме: ана
лизируя свойства сделанной замены, формулируем новую задачу с па
раметром для полученного уравнения (неравенства), которая решается 
стандартными методами.

Задача 8. Найти все значения параметра а, при каждом из кото-
х^+ах-2

рых множество значений функции у = 8 • 2 -1 гфинадлежиг
промежутку [о; 127] для всех значений х.

х^-юх-2

Решение. По условию задачи имеем О ≤ 8 • 2 — 1 ≤ 127,
Отсюда

3χ2 -x(iJ + 4) + 6≥0 

4x^ +x(fl-3) + l>O

_ х^ +αx- 2 .
- 3 ≤----;------------ ≤ 4 <»

х^ -х + 1

Квадратные трехчлены, стоящие в левых частях неравенств сис
темы, должны быть неотрицательны при всех х. Поскольку их старшие 
коэффициенты положительны, то достаточно потребовать, чтобы их 
дискриминанты D, и были неположительны:

Ц ⅛+4)≈-72≤0

D2=(o-3Γ-I6<o

Ответ:

√+8α-56≤0 

o≈-6o-7≤0
[-η-4 + 6√2 .

13
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Задача 9. Найти все значения параметра а. при каждом их кото
рых все решения уравнения (а — l)x^ - (а + 1)х + а = О удовлетворяют 

условию О < X < 3 .
Решение. Обозначим /(х) = (а - l)x^ - (а + 1)х + а . Необходи

мым и достаточным условием для того, чтобы уравнение /(х) = О

(а ≠ 1) имело все свои корни внутри отрезка [О; З], будет выполне

ние системы неравенств ( проверьте самостоятельно ):

3-2√3 3 + 2у[3
<a≤-----------

3
12 <≠> 

а> —
1 

a<-l

D≥Q
{a-∖∖f{fi}>(i

(о -1)/(3) > О

Г'“ = 2И"’

3
<=>

Ответ'. o{l}.

-3fl^ + 6α + l≥0
(α-l)α>0

(α-iX7α-12)>0*≈*∙

12 3 + 2√3
<⅛ —<а<------------ .

1 3
Остается рассмотреть случай о = 1.

'l2 3 + 2y∣3^

1 ' 3\ J
Задача 10. Найти все значения параметра а, при каждом из кото

рых уравнение (а - 4) • 4^ + (о +1) • 2* + 2а -1 = 0 не имеет решений.

Решение. Сделаем замену y = 2^ , >'>0. Тогда получаем урав

нение (а - 4)y^ + (а + l)j^ ÷ 2fl -1 = о. Естественно в первую очередь 

рассмотреть случай, когда а = 4. В этом случае полученное уравнение 
7

имеет корень y = -y<O. Следовательно, о = 4входит в ответ. Если 

а ≠ 4, то имеем квадратное уравнение. Теперь важно рассмотреть все 
случаи, которые обеспечат отсутствие корней у исходного уравнения: 
а) квадратное уравнение не имеет корней; б) оба корня отрицательны; 
в) оба корня равны нулю; г) один корень равен нулю, а другой 
—отрицательный.

Для случая а) имеем D = (а +1)^ - 4(α - 4^20 -1) < 0. Отсюда 

3
а<— или α>5.

7
Для выполнения случая б) применим теорему Виета:
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* <⅛ 4<α≤5

D = (α + 1)^ -4(o-4X2α-l)≥O 

iii>o 

Я - 4 
⅛^>o 

0-4
Случай в), очевидно, не выполняется ни при одном а.

Для случая г) подставив V = О, получим ~ наоборот, если 

о = ^, то рассматриваемое уравнение имеет один нулевой корень и 

один положительный, что по условию замены нам не подходит. Объе
диняя все результаты, имеем

Ответ: ∞,y^<j[4, + ∞).

Задача 11. Найти все значения параметра а. при κoτq>bix урав
нение 2-2cos2x = 3o + 4sinx имеет хотя бы одно решение.

Решение. Если применить формулу косинуса двойного угла и 
сделать замену r=sinx , Ге[-1,1], то исходное уравнение можно 

переписать в виде f{t) = 4t^ -4t - За = 0.

Тогда исходная задача сводится к следующей; «Найти все значе
ния параметра а, при которых уравнение

-4t-3a = 0 
имеет хотя бы одно решение на промежутке t ∈ [ -1,1]».

График функции ∕(z) —парабола с вершиной в точке ~~^∙

Для того, чтобы только один из корней уравнения
∕(z) = О находился на промежутке [ -1; 1] необходимо и достаточно 

выполнения условия /(-1) • ∕(1)≤ О :
в 

∕(-l)∙∕(l)≤O <≠> (3α-8)∙3α≤0 <≠>0≤o≤-.

Для того, чтобы на промежутке [ -1; l] находились оба корня 

уравнения f{f) = О необходимо и достаточно выполнения системы не

равенств;
15
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jy > Q 4 + и

∕"(-l)≥0 8-3o>0 J

∕(l)≥0 -3σ≥0 3
-ι≤∕θ≤ι р-у-’

(Проверьте эквивалентность утверждений в обоих рассмотренных слу
чаях самостоятельно).

Объединяя полученные значения параметра я, получим ответ.

3’3
Ответ.

Задача 12. Найти все значения параметра а. при каждом их кото
рых уравнение sin х + (1 - 2α)sin х + а^ -1 = 0 не имеет решений.

Решение. Пусть sin х = t, t е , тогда πoji)'4HM квадратное 

уравнение /0 = + (1 - 2a^ + -1 = 0. Графиком функции /(/)

2fl -1
является парабола с вершиной в точке Zθ = —— и ветвями, направ

ленными вверх.
Исходное уравнение не имеет решений в четырех случаях:
1) когда полученное квадратное уравнение само не имеет реше

ний,
2) его возможные, может быть, совпадающие корни меньше -1;
3) его возможные, может быть, совпадающие корни больше 1;
4) когда имеет корни Z, < -1 и Zj > 1 •
Первый случай реализуется, когда D = -4а + 5 < 0, откуда

5 
а > —.

4
Второй случай реализуется как система

f 2fl-l ,

[∕(-l) = o^ +2λ-1>0

Третий случай реализуется как система
Г 2σ-l ,

Zo =-------- > 1 3
“ 2 <≠> а>-.

f{l)=a- -2a + l>Q

16
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Четвертый случай реализуется как система
∕(-l) = α^ +2α-l<0

1 ∕√ <=> a^<Z.
f(^ = а' - 2а +1 <О

Объединяя все случаи получаем

Ответ: ∞, — 1 — y∕2^<J .

Задача 13. Найти все значения параметра а. при которых нера

венство 4'' + 2(2α +1) • Y + 4α^ - 3 > О выполняется для всех х.

Решение. Обозначим 2 = t , при этом заметим, что / > 1. То
гда данное неравенство перепишем в виде:

+2(2σ + l)√ + 4α^ -3>0

Теперь задача свелась к тому, чтобы найти такие а. при которых 
последнее неравенство справедливо для всех I ≥ 1.

Условие задачи выполняется в следующих двух случаях распо
ложения параболы /(/) = t^ + 2{2а + l)∙∕ + 4α^-3 ,у которой ветви 

направлены вверх и вершина находится в точке = -(2а +1); 

Запишем аналитические условия, соответствующие этим случаям:

y = (2α + l)^ -4σ^ +3≥0

■ = -(2а + 1) < 1

/(1) = Р +2(2σ + l)∙l + 4α^ -3>0<≠>

∖

о

∣^ = (2o + l)^ -4o¼3<0 

Ответ: (- ∞, - 1)(О, + ∞).

а> -1 

а > -1 

о < -1;а > О 
α<-l

а > О 

а <-1

√

Зжпача 14. Найти все значения параметра а, при каждом из кото
рых неравенство sin х - (о + l)sin х + 2а + 3 > О выполняется при 

всех значениях х.
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Решение. Пусть ∕ = siπx, Z∈[-l,l], тогда исходное неравенст

во можно переписать в виде f{t) > О, где

г! \ / Л ( 0 + 11 o^-6α-ll∕(0 = ^^-("÷l> + 2o + 3 = lz---- ---------------,

причем оно должно выполняться для всех t ∈ [ - 1,1].

График функции f{t) —парабола с вершиной в точке zθ =

и ветвями, направленными вверх.
Если ∕θ < -1, то неравенство f{t) > О выполняется для всех

t

((-и

-1 1

Z ∈ [ -1,1], тогда и только тогда, когда /(-1) > О (рис.8);

α<-3

3
т.е. данный случай невозможен.

Если -1 ≤ tg ≤ 1, то неравенство f{t) > О выполняете! для

^o<-l √*-*⅝ J
о + 1 ,

[∕(-ι)>o 1 w *
l + (σ + l)+2α + 3>0

f{to)>O

-l≤^±i≤l 

α∙-fa-n Л' 
------------------ >0 

4

-3≤α≤l

-6α-ll<0

18
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-3≤α<l 1 т
(г- I- 3-2y∕5 <a<ι.
3-2√5 <o<3 + 2√5

Если Zθ > 1, то неравенство ∕(z) > О выполняется для всех 

/ ∈ [ — 1,1], тогда и только тогда , когда /(1) > О (рис. 10 ):

<=> а>1. 
о> -3+ 2а + 3 > О

Объединяя множество значений параметров, найденных в трех 
рассмотренных выше случаев, получим ответ.

Ответ, (з - 2->∕5 ,+ ∞).

Задача 15. Найти все значения параметра а, при которых любое 
решение неравенства ах^ + (l-α^)r-α>0 по модулю не превосходит 

двух.
Решение 1. Очевидно, что а = О не подходит. Тогда при a≠0, 

найдя корни соответствующего квадратного трехчлена, получим 
а{х - + —^ > О. Если я > О, то решением этого неравенства будет

неограниченное множество чисел (объединение двух лучей). Поэтому 
случай, когда а > О также не подходит. Остается рассмотреть о < О. 

Тогда будем иметь (х - п)( х + — | < О, и поскольку o<0,τo а < —
к. а; а

Отсюда решением этого неравенства будет интервал . По ус

ловию полученный интервал должен ∞дepжaτьcя в 1фомежутке [-2;2].

Тогда имеем
а <0

а ≥—2 <=> -2≤fl≤-—
1 2 

--≤2
а
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Решение 2. Перепишем данное неравенство в следующем виде:
{а - х\ах +1) < о.

Графики функций <7 = хи αx=-lразбивают координатную плос
кость (х;йг) на четыре области. Учитывая знаки устанавливаем, что ре

шением исходного неравенства будут заштрихованные области 
(рис. 11). Теперь, если при каком-то фиксированном значении αθ пря

мая а = αθ в пересечении с полученной областью дает лишь точки, абс
циссы которых удовлетворяют условию IXI ≤ 2, то —одно из иско-

мых значений параметра. Теперь с помощью графика легко установить,

что -2≤o≤—
1

Ответ:

Задача 16. Найти все значения параметра а, при каждом из кото
рых неравенство х^+2∣x-α∣≥α^ справедливодлявсехх.

Решение. По определению модуля рассмотрим два случая:
1) x≥α=> (x^-a^)+2(x-α)≥0 ^(x-σXx + α + 2)>0 (1)

Так как исходное неравенство стфаведливо для всех х, то неравенство 
(1) должно выполняться при всех х > а, а это возможно тогда и только 
тогда, когда -a-2<a или о>-1.
2) x<α=> (χ2-o9+2(x-α)≥0 =>(x-oXx-(-α + 2))≥0 (2) 
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Аналогично неравенство (2) должно быть справедливым при всех 
X < а, а это возможно тогда и только тогда , когда а ≤ -а + 2 или 
а ≤ 1.

Ответ.

Задача 17. Найти наибольшее из значений параметра а, для ко
торого c)τ∏ecτByκ)τ числа х и у, удовлетворяющие уравнению

X" +2j" + о“ + xy-fi□c + αy = 3.
Решение. Рассмотрим данное уравнение как квадратное относи

тельно X. Для этого его удобно записать в таком виде;
х~ + (у — α)x + 2у~ + <7^ +ov-3 = 0. Поскольку должны существо

вать значения х. удовлетворяющие этому уравнению, то дискриминант 
этого уравнения должен принимать неотрицательные значения. Имеем 
ly^ + бау + За^ -12 ≤ О . Теперь осталось найти такие а, при которых 

полученное квадратное неравенство имеет хотя бы одно решение. Эго 
опять означает, что дискриминант соответствующего квадратного трех
члена должен принимать неотрицательные значения. Получаем 
9а~ - 2+ 84> О . Отсюда | а | ≤ • Тогда наибольшее значение

параметра а равно √7.

Ответ . 4^.

Задача 18. Найти все значения параметра а, при которых нера

венство ∙y∣∖- X' >а - X тлеет решение.
Решение. Поскольку в данном неравенстве | х | ≤ 1, то полагая 

x=cosα, приходим к неравенству ∙vl-∞s^ а >я-∞sα, или 

∣sinα∣>α-cosα. Но в нашем случае sinα≥0, так что имеем 

sin а + cos а > я. Отсюда V2 sin^α + > я . Эго неравенство имеет

решения , если а меньше наибольшего значения выражения 
V2sin^α + ^y Так как ае[0;я’], то шах 72sin^α + W' 

Следовательно исходное неравенство имеет решение при я < 72 .
Ответ '. (-∞,
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Задача 19. Найти все значения параметра а, при которых уравне
ние -с^~ =()Х" - 4х - 1а имеет ровно три решения.

Реи<енме Исходное уравнение является квадратным относитель
но а. Перепишем его в виде

+ 1а (1 - х^)+ X* - 6х' + 4х = 0.

α = x¼2x-2

-2х

построим параболыНа координатной плоскости 

fl = x^ +2x-2 ия = х^ -2х (рис. 12).

Решая это уравнение , находим корни

Данное уравнение имеет три решения при тех значениях пара
метра αθ, при которых прямая а = αθ имеет три точки пересечения с 
параболами. Таким образом, исходное уравнение имеет три решения в 
следующих случаях:

I) прямая проходит через вершину одной параболы и пересекает 
другую в двух точках. Эго возможно, когда αθ =-1, т.е. при =-1 
уравнение имеет три решения;

1) прямая проходит через точку пересечения парабол. Найдем 
абсциссу точки пересечения парабол, для этого решим уравнение

1 3х^ + 2х - 2 = х^ - 2х <=> X = —. Отсюда имеем αθ = —.
2 4

Ответ: I 4’ ∫
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Задача 20. Найти все значения параметра а, при которых уравне
ние yjа + + sin X = sin х имеет решение.

Решение. Обозначим sin х = t , t е. и воспользуемся схе
мой решения иррациональных уравнений.

Согласно схеме, уравнение равносильно системе
0≤r≤l

∕^-o≥0 (1)

Z^* -2аР -t + a^ -a = Q

Уравнение системы удобно представить как квадратное относительно 
параметра а. Имеем

0≤f≤l
0<∕≤l

Z^ -α>0 -1 1-------a + ->∣a + t =Г
О' + Z = ∣Z^ -а)

- (гг- + l)fl + √ - / = О ##£) = (2( +1)^ <=> а = Р +Z + 1 

α = Z^ -t 

Тогда система (1) равносильна совокупности двух систем;

0≤r≤l

< -a≥0 и

а = г +Z + 1

f O≤r≤l 

(^-a≥O . 

a = f^ -t

Taκκaκ∕^≥o и O≤r≤l,τo-α + ^ + l>Oиπepвaяcиcτeмapeшe- 

ний не имеет. Отметим, что условие f^.≥ а следует из остальных усло

вий второй системы, так как t^-a = taf≥O.
Следовательно, система (1) равносильна такой;

а = Р -t

Q≤t≤l '

Легко видеть, что квадратный трехчлен -t 1финимает на промежут

ке [о; 1] все значения из 1
;0 , поэтому α∈ - —;0 . 

4 44

Ответ . - —;0 .
4
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V. Заключительные рекомендации.

1. Прежде, чем приступить к решению задачи с параметрами, со
ветуем разобраться в ситуации для конкретного числового значения па
раметра. Например, возьмите значение параметра а = ↑ и ответьте на 
вопрос; является ли значение параметра а = 1 искомым для данной за
дачи. Отметим, что подстановка фиксированного значения параметра 
позволяет во многих случаях нащупать путь решения задачи.

2. При решении многих задач с параметрами удобно воспользо
ваться геометрическими интерпретациями. Если изобразить графики 
функций, входящих в левые и правые части рассматриваемых уравне
ний, то тогда точки пересечения графиков будут соответствовать реше
ниям уравнения, а число точек пересечения — числу решений. Анало
гично, при решении систем уравнений или неравенств можно изобра
зить геометрические места точек плоскости, удовлетворяющих рассмат
риваемым уравнениям или неравенствам. Эго часто позволяет сущест
венно упростить анализ задач, а в ряде случаев представляет собой 
единственный «ключ» к решению.

3. Решение многих задач с параметрами требует умения правиль
но формулировать необходимые и достаточные условия, соответствую
щие различным условиям расположения корней квадратного трехчлена 
на числовой оси.

4. Существенным этапом решения задач с параметрами является 
запись ответа. Особенно это относится к тем примерам, где решение как 
бы «ветвится» в зависимости от значений параметра. В подобных слу
чаях составление ответа — это сбор ранее полученных результатов. И 
здесь очень важно не забыть отразить в ответе все этапы решения. Так
же рекомендуем прежде, чем записывать ответ, еще раз внимательно 
прочитать условие задачи и четко уяснить, что именно спрашивается.

5. Для того, чтобы освоить приемы решения задач с параметрами, 
необходимо внимательно разобрать приведенные примеры решения та
ких задач и постараться прорешать как можно больше задач для само
стоятельного решения.

Надеемся, что изучение материалов этого пособия будет способ
ствовать повышению уровня математической подготовки поступающих 
в Томский Государственный Университет, что, в свою очередь, крайне 
необходимо для успешного обучения в университете.

Желаем успеха!
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Задачи для самостоятельного решения

1. Линейные уравнения, неравенства и системы

1.
2.

3.

4.

6.

7.

8.

9.

Решить уравнение с^х - а - х +1.
Решить уравнение б(ах — 1)—а = 2(α + х) — 7.

п ^-4 2 1
Решить уравнение-------- 1— = —------- г.

X +1 о α(x +1)

При каких значениях а уравнение αcosx +1 = - COSX
имеет хотя бы одно решение ?
5. При каких а уравнение 1 + αsin х = (а + 1)^ имеет хотя бы 

одно решение ?
Найти все значения параметра а, при которых уравнение 

Iθg2(3χ-l) = lθg2(x + а) не имеет решений.

Решить неравенство 3(2<7 - х) < ах +1.

„ 2α-2^2(x + l)
Решить неравенство х------------≤ —-------- - .

а За
При каких а неравенство 5х - а > ох - 3 не имеет решений ?

10. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(5а — 7)cosx < а + 5 выполняется для всех х.

11. Найти псе значения параметра а тфи которых неравенство
sin X .
--------<а-Ь выполияется для всех х. 
а-2

12. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(я • (5 +cosx) - + 3cosx) • (cosx - 2) < 0 выполняется для любых х.

13. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(2sin X - 5) • - l)∞s х + 4α)< 0 не имеет решений.

14. Найти все значения параметра а, при которых Hq>aBeHCTBθ
(o^(sinx + 3) - 2(sin X + 5)) • (sin X + 5) < о 

выполняется для любых х.
15. Найти все значения параметра а, при копфых н^тавенство

((α^ - 4)sin X - 80)• (sin X + 8) > О не имеет решений.
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16.

17.

Ддя всех значений параметра а решить систему
ах + (о - 2)у = 1 

(α + l)x-(5-3α)y = а

Найти все значения параметра а, при которых система уравнений

2ax + y = a^ -2а
не имеет решений.

18.

не имеет решений.

19.

- 10х + (о -6)j = 10σ - 5а^

Найти все значения параметра а, при которых система уравнений 
ax+3y=cP +1

(3fl + 14)x+(o+8)j=5i∕ +5

При каких значениях т система уравнений
(ot + 1)x-wj^= 4 

Зх-5;/ = т

имеет решение, удовлетворяющее условию; х-у <27

20. Найти, при каких значениях параметра а система уравнений
(а + 4)х + (а - 2) у = -4 

X + ау = -2 

имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условиям; x<l,y<-2.

21. Найти, при каких значениях параметра а система уравнений

ах + (а + 2)у = -1
<

X + ау = } 

тлеет хотя быодроретаеште, удовлетворяющее условиям; x<4,y<-l.

22. Найти, 1фи каких значениях параметра а система уравнений
(а + 6)х - ау = 2 

ах - у = - } 

тлеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условиям; x<2,y>3.

23. Найти, при каких значениях параметра а система уравнений

ах + {За - 2)у = 2
<

X + ау =1

имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условиям; х > -4,у > 2.
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24. Найти, при каких значениях параметра а система уравнений

(4 - α)x + ау = 1

ах + 2у =■ 1 

имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условиям: x<-l,y>-4. 

Найти все значения параметра а, при которых все решения уравне- 
10x-15fl = 13-5flx + 2α больше 2.

25.
НИЯ

26.

27.

28.

29.

Для каждого значения параметра а решить уравнение = 1
√x + 4

Для каждого значения параметра а решить неравенство ∣x-α∣>x- .

Для каждого значения параметра а решить неравенство —-— > 1. 
logαX

Найти все значения параметра а, при которых система уравнений 
2x + (9α^ - 2)у = 6а - 2

не имеет ни одного решения.
X + у = 1

Найти значение параметра а, при котором наибольшее отрица-
дх +10 _ ,тельное решение неравенства -----------≥ -3 равно - 5.

X

31. Найти значение параметра а, при котором наименьшее решение
ах-18

неравенства ----------->5 равно - 3.
X

32. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
α(x+ 2)+1 , т
—— = 5 имеет решение, удовлетворяющее условию х > 2.

х-3
33. При каких значениях параметра а неравенство 2х + а > 0 является 
следствием неравенства х +1 - За > 0 ?

Найти все значения параметра а, при которых неравенство
- 2а ≤ (о + 4) • 2∣ выполняется для любых х.

Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
(α + 2)log2(-4x-x^)<(α-2) не имеет решений.

36. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(а -1)9* + 3^*^^ (З - а) + а > 1 выполняется для всех х.

31. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(1 - α)4^* + а < 1 + (2 - а) 2∙**^ ’ не имеет решений.
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1. Если

Ответы:

о ≠ ±1, то X = —; если а = 1, то х Е: К ; если 
0-1

а = -\ , то X ∈ 0. 2. Если о ≠ —, то 
3

1
X = —; если а = —, то 

2 3
4а-1 
--------- ;если 
а + 2

xeR.

6o-l , 6о-1
-------- ;если ж -3, то х< ; 
а+3---------------------------------0+3

3. Если о ≠ —, а ≠ -2. o≠0,TO х =

о = -^, о = -2, то x∈0. 4. {-ljo[0,2]. 5. [-3,-1)^.(0).

6.(-oo-- .7. Если о >-3, ТОХ >
I ’ 3j

если а = -3, то X в R.3, Если ое(-∞,θ)U^-^,+∞^.то х ≤ 2; если 

( 2А 2
а & О,— кто X > 2; если а = то хе R.9, а-5 . 10.

V 3j 3
11.(-oo,4-√5L[4-√3,4 + -^]. 12.(1,3), 13. [-2-√5,2-√s],

14. (-Λ^,^).15. [-4 + 2√5,4 + 2√5]. 16. Если а = 0, то

х = -5,у = 1 ;если а = 1, то решений нет; если о ≠ О, о ≠ 1, то

-α^+5o-5 o^-o-l^τ с iβ юГ 5^ Г 2
х=  ------,у = — ----------- rr∙l'∙ 5.18.-6, 19. -00,— kj —,+<x> .2(o-l∕ 2(o-lΓ I ’ 2j 1 3’ J

20. (-l,θ)o{-2}. 21. o{-l}. 22. (^2,∣^lj{-2}.o{-l}.

25. (-∞,-2)l>(1,+∞).

26.Если α>2,τo х = о^-4а; если о<2, то хе0.П. Если о≤ 1, 
то хе(-ю,+ю); если о>1, то χ∈^-oo,^^ 28. Если а > 1, то

хе(1,о); если 0<o<l, то xe(o,l) . 29. -у. 30.-1.31.-1.

36. [1;4].37. (3;-нзо).

32.
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2. Квадратные уравнения

1.

2.

3.

корней

корней

корней

уравнения

уравнения

уравнения

4.

5.

б.

7. значения параметра а, при которых полусумма корней

8. значения параметра а, при которых произведение кор-

9.

При каких значениях а сумма квадратов
(α-l)x^+6Bf-3∙(α-l)=O равна 10?

При каких значениях к сумма кубов
2fof^-(^ + l)x-4⅛ = 0 равна??

При каких значениях к сумма i^^b

Ах^ - бкх + 2к + 3 = 0 равна 72 2

При каких значениях параметра а сумма квагфатов корней уравне
ния х^ + 2jox + 2а~ + 4df + 3 = о принимает наибольшее значение?

Гфи каких значениях параметра а сумма квадратов корней уравне

ния X' - 2ах + 2a^ - 6а + 8 = 0 принимает наименьшее значе
ние?
При каких значениях параметра а сумма квадратов корней уравне

ния х^ + xy∣a' -4а - а-2 = о принимает наименьшее значе

ние?
Найти все
уравнения (α-6)x^ + 2ах — 1 = 0 не меньше, чем их произведе

ние.
Найти все
ней уравнения (а + 2)x^ - 2αx + 1 = 0 не меньше, чем пятая часть 

их суммы.
Найти все значения параметра а, при которых сумма корней урав
нения 4(α + б)х^ + 4αx + 1 = 0 не больше, чем третья часть их 

произведения.
10. Найти наибольшее значение к, при котором корни уравнения 

{к — 3)х^ - 2кх + 6А = о положительны.

11. Найти все значения параметра а, при копфых оба корня квадрат
ного уравнения х^ - бах +^2-2a + 9а^) ~ θ больше, чем 3.

12. Найти все значения параметра а, при которых оба корня квадрат
ного уравнения (2 - α)x^ - Зах + 2а = 0 больше 0,5.
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13. Найти все значения параметра а, при которых один из корней
уравнения + а + + (2а - 3)х + а - 5 - 0 больше 1,

а другой меньше 1.
14. Найти все значения параметра а, при которых оба корня квадфат- 

ного уравнения x^ + 4αx + 0 - 2а + 4а= 0 меньше, чем -1.

15. Найти все значения параметра а. при которых расстояние между 

точками пересечения графика функции

-< /т----- a^ - Та + iу = X' ∙sta а + y∕i - а • X +--------------
4 sin а

с осью ох , является наибольшим. Найти это расстояние.

16. Найти все значения параметра а, при которых расстояние между 

точками пересечения графика функции

у^х-(а-2}-4^х+-.-
4(α - 2)

с осью ох , является наибольшим. Найти это расстояние.

17. Найти все значения параметра а, при которых расстояние между 

точками пересечения графика функции

1у = х^(л^а - - 51+ .rsin а +
' ’ 2α^-2πα + 10

с осью ОХ , является наибольшим. Найти это расстояние.

18. Определить для каких значений параметра а
ах^ + Зх + 2а^ - 3 = о имеет только целые корни.

19. Определить для каких значений параметра а
2ax^ +5x + 4α^+5 = 0 имеет только целые корни.

20. Найти все значения параметра а, при которых 
4' - (За + ?)- 2' + 21а = 0 имеет единственный корень.

21. При каких значениях параметра а уравнение 
25 * - (а - 4)5* - 2fl^ + 10 о - 12 = 0 не имеет действительных 

корней?

уравнение

уравнение

уравнение
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22. При каких значениях параметра к уравнение

4 * +(3-2Λ)2^ +4А-10 = 0 имеет единственное решение?

23. При каких значениях параметра а уравнение
36^ + (а - 1)6^ + а - 2а^ = 0

имеет два действительных и различных корня?
24. При каких значениях параметра а уравнение

9" - {За + 1)3* + 2аЧ За - 2 = о

имеет единственное решение?
25. При каких значениях параметра Ь уравнение

16* - {3b - 1)4* + 26^ - 2 = О

имеет два действительных различных корня?
26. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

X - (log2 а + 2)4х —(l0g2 α^ -11) = О имеет единственное решение. 
4

21. Накги все значения параметра а, при которых уравнение 
log 2jr (ах +1) = -^ имеет единственное решение.

28. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

log^ , (х - а) - у имеет единственное решение.

29. Найти все значения параметра q, при которых уравнение
^-4 = √2(⅛'-l)x + l имеет единственное решение.

30. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
X - 2 = 2(α + 2)х + 2 имеет единственное решение.

31. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
5/2 • ∙Ja + 3-4y∣a-l + ∙^a + i-6^a-I ■ Vl + cos2x = 42 налеет 

π 3π
единственное решение на промежутке у, .

32. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

I---------  г 4,---------+ √5α + 4sinX-2зш 2х = —σ + l + cos4x
4^a + 4 3
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имеет единственное решение х ∈ [О, π].

.-. _2 X
33. Найти все решения уравнения 5 - 4sin^ х - 8cof — - Зк, которые

при целых значениях параметра к удовлетворяют неравенству

<1.

34. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

х“ - Xcosa - 0,5 cos 4а = О

имеет два различных корня, сумма квадратов которых равна 0,25.

35. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
2cos2x + 2αsinx + α-l =0

имеет единственное решение на интервале (-^,0),

36. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

Vα-1 sin X - з/а sin X + — ∙Ja + 2 = 0
4 

имеет два решения на промежутке [0, д'].

У1. Найти все значения параметра а, при которы.х уравнение
2sinX - 3cosxsin х - 3cos^ х = а

не имеет решении, удовлетворяющих неравенству 0 < х < —.
2

38. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

(α^ +1) sin X + 2α^ sin х + у = 0 имеет хотя бы одно решение.

39. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
2(0^ + l)cos^ X + 4α^ cos х +1 = 0 не имеет решений.

40. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
sinX + 2о^ sin X +1 = о имеет хотя бы одно решение.

41. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

^θ8x+ι ~1 имеет единственное решение.

42. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
logχ+α(^-2)=2 имеет единственное решение.
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43. Найти наименьшее натуральное значение параметра к. при котором 
уравнение х^ -Зх^ -9x-3k = 0 имеет ровно один корень

44. Найти наибольшее натуральное значение параметра к, при котором 
уравнение х^ + Зх^ - 24х -Зк = О имеет три корня.

45. Найти наибольшее отрицательное целое значение параметра а, при 

котором уравнение 8х - х^ - у х’ = а имеет ровно один корень

46. Найти наименьшее значение параметра а, при котором функция

∕(x)=--x¼7 - ох + 11 убывает на всей числовой прямой.

47. Найти наименьшее значение параметра а. при котором функция
∕(χ)=-⅛*'-3 - Sax + 9 убывает на всей числовой прямой.

48. Найти все значения параметра а, при которых существуют такие 

значения х, что числа + 5*^'', у , 25^ + 25 "^ образуют арифметиче

скую прогрессию.
49. Найти все значения параметра а, при которых существуют такие

значения х, что числа ,4* + 4“'образуют арифметиче
скую прогрессию.
50. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

- (Зо -1)) XI + 2α^ -0 = 0 имеет четыре различных корня .

51. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
х^ - (4а - 2)| XI + 3α^ - 2а = О имеет два различных корня .

52. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
х"* - (За - 2)x^ + 2а^ - 4а = О имеет три различных корня .

53. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
х"* - (4а + 2)x^ + ^ia~ + 2а = О не имеет корней.

54. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
2x"* - 2αx^ + α^ - 2 = О не имеет корней.

55. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
sin~ X + (1 - 2α)sinx + α^-l = 0 не имеет корней.

56. Найти все значения параметра а,при которых ровно один из корней 
уравнения х^ + 2(α - 1)х + За +1 = О удовлетворяет неравенству х<-1.
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57. Найти все значения параметра а . при которых ровно один из кор
ней уравнения х^ + 2(а - 2)х + 4 - Зо = О удовлетворяет неравенству 

х>1.
58. Найти все значения параметра а, при которых ровно один из кор
ней уравнения x^ + 2(а - 3)х + 9 - 2<7 = О удовлетворяет неравенству 

х<2.
59. Найти все значения параметра а , при которых ровно один из корней 
уравнения х" + 2(о - 4)х + 16 - 5о = 0 удовлетворяет неравенству 

х>3.
60. Найти все значения параметра а. при которых корни квадратного 
уравнения ах^ + 2{а + l)∙x + o +3 = 0 неположительны.

61. Найти все значения параметра а, при которых корни квадратного 
уравнения ах^ + 2(а + 3)∙x+α + 2 = 0 неотрицательны.

62. Найти все значения параметра а, при которых корни квадратного 
уравнения ах^ + 2{а + 5)∙x + o + 3 = 0 неотрицательны.

63. Найти все значения параметра а, при которых корни квадратного 
уравнения ах^ -2(а-3)∙x + α + 2 = 0 неположительны.

64. Найти все значения параметра а . при которых уравнение

4* -5а-2’‘ +6α^=0 имеет ровно два корня

65. Найти все значения параметра а , при которых уравнение
9'^ - (2а +1)∙ 3*^ +α^ +о = о имеет ровно один корень

66. Найти все значения параметра а , при которых уравнение
8^1*1 - 2а ■ 2^1*1 + -1 = о имеет ровно два корня

67. Найти все значения параметра а , при которых уравнение

+ 2а = 0 имеет ровно один корень

68. Решить уравнение sin'* х+cos^ х + sin 2х + а = 0.
69. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

sin^x + cos^x-α = 0 не имеет решений.

70. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
х^+ (3o-l)x + 2a^-За-2 .
-------i---------------------- = о имеет одно решение.

х^-бх + 5

34

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University 

http://vital.lib.tsu.ru



71. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
x^ + (2« + 3)х-4<?-10
------- × ' ----- -------= О имеет одно решение.

λJ2x^-2x-∖

12. Определить все значения параметра а, ддя которых графики функ
ций y = x^ +ax+a и = (1 -α)x^ -X имеют не более одной общей 

точки.
73. Определить все значения параметра а, для которых графики функ
ций у-х^ -ах-а и v = (1 +α)x^ + 2х имеют не более одной общей 

точки.
74. Определить все значения параметра а, для которых графики функ
ций у = х~-ах-а и >' = (l+o)x^-x-l не имеют общих точек.

75. Определить все значения параметра а, ддя которых графики функ
ций y = x^+αx + α + 2 и у = (1- α)x^ - 2х имеют не более одной 

общей точки.
76. Определить все значения параметра а, asa которых уравнения

х^+ах + 8 = 0и x^+x+o = 0 имеют общий корень.

П. Определить все значения параметра а, ддя которых система 
2у - X + x>' = О

(х + 2а - 4)у - ох + 5 = О 

1%. На^-и все значения параметра а, тфи которых уравнение
2 iog3 x-∣l0g3 x∣ + α = 0 имеетчетьферешения.

79. Найти все значения параметра а, тфи котсфых больший корень 
уравнения (о - l)x^ + 2х +1 = 0 больше 100.

80. Найти все значения а, при которых все решения уравнения
(а - l)x^ - 2 (о + 1)х + о - 3 = О удовлетворяют условию -1 < х < 5 .

81. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
cos** X-(а+ 2)cos^ X-а-3 = 0 имеетрешенти.

82. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
X + log , (9* - 2а) = о имеет ровно два различных решения.

3
83. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

(2о + 3)cos^ X + (а + l)cosх + 4 = 0

на интервале (- π∖ я*) имеет ровно два различных решения.

35
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Ответы:

2. 1. 3.
2

9.(-

12.
13. (-2-√Π,-2 + √n). 14. (l,+∞). 15. 3;

1. ^2.

3

8. (-2,-1] 

f-∙4
L17 J 

2^ √2 4√3
“•р т ”--’---------

2θ.(-∞,θ)c>∙

п

... , ,.18. 
2 2Q-π^

2i.[2,3]. 22.j-'

2>

1 3'

2’2,

'7l
[2j

z

24. f-2,-‰{3}. 25. (1,3)и(3,-ню). 26.(32√2,+∞)<j{2}.

V 27
27. (-∞,O)l><J∣∣. 28. (-∞,-l)^∣-∣j>.29. p+∞ .

30. -∞~ .31.[5,10).32.0;1. 33.|+2;rζ2;⅛-,y+2яZ;^ξl^,/∈Z.

+λw,w∈Z. 35. (- ∞,- 3]и {- 2}lj[- 1,+qo) . 
V 4J

/

< ' 2J

34. ±—агссо! 
2

’ 324^-46

2 3

λ
u{2}. 31.

Г

-∞.--- γ-
38. (-∞,-l]<j[l,+∞). 39. (-1,1) . 40. (-∞,-l]u[l,+∞).

41. (-∞,-l). 42. (-∞,-2)uj-^.43. 2.44. 26.45. -27.

36. <>[2,+∞).
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55.

58.

61. 62. р,-з1 . 63. fo,-
L 4 J L 7 J 1 8j

66. . то

3 π 1 л-
X ∈ 0; если д = — ,то х = — + ли; если σ = - ,то х = — + πn ∖ если 

2 4 2 4
-^arcsι

'-ι↑-y∣3 -и+4з'

4 ’

Λii^-∙j2a+3^+^. 69. -oς∙^^√l,+α^. 

-{-^}.72∙ (-С.

19. (0,9799; 1). 80. .81. [-3;-2], 82.

70. -1;1. 71.
4 3

u{θ}u[l,+∞).

83.

{θ}u[2, + ∞)∙ 74.
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3. Квадратные неравенства

1.

2.

3.

Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
(м + 2)x^ - {2а + 4)х + 1а + 3 > 0 выполняется для всех х.

Найти все значения параметра м. при которых неравенство 
(а + 4)x^ - 2ах + 2я — 6 < о выполняется для всех х.

Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
х^ - ах +1 

х^ + X +1
< 3 выполняется при любых значениях х.

4.

НИЙ системы

>-3

5.

6.

Найти все значения параметра а. при которых множеством реше- 
х^ + ах - 2

X + X + 1 является вся числовая ось.
х* + 2ах - 2

. χ2 + X +1

Найти все значения параметра
2х^ +O!C - 6

х^ + х + 1
2x^ +αx + 5
—2--------------X -х + 4

При всех значениях параметра м решить неравенство

ах -4

НИЙ системы

а, при которых множеством реше-

<3
является вся числовая ось.

- <0 
X +2x + l-α

7.

8.

При всех значениях параметра а решить неравенство

18-ах 
----------------------Γ≥θ 
м -1 - 2х - X

. При всех значениях параметра а решить неравенство

^ + 3
-------------------- ≤ о

X - 4х + 4 + а

Найти все значения параметрам , при которых решения неравенства 
ax^-x + 1 — а < О принадлежат промежутку (0,1).
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10. Найти все значения параметра а. при которых неравенство
(х - За) • (х + 2а +1) < О выполнено для всех х е [1,3].

11. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
X - 2а - 1 „ „ -.1
--------------- < О выполнено для всех х ∈ [1,2].

X- а
12. Найти все значения параметра а, при которых все х ∈ (1;-к>о) 

являются решениями неравенства

*
- 2а + 5 < О .

/

A∙

В'-)
13. Найти все значения параметра а, при которых все х ∈ (- »;0) 

являются решениями неравенства (3'-(α-3))∙(3*-(2α-3))<0.

14. Найти все значения параметра а, при которых все хе(1;10) 
являются решениями неравенства (lg х + а - 2)∙(⅛ x + 2o)<0.

15. Найти все значения параметра а, при которых все решения нера
венства -20 + 2) (2^^ -α-l)>0 принадлежат промежутку 

(о;+<»).

16. Найти все значения параметра а, при которых все хе(0;2) 
являются решениями неравенства

(1082 X - (а - 2)) • (log2 X - (2а - 4)) > О.

∣γ Найти все значения параметра а, при которых все X ∈ (~∞,~1) 
являются решениями неравенства

9^ - (За + 1)3* + 2α¼ За - 2 ≤ О.

18. Найти wx значения параметра а, при котсрых неравенство
7sin^ х + 2αsinxcosx + ∞s^ х + а + 1 ≤8

выполняется для всех х.
19. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 

5sin^ x + 2αsinxcosx + ∞s^ х + а + 1 ≤6

выполняется для всех х.
20. Найти все значения параметра а, при которых неравенство

I sin^ x-2(α-l)sinx∞sx + 3cos^ х - а + 1 j ≤ 3 

выполняется для всех X.
39
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а, при которых неравенство

21. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
sin^ X + cos^ X + αsin xcosx > О выполняется при всех х.

22. Найти все значения параметра а. при которых неравенство
+ 2<z — sin X - 2аcosx > 1 вьшолняется при всех х.

23. Найти все значения параметра

(а -1) sin ^ X + 2{а — 2) sin х + а + 3 < О не имеет решений.

24. Найти все значения параметра а, при которых все решения неравен-
, (х~ Зх

ства 1ое ,-------------- j >1 одновременно являются решениями не-≈∙A 2 г J

равенства -α^x-2>0.

25. Найти все значения параметра а, при которьтх все решения неравен
ства +14^ > 2 одновременно являются решениями нера

венства - 4 ≤ О.
26. Найти все значения параметра а, при которых все решения неравен
ства log3jf+2(^^ -3x + 7)< 1 одновременно являются решениями нера

венства (х +1)^ - (х +1)+За^ ≥ О.

21. Пусть X принадлежит множеству решений неравенства
х** - 4х^ + 3 < О. Найти максимальное значение выражения ∖ + ax-x .̂
28. Пусть X принадлежит множеству решений неравенства

(x + iX-4(x+iy+3≤0.

Найти минимальное значение выражения х^ - 2ах + 2х.

29. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
о• 5^* — (5о + 3)∙5*+α-1<0 выполняется при всехх.

30. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
η

а• 9* + (1 -α)∙3* +1 > 0 выполняется при всех х.

31. Найти все значения п^аметра а, при которых неравенство
2X -ах-2 ,

—∑------------ > -1 выполняется при всех х.
х^-Зх + 4

32. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
sin^ X - (л +1) • sin X + 2о + 3 > О выполняется при всех х.
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33. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
cos^ X + (а +1)∙ ∞s X < За + 2 выполняется для всех х..

34. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
(а - l)cos^ X + 2(α - 2) • ∞s x + α + 3<0 не имеет решений.

35. Для кажлого значения параметра а решить неравенство
4∙4^+8α∙2"-α^ <0

36. Найти все значения параметра а, при каждом из которых сумма 
длин интервалов, составляющих решение неравенства

X' +(2α^ +б)х-а^ +2α-3 _ ,
—t-i------------ :------------------------< О, не меньше 1.x^+tj^ + 7α-7)r-α42α-3

37. Найти все значения параметра а, при каждом из которых сумма 
длин интервалов, составляющих решение неравенства

х^ +l}x-a^ +4a-6 . ,
-------::------------ < О, НС меньше 1. x¼^^+5α-5)jc-σ^+4σ-6

38. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
sin^ х + а(3-со8хУ +5α-5 > О выполняется для всех значенийх.

39. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
cos^x + 2asmx-2а <а^ -4 выполняется для всех значений х.

40. Найти все значения параметра а, при котсфых неравенство
дсаи _ 2^ д _ 3^. 2“»* + а + 3 > О выполняется для всех значений х.

41. Найти все значения параметра а, при котсфых неравенство 
(o+2)∙4∣*^4-2α∙2∣'^4+3α+l>0 выполняется для всех значений х.

42. При каких а неравенство x^+αx+α^+4α<0 выполняется 
при всех 1 < X < 2 ?
43. При каких а неравенствоαx^+(α+l)x-3 <О выполняется при 
всех х<2 2
44. Найти, тфи каких а неравенство (x-3α)∙(x-α-3)<O 

выполняется для всех х ∈ [1,3].

45. Гфи каких значениях а wκχgsεcτw) решений неравенства
x^+αx-l<0 будет интервал длины 5 ?

46. Найти все звачения а, при каждом из которых система нера- 
x^ -(α+l)x+α <0
, , , имеет решение.

х^ +(o + 3)x + 3α<0
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неравенств -

47. Найти все значения параметра а, при каждом из которых система 
+4αx + 3α^-1-2о >0

, имеет хотя бы одно решение,
х^+2ox-3α^+8α-4≤0

48. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
9* < 20 • 3* + а не имеет ни одното целочисленного решения.

49. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
16^ < 30 • 4^ - а не имеет ни одного целочисленного решения.

50. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
x^+2∣x-α∣≥α^ выполняется для всех х.

51. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
x^+5∣x + α∣≥α^ выполняется для всех X.

52. Найти все значения параметра а, при неравенство
х^ +4x+6•|x + 2∣ + 9o^ -4<0 имеет не более одного решения.

53. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
х^ -6x+6∙∣x + 2∣ + 9α^ -4≤0 имеет не более одного решения.

54. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
+<j-sin^x-2αcosx >1 вьшолняется для всех х.

55. Найти все значения параметра а, при которых неравенство
- 5 + 5а + sin^ X + а(3 - cosx)^ > 0 выполняется для всех х.

56. Найти все значения параметра а, для которых неравенство
х* + (х^ - l)log2 а <0 не имеет решений.

57. Найти все значения параметра а, 1фи которых из неравенства
αx^ -x + l- α<0 следует неравенство 0 < х < 1.

58. Найти все значения параметра а, при которых из неравенства
(σ^ + а- 2)x^ -(α + 5)x-2≤0 следует неравенство 0 ≤ х ≤ 1.

59. Найти все значения параметра а, при которых все числа из отрезка 
1 ≤ X ≤ 5 удовлетворяют неравенству Зах + 2-^3x +1 -6x + σ- 5<0.

60. Найти все значения параметра а, при которых множество решений
x^ + (а + 4)х + 4а ≤ о

системы неравенств 5 / . ∞дepжиτ отрезок оси х.
[3x + y-(2α + 4)<0
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Ответы:

5.

(-3,1). 6. Если а < о, то X ∈ —,+<»

X ∈ (- ∞,-l)<j(-l,+∞)i если о < а < 4, 

хе(-да,-1-7я)и^-1 + л/а,—если α = 4, то xe{-∞,-3). 

если а > 4, то х ∈ (-∞,-l

; если а = О, то

то

то (

то

то

8.

Л
,-l+∙>∕α . 7. Если а < 0,

у

; если а = О, то х ∈ 0; если О < а < 9,

о(-1+ л/а,+да); если а = 9,

xe(-4, 2)и(2,+да);если а>9, τoxe[^l-Ja,-↑+4a]<J —,+∞^. 

Если а то x∈[2 - 4-^,-— о (2 + ∙J-a,+∞^∙,

если
-l≤α<0,τoxe (2-2 +V-^)

если 9.
Г1

10. (- ∞,-2)u(l,-κx)). 11. f∣,lL 12.
12

4.13. [2,3]. 14.

[0.1]. 15. [о,1]. 16. [3,-Нзо). 17.

24 . 2Х(-∞-46 - 2)<j(√2,+∞).

80. 18. -—,0
13

24 17
19. -—,0 . 20. 1,— . 21

5 55
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23.

(-»,-7б] <j∙!± . 21. Если ∣α∣ > 2^3

‘1 1
25.

11 11‘
—,+∞ r--77jи -7=-, + ∞12’ J L√3 j .14’ 14.

26.

то √^H-2 ; если 2 ≤ ∣fl∣ < 2>/3 , то +1; если |л| < 2 , то |а|.

28. Если |а| ≥ 3, то 2 - 2∣α∣(T3 +1) ; если 1 < |а| < Тз , то - (о -1)^; если

∣α∣ < 1, то 2α - 2∣α∣. 29.
3 4^

--,0 . 30. 0,-
5 7

31. (-7,1)

32. (3-2√5,+∞). 33. (5-2yfl, + ∞). 34.

44.

35. Если

а <0, то

.. -3 + 45 . 43. (-7-4λ^,oJ.

48. (-00,-99]. 49. [224,+∞). 50. [-1.1]. 51.

52. ∣,+∞'1∙54.
J

з + Тв]
2

с

55. f-,+∞1 56. —;1 .57. [-1'1
19’ J Li6 J L2 J

60.
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4. Аналитические и графические приемы решения 
задач с параметрами

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

Определить направление ветвей параболы f{x) = ах^ +bx + c, 

если известно, что /(-1) < > -1;/(3) < -4.

Определить направление ветвей параболы /(х) = ах^ +bx + c, 

если известно, что f (-3) < -5;/(-1) > 0;/(1) < 4.

Определить направление ветвей параболы /(х) = ах^ +bx + c, 

ост известно, что /(-1) > -4;/(1) < 0;/(3) > 5.

Определить направление ветвей параболы f{x) = ax^+bx + c, 

если известно, что f (-3) > 3; /(-1) < 1; /(1) > О.

Решить неравенство; (10 х - х^ - 24) log (3 - ∞s πx) > 1 •

Решить неравенство: (-15 - х^ - 8х) log Д1 + 3 sin —) > 1
8

Решить неравенство; (4х + х +5) log 3 (4 + cos ≤ 1 .

Решить неравенство; (х - 2х + 3) log 2 ÷ Vx - 1) ≤ 4 .

Решить неравенство: (2 - sin log j (-4х - х^) ≥ 4 .

10. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
(6∙∣ х| -х^)^ =а тлеет равно дра решввия.

11. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
(16 • IXI - 4х^ =а^ тлеет ровно четыре решения.

12. Найти все значения параметра а, при каждом из которых уравне
ние X — α=∣2∣x∣ - lj имеет три различных корня.

13. Найти все значения параметра а, при кажлом из которых уравне
ние X — α = 2∣2∣x∣ - <7^1 имеет три различных корня.

14. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
12х — αj +1 = |х + 3| имеет единственное решение.

15. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
|х - а| - ∣2x + 2∣ = 3 имеет единственное решение.
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16. Найти все значения
1х + 2∣ + ∣2x - а| = 4 имеет единственное решение .

17. Найти все значения параметра
I X - а I (х + а) = ∙Ja^(4a + l) имеет единственное решение.

18. Найти все значения
∣x-α∣∙∣x-2∣=α^

19. Найти все значения
I X 1(х + √α) = √α + 2 имеет ровно три решения.

20. Найти все значения параметра
Vx + з/х- 2 у/а + 2 -yla-2

21. Найти все значения параметра

п^)аметра а, 1фи котсфых уравнение

а, при которых уравнение

параметра а, при которых

имеет ровно два решения.

параметра а, при которых

а, при которых

имеет решение, 
а, 1фи которых

уравнение

уравнение

уравнение

уравнение

х-а = — X имеет единственное решение.

22. Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы 
[(2х - о -1)∙ (х - 2а +1) ≤ О 

x^+α^-l = 0
одно решение х системы: ■

одно решение х системы: ■

23. Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы
(x-α)∙(x-4o + 2)≤0

24. Найти все значения п^аметра а, 1фв которых существует хотя бы 
(x + α)∙(x + 3α-2)≤0

x^ - За - 4 = Оодно решение х системы:

25. Найти все значения параметра а, при котсфых существует хотя бы 
x^-3αx + 2α^≤0

x^+α^-4 = 0
одно решение х системы:

26. Найти все значения параметра а, при котфых существует хотя бы
(х + а)’ (х + 4а + 2)≤ 0

x^+α^ = 4одно решение х системы:

27. Для каждого значения параметра а решить неравенство: 
√α^-x^ ≥α + l.
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28. Для каждого значения параметра Ь решить неравенство:
>lb^-x^ ≥2-b.

29. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
a≥(a +1)4^ — 1 не имеет решений.

30. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
|х^—5x + 4∣≤α^-5 выполнено для всех х ∈ [0,5].

31. Найти все такие числа а и Ь, при которых парабола 
у — ах^ + 6х +1 касается прямых у - 2х +10 и = 2 - 2х.

32. Найти все такие числа <7 и А, при которых парабола 
у - ах^ +Ьх + 3 касается прямых >' = 2x-6 тл у = 2-2x.

33. При каких значениях

y = >∕⅛^-2∙x^+αx+l

и b графики функцийпараметров а

касаются в точке х = 2.и =-------- 7-
х-1 

параметров а34. При каких значениях
у = + x-∖∕b^ - 4 +1

X = -3
35. Найти все значения параметра а. при которых точки M{~a,a') и 

Q(2flf,4α^ -5а) одновременно лежат Л1^ выше, либо ниже 

графика функции у = ах^ + 2ах.

36. Найти все значения параметра а, при которых одна из точек 
M(a,2a) и N{ia,a^) sve,yκaτ выше графика функции 

у = ах^ + 2x-3a ,а друтая ниже?

31. Найти все значения параметра а. при которых точки Л/(1;а) и 

N{~a,a^) одновременно лежат либо выше, либо ниже графика 

функции у = ах^ + а^х -1.

38. Найти все целочисленные решения неравенства
л/х’ -5х-3≤6-X.

39. Для каждого значения параметра а решить неравенство
∣l-∣x∣∣ <а-х.

и Ъ графики функций

и у = ах^ + а^х^ -1 касаются в точке
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40. Найти все значения параметра а, при каждом из которых неравен
ство 3 - |х - flf∣ > имеет хотя бы одно отрицательное решение.

41. Найти все значения параметра а, при каждом из которых неравен
ство 2 > |х + а| + х^ имеет хотя бы одно положительное решение.

42. Найти все значения параметра а, щзи каждом из которых неравен
ство х^ - |х - а| - |х -1| + 3 ≥0 вьшолняется для всехх.

43. Найти все значения параметра а, при которых вершины двух пара
бол j = 4x^+8αx-α и у = 4ax^ -8x + α-2 лежат по 

одну сторону от прямой = -5.

44. Найти все значения параметра а, при которых вершины двух пара
бол у = - 2(а + 1)х + 1 и = tιx^ -х + а лежат по раз-

3
ные ст(фоны от прямой у = —.

45. Найти все значения параметра а, при которых вершины двух пара
бол Д' = х^ - 2ах и у = х^ - (а + 3)х +1 лежат по разные сто

роны от прямой у = 2х,

46. При каких значениях параметра d вершина параболы 
Д' = х^ - (idx + 9d^ +1</ - 1| лежит выше тфямой д' = 2х - 11.

47. При каких значениях параметра с вершина параболы
Д' = х^ + 4сх + 6с^ +1 лежит ниже прямой Д' = 4х - 5.

48. При каких значениях параметра Ь вершина параболы
у = х^ + 4Ьх + 4b^ - УЬ пежт выше графика функции

j = ∣x-ι∣.

49. Найти точку с наибольшей ординатой, удовлетворяющей системе
f Д' - 2х > о

неравенств 5 , ,
[- X + 2ах - а + а +1 ≥ Д'

50. Среди множества точек (х, д'), удовлетворяющих условию

Д' ≤ 1 - |х -1| - 3|х - 3|, найти наибольшее возможное значение 

выражения (д' - + 4х^.
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не имеет решений.

51. Среди множества точек (х, у), удовлетворяющих условию

у ≥ |х + 5∣ + 2∣x + 1| +1, найти наименьшее возможное значение 

выражения ^y + x^ - Зх).

52. Среди множества точек (х, удовлетвсфяющих условию

j∕ ≤ 1 - ∣3x + 6∣ - ∣x + 5∣, найти наибольшее возможное значение 

выражения (у - х^ - 8х).

53. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
х^ - 6х +10 < -71 +<з - у/}-а

54. Найти все значения параметра а, при копфых неравенство
4х^ -4х + 5 > -j6-a -y∕a + ∖ 

выполнено при всех х ∈ (— ∞,+∞).

55. Найдите все значения параметра а, при которых система уравнений 
χ2 +а^ =1

имеет единственное решение
х + _у = а

56. Найдите все значения параметра а, при которых система уравнений
f√+√ = 2(l + α)
• имеет два решения.

(x + y)^=14

ζ∏. Ддя всех значений параметра а решить систему неравенств;
х^ <4

χ2 -6x + 5 + α^ ≥0

58. Для каждого значения параметра а решить неравенство
y∣a^≥4+a

59. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
I х^ - 5х + 61 = ах имеет ровно три решения.

60. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
∣x^-2x-3∣ = αx + l- α имеет ровно три решения.

61. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
∣3x÷3∣ = αx + 5 имеет единственное решение.
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62. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
IXI - 3 = α(x - 9) имеет два решения.

63. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
IX + 21 = <хс не имеет решений.

64. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых решения 
неравенства ->∕a^ -х^ > 2х образуют отрезок длиной 4.

65. Для каждого положительного значения параметра а решить нера
венство yjlax-x^ ≥a-x.

66. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравне
ние х^+o∣x-2∣ = О имеет четыре решения.

61. Лдя каждого значения параметра а решить уравнение
α∣x + 31 + ^x + 4∣ = 2.

68. Для каждого значения параметра а решить уравнение
∣x + 3∣-α(x-l∣ = 4.

69. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых решения 
уравнения 2∙∣x-o∣ + o-4 + x = 0 принадлежат отрезку [0,4].

70. Найдите все значения параметра а из интервала (2,5), при котсфых 
уравнение log 2 (з -1 sin ах |) = со8(ях - π∣б) имеет хотя бы одно реше

ние из отрезка [2,3 ].

71. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравне
ние (α^ - l)sin Зх + 2а • ∞s Зх = 2а +1 имеет решение.

72. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравне
ние (α^-9)si∏y+6α∙cosy = 6α + 9 имеет решение.

73. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравне
ние sin(arcsin х) + 4 cos ^arcsin + 2а = 0 имеет ровно два решения.

74. Найдите все значения параметра а, тши каждом из которых уравне
ние - X + 2 • Iθg2βt+4V + 2х +1) имеет единствен

ное решение.
75. Найдите все значения шфаметра а, при каждом из которых наи
меньшее значение функции у = х ÷2x-l + ∣x-σ∣ больше двух.
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19.

22.

25.

27.

Ответы:

(16+8√3,+∞). 20. 2,| . 21.

'2 А 
τ>÷∞ •

АС
b∙ 2

f2l
31

3-√51 Γ3÷√5

β∙4

o[d,√2 .

о

5 11
3’48

~7= ~f=,'>∕2 .√5j L√5 J

11.23, 

5 5

-5^,-

[-l,0]<J

и

-к 24. [-1, о]и

26. Я

Если α<-l, то a≤x ≤ —а', если
, 1 

-1≤ a≤ —,то 
2

- 5^- +1) ≤ X ≤ 7-(2г/+1);

28. Если Z> ≥ 2,

1
если а > —,

-Ь ≤ X ≤b', если

то хе 0.

1≤ Ь< 2,ю

-2∙^b-1 ≤ X ≤ 2∙>Jb-∖; если ⅛ < 1, то х е 0. 29. [-1,0). 

∣α∣>3. 31. а, =-1,⅛, =-4;а2 =-—,⅛j =-1.
4

а,=1,/ц=^; ¾=-,^2=-1. 33. a = -∖,b = ±^^.

4 4

fl = ^,⅛ = ±√5. 35. (-∞,l-√2)o(l+√2,-H30).

(-∞,-l)^(-ζl). 38. -1;3.

__ , , , <7 — 1
39. Если а ≤ -1, то решений нет; если - l<α≤l,τo х<------- ; если

2

30.

32.

34.

36.

а > 1, то X <------
2

то

33.
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40.
9

44.

(-∞,2). 47.(-3,-1). 48. 49..ЕСЛИ α<l,

х = а,^/ = а + 1; если l<α<2, то х = a-∖±42-a, 

y = 2{a-∖)±242^. 50. 2. 51. 9. 52. 11. 53.

46.

то

^,61.55. ±42 . 56. - 51.1

2 2к J
>/7

|а| = 2, то X = О; если ≤|а| <2, то хе 

∣α∣<^^, то хе 1^-5/4-0^ ,3-44-а^ 

хе [а,-а]; если -4<σ≤-2,τo xe[-∙∕ 

а>-2, то X е 0. 59. 5 - 2∙>∕6 .

54.

-'41

-y∣4-a'^ ,y∣4-a^ ;; если

58. Если а ≤ -4, то

,2а
62. (-oς-l)<> 0,Д 63. (0,1) 64. ±√5(√5-l). 65. αfl--

L L к
66.(-∞,-8). 67.ЕСЛИ ∣α∣> 2,то х = 3; если о = -2, то хе[-3,+да); 

если а = 2,то хе[-4,-3]; если ∣α∣<2 ,то х = -3 или x = -^^^θ 

68. Если ∣α∣>l, то х = 1; если α = -l, то хе[-3,1] 

xe[l, + ∞)ι если ∣α∣<l, то х = 1 или x = 4iy.

70. 71.
13 13

73.(-75;-73-О,5].

15.{- оо;- 5,25)tJ (3,25;-ню)

а + 2 
; если а = 1, то

(-∞,0]l√[2,+∞). 72.(-∞,0]u[6,+∞).

14. (-2;-1,5)<^(-1,5;-1]^{-0,75}.
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