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В в е д е н и е

в книге изложены основные вопросы теории непрерывно 
дифференцируемых отображений в конечномерных пространствах, 
Эта теория интенсивно используется в современной математи
ке (в математическом анализе, дифференциальной геометрии, 
дифференциальной топологии) и в ее приложениях (в физике 
и механике).

Для чтения книги необходимо знакомство с основами 
линейной алгебры и аналитической геометрии, дифференци
альным исчислением вещественных функций вещественного ар
гумента и с элементами теории меры.

Дальнейшие сведения по теории непрерывно дифферен
цируемых отображений читатель найдет в [1] , •

Автор считает приятнш долгом поблагодарить за по
мощь в подготовке рукописи Э.Н.Кривякову, В .П,Кузнецову, 
Ю.К.Кошельского и всех участников семинара кафедры мате
матического анализа ТГУ за обсуждение материала, во
шедшего в эту книгу.

Я .  Примеры отображений из в IR

Пусть /1 есть подмножество IR ,
Отображения такого вида широко используются в математике 
и ее приложениях. Допуская некоторую вольность речи, тако^ 
отображение ^  будем называть отображением из IR ъ' fR ,

Рассмотрим примеры таких отображений.
П р и м е р  1. Декартовы координаты точки

плоскости связаны с ее полярньыи координатами формулами:



j  ■

Эти формулы определяют отображение полуплоскости
Д  S  (Ĵ I 1̂ ) \ 0  ̂ ■* •*■ Ов^ В ПЛОСКОСТЬ ^  •

П р и м е р  2 . В начале координат O bR^  расположе
на материальная точка с массой JU, •• Обовначим черев

силу притяжения, действующую со  стороны атой 
точки на едижчную массу, помещенную в точку ( x , y , t )

По вакону тяготения абсолютная величина F  вьфажает-

оя формулой 1 Г ( х ,^ , г )1 = У ^  • *’Л® г  =
Вектор F (x . ,y , t )  направлен от точки ( х , у , к )  к нача

лу координат.
Повтому

i n x . y . t ) !  '  г  ■ “*

Отсюда находим F  :

-  JUL
(z*+^*+*‘j*‘̂ *

Эта формула определяет отображение множества \{(0,^,0)J
в /R* . .

И р и м е р 3 . Дано отображение f  отреака прямой 
(О (?1 в /R'' • Обозначим компоненты ^  черев ;

' • Ш  ,
Если h>- I есть непрерьшио дифференцируемые

функции, то отображение 4  навывается параметрическим ве
дением гладкой кривой в ^



Рассмотренные примеры иллострируют некоторые типичные 
прилоясения отображений ие в Щ'' : а ) преобравование
координат (отображение иа в ) ;  б ) аьдание век
торного поля (отображение из в ) ;  в )  параметри
ческое аадание кривой (отображение из )

§ 2 . Сведения о матрицах

п .1 . Предварительные замечания 
а . Пусть А  : Щ' есть линейное отображение. 

Тогда существует така, матрица /\ , что для всех i f
имеет место равенство

Л ( * ) =  A t .

Ыатрица А имеет т  столбцов и п  строк.
Вектор Sl'^ есть вектор-столбец

.......

д .  Введём во множестве в с е х ( ^ х /т  ) -  матриц две опе
рации: 1) вкутреннио операцио -  сложение матрищ 2 ) внев-
HOD операццо -  умножение матрицы на скаляр (вецественное 
чи сло).

Пусть А - (®*у ) t В ~ Z t  
Положим по определение

А *  В ^ (ciij t  )  •

Теперь множество всех ( п>кп ) матриц становится векторнш 
пространством над полем вещественных чисел, 

с .  Пусть А есть ( ткп ) -  матрица
. . .  о , 1т

\ .’ ■. ■ . ■. ’.
•. . Ctnm ,

Обозначим столбцы матрицы А  черев



-  в -
Вудам пим*ь

Л » • • • > Ат )  •

Обдаиачим отроки матрицы А черва В ^ ,...,В н , 
Вудам писать

' ' n i J '  ■
Пусть х «  in '" • Имеем

А * = а |^ |-(А.|.**., А*и)|л. + Ат^т р

так яе

Итак

{В Л  ( в , х
А *=  • и »  •:

\ B J  \ А . » у

А х  * Ар'Хр ♦ •. ■ + Ат^т
'Врх

, Вщ я
(I)

Пусть в / , • • • , С’т  четь единичные координатные векто-
рм в Л*" :

'■ « )........- ( f ) '
Торда в силу (1)

Авр^ Ар,\..  ;  А е^»Ат .
Поетому ^А*  ( А е р , , А в „ ) .

П.2. Норма матрицы _______
В вяедам норму Я(Пр,..., х,



Пусть А  есть  матрица о т  столбцами и^троками. 
Рассмотрим линейное отображение

у>(^)= А ^ .

Введем в линейном пространстве всех ( т , п . )  матриц ве
ще ственнуо функцио

/1/\11 = j u p  //Лх//

ИАН есть  супремум //Л х // на сфере S^W  единичного 
радиуса с центром в точке х =  о  . Так как отображение^ 
з с - г Л х  непрерывно, а сфера компактне ■ ^  ,
то Л А х  II принимает на наибольшее аначение. Поэто
му

II/\ И ■=. шах. IIAoc.ll.
I W h i

Для произвольного Х€ , Хт о  имеем 

Поэтому

II А  ^ \ \  6 НАН, 6 ПАИ. //Ах//  ̂НАН //ж// •

(I)

Итак, для каждого x ( f

IIAoclU НАН 11x11.

имеет место неравенство

( 2)

Заметим, что существует такие х е Щ  , при которых 
в (2 )  имеет место равенство.

В самом деле, в силу (1 )  существует точка х „ е  ' 
такая, что ПАИ = IIА ГвИ • Поэтому

//A x w /* ЛА/f ffx»//.

Величину мшено рассматривать как коэффици

ент растякения вектора х  при отображении х - * А х ,  тог
да ПАН есть  точная верхняя граница коэффициентов растя
жения при отображении о с - * А х  ,

Убедимся, что функция А-*И АН  есть норма в линей-



ном проотранотвв {т%п ) ыатрмц.
а. тогда и только тогда, когда А
есть нуль̂ матрмца, -  очеамдно.

■. l l A t  611 а * и р Н Л  + В ) х К  *  f u p  H A x t  В х / 1 ^
Hx»‘ i Кх//в/

i  tifp  ( « А х и  + КВлН) Л, i u p  НАх11 + - и 1 р т х Ы
thUĥ i

- I I A I I i - /1вИ.

Итак, I I A i - B U l l A I I +  ИВИ, 
с . Цуоть A e R  , тогда

//ДАй = И1 А А ] 'г Ц ~  j u p l l M A x ) l l  •  1Л Цар /1Ах Ц  =
W x K « i  «яс»в/ I ■

= U I НАН;

/ /ЛАН -  P I  I IA / I .  • .

п .Э . Ыапрарывнооть норуы матрицы
Л е м м а  1. Пусть А (ж) ® (O -i j ix ) )  есть  матри

ца о /t  отроками и т  столбцами, у которой все  алементм 
есть  аецеотвенные функции, определенные на метрическом
пространстве X . Если для всех CJ 1̂ /п a^j (*.)-г о

• «г-ьл:, *
то t i m  11АхЦ=0.

*-*Жо .
Д о к а а а т е л ь с т в о .  0бовнач)а1< отроки матри

цы А (ас) череа А ^ Р ) ,  ■ , А „ ( х ) .
Тогда

А (* ; =
' А < {»)

А т  j

Пусть Ц , '
t<  //# //= < ,



Тогда

Afx)t =

-  9 -

I
Ai(3^)t \

An(*)i I
Поэтоиу

НАШ И  = = / r  (1 )

Ho Ai Ш  = an (x)ti > • • • + a ,„ ,  (* ; t „  ,

Воспользуеися неравенством Коши-Буняковскоро

г

= Z a ^ c j  (=>=). 
i  И

Итак, ( A i ( x ) t ) U  Z a ^ j M ,

Из (1 )  и (2 )  получаем неравенство

I I A M t l l ^ / z Z a U o c i  = \ 1 т .а % (х ) ' .
 ̂ J J  h j i

Поэтому ___________

М х  II =  i u p  Н А Ш  И 4
n t h l  *'(/ ^

Так как при всех i , j  величина a .i j (x )—*^o при

( 2 )

х - * х < у  , то заключаем, что 11А(х )Да 0 ,*-»*0
Итак, ^йп llA(x)lf^O , что и требовалось дока

зать.
Т е о р е м а  2 . Бели все элементы матрицы А ( * )  

есть  непрерывные вещественные функции, то НА(кМ есть  
непрерывная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть все элементы мат
рицы A(x^ есть непрерывные функции, определенные на ы е ^  
рическом пространстве X  • Пусть зс, Xf е X • Оцвниы 
разность II А х  II и Ha (Xi}II



ВоСПольвуемся следующим свойством нормы: 

А UA-BII.
Получи

IИА(ж)Л -  n A ( X i ) n h  « А ( х ) -  А ( х , ) Ц . (3 )

При все элементы матрицы А ( ж ) - А ( * « )
стремятся к нулю.

Переходя к пределу в (3 )  при o t -* X f  , получим нере- 
венотво

откуда

Cim ( tiA(xi)llj i  О, 

e i v  ( A ( * ) - A ( * . ) ) «  о .

следовательно
■&/П ИЛ(х)П  - UA (X i ) H .
*-*Xi

Это и оаначает, что  А (ж) есть  непрерывная функция от



Г л а в а  1

ДИФФЁРЕНЦИАЛ И ПРОИЗВОДНАЯ МАТРИЦА

$ 1 . Основные понятия дафференциального иочисления

п . 1 . Дифференциал функ1фш 

Пусть X  =  ( x i , , Х л ,)^КТ обоаначим
О п р е д е л е н и е .  Пусть (г есть  открытое ино

ке ств о в , X o fG  .
Говорят, что функция дифференцируеыа в точке ,

если существует линеИное отображение 
что

i e ' такое.

А ( х - х . ) - ь о Ц х - х . )  для x e G ,  ( D

где
сЦ Х - Х ,  ). 
И Х -Х а

О.
ж -^ х .

Линейное отобрахение Л  называется дифференциалоы функции 
^  в точке х „  (также первым дифференциалом ^  в ju- 

ке Х о ) .
Таким обравом, дифференцируемая в точке асо фуиктдия 

^  аппроксимируется в окрестности точки Хо  линейным 
отображением Аг с точностьо до бесконечно малой л ( х - х о )  
более высокого порядка по сравнение с Ц х-ХоЦ  при х - * х „  

Величину ( х - Х о )  нааываот приращением ос и часто 
обоаначаст череа ЛХ . Если обоаначить приращение функ^и 
^ ( x f - ^ ( x o )  череа af( .X o)  , то равенство (1 )  примет 

вид

а^(хв) п ^



Суцвствуе* такая (птп. ) матрица А , для всех 
t e  имеет ыеото равенство

А Н )  = A t .
Поатоыу равенство (2 ) можно переписать так:

£i((Xo) = А л х  + Ы.1ЛХ.). <3)
Если функция (■ ди|)ференцируимв в каждой точке 

области ^  , то  в равенстве (3 )  А  и  oL аааисят от х^ :

й{(Хо)  = > l(a :o j4 a : ■*-ел(х„,Лх)

или

^ ( Х ) -  f ( X o )  — А ( Х , ) ( Х - Х о )  +  (Х1Х о , Х - Ж ^ ) ^

Иногда бывает удобно представить остаточный член
d  (Хо.Х'Ж о) В формуле (6 )  в другом виде.

Введем величину ^ fa., х - ж , ; -  при х Ф х о ,

(4 )

(б )

тогда

зМ'Л А  ̂ ^0, “  О ■

Положим
( 6 )

(7)

р(а:., о ; - 0

Теперь (б )  принимает такой вид;

/ f a ;  -  / f a . j  я  *  / t x - x o H / S ( x o , x - x „ ) .

Если функ1В1я /  ди14>ервнцируема вооду в области опре
деления, то будем говорить, что /  дифференцируема.

Ив определения дифференцируамооти функции очевидкш 
обрааом следует

Т е о р е м а  1 .  Если функция /  дифференцируема в 
точ 9 , то /  непрерывна в атой точке.

п ,2 . Проквводная матрица
Итак, если функция /  диффервн1в<руемв в точке Хо , 

то

f ( x ) - { . ( X o ) = ^  А ( Х , ) ( Х - Х с )  * f i ( X c , X - X j  И х -  Хе//.



Обозначим матрицу A f ^ o )  черва ф'(л^) . Матрица 
^  (оСо) назьшеется проиаводной матрицей, матрицей Якоби 

или функциональной матрицей .
Теперь

-  { ( ^ )  = f  '(^o) (x -x J tf( -x .o ,v . -X a )  Цх-ЖоЦ. 

П р и м е р .
\6/»v • • • &/rm)

< 1 )

irlMeeu
Найдем производную матрицу f ' ( x .o )  •

(2)4 f ( x ] -  = . B ( x - X . o ) .
Сравнивая (1 )  и ( 2 ) ,  видим, что f i=0 , ^ ( ^ о ) - В .

Найдем теперь элементы функциональной матрицы ,
Введем обозначения:

^ (^о) -  ) ~ (Ai , ■ ■ ■, Ак п) f
Здесь A i , . . . ,  А л "  столбцы матрицы Якоби.

Полоким a.x=(t,o ,.. . ,d f=B,'t, t e R  ,• тогда //л х ^ = /^ /.

Из (1 )  получим

^(Xo*6,t) -  f(X.o) -  f'(Xo)Sit ll^itfl =

-  A i t i -  / ( x o , e ^ i ) - l t l .

Спроектируем это равенство почленно на координатную 
ось OXi

A ( ^ o * 6 , t ) - f i ( x e )  = а ц  t  + fii (Хо, tjftu

Поделим равенство на t  и перейдем к пределу при 
t -T O  :

tom = в „
t - * o  <■

О )

так как Ai Cx<,,eit)  ̂О • t-*o '
В|фвзим значения аргументов в (3 )  черев координаты:



Хшо )~4i (*ioi X fo , ..., X„Q )
•t->o ^ ~ CLi, .if • (4)

Введём
О п р е д е л е н и е .  Пусть функция у  определена 

в окрестности точки ас„ « =  (Х^о, ■■■ / х „ „ )  и прини
мает аначения в .

Если существует предел
Л 1 х о * е Л ) - ' Р ( х ^ )  

t -* o  Ь

• U m  Хто)~ > ■ ,XiO,- : X „ o )
t-^0 ~  ’
te R  ^

т о  «т о т  предел навыаается частной проиаводиой функции f  в 
точке ае„, обоам чается  черва Sb^f(Xo),

или ....... me}*

Таким обрааом, для элемента а^у функциональной матри
цы получим вьражение

Л|.> — 5iy f

аналогично для <Хс̂  получим

^£J

Теперь мы получим такое представление функциональной 
матрицы;

(

^1  f ’l ^  (Хо)

' ^ ........................................

О
Такое представление функциональной матрицы f ' ( x „ )  на- 

аовеы представлением фунх|Д(ональной матрицы черев её эле
менты.



В ы в  о д .  Ёсяи функция ^ дифференцируема в точке 
Хо • *0 cyiqecTByiCT все частные производные первого поряД' 

ка функции if в точке х „  ;

• • 1 » f(^o)t ^

Заметим, что существование частных производных перво
го  порядка в точке является необходимш, но недоста
точным условием дифференцируемости функции в зтой точке. 

П р и м е р .  Рассмотрим функцио f :

т"
( { 0. 0)  = о .

При (^,у)ф(.о,о) частные производные

существущт в силу дифференцируемости рациональной функции 
одного вещественного аргумента.

В точке { 0 ,0 )  имеем

е г т  iS ^ b £ } z i( 2 i2 l̂ oл х - * о аж.

Ш а £ 1 _  У
Э яс . Аналогично

Э^(0о) _= О

Итак, f  вседу имеет частные производные пер
в ого  порядка.

Между тем в точке { Q 0 )  функция ^  не является неп
рерывной.

В самом деле, обозначим х „ =  ^  ~

тогда „ ^ [ х „ , у „ ) * ( о , о )  .
Вычислим предел

Таким образом, при различных значениях ^  получаем 
различные значения tCm ( ( х „ ,  ) . Следователь-*4 —• "



ыо, не o w c n y y j  ,  Ооэтому функфш ф 
не ямяетоя ывфврыаной, а тем бмеа не является диффе- 
ренцрфуеыой в тоше ( о,о),

Реоомотрим столбцы матрмф Яноби. В силу определения 
чаотноМ промэводной иыееы

ф и . )  ~ _
■' t-^O i

-tin t i . \

ЙТСК, i  -  Ш столбец ыатрв1Д1 Якоби ф ' ( х „ )  равен 
частной пронаводной 3>сф{*.).

Оовтому можно вапнеать 1фвдотавлая1е фуихцяонаяьной 
метрнф! черев ее отолбхр!:

f  (*-о) * ( ® « ^ ( * . ) ). ~

Ыаконец, найдам 1федетатааи|1е фуихционаланой матрицы 
чараа её отроки.

Вапивам {федстевлвние функ191011аланой матрн1Д1 ф -'и . )  
чараа её алементы:

Ф 1 (* , )  -  (О, ф и » .), /£(*„)>.

Таким обравом, Д ' (х ..)  еета отрока фуикфюналь-
ной матрнщ! ф'(х») .

Поатому имеет место ояедувцее представление функцио
нальной матрицы ф'(К9) череа её отроки:

Фг> (*®)у

II«В. Рааличиые вырахения дгя дифференциала функ1р|и
В силу определения дифференциал функции ф в точке 

ж, есть линейное отобрахенне Л*" в Ц'* :



t  -*> /  (Жо) t ,  где t  € ^^7

По традиции вместо t  часто пишут л х . :  

дж —> ^?Ж о)дж.
Диф{)еренциал функции ^ в точке обоаначавтея

через df(Xo)-
Таким образом^ cLflx^)  есть линейное отображение 

R "  в Л " ;

cL-flXoJtp)  ̂ ^ ' ( x „ ) t ,  t s f l ' "

или

c i /t e . ) (A x )  »  ^  Vaco) Дж, a x e  R " ' .

( 1)

(^ )

По традиции аргумент t  (или д х  ) в формулах (1 )  
и (2 )  опуокаот и пишут

c L flx ,) -^ f(x ^ )t ,  (8 )

d { ( x ^ )  = f ' ( x o ) a x ,  A x t f i T

Рассмотрим функцио у  : Ц " '—► J

= л  a fa :,

где £  -  единичная матрица раамерноети (/п>гя> ) ,
йы вйд«ли,что для отображения ж -* А х  функциональная 

матрица есть  .
Поатому

d y < x )  -  ^ ' ( х ) А х  £ а х в  А Х .

ИтаК( cLtp(3e.) S. а х
в  то же время для функфси 'р {х )ш х  логично обоена- 

чить cL f(x )  череа dLx., Тогда получим равенство cteca д х .  
Для дифференциала функции ^  ив (Э) получим формулу

( 3 )d f l X n i  •^f'(Xo)O^X .

Воспользуемся теперь предс 
матрицы ( ' { х и )  через её сто.

функциоиеяьной



^Госо) = (stiff(Х^)^ ^

Для ди4)фвренциала f  получим из (ii) и (3 ) 

d f ( x . c )  = / 'г х о М х  “  (siSifixo),.. . ,  ^ xojj р*’ I =
= ^f f (Xo)AXf  + . . . 1 - f l x ^ )A X „ ;  

d f (X o )= S i f fC x „ )A x ,^ . . .  i ’ Z^flx»)AX„,\ (/,}

df(Xo) =‘ Sb,f(Xo) cLx, ■* ... ^{x„)dxm • {S)

П . 4 .  Замечания о частных производных
а. IIj определению частной производной;

'  i~*-0 Г

Точка X o i - B i t  отличается от точки аго
тояьк'о своей i -  Я координатой. При зтом t  как раз рав
но приращению. 4 -  й координаты при переходе от х „  
к .

В выражении f (K f , . . . ,X i , . . . ,% m )  фиксируем все ко
ординаты, кроме 4 -  й; получим функцию от :

'P(Xi) ^ f ( X f o , . . . ,  X i , . . . ,X m o ) ,

Производная и есть  SicfCXio,- ., Усо, - ,  Х „о ) .
б. Рассмотрим вещественную Д1<ф11еренцируемую функцию 

f '  G — • где б  -  открытое мноквство ъ ,
1^афик функции f  есть некоторая- поверхность S  • Пусть 

у , ) е  G , мрда (xo,y,^iu)< S  , где »<, »  /{хо, у . ; .
Рассмотрим сечение поверхности 5» плоскостью у = у о ' ,  

в сечении получим кривую £, , задаваемую уравнением 
а= у . ; »  . Теперь *f'(x,)=. 2 i i f ( x o ,  у , )  . Но
^ ' (х а )  е сть  тангенс угла наклона касательной к кривой ^  

в точке (хо  ̂ .  Ж о • _



Итак, есть угловой коэффициент квсатель
ной к кривой ^ в гч)чке ЛСд .

в . Пусть ^

равенство
= ш

Тогда, очевидно, имеет место

S b i/ =
A i//,

S 2 . Дифференцирование композиции функций

п .1 .  Производная матрица комповиции отображений
Т е о р е м а  1. Пусть , где ff, - о т 

крытое мнокествс в ®  б г  * где б * ,-  открн
тое множество в Я ' ’ ; наконец, 6ж

Если функции ^  н ^  дифференцируемы, то их компо- 
8ИЦИЯ /»5Р  есть  диффере' цируемая функция и имеет i/е сто  
равенство

или

ч > Ь ) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ^  л f  
условно дифференцируемы, то

f(U*alc) -  f(u )  = М и )*  f i (и, au) /IAt̂ H’,

^ f (x * A o c ) - t f ( x ) s  ^ '(x )  й х . * л { х ,л х )  йтМ.

Положим в равенстве (1 )

1C = у»га:1, Л «  *• *р(х*лх) -  f i x )  \ 
и * л и  f(X*AX).

Получим

*  J ( n x ) ,  f ( x * 6 x ) - ‘ f ( x ) )  f f f ( x * & x ) ~ f ( x ) / l ^

= f ' (  f (x ) ) f ' (x )& x  ■* f'(m x))o l (X, A x ) +

no

( 1)

(Й)



+cL(x,AK)lf.

введвм обоаыачение

Jf'(*/ лх) = piif(tL), tfiztaxj-ff(x)) f

Убедимся, ч«о йу(х,йх)К  есть бесконечно надаа 
■ыошеро порядке по оравненио о / ix / f  при Ах-* о  ;

llyix,Ax)§A llp(flx),*f(x*AX)-<f(x)t- (ti^’(x)Ax/f-h 

+ U{X,AX)H) + l l^ '( f (x )) t i (x ,a x }  II »

= V ^ I x ) a x II -̂

flX*AXyfflX ))IH IcL(x,AX)f -h

^ ll^(f(x), l f (x * A x ) -  *P(X))I- llf'(x)ll. llAXlli- 

+■ т е х ) -  ^

- ^ Ц 'т * ) ) Ц .  Ы ( х , А Х ) Ц .

Откуда,

I  A x i l

п A rg

(3 )



Так как

Сст ( У  (ас - fn o i ) -  у (х )  О,

Кроме того

titn //с̂  ^х) Н ^
&х-*-о уУл х // = О.

Поэтому, переходг в (4 )  к пределу при л х - * о  , пО" 
лучим неравенство

Urn
i^ -*o  ййхй '

откуда \
&/П .  о

лх-^0 ЙЛхН

Итак

^  (tpiX+AX)) -  а ^'(XJ AOC Ч- ^ ( X , A X l

где У'(ж, лж; . есть  бесконечно малая более высокого по
рядка, чем Нлхй  при й х - * о  •

Это означает, что компоаиция функций 
дифференцируема и

Теорема докааана.
П . 2 ,  Инвариантность формы первого дифференциала 

Умножая равенство

(■^(•йсх)))' • »/'(«? (* ))•  « /V * ;

почленно не сбх. > получим



-  zz

'da. «  y '(x )o h i .

Откуда

или

d  (fo<p) » ( fa  ip) dAjf. (2)

Ранее для дифференциала отог'ражения u . - * f i c )  ыы по
лучили формулу

Ы^(и)=-f ( u ) d u

Итак, если в формуле (3 )  всюду вместо переменной U. 
подставить дифференцируемую функцию у> , то получим 
формулу для первого дифференциала функции х - ^  f ( p ( x ) )  ,
Это свойство формулы (3 )  назьшаетоя инвариантностью перво
го  дифференциала.

п .З , Некоторые свойства дифференциала
11риведем без доказательства простейшие свойства перво

го  дифференциала.
1. Пусть f t p -  две дифференцируемые функции, опреде

ленные в открытом множестве б  со  значениями в R' '  ,
ы,р -  вещественные числа.

Тогда

d  (Ы^ + ^ р )  г  e L c l f - t -^ d i f

(линейность /цгфференциала).
£сли ^ н р  -  вещественные функции, то

d { f p ) ~  (d p - f -

3 . Если ^ и у  -  вещественные функции и р  ни
где не обрашается в нуль, то



n .4 . Вычисление частных производных от композиции 
функций

З а д а ч а .  Пусть
крытое мнскество в I Ог ~ открытое множество в R  ,
( : G t  Функции /  и У* дафференцируемы. Найти
частные производные композиции ( т . е .  выраеить их
че^еа частные производные функций f  и У’  ) .  

Р е ш е н и е .  Ны видели, что

'=  f'(>f>(x)) i/'(x), ( 1 )

С другой стороны, представим матрицу ( ^ ( ^ ( ‘̂ )̂) черев её 
столбцы:

l̂ (f(x))y~ • • • , ).
Запишем аевую часть в равенстве (1 )  через столбцы:

I 4 ( ( f l x ) ) ) ' ^ f ( f ( x ) ) ( 2 >, i f  IX) , . . . ,  i f l x ) )  =

О )

Левые части в (2 )  и (3 )  равны, следовательно, равны и 
праные части. Сравнивая соответствуюицо столбцы в правых 
частях равенств (2 )  и (Э ) , получим

=  { ' ( f i x ) )  2)4 if(x),

ъ „ .  п * - ) -

П ,с» у = ( | ) .

Тогда
(  3)1 ifч1х)

г г Ш м )  = { ( Ы Я < р м ) , . . .  , (if(^))
\ 9>11^(*^

(4)



Анжяоричыо

Итак

i^{ilft*))=iM )i*t(.^i'^bi*fA^)t...*M  (Ь)

Формула (6 )  решав* нашу аадачу.
Запишем формуну (Ь ) в другом вида. Обоаначим

if(3c) = u M ,  и ^ ( и „ . . . , и ^ ) ^  "  воспольауемся классически'

МВ обоаначениями частных пронвводных:'^
наконец, опустим вовду аргумент ж . Тогда (5 )  принима

ет вид

j f a t l  _  'Э/(и± д и ,   ̂ , 'д^ (и )  9(0,
3X i 7tc^  3xi ‘

Формула (6 )  удобнее для вапоминания.

( 6 )

ння
(  8 . Достаточное условие дифференцируемости отображе-

Л е м м а  1 . Бели Q -*• , где G ~ откры
тое мношество ш Р "  , ( f -u -  . l n V  • ”  /

феремцируема в точке ХоВб тогда только тогда, когда вое
компоненты А ......../п  дифференцируемы а точке .

Д о к а в а т е л ь с т в о  леммы, ввиду его  очевид
ности, мы опустим.

Т е о р е м а  2 . Пусть G ~ ^  t l ”  . >'Дв (5 
открытое мнокество в И " ,  Если в б  существуют и не

прерывны частные проивводныа St>i  ̂ = • то /  диф



ференцируема в G
Д о к а з а  т е л ь с т в  о проведем для случая т*2. 

Доказательство для произвольного fn отличается лишь боль
шей громоздкостьс.

В силу предьщущей леммы достаточно рассмотреть лишь 
случай вещественной функции ^  ( т . е .  случай л * /  ) .

Итак« пусть существуют и непрерывны в G частные 
производные 

Имеем

А  X * ) «  /  ^ ЛХу, X t > 4 Х а ) -  / ( Л  / ,  X  J  »

=  X j^A Xi)- f.(Xi, Хж^бХ»)) -♦

ГАх/,Х*М Хж)- ( ( Х ь Х г ) ) .

Воспользуемся формулой Лагранжа, применив её к каждой ив 
разностей в скобках.

Получим

А f(Xt, Хх) = Л / /  (Xt ^ ^Х,, Х« ♦бХж) йХ,

+ а *  ^(Xi, Хг *6 i  AXt) AXt,

где O iO g ^ i ,  ,
Так как частные проивводные Sbgf » 

ловио непрерывны, то

2>« /  (Х« + вЛХо Хг*^&Хг ) »  2 f  { (X i ,X t )*

a , f  (X< » Xt + ̂ tA X ,] «  Л , f-CXi,Xt) + /»* (a x > ,

где , fix есть бесконечно малые при А » - *  О . 
Поетому

А^(Х<,Хг) = a < /(X f ,X ,)A X f + a i^ (X f,X » )A X i + 

+ р Л А * М Х < +  р ,^ Д *)А Х а .

по уо-



Обовначим

a, (д х ) =• ^ 4 ( i x . ) & X i  t  ^ж(лх^ДХ* ,

Имеем
\

^  ‘  ft ."**-»o ИлхИ л*-^а ''  ЯЛХ11 

I^Xzlтак как ------ г* 4  i  ,И лхЯ ■* ’ JJxll а .

Итак

д  /(X ,, >») = Й,/(Х<,Х»)ДХ« ♦55»/(Хж,Хж)дХ*

Откуда

■ = f ( x )A X .  + ^ ( д х > .

где ТТГТ^ "О *

Следовательно, ^  дифференцируема всоду в S  > что 
и требовалось докавать.

О п р е д е л е н и е .  Если все ч а сты е  проиеводные 
первого п(фядка S>i(- oyntecTByoT и непрерывны в области 
определения функции ^  , то будем говорить, что ^  непре
рывно дифференщфуеме.



Г л а в а  2

T£0P1£1U О КОНЕЧНЫХ ПРИРАЩЁНИЯХ И ФОРМУЛА ТЕЯПОРА

6 1. Теорема о конечных приращениях

п .1 . Отрееох в линейном прос1ранстве
Пусть а  > i! есть точки линейного пространства X  • 

Тогда отрезком, соединяющим точки а  * ё  , назовем мне> 
х е ст в о

fa ,^ 7 =  =

На отрезке [ a , i ]  естественнш  образом вводится линейный 
порядок.

Пусть X, ^ € С а , ё ]  , тогда

у  ■=■ a + -A i  C i - c i ) .

Если то полоким
Л е м м а 1 . Пусть [ а , ё ]  ’ есть  отрезок в винейнои 

нормированном пространстве; ас,, • •. , х „ е С Л , ё ] ,  
аСо t = a 2 X f  < x „ s S .

Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как xi eCo.,Sj, 
то Xi = a b J i ( i - a ) ,  о i  М  н, где Ао=<7, =
Поэтому

-  ( ё -а . )  ( A i - - A i . f ) t



Or сода

У  llx c  - X , . , H  ,  £  U - a H  I M  -Л м  I =

-  H$-&H 2Г ^ I l i -u U .
*»/

П . 2 .  Теорема о  конечных прирацениях 
Т е о р е м а  I. Пусть G —*■ R,G -  открытое мно

жество в 4?** • / '  дифференцируема в О . ^ ож »Г а ,1 ]с .в  
" 11('(о^)1ик "Р" ®в**

Д о к а а а  т е л ь с т в о .  Итак, пусть
f a , / j c ( ? ,  / / / V * j / /< для всех  ж .

Првдполоким, что ваклочение теоремы неверно и имеет 
место неравенство

H f(£ )-f(a )ll >^U~Q./I. ( 1)

Найдется такое вещественное число ^  , что

Введем обовначения: • Ca,ij  • с :а 0 -^ ^  .
Коли бы имели место неравенства:

I  f(^ )̂ -  f (a )^  < ie' Цс -all,

/ / ^ W -  ^ i g - d l ,
I

Tu отовда следовало бы H ^ t)  -  ^ (o .)f  ̂

«  //^ ( /)  -  f ( d l l  i- Ц М  -  ( (a )H i ,  i  '(He-all^ lli -c l l)  i  

< Ic 'H t-a tl.

( 2 )



Следовательно, либо

llf(c)~f(a)S>^c>nc-CLll,
либо

(а )

(в )нт- im  > '̂u-cii.
Боли имеет место ( а ) ,  то обовначим сегмент Гл,<] 

черва йг. ; если (а )  не имеет место (и значит вш олияет- 
ся ( в ) ) ,  то обозначим через отрезок .

Продолжая этот  процесс и далее, получим последователь
ность влскеиных замкнутых прсмвсутков

Д , :» Д* э  . . .  э  =>... .

Обозначим концы сегмента череа (Л-t, &е 1 (в  ч аот - 
н осш , а , - а .  , 6  ) .  Тогда

IIW  > ^ ' И ^ е - Л е Н .  О )

По лемме о вложенных промежутках оуцеотвует точка 
Хе  • принадлежащая всем й е  (€ в

«фикция ^  дифференцируема, поэтому

f (^ )~  и ^ ) ~  f(x„)lx-X4t)+jH'Xb,x-Xo)^ae-x„g, (< )

Так как ^  есть бесконечно малая при х -» -Ж о  , то суще
ствует такая окрестность U. точки ас, , что 

хеМ-  = » ///9Ггс, х -х » )Ц < 4 :* - - -к .
Поскольку ёе~<^е~*^> найдется такое p t/ V  ,

ч то  й.рС.Ы. С-^оа
Тогда из (4 )  получим

< Ц х - х ,К +

4 , iU x -x , l l - t -  ( r - 4 c ) H x - x ^ l h  Г ( ( * - Х , Ц ^



Анадогично получим

l l f ( x o ) - (̂a^j/ / i  - к ' И х - х о и .
Иа ( о )  и Ы )  следует

Но ( б )  противоречит ( 3 ) .
Следовательно, предположение, что

U a f , ) - ( i a . ) l { > k l l S - a l !

неверно, и теорема докавана.

б 2 .  Частные производные высших порядков

Пусть , где 6  -  открытое мнокес ТВ о
в Я "  ; пусть непрерывно дифференцируема в G .JToi*- 
да все  частные производные первого порядка =
сущ ествует и непрерывны в G •

Если существует частная производная Sbj ( Z i f )  , то 
она н зывается частной производной второго порядка Функции 
^  и обозначается через Zj  Sii ^  или черев .

Бели , то вместо п и ш у т 4 ^ '

Аналогично определяются производные третьего , четвер
того  и т .д ,  порядков. Обозначения для этих производных:

и т .д .

Частная производнья называется смеввн-
ной, если средW чисел й ,  ••• » есть  хотя бы два равяич-

ных числа.
Имеет место слвдувщая "теорема о равенстве сЫеианных 

производных".
Т е о р е м а  1. Коли / ;  S-^ G -  открытое 

мнакество в R" '  и все частные гфоизводные второго поряд
ка JDfc- 2)j ^ сущертвуот и непрерывны в fi .  имеет



- SI >

место равенство

^  =  Sbj S>i f  i^ J 4 /n),

Д о к а а а т е л ь с т в о  теоремы достаточно про
вести для случая вещественной функции <f .  Пусть Sbi^

) есть  непрерывные функции в G ■ Будем дока- 
вывать. что = (а )  где Жс ,)Г„в)

Обоаначим для кратности

Равенство (а )  аквивалентно равенству

Хжо) — ^ ( Х 4 о ,  Х ж о ) ,

Пусть л х-f, ЛХг е  R  » У  ~ некоторая Бвщественнея 
функция^ Введем обовначения:

4 '(X i ,  Хг) =■ f  ( X t *  ЛХ4, Хж) *f' C X t ,X t ) }

Л ж ^ 1 Х 4 , Х г )  г  f ( X t , X t * A X z ) - t C K f , X t ) .

Заметим, что если if' имеет непрерывные проивводные 1 -го  
пордцка, Т'' л^У' , Л(У' обледавт тем же свойством.

Далее

S > tA 4 i f ' (Х4, Хж) =  Z > t  ( H ' iX i^ & X i ,  Хж) -  Ч'1Х<, Х ж ) ) «

= » г  Г  (Х4+ЛХ4,Хж) -  » *  fCXiiXt) = А4Х)ж.Ч'(Х4,Уж) .

Итак
S i t A ^ ' T -

(операторы £>« и А^ перестановочны).
Аналогично

2><4гУ '=

С помощью простых выкладок убеждаемся, что имеет мес
то равенство



-  S2 .

Ириобрьвувм девус ч*с*ь «того  равенства, воспользовавшись 
теоремой Лагранжа:

= (д ,у )(Х /+ 'Д Х ь  X * ) - (6 i}pJ(Xy,Xa) =

= »< (Д 1У)(Х,+Р/ЛХ^, Х ,) Д У /=

= 2 ),у>^Х/+£>уАХу, Xt*AXt)AXi -  2>i<f(X4*AXi,Xx)A)(i = 

-  Ъг.Ъ^\fiX^■^ Xti-etAXt)AX4&Xt, (e)

где вг, ^  с f д уJ t 
Точно так же

А , д  ̂ flX i,X i)  = а ,  fiXi*e/AX4,Xx *9tA X i)A XiA Xt, («/)
где Ол , вг t  со, ij.

Приравнивая согласно (в )  правые части равенств (с )  
и ( о/ ) , получш

S bt^ 1 *fCX4* Si AXi, Хг в  I АХг)  =Лу *64 6 X4, Xt*-^ 'a XJ.

Так как Х><Т)я У и * * * < f  непрерывны по условию теоре
мы, то , переходя а последнем равенстве к пределу при 
АУ,~*0 , ЛХг^О . получим

2)f Лд *f(X 4,X t )  = 3i,s>4  y 'fXy, X ,;.

В частности

Z i 9 ( Х 4 о. X i .  J = 2>. г>< < f ( X 4 , . X f )  .

Переходя к функции ^  , ваключаем, что

Теорема докааана.



$ 3 . Фориула Тейлора 

п .1 . Постановка аадачи
Известно, что если ^  есть  ( p - t 1  ) раз не1фврш но 

дифференцируемая вецественная функ1р1я , определенная на от
резке Д вещественной npimofl, то laieer место равенство

.#1

= Z I  -^7 ^  +

где

(остаточный член формулы Тейлора в интегральной форме).
также

р*1

х _  (о ст а -где ^ есть  число, заклоченное между х  
точный ч;юн в форме Лагранжа).

Функция f  зппрохеимируется многочленом р  ~ Л степе
ни в окрестности точки Ор , причем остаточный член 
есть бесконечно малая величина более высокого п<фядха, чем 
( Х - Х в ) ' ’при X —МХо •

Пусть теперь f-  есть  вещественная функция, опреде
ленная на открытом множестве G в Я " .  При ка
ких условиях существует многочлен ait пг пфеменннх,
аппроксиыируощий f  во множестве Q' , такой ,что величина 
погрешности аппроксимации есть  ~
бесконечно малая более высокого порддка, чем И » — X pITf

п .2 .  Фориула Тейлора для вецественыой функции
О п р е д е л е н и е .  Ынокество S& наеовем

авеадным относительно точки * о  * 2 ) , если для каждой точка 
x * S b  отрезок входит в 2) .

[^едполохим теперь, что /  есть вещественная функ
ция, определенная в оТкрытбм мнокествв С  с  • евевдном 
относительно точки x ^ tG  • Потребуем, чтобм ^  т е л а  а 
Q воевозможние частные производные до ( р * ^  ) порядка 

включительно.



Рессыотрим прямую, проходящую через точки эс и Хо . 
все  точки этой прямой можно представить в виде

t  (Х -Х а) л Х„*-^ ЛХ, где i e  /Ц,

U )

При i - O  получим точку Хо < при t  * •/ - точку X .
сведем функцию

Функция у  определена на отревке вещественной оси , вклю
чающем сегмент ГО, 1J .

План дальнейшего изложения таков:
а ) убедимся, что <f непрерывно .дифференцируема (р -н )

раз;
б )  запишем формулу Тейлора для у  ;
в ) исходя из этой формулы, получим формулу Тейлора 

дпя /  «
Итак, У<5едимся, что iP непрерывно дифференцируема (р-и) 

Р&8 •
Введем оператор действующий на каждую функцию

. непрерывно дифференцируемую в области SD , следую
щим образом:

V'ra)»  4 ' ( a ) A X i  •̂  . .. + Л„, •

пкоь:
Для часто применяется такая символическая за-

сС *  АХ/ А Хя1 .

Имеем
d̂j^ }P (X o * tA x J  а  у  * ( x , - t t a x ) a x  .= 

*  ^

Итак



В частности , при Y - f  получим

^  t a x ) = ' ^ ^  S b c f ( x „ ^ t A x ) a X i

~ ®^лж f ( X n  + l a x )  ,

Поатому ^  f f ( l )  существует и непрерывна всюду в облас
ти определения Y  •

Так как все частные проиаводные непрерывно
дифференцируемы, отображение I  -*• t a x .  непрерывно диф
ференцируемо, то  функция \ fd )  непрерывно дифференда- 
руема.

Воспольаовавшись формулой (<i), получим

^  ' t i i )  -  ^  ^ ( х „  f  t a x ) )  =  d a x  (е^ а х^ Х о^  t a x ) ) : :

= ( i> ^ a x ,*  . . * Z i „ a x ^ )  Т  t > i l ( x ^ * i a x )  AKi =

= 2 " /  (Xo *  t A X j A  Xi A X : =
it.4 J ' •

m
-  ^ ( x ^ -^ ta x )A X i^  ДХс,

(адесь мы переобоаначилм индексы суммирования).
Итак

Аналогично, индукцией по , убеждаемся, что суще-



ств уот

причем

и непрерывны все проиаводаые

\ a t i  '  i^....,u^^
iSfck.=

-  ^ ( x o + t a x ) ,
где i  - 1, ^ 1 .

При i^ O  И8 (X) ■  (Ji) получим

^ ^ (o )  = ^

a при имеем i f  U ) -
Дцвсь подразумевается, что

Ш  ■
Запишем формулу ТЬйлора для f  :

^ -  число, промежуточное между о  и ^ •
В честн ости , при получим

^ ( О i i  *̂ *̂* ”̂ >
г » о  it / •#• Ял ;

( 3)

(4 )  

( 6 )

где <3 * ^ * i .
Переходя в ( 6 ) к функции ^  , согласно формулам

(4 )  и (Ь ) получим



{ и ,  = Г
•Jc= О Г> f { * )

где /р — ^ Л Х )
f’  { p - ^ o i  ~

. 4с т
/ г ^ . ;  = Ц  Л , ; . . . здс^^(х„)^

Формулы (if) И (хм) решает поставленную аадачу* Формул 
ла {* .) наеьшается формулой Тейлора для функции f  , а фор-> 
мула (и х ) дает представление остаточного члена R.„ в ф(фме 
Лагранжа и в интегральной форме. ~

п .З . Формула Тейлора для отображения иа в

Пусть G S i"  , где S  есть  открытое авеадное 
относительно х.о множество в R " ' . Предположим, что ^  
имеет в Q всевозмокные непрерывные частные проиаводные 
вплоть до ( p -ti ) порядка.

Имеем

' ■ Ш '
Для каждой компоненты имеет место формула Тейлора

■■ Р t . \  ̂ . п— t y — t f i p c ,
t *0

Р *1

где U p . = -   ̂ i -------- =



~  J A +*0Ляк.)сС‘С,
« '  *

Повтоуу для ^  получим

A *J  -  £  ^  e . ;
*’* 0 ic! г  '

I t  ^
Л дх { i

{ „ ( X , *  Д Х ) /
(if  л̂ )

(гд е  о  i  с  1  )

^ДХ f(=>‘ o -^ ^ a » i )d x .  (  «  I
о

Формула ( n ) нааывается формулой Тейлора, формула 
(хя-) дает представление остаточного члена в фооме Лагран
жа, а формула интегральной форме.

П .4 , Дифференциалы высших порядков

Пусть определена и непрерывно дифференцируема*в 
открытом мнокестве & , G с. 4 :G^~*‘ R "

Тогда
т

*A x =  I I  А*®> л х . X с /  Д я г , ; .
'Щ

Если /  имеет в G  всевоамокные непрерь^ные част
ные проиаводные д о  ]^ -го порядка вклочительно, то f  на- 
вывается к рав непрерывно дифференцируемой в £■ функ
цией. ^

Отображение 31 в , определяемое формулой



назоввм дифференциалом 4̂  - г о  порядка функции yf в точке 

Дм{>ференциал 4  - г о  порядка будем обовначать черев

‘^*А *«^*
Имеем

d ^ f(a e „ )  +••• ^ „Л Х „)^ ^ (х „ )< = -
т

**-,** '/ ^

( 4. Рдц Тейл(фв

Пусть а  есть  открытое в Л  миожеотво, ввёвдное 
относительно точки Же : пусть ^  естл вецественная функ
ция, определенная ъ G  и иыеощая в Q  всевовмокные не
прерывные частные производные всех пордцков (будем писать 
1 е С ^  ) .
^ 1с

Нааовем ряд Ц  рядом Тейлора
it»e * /

функции .
Л е м м а  1. Ряд Тейлора (1 )  сходится в (я к Функ 

ции /  тогда и только тогда, когда вспду в G остаточный 
член (х )  формулы Тейлора стремится к нулю при ^ -т  г »  .

Д о к а а а т е л ь с т в о  очевидно и мы его  опуска
ем.

Т е о р е м а  2 . Пусть G есть  открытое мноягество 
в К."", звёпдное относительно точки ж» ; пусть ^  есть 
вецественная функция, определенная в G , f  в С .

Если все частные производные функции f. ограничены 
В совокупности, то ряд Тейлора функции ^  сходится в G  
к f  .

Д о к а а ь т е л ь с т в о .  Пусть » i * C l  . Пока
жем, что при в о  ; по предыдущей



д«иыс otcuAa следует, что ряд Тейлора функции ^  в точке 
Xf  сходится к ^ (X ( )  .

Обоеначим & X sX i~ x < ,.
Воспольауеися остаточный членом ряда Тейлора в форме 

Лагранжа

;.••• А Х ,

Пусть Все частные производные ^  ограничены сверху 
по модулю числом JU, , Тогда

 ̂ ^  ^  lA X cJ-... l ^ y c J =

Итак

^  О д х Л ^ -- -^ /4 Х ж О " = ^  7 7

где обозначено: ct »  - - / л Х т  (.
Но, как известно, 7 Г 
Поэтому R f , ( x ) - ^  О 

лось доказать.

“ ♦ о  при * -Ь о в  . 
при ^~*суо , что и требова-

б 5 . Экстремумы действительной функции

п .1 . Необходимое условие экстремума 
Т е о р е м а  1. Пусть действительная функция ^  

определена и дгфференцируема в открытом множестве G  в 
И "  .

Если X o s G  есть  точка акстремума функции ^  , то 
все  частные производные первого порядка функции ^  обра- 
цаются в нуль в точке ^ о -

Д о к а а а т е л ь с т я о .  Пусть лт е 31 . Рас
смотрим прямую В , проходящую череа в направлении век
тора д х  . Каждая точка x t E  представима в виде 
ж г а*о ^ ДОС , где ,



Рассмотрим ФункциБ

(^КЦИЯ ^  есть  композиция двух диг{)фврвнцирувмых 
функций; функции ^ и линейного отображения 
Поэтому у  есть дифференцируемая функция.

В точке t - o  функция у» имеет Экстремум. По теоре
ме Ферме

Но = ^ '(хо * ta x .)  £kx .
Поэтому ^

f ' ( X o )  й Х =  ^  f [ x , ) & X i  = О ( 1)

при всех л х  6

Полским в (1 ) Л9; (!)•
Получим X i f ^ ( x o ) - o  , Точно так же при всех 

f ( i  й м  имеем Я с^ (ха )= 0 >
Точку, где все частные производные первого порядка 

функции f  обращаются в нуль, назовем стационарной точкой 
функции/

,п .2 .  Достаточное условие экстремума 
Пусть х „ б  , вещественная функция ^  дважды непре

рывно диф1хзренцируема в некоторой шаровой окрестности точ
ки Хв ; п усть , наконец, х^ есть  стационарная точка функ
ции / .  .

Выясним, является ли Х „ точкой экстремума функции 
^  , Воспользуемся формулой Тейлора

Л<̂ (Хо) = ~ (̂Хо) *  <f (Х,) (Х~Хо) ^ ~

~ ^J23KSdjf.Cx,-t-e&x)&XL&X^ •

Воспользуемся тем, что вторые частные производные
SDi 2>- /  непрерывны 

J
2)с a>j f ( x .  i^Gax)n Z i ^(xo) y- ciij,

где cCij -► О при л *  - т О .
Подставляя в ( l') эти выражения для частных произвол-



вше, п о л у ч т

л/(Жф) = /Л с-> -/1Гх,>= ^  ̂ i> i!O jf(x ,)A X £ a X j 

♦ ^  « у  л л  AXj .

Обоаначш = Я^Л ^^(х , ) .

Рассмотрш  квадратичнуо форву

= 51 О,-, t i  t :  . (3 )

Эта форма мграет основыув роль прв исследование 
аоведания функции в окрестности точки х ,  . Ь|4}ахение ( 2 ) 
перепияем так:

ITCL. -2Z L ..ja * i_  +  ч - „ , .  ^  ^  I
#ва:<( #ДХ|? U A x tf-У  d •«*:* #ЛХ» Q — У#в*Л //л*/Г

где обовначено

Имеем

#ах4Г

у  л х - » о
Ооатону ^ f A x ) —> o  ори д х - > о  .

Рассмотрим на единичной сфере
Так как единичная сфера в компактна, а функция 1 Ф( 
непрермвна, то в некоторой точке
принимает намееньмее вначение l ‘P ltf)l = e

Предполоким, что Ф  не обрацвется в нуль (следова
тельно, со:фаняет постоянный аыак)при ij/to. Тогда



nUn lcp(t)l «С  > 0 . 
tin~i

лас-*-£> , TO найдется такое<$'>о,
, тот^час /р(ля:)1<.с , Тогда

Kg(x.a) имеем неравенство

Так кьк p(ta)-*o  при 
что как только llaxif<S

то  есть

А ото  значит, что в внак суммы ( +

+ рСл*-)) совпадает со внаком Ф ( ^ ^ )  •

сода следует, что внак ревности ^ ( ^ )~ { - (^ )  сов
падает со  знаком •

Итак, если ЯР есть  положительно определенная форма, 
т о  в т .е .  асо есть  точка
минимума функции ^  i если есть  отрицательно опреде
ленная форма,то Хо есть  точка максимума.

UoKHo показать, что если ЯР принимает вначеыия рав
ных внаков, то Хо не является точкой вкстремума функции 

^  . Заметим, что <^tt) =

Итак, имеет место
Т е о р е м а  1. Пусть ^  вещественная функция, 

дважды непрерывно дифференцируемая в окрестности точки
х „  6 Л  .

Тогда
1 . Если d l ^ ( x » )  есть  отрицательно определенная 

форма, то Хо есть  точка строгого максимума функ'Ц1И /  ;
г .  Если о1*^(хо) есть  положительно определенная форма, 

т о  Хв есть точка строгого  минимума; .
3 . Если d l^ ( x o )  принимает значения равных вна

ков то жо не является точкой вкстремума функции ^  .
З а м е ч а н и е  1 . Если есть  полуопре-



деленная форыа (т о  есть о(^ <f(xo) , наприыер, неотрица
тельна и при некотором ненулевом t f  обращается в нуль), 
то для исследования поведения f  в окрестности Хо необ
ходимо привлечение дифференциалов более высоких порядков.

З а м е ч а н и е  ii; Пусть ^ ,

Рассмотрим.матрицу А формм ЯР

Иа курса линейной алгебры иввестно, что  ЯР полоки- 
тельно определена тогда и только тогда, когда все диаго
нальные миноры матрицы А положительны

Форма <Р отрицательно определена тогда и только 
тогда, когда знаки укааанных миноров чередуется 

jO ft O n I
1 O u l ^ ^ '  “  *

. Если вое диагональные миноры отличны от нуля, но не 
все положительны и распределение анекев у миноров отличает
ся от укаеанного, то форма ср принимает аначенид равных 
анаков.



Г л а в а  8

РЕГУЛЯРНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

§ 1 . Отобрахенкя из ъ R

Пусть где 6  есть  открытое иножество
в /J?'' , f  дифференцируемо. Тогда функциональная матри
ца имеет размерность т хт  . Определитель на
зывается якобианоы отображения ^  . Если o U i f
не обращается в нуль, то отображение навивается регуляр- 
нш  в точке Xi ,

Л е м м а  1 . Пусть G Ш" '  , где откры
то в Если отображение ^ регулярно, то для каждой
точки X geG  найдется такая окрестность Ux^<^G и такое 
число О  О , что для всех  ж е  1(х„ и имеет
место неравенство

Д о к а а а т е л ь с т в о .  Функция t - *  Я
непрерывна на компактном множестве Ŝ o « где So —еди
ничная сфера, I • По теореме Вей-
ерштрасса эта функция принимает наименьшее значение а 
некоторой точке S, , обовначим

Так как ^  регулярно, то еШ ./ '(х о )Ф о  , следова
тельно, столбцы функциональной матрицы линейно нева- 
висимы. Но есть линейная комбинация столб
цов функциональной матрицы- / ' { х , )  , виачит f'(3Ci,)to
отлично от нулевого вектора. Поэтому i f ' (^ o ) t » S > o ,

Итак, с  > 0
Так как ^  негрерывно дифференцируема, Ц ((я)^



е сть  нвгферывшя функция от х  , Следовательно, нвйдвтся 
такая окрестность , в которой для всех  л е  U x o
■“ •в** й -  •f'(xo)fi < с  , н , следовательно, для
всех

Теперь для же имеем

Ц ' М  I #  °  Т- ф ж )  -

>  й Ц ’Сх) -  К »

J t - z e i t i - c t i a z r c g t a .

Итак, если х е U r„  , »о  a / U ) U > c H t ,  
ч то  и требовалось докавать.

Л е м м а  а .  Пусть /  непрерывно дифференцируемо 
на открытом мнскестве x jeG  , пусть

€ > о  • Тогда существует окрестность такая, что

Х ,Х ^€  t/жщ х -х ^ )В < £ .

Jlycm* с X?.
Д о к а в а т е л ь с т  в непрерывной диф

ференцируемости ^  найдется шаровая окрестность 
такая, ч то  для всех  х  е U x„

Тогда, как нетрудно видеть, если х , с  6/^^ , «о

й / '(х ) -  f ' ( x , ) Я <■ £  . Так как ^  дифференцируемо,
то

^ (ее)  -  S f'(x< )(x -X i)-e^ (_X f, ж-ж.^)йк~х,9.

Откуда -
Я х -X f t ^ C x i ,ж -х<)а  y} i t ; - -  f ' c x t ) ( x - .

Бведем обоаначение: l fx -x tR fi (x t ,x -x ^ ^ g  ^ ер С х).
Имеем ^p^(x) »  - / t x , ;  ,x ; f c ^ e U x ^ = ^  П*Р'(х)В< f .



Воспольвуемоя теоремой о конечных прирацениях

Поэтому 1 ^ 1 * 1, Их-ХщЦ <е(1х-Л^Ц^

при ж, x i  € •

Ынокество навивается

lIjiiXi, x -X i )K  4 £

Лемма докавана.
О п р е д е л е н н е е

линейно связиш , если для каждой пары точек Xf, X|£ С6  
сущ ествует такое непрерывное отображение ^  сегмента 

[a ,S l  в (ИГ , что 4 Сл)‘ Х ,,  4 ct)< ^ xt, и
4 (С а ,П )с £

Образ сегмента при непрерывном отображении навывеется 
непрерывной кривой.

Поэтому определение линейно связного множества можно 
пере1)ормул|фовать таким образом^ множество £  в К." навы 
вается  линейно связньи, если для каждой пары точек 
сущ ествует негферыаная кривая ■, соединяющая точки

flCf • X't • .
П р и м е р ы .  Рассмотрим множества в ^  ;  а ; круг 

К г(Р )  » полуплоскость х# < 0  * о ) множество
{(X «,X 2)/X ,9fco> .

Тогда множества а ) и в ) связны, множество о ) не
связно.

Нетрудно видеть, что обрав линейно связного множества 
при непрерывном отображении есть линейно связное множество 

Л е ы м а 3 . Пусть £  есть  линейно свявное мнажест- 
во в , G -  открытое множество e g . "  »  - х
1Г ,.£ -ж в ,  £ - * « ■ "  • >’да
рывны и в

Если для каждого х в £  из 
W Сх) в tTj (X) , то

(назовем зту  лемму "леммой о единственности отображе
н ия").

Д о к а з а  т е л ь о т в о .  Пусть в условиях леммы 
существует точка такая, что <xi) ^  . В

Г
и t/i непре- 

елрдует,что



силу дннайной свявноо*и £  существует непрерывное отоб- 
раженме такое,что

Рассмотрим функцию Ч'(Ь)ш H i T t i t f W ) - Ц, 
t e n . t j ,  if'(л) а.о , if' непрерывна.

Обозначим черев Ы расстояние между множеством 
rTilifCa,!}) и границей Г  множества G  . Так как 

( i p c c i j j j c ^  , то Г  не пересекается с irf(ifca ,tj). 
Далее, Г  -  еамкнутое множество (как граница точечного 
множества). Множество (^ С а ,и )  ^компактно (как неп
рерывный обраа компактного множества). Поэтому Ы > о  •

Пусть t e C a , i j  . Если , то
, следовательно,

Если , to
Итак, каждое значение *f' либо равно О , либо не 

меньше а/>0 (м ).
Так как по предположению ^i(*t)^trt(x.f) , чо ‘*f‘tL»i)4 Q, 

следовательно, S^(8 ) : f - d  . Так как у '^ а )вО  , у ' -  неп
рерывно, то найдется ^ Co,fJ такое,что

но ВТО противоречит свойству (м; . Итак,
Т е о р е м а  4 . (О локальной бивкти’'ности регуляр

ного отображения  ̂ Пусть fiG -*fR .***  , где Q  открыто в 
К."' ^  есть  негфврывно ди{1ференцируямое и регулярное

отображение.
Тогда для каждого x ^ tG  существует такая окрестность 

г/ж« и такое число с -уо , что c G  и
а ) для всех имеем

> С  Цх-Жо Йf

б )  сужение ^  ив 2^^ есть биек1р1я ; обоеначим

* fL̂ ' у»" '  •
в ) непрерывно на ;
г )  существует единственная функция у ':

такая,что для всех у  •

д ) существует единственная непрерывная функция
V'.-V^ такая,что для в св х у < (^ ^



и Ч'(У») = Хо , при этом у /х
Д о к а э а т е л ь с т в о .  1 . Пусть 

(  -  непрерьшно дифференцируемо и регулярно, Xo^G  ,
По лемме 1 найдутся <^><7 , Ct> 0  такие, что для

в се х  имеем

U '(x ,H H  ^ с Л И .

По лемме Ji найдется УО такое,■что для всех 
■*, ® имеем

< j . 1.

Обоз'-ачим
то

. Если X ,X f€

> c ,g x ~ x ,S -  ^ fgx-x il-y - llx-Xflf = c Ux-x^ll,
где c = ^

Пусть o <  f <  . Обозначим = K t (к » )  . Оче
видно, что^ iT J^ cG , U x, -  линейно связно.

^ отображение f  взаимно однозначно. Утверхд
ния а ) и в ) доказаны.

Введем обозначения: ^ о - { ( х , ) ,  ,

V'y.
в .  Отобрахение непрерывно и ваеимно однозначно 

н^ компактном мнокестве . Поэтому также неп
рерывно. Далее, есть сухенче на ; следо
вательно, у»*' непрерывно.

3 . Пусть "  /<Ч'(у))=~у  «• .
Покажем, что тогда у  г . В самом деле, у ,
следовательно, fC4^y))=  f('fly ))  . Но с  СУ,, ^

и с СУ,, ■ , а ^  биективно на СУ,, . Значит 
УУуУ =

Итак, пункт г )  доказан.
4 . Докажем утверждение д ) .  Пуоть у :  ,



для всех у е  V^.; У' непрерыв
но, irlueeM ^ ■• V^a-*■ i / io  K s(X o )  . Как показано выше, в 
Ks^(!^) 4  биективно. Далее, для у е Ц ,^  ,
значит А у у̂Л) = .

Если 4'fy)^ , то < ^ (у)= Ч '(у )
Множество V^a линейно связно как н.зпрерывный образ 

линейно связного множества г/^о •
Таким образом, функции j/* и у ' , заданные на линей

но связном MH09i:ecTBe , удовлетворяет всем условиям
лемш  о единственности отображения.

Следовательно, Ц'-  . Теорема доказана.

6 Теорема об открытом отображении

Пусть 4 ' ^  » *'Д® G  открытое множество в
есть  непрерывно дифференцируемое отображение. Является ли 
множество / (ff)  открытым в ? В общем случае зто не
так. ,

П р и м е р .  Пусть , 4^ж)=х^
тогда / С с - / , = Го,О; Co îJ не является открытым мно
жестве.! в Л * .

Л е м м а  1 . Пусть 4 - ^  d  открыто в X '"
непрерывно дифференцируемо. Тогда /// / /*  зсть непрерывно 
дифференцируемая функция (здесь  //•// -  стандартная норма
в Л ”  ) и имеет место равенство -  2 4 4̂ '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 4~ (4о 4'<)^
Тогда

тю'=(4 '̂
-гГ4 \
Т е о р е м е  2 . Пусть 4 '  ^  G<= Ш*', G

открыто в IR.*' . Если 4  непрерывно дифференцируемо и ре
гулярно, то 4 ^^^ есть открытое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ж® <<? . Обозна
чим yo = /(a fe J  . Покажем, что найдется окрестность
точки у ,  такая, что

1. Так как 4  рег’улярно , то найдется £ -о к р е ст -



ность л  ̂ K tL ^ )  такая,что J T cff  *• /  вааммно од- 
новначно в Z . Граница Г  вара Л компактна, так как 
она вамкнута и ограничена, следоватально, / ( Г ;  компактно. 
Далее, у .  = ^ (хо) 4  4 (1 ').

Рассмотрим функцию , где i e 4 i f ' ) .
По теореме Вейерштрасса непрерывная функция i )  прнни- 
мает на наименьшее значение в некоторой точке

Итак, р1Чв,*^)  ̂ e(V e,^o) > О . 0боанач1ш
1 * 4( г 1  ^

^о) *  Ое ]
В. Рассмотрим окрестность Uy„ ^ (^ )  . Убедимся,

что U y^ cfX A )  ̂ следовательно, U .y ^ c .4 (G )  . Пусть
• Рассмотр»! функцию от ас ; >f(x) t/^-4(x)l\

x t Z  • '^fo непрерывно дифференцируемая функция. Тек как 
Д* компактно, го у' принимает на1Я1енывее аначение в неко

торой точке **^ел .
При х е Г  имеем Пу~4<^)Л*
Воспользуемся тем, что норма рааности не меньве раа- 

ностм иорш:

Kjf-4(*)H  *  Л бу-yoj -  (4<х) -^о) II >

>  II4(* )̂ ‘ У»// -  / /у -у .  ^  •
при осе г  .

В то  же время tC f» )  = ll^-f(x»)H^<(^)*.
Следовательно, f ( x , ) < 4 ’(x )  при х е Г

Поэтому f  принимает нам1еньвев аначение не на I ' 
Следовательно, х * с д  .

В силу необходимого приенеха акстремума

По лемме ааключаем

( r A o j 7 v**j=0 .
Так как f  регулярно, то матрица ^(х5нев|фскдена.



- f
Умнокая последнее равенство справа на .получим

 ̂ о ;  у  = Д д :Ч

Итак, , следовательно,
Значит fCG ) открыто. Доказательство еакончено.

S Э, Теорема об обратной функции

Т е о р е м а  1 . Пусть / : ( ? —* , где G  откры
то в К '’ ,  ^  непрерывно дифференцируемо и регулярно.
Тогда для каждого х-о^ в  существует такая открытая окрест
ность И х, <= G , что

(1 )  /  е сть  биекция на

обозначим y o ~ {(.^ °h
( 2 ) непрерывно дифференцируемо в ;

(3 )  = (.9 'М У ^  Для всех x e U x o ,  у®
(4> существует единственное отображение V': V^e~®*^Xe 

такое, что для всех у  * ; при етом '
Г = у » - ';

( 5 ) сущ ествует единственное непрерывное отображение 
Ч' . ^уо -*■ f "  такое, что « у  дяя всех у е  >4>о

и V'<y«)=*o , при атом У'* / ’ С
Д о к а а а т е л ь с т в о .  Пусть условия теоремы 

выполнены. Тогда по теореме локальной обратимости регуляр
ного отображения найдётся окрестность t /* „ , М » ,с  (? 
и число такие,что для всех * f, -усужение //* ,„ ,*  » /  есть биекция, у  
непрерывно но V/y, , (4 )  и (Б ) имеет м есто.

Докажем, ч то  непрерывно дифференцируемо и
( Т О Vy> *  ( У для X е г / * . , у  = Д*Л

‘'^ыетиы, что по теореме об открытом отображении 
/{(/х,) > Уу. есть  открытое множество.

Пусть уе  1̂ 0 , У« < V y ., У * У<; об08неч1в1 х .  y>’ VyJt 
ж»* • Очевидно,

Так как у  дифференцируемо, то

У Г х ;-  = у ''гя г< Я *-х ,; + et X - ,



и IXi, X-Xt)где  — ► О при a :-». PC г.

По условие теоремы матрица невырокдана. Л н о-
жая последнее равенство слева на , получш

Откуда

f  'U y) -  ~

Введем обоаначение

y 'V y v ) ) »

Имеем

'^ Л у)  -  ^ Л у А  = T y 'W j 'V y - y J  ^ d t  (у^, у - у А .  ( *̂ )

при у - * у иУбедимся. **‘<^У>Ч~УА
Имеем ^ y~ y t^

M t (Vi.y-yAll .  П(УЧХ()У cUx„x~xJH 
й у -y iU  ~ H *f(x)-

irUl ^ d lX i .x -x , )V , tx~XiU

Так как Ц Y(x)-<f<xAH с Ц х -XiU,
TO получим неравенство

td,i,.uy-yilll ^Ц̂ '(хаУ'11 . j- .
/ /у -у Д  U x -X f!  c

Пусть y -* Y i  • хогдА в силу непрерывности *f - f



имеем

(у), У’

Or соде

^  H<iALVi.y-Vf}ll = с  
у-гу< //у -угй ' (х * )̂

Соотношения (х )  и (х х ) овначаот, что отображение

при всех у^£ X^ei/jco,

у '  дифференцируемо в
При этом по определение функциональной матрицы 

у , =
Так как непрерывно дифференцируемо, то все элемен

ты матрицы '  есть  непрерывные функции, поэтому и все 
элементы матрицы есть непрерывные функции. Следова
тельно, есть  непрерывно дифференцируемое отображение.

Теорема докавана.

, $ 4 . Неявно ваданные функции

im*KПусть б  “ Т Л "  , где G открыто в 
Пусть точка i  € Щ"'*'' ,  Обозначим её координаты

следующим образом:

2 * С , Хт, у», Уя )  ~  (  у  } >

где а =  У »  Г у » , . . . ,  у ,  Г .

Вместо ^ ( у )  ус"овимся писать f ( x , y )
СЬредмим матрицы fU  i^ ,y )  и f^ C x ,y ) :

<*<У> * = ( ^ ^ '  •• •' ) *



-  бб -

Матрица Якоби функции ^  состоит иа асах отоябцоа 
матрицы и всех  столбцов матрицы :

ч

T e c  jp^e м а 1 . Пусть в  - т ^ "  , где от
крыто в Л *"*" , непрерывно дифферен1Д|руемо.

Пусть c U t f ^ c ^ , y , ) ^ o ,  Д > ч у .Ь (7 ,г д в  { y j e G .

Тогда найдутся такие окрестности иоЛ^Л"" , v b c 4 ? "  
точек агв и у ,  соответственно, что

а ) существует единственное отображение 
удовлетворяющее при всех x t U o  равенству

(отобрахение непрерывно ди||ференцируемо);
б ) существует единственное непрерывное отображение

2,  u -^ g t * '  , удовлетворяющее равенству Д * , о
для всех x t U o  и начальному условию Vo

(отображение 2г непрерывно дифференцируем^
Наконец, . Обоаначиы i - 2 * ^ 2 z -
З а м е ч а н и е .  Г ''ворят, что функция 2  неявно 

аадана уравнением ^ с * ,у ) - о  и начальнш условием 
2 1 * » ) - Уо.

Д о к а з а т е л ь с т в о  тесфемы. Идея докааатель- 
ства состоит в том, чтобы использовать теорему об обратной 
функции, кы начнем с построения вспомогательного отображе
ния Я Р :(3 -т  Л ’" * "  к которому и применим теорему об
обратной функции.

1. Положим

где ( y ) € G ,  * « ^ '7  у ^ ^ 7

Тогда *Р(.Хо,уо) а  ̂ <р

непрерывно дифференцируемо.
2. Убедимся, что в некоторой окрестности точки (р * )

якобиан cU t ^ о.



Так как f  непрерьшно дифференцируемо и 
oLet (жо, у * ) ^ о  , то существует такая окреотнооть

• в которой (х о ,у ^ )^ о ,^  точки l y l ) в Ifi*
В W  имеем

‘Р ' (х ,у )  = Сх.у), ЯР^<в-,у;;=((дж,у;)*, ( fix ^ ))^ )~

I  0 „ „  \

одесь единичная матрица о т  опоками и столбца
ми; 0 „ „  -  нулевая матрица иа строк и *ь столбцов. 
Таким обрааом, мы получим клеточное представление матрица 
°Р '( .х ,у ) .

Далее
/  ^тп \

< Ы ^ ' 1 х .у ) f ’̂ i,c,y) I *

o U i  Em  • O ^ t  /у (ж ,  у )  SS ( ж ,  у )  ф  О

ари

Э. Итак, в \}</' имеем o iti *Р '(я ,у) ф о ,

*P (*o ,y .J =  ( о * ) -
По теореме об обратной функции найдется такая откры

тая окрестность точки ( у “ ) i '**<>
(а )  Ф  биективно в , то еоть *Р,

есть взаимно одновначное отображение н* VC4 < * »
(в )  *Р̂ ~* непрерывно дифференцируемо в Wj, }
( о )  оущеотвует единственное отображение 'у :  

такс^.что Для всех • при атом

Г
По теореме об открытом отображении ХХ/д есть  окрезт- 

ность точки ( * ‘*1 .
Теперь ДЛЯ каждой точки (  y j *  существует един

ственная точка ( j  * такая,что



при этом •

4 . Обозначим Ф , , рде ^

чения в Bt*”  , V' -  в Л** . Ясно, что у  
но дифференцируемн.

Имеем

<?■/(*. у ;  = ( y j .
с другой стороны

-< /у =̂у>\ I \
*Р< 1*! )̂ = ЯР ( /  V  ̂ V'Ky;)/  •

принимает вна- 

, </' непрерыв»

От сода

x  = f ( x , ^ ) :  у  = ^/'ж, П ^ у ) ) ,

Следовательно, ^  = f(x ,* fia e ,y ))  • для всех j е \>6̂  . 
Полагая у = ^  , получим f  (.х,'{'(•е.о}) ^ О для всех

где V /=  ^ * «  4 ? ' ' / ( § ) б  U/i }  • Легко видать,

что  2̂ # есть  окрестность точки я:» в Щ"* .
Обовначим fC xJ^i'C X fO ) . Тогда имеем f.C x ,t(x ))= o  

для всех  x e t f f  . Функция непрерывно дифферек-
цируема.

6 . Обоаначим = ^** .
Рассмотрим вещественнуо функцио 

л при ( > о  , i i ( o )a o  * Нетрудно видать,

что  4  е сть  непрерывная функция.
Так как есть  окрестность точки ( ^ )  * P̂̂ ^

некотором S '^ o  шаровая окрестность течки ( у " )  радиу
са S '  вводит в W i .

Точно так же при некотором S % 0  шаровая окреотнооть 
точки радиуса S "  входит в V /f ,

Обоаначим -  frUn(S', S " )  .Поскольку 4  нелр»-



рывно н i  (о )  о  , то найдется такое € ^ > о  , что 
. Тогда .

Обозначим

6 . Убедимся теперь, что любое отображение Zi' ,
такое что f ( x , t l » ) ) * 0 ,  совпадает с ^

Боли x t U a  • по предполоЕен1)ю 1 ^Сх.)€[/„
Тогда (^ (х ))  точка в V(/f . В  самом деле

то есть ( g^x) )  принадлежит -  окрестности точки ( у “ )

я , следовательно, ^

Вычислим

Имеем

Ih («*)) =II ('Г )Г=  «*-*•«'<
Следовательно, Т  (?*(») j  е W4.

Поскольку *Р есть  биекция VC<( на VO2 <*

7. Пусть г/о Л ' есть  непрерывное отобра
жение, такое что ^  ( х ,  Zt(xJ)i>o для всех  жеС/о и 

f , ( K o ) » ^ o  J . Убедимся, что ? * = ?
Р ассм отри  отображение f ,  Р ( о ) ~  множества

£• г { ( 5 ) |^« ^ Л?** }  в . Ынохество
£ линейно связно, непрерывно. Отображение 9 *̂*; HJi-eVP'f 
также непрерывно. Так как £  \Ui, , то  определено и
непрерывно на Е ; при атом
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Боли Р  ( * )  € VĈf , то

 ̂ ( t t< ^ ) )~  (/(*fZж(•^))j ~ ( о )  •

Так как Ф, есть  биекц1Я, то ^  =  ̂ . Итак, если
.Д а л е е ,

»*(?•) = ( ? ) .  ( J : ) .
По n eu ie  о единственносш ото(^ажения ваклвчаем

Р =  ф на f
Отсюда (гТ*>),

при x t U »  , что и требовалось докааать.

$ б .  Дифференцирование неявно веданной фуякдаи

Пусть в условиях теоремы о неявных функдаях отобре- 
хениэ 2 аадано уравнением / ( х , у ) ~ о  , где Z'^fo-^Vg^
2 непрерывно дифференцируем (Н^довле л ор я ет  вачальнсму 

условию i ( x m ) s y „  . Найдем матрицу Якоби отобрахеняя
2. Имеем f ( x , i O ^ ) ) ^ o  ( п )  при x m t i e  » f (x ,i i x ) )

есть  К0МПО8ИЦИЯ двух отображений:

ит») / в ) .

Вычислим функциоиальную матрицу от фувкдан 
Имеем

= f ( x , 2 ( * j )  i ^ x ) )  -

= <«.. /”, ) ( & )  - А
(аргументы у  и для краткооти вапиеи адесь опу
щены], гда черев обоаначеив единичная матрица реамер^
НОС1М mjt/n ,

Иа (ж) видим, что матрица Якоби отобрахения l(x ,tjcx .^  
e o n  нулевая матрица.Поатоку
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/ »  ( * / / у  (^ , i'c^ )  = o .

Отсюда

1 '(ж) = -  / 4  (* , t (^ ) ) .  0 * # )

Итак, формула (мя) поаволяет вычислить функциональ
ную матрицу как функцию от х , t(x )  , если иввестнв
Г . ,  и  •

в частноотм, при х - Х о  получим

t (Хв) - — •



Г л а в а  4

ОБРАЗ ИЗШРИиОГО ЫНШБСШ

б 1. Кнокество основных брусов

Пусть есть  натуральное число. Рассмотрим в Л "  
множество, ваданное неравенствами:

си  Cic.*f . ___
< - р Г  '

где Ос и -  проиавольные целые числа; X t , . . . ,  -
координаты точки x e t R "  .

Такое множество назовем основнш брусом. При всевов- 
можных натуральных it и целых й; получим счетное множе
ство . S> основных брусов . Основные бруоы в дальнейшем бу
дем обозначать через л , .

Цреди основных брусов выделим брус, вадаваемый нера
венствами О £. Xi X. f  , который мы навовем bjmi-
ничньы брусом и обозначим через Лд .

Рассмотрим свойства основных брусов,
(а )  Для каждой точки зсв£” н каждого (  >0  найдется 

А  € Z) , содержащий х  , такой что с С ( л ) < е .
(д т о ь  d ( A )  -  диаметр А .  )

( б )  Бели д , /7 Д (#  <2$ ,  то либо Л^с. Ag , либо Д с с д , .
(в )  Боли ш VO найдется такое счётное под

семейство { ^ U i c e f w  семейства ,
что брусы на атого подсемейства попарно но пересе
кается и С/ д .  - д  

i ttv
Д о к а в а т е л ь о т в о .  ^ у о  на семействе 

нааовем максимальнш, если иж^екой другой



брус И8 •ТОГО семейства не вклонает как собственное 
подмнокество. Рассмотрим множество всех максимальных бру- 
сов .

Если и Д^1г -  два мексимальньос бруса, то в си
лу (б )  либо а^1 П л ^ » - ф  , либо =• Д /̂1 . Поэтому
мнокество максимальных брусов распадается на классы равных 
брусов . Выберем из каждого такого класса по одному брусу. 
Получим множество 3>' непересекающихся попарно основных 
бр усов . Это множество Л '  есть подмножество счётного мно
жества , следовательно, 3 )' счётно

-2) ' = ( ^ и  AV ■

В то же время каждый брус € е Т  Входит в некото
рый максимальный брус Д^.

Поэтому д  - ‘ (У л
bCAV teT  *

( г )  Если G есть  открытое подмножество в IR"’ , то най
дется такое множество попарно непересекасщихся ос
новных брусов (ЛсУсел* $ что G ~  и  =

Сел/ Сел/ '
где Д{ -  замыкание Д  ̂ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x e G  , Тек как 
Q открыто, то некоторая £ -  окрестность точки а: вхо

дит в . В  силу свойства (а )  найдется основной брус 
такой, что з с с Дж и диаметр А^ меньше ^  . Тогда

с  Q , Выберем такой брус Д к  для каждого х е О  . 
Получим семейство основных брусов ^Д х}х«< ; , такое что

LJ А ж.  ̂ G * 
же G

По свойству (в )  существует счётное подмножество не
пересекающихся врусов •C'̂ xiicep/ ^вкое, что ^^Д,с^. = б  •

В то же время с. G .  Повтому UA^u ж О

(д )  Пусть А  -  квадратная матрица порядка п. , А -  
осйОвной бр ус. Обозначим через меру Лебега

ffl '• ; через А А -  образ бруса д
отображении ж —р А х  , '

Тогда JUL А а  ~ ^  А I .

при линейном



Д о к а в а т е я ь с т в о .  Обовначим дшшу c*opoi№ 
бруса л черев £ . Тогда . Брус д пост
роен на векторах te„ , где

 ̂ вт* {о ....,о ,1 )
единичные координатные векторы. >

Ынсжество Дд есть параллелепипед (может быть в»> 
рокденн|Ди̂  построенный на векторах £Aet,..., ВАе„,
Ив аналитической теометрки навестно, что

Отсюда

/ • ( А а )  « \ d t t  ( € A e „ . . . , B A e „ ) f ,

»

^ ( А о ) =  Ави)|;

jul{ A a ) - JUA • letitA

i 2, Геометрический етюл Якобиана
Т е о р е м а  1. Пусть / :  6 , гдв G от

крыто в Ц" , f. Heif>epuPRo диФФерен1||руемо.
Если x» f6 ,  есть последовательность осноа-

ных брусор такая что G для всех itAf •
<UAii-*0 при ь -то - , то

Д о к а в а т е л ь с т в о .  1. Пусть в условиях 
теоре1ш x„tG  •  ̂ силу дмфференцируеыооти ^ иыееы

/ ( « j  = /(я г ,; * ^ ( х . )Г х - х , )  ь  /*-х ./Г /»(яч>  ж -* . ; ,

где ^ о  "Р" ж~^Ло.
Заметим, что для каждого компактного пода1Ноквства е  

в Bt" ынокество fl^) таюсе компактно, сладаатеяьно, 
вамкнуто и аначит ивмернмо по Лебегу,

Обоаначим черев линейное отобрахение

= /(* • ! + /'(*оИ ж -Ж оЛ



2. Пусть есть последовательность основных бру-
сов такая,что Хо<л7 » oLc& i)-*o  при ,
S  c G .

Обозначим £i * - * « ; / / ,

Тогда (£,;)((ДУ есть сходящаяся к нуле, монотонно убывао- 
щая последовательность неотрицателт чых чисел. При атом

> H^{Xo,X-Xo)H при д:«

Обоаначим черев £i ынокество всех же 
для которых расстояние х  ст ‘P C a i)  не превосходит 
£coL(Ai)  . Убедимся,что / ( £ l ) c f i .

В самом деле, пусть ^ £ f ( a l )  . Тогда для неко
торого же л 1  • Далее

f  ( i ,  i  Ц  II *

=  / | / 9 ( ж о ,  х-х,)Ц. Цх-Хо11  ̂£i d ( a i ).

Итак, е £ : d ( i u )  . Отевда

UHOxeoTBo £г ваькнуто, поэтому £ i  иамеримо по Лебе
гу . Поэтому / * f ( F i )  < j j £ i \

O i .  ^  V * £ L  .
yu37 /<Д7 ( i )

3. Вычислим Для этого рассмотрим

линейную фуикцио ^  , отобраяавцую Лс на А , :

У» (X) « ж ♦ , »».. X  _  d(A o)  у где -Ti »  — — - г 4 -  
oC(Ai> к

( t {  -  длина стороны бруса Ас \ оС(ас)̂  сС(Ао)-  
диаиетры брусод). '

Какова связь между ‘Р (А с )  и ^Р(^о) ?
Имеем

ЯРГДо) «Ру». ( А с )  = ^ P( ^r ^Лo^^ ■^o)~^ i ^VCAc) -^ ^P(S^ )_



Таким образом, ЯР(Д«) есть  образ при ли
нейном отображении (я )  * 4 п х  -t c p d i ) .

Так как W  есть композиция гомотетии (подобного пре
образования) с коэффициентом и Параллельного перено- .
оа , то для каждого измеримого по Лебегу мнсжества 
имеем: множество 4'ilH^) измеримо и ici*juHi.
Если также измеримо и

/^4’iLHt) ~  1суН г ~
Рассмотрим ^ i ( £ i )  > Дяя всех *4 ^ * ^  имеем

/» (Г Л * ). y t ( y ) > - „  . Поэтому У 1 (^ 0  есть
множество Г 'мх тех точек из R  , которые удалены от 
не более чем на £^ и .(А о).

Следовательно, Ц  есть  монотонно убывавцая
последовательность множеств, такая что
Из теории меры иззестно, что тогда

Итак-
JU f i  ( f i  ) •

Найдем &/Я
f-»»*» /*&i

Имеем

^  a й п ,  >У-У^Д12. = ест

S Л/п J *  f l  c ^ i )  а ^V*C.; / .

Итак



дует
4. Коли d t t  f ' { x o ) ^ 0

А / "

то иа (1 )  и (2 )  сле-

Teopeui) доказана. 
Получим оценку скиау

для

Итак, когда o U t f/ (x » )^ o  
б . Пусть oU t ^ ' ( х , ) ф о

Так как f. непрерывно ди|)фвренцируемо м с(л£ 
то  по теореме об обратно!! функции найдется такая окрест
ность Ve точки 3t̂  , в которой ^  бивктивно.

Начиная с некоторого <̂о , с  г/о .Н е  уменьшая 
общности, будем считать, что й ; с. Uo при всех t-'еИК .

Рассмотрим последовательность множеств ( ‘Р(л1)) .
Так как отображение непрерывно, то c t ( f 'H ’P{^i)))-*o
при i d .  здесь обозначение диаметра мнсжества).

Обозначим а . Получим пос-

, такую что 
открытый шар радиу-

ледовательность к / »  »  ... > ь- > . , .
t£ • Обозначим через U i

се с центром Хо . Имеем

Обозначим Ц (х^ , f -  •

Последовательность монотонно убывает, £*-»•«?
при , Цр(х, ,ж-ж^)Ц^^(/ при .

Рассмотрим множество £i -  тех точек ив ,
которые удалены от не меньше чем иа £ ôL(&i)_
Убедимся, что

Пусть « Так как Bi* , то
найдется U; такой,что . Предположим, что

Х €  и^\Л с • (<Р(й1)) ‘  • поэтому
J>{y<’f>M) >. e^''cC(ai). •

Отсюда Ц f(x)  - ^Plx)f|^ ) ;

I ir ,, Х ‘ Х ,}Ц . Ях-жо Й » e t d ( A i), йр(ж<^ж- х .М  <



Последнее неравенство неверно, так как, по поотрзднию
/г . .  ^ "Р«

следовательно, ^ ( S i )^ £ i  
^  Отсюда

' ( 8)
/ / f l i  ^ Д 7

Аналогично тому, как мы вычислили >
11Ш

(4 )

, согласно (2 )  и (4 )

находим

i - » * -  //Л ;

е. Не (1) и (3) заключаем 

/•д<

Переходя к пределу при * - г  « 
получим

yi, 2С ^

Теорема докаеана и для случая Mat f  (Хл) -ф О,

$ Э. Те(^ема Серда

Пусть I '  -  непрерывно дифференцируемое
отображение, где 5  открыло в Л "  . Тогда точку « f f  
назовем критической точкой отобракенш* <  i веян

o(t/£ ̂  *  О  .
Т е о р е м а  1 . Пусть G -  открытое множество в

ля i . R - m i D * '  , /  непрерывно дифференцируемо. Тог
да обрае^’ ? f X ) множества X  критических точек отображе
ния /  имеет лебегову меру нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а. < *  о»  •
Пусть . Д«я к а ж д о г о п о  Теореме б геомет

рическом смысле яксбиана имеем



^  = lcU tfU )h о.
cUsy^o / 'Л
oex>

Повтому найдется такое S > 0  , что )лъ х € й ,  J.CS) < S сле
дует < 6 . Существует такой основной брус ,

что и . Для Лх имеем

Найдем такой брус А я  Для каждого •
Рассмотрим семейство ( А х - У х ^ х  г свойству (в )  

основных брусов не атого семейства можно выделить счётное 
подмнсжество не пересекающихся брусов, та

кое что и л х ^  ш О й х  э Х .
«■•/V х»Х

Повтому
<M l ^  i V / w .

Отсюда

i  € Т .  /ил1ц в € 21  /ЧД*, «
lea l'

, Рассмотрим последо-

То есть  дяя любого £ >0  имеем

y“ V « )  < «/*<?•
Значит /| /О С )< * 0 . 
б . Пусть теперь /<<? = ■'• о® 

вательнооть открытых шаров /f ; (о )  о сдантрои в точке
О О о  радиусами, равными С

Обояначим G ( \ K i ( o i -G i ,  -  X i  •
Рассмотрим сужение f  на (9̂  . В  силу пункта а) полу-



Далее

Игах, *<7 • Teopeua докааана.
З а у е ч а н и е .  Мы оформулир овала и докааалх «оль

ха проотейшуо часть теоремы Сарда. Общую формулировку а до- 
каавтельство теоремы Сарда см в [3J ,

i  4 . Обраа измеримого мнохества при непрерывно 
дифференцируемом отображении

Т е о р е м а  1, Пусть , где S  откры
то в Л'* , f  нефврывно дифференцируемо. Вели ItlU f'lt It 
B fi.Cof, то  . (*•)

Д о к а а а т е л ь о т в о .  а . Если о о  , то 
/ ' а  о  * ^  » тогда по теореме Сарда yu^£J*o,

/и*f • Следовательно,
“   ̂б.  Если , 4 (>о  , 1 0  ( а )  выполняетел

триваальным образом.
а .  Пусть, наконец, <•♦«>», о < к .
Для каждого t > 0  найдется такое счётное покрытие

множества £ непереоекаюцимиоя попарно оо - 
ыовными брусами, что

О*, Z  -  м * е  <■ £ .

По условию теоремы ^  для * * < 3  «
По теореме о геометрическом смысле Якобиана получш

* .« 1  / • (!)
а с »

Поатому для каждого Х (С  можно выбрать такой ое- 
новной брус А* , что и

Д „ С  1УД;'.



Из семейства {Дх]зс*£ выберем счетное подсемейство попарно непересекающихся брусов такое, что
и  ^х. ■

“ е»/ 
Отсюда

ХГЕ
Тогда ^

C£ff/ *;£*/

О А Z ^хк ^

/(£)<= и  ^ С д * :х ) ;

< i < * t )  2Г yu T / ‘ ^xg, ^

£ (tc*£) (jU*£ t  £ ) .

Итак
Й (-t^O i y £ * € )

для каждого ^ ^ 0Переходя в этом неравенстве к пределу при t - 9 -О , получим y u ’^ ^ C S j  6

Теорема 2, Пусть G —f  / £ ^ '  , где G  -  открытое множество в /й” • -  непрерывно дифференцируемое отображение. Ёсли £ c Q  , £  измеримо по J k 6 e r y ,  то множество 
^ ( £ J  измеримо по Лебегу.Доказательство,  а, Пусти к  ^  loLU '  о  всюду в  G • Пусть £  }fO i так как £  измеримо, то найдется такое открытое множество G ,  6  • что £ с  G , и

Тогда по предыдущей теореме
J U ^ {^ (6 , ) \1 ( ( ) )  £ JU* ^ iS A E )  i  KJU ( S A £ )  i  !i£.

TO есть
y [ ( f G . ) \ { ( C ) ) < i ^ £ - ‘ (1 )

Ho множество f ( 6 i )  * теореме об открытом стобра-



женин, есть  открытое ынскество.
Итак, дяя проиевольного С>0  существует такое от

крытое множество f ( G t )  , что и имеет мес
то неравенство ( 1 ) .  Ив теории меры известно, что тогда мно
жество 4^^) измеримо по Лебегу. '

б. Рассмотрим случай, когда с/тЛ не ограничен в 
О.

Воопольвуемоя свойством ( г )  основных брусов и предста
вим 6 в виде

о г п где Д, “  основнвй брус (Се А/).

Так как a(t4 / '  непрерывен, а 2Г, компактно, то най
дется Ас< > 0  такое, что в А ; . Тогда
4(S01Si,) измеримо по Лебегу.

Но
^ (£ )  zt

Итак, множество представлено в виде счетного
объединения измеримых множеств. Следовательно, ивмерн-
мо

в. Рассмотрим общий случай. Обозначим Через X  мно
жество точек осе С , в которых cU4 4  (*■)-(> 
критическое множество). По теореме Сарда заключаем: мно
жество /<"Х) “  измеримо по Лебегу и j u ^ O ^ ^ O ,

Очевидно £ я ( £ П Х )  О ( £ \ Х )  • Отсюда получаем
4 ( £ )  S 4 ( £ П Х )  и  } ' • “ “ О*®®” "  4  { f c l X J c  /.(Л) ,

поэтому уи 1 ( £ ПХ) = ^ 0  * следовательно, ^( £ПХ)  -  измери
мо. Множество e\ X c zQ \ )c  , G \ X  открыто. В силу прелвду- 
щего пункта множество измеримо.

Итак, множество / ( £ )  есть объединение двух измери
мых множеств 4 ( е П Х )  и и ,  следовательно,
измеримо.



Литвретура
1. Спивак U. Матеиатический аналиа на многообрааиях.-Ы.: 

иир, 1968. -  164 о .
£ ,  ИЬарц Л. Аналив. -  U.: Мир, 1972^т.1<_ В24 о .
3 . Старнбарг С. Лекции по дифференциальной гаометрим.-М,'. 

иир, 1970. -  413 с.



О г л а в л е н и е

Введение................................................ ..  ®
Я. Примеры отображений из Л'” в Л " .......... .. 3Сведения о матрицах................................. г • ^

п.1. Предварительные замечания....................  . . 6
' n.ii. Норма матрицы...................................... • ®п.З. Непрерывность нормы матрицы............................... ....  . 8

Глава 1. Ди|)ференциал и производная матрица. . . .  11 
§1. Основные понятия ди{)ференциального исчисления . . . И

п.1. ДжМЬеренциал функции..............................п.2. Производная матрица.................................п.З. Различные выражения для дифференциала фувкции . 16 
П .4. Замечания о частных производных. . ..............1®

52. ДифференцироБиНие композиции функций....................1®
п.1. Производная матрица композиции отображений . . 19 П.2. Инвариантность формы первого дифференциала . . 21п.З. Некоторые свойства дифференциала ..............  22л.4. Вычисление частных производных от компоаи- . .

ции функций...................................... .. •
53. Достаточное условие дифференцируемости отображе-

...........................................

Глава 2. Теорема о конечных приращениях и формула Тейлора......................................
2761. Теорема о конеиньк приращениях.........................

- 27п.1. Отрезок в линейном пространстве. ...............п.2. Теорема о конечных приращениях . ................  23
ЯП§ 2 . Частные проивводные высших порядков .................. 3353, Формула Тейлора..........................................*

п.1. Постановка задачи......................................^л.2. Формула Тейлсфа для вещественной функ̂  ̂ . . .  33 п.З. Формула Тейлора для отображения из
а ..............................................................................................



54.
55.

Я.
53.
54.
55.

51.
52.
53.
54.

п.4. Дифференциалы высших порядков..............   38
Ряд Тейлора..................................................39
Экстремумы действительной функции ....................  40
п.1.Необходимые условия вкстремума......................40п.ЗЛостаточное условие экстремума......................41
Глава 3. Регулярные отображения .........................45
Отображения из в /S'" . . . . . . . . « • • • 4 5
Теорема об открытом отображении ....................... 50
Теорема об обратной функции ............................ 52
Неявно заданные функции ................................. 54
Дифференцирование неявно заданной функции ..........  59
Глава 4, Образ измеримого множества .................. 61
Множество основных бруоов ..............................  61
Геометрический смысл Якобиана .........................  63
Теорема Сарда.......... ..................................
Образ измеримого множества при непрерывно дифференцируемом отображении . .  . .  ............. . . . . 6 9
Литература......................................... . . .  72



Герман Гаврилович Пестов

дИ':Ю£Рь.нцируемые: 

0Т0БРАЖ£НИ« в КОНЕЧНОМЕРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ

Редактор Л.И.Дюканова

ИБ 1135 Подписано к печати 3 , 0 3 . S S - l .

КЗ 0 2 0 5 i .  Формат 60 X 84 Vl6, бумага типографская 
№ 3. П.л. 4,7; уч.иад. л.4; усл.п.л. 4,37

Закаэ ЗЗЗ,Тираж 400 Цена 15 к.
Издательство ТГУ 634010, Томск, пр. Ленина, 36 
Ротапринт ТГУ 634039 Томск, ул. Никитина, 4.



20 к.


